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DESCRIPTION DE L'ÉPREUVE DU BAC | 
L 

Structure de l'épreuve 

\ = Durée de l'épreuve : 4 heures, que ce soit pour les élèves ayant choisi 
« spécialité » ou seulement l'enseignement spécifique. 

{ m Coefficient : 7. 
& Coefficient : 9 pour les candidats ayant choisi l'enseignement de spécialité, 

Nature du sujet 

| m Le sujet comporte de trois à cinq exercices indépendants les uns des autres, 
| notés chacun sur 3 à 10 points ; ils abordent une grande variété de domaines 
| du programme. 

| m Le sujet proposé aux candidats ayant suivi l'enseignement de spécialité dif- 
. fère de celui proposé aux candidats ne l'ayant pas suivi par un de ces exercices, | 

| noté sur 5 points. 

Conseils pour l'épreuve 

_ | M Avant de répondre à une question, relisez l'intitulé du texte pour conclure 
\ précisément. 

| & Noubliez pas qu'une question apporte une réponse souvent réutilisée dans à 
. la suite de l'exercice. 

| m La qualité de la rédaction est prise en compte : évitez les fautes d'orthographe, 
= | les abréviations et n'utilisez les symboles que dans des phrases mathématiques. 

|! M Pensez à justifier vos propositions, à vous référer précisément à des définitions, | 
| des propriétés, des théorèmes et corollaires. 

k | & Si une figure est demandée, faites-la rapidement au brouillon avant de la 
recopier définitivement et proprement sur votre copie. 

. M Faites les calculs compliqués au brouillon, mais rédigez directement sur 
votre copie. 

æ Tous les résultats donnés doivent être simplifiés. N'hésitez pas à les mettre : 
en valeur. 

& Prévoyez une copie par exercice et numérotez. 



Ambition prépa 

Comment anticiper 
la prépa scientifique ? 

DE QUOI S'AGIT-IL 28; 

e Pour être efficace dès la rentrée en prépa, vous 
devez adopter la prépa attitude pendant votre année 
de terminale. 

e Ce livre va vous aider à acquérir des réflexes pour 
la prépa et vous préparer au mieux, pourvu que 
vous fournissiez les trois efforts suivants : 
- valorisez votre temps pendant les cours ; 
- valorisez votre travail à la maison ; 
— apprenez à utiliser efficacement ce livre. 
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ETHERNET ELROUTE 

> Améliorez votre prise de notes. 

e Si vous êtes perdu, si vous avez pris trop de retard, « arrêtez de courir » : 
vous n’entendez plus le cours, il faut sauter des lignes sur votre feuille et 
notez ce que le professeur est en train de dire. 

° Ne perdez jamais de vue que vous êtes capable de refaire les calculs, ayez 
confiance en vous. Dans le discours du professeur, ce qu'il faut surtout 
retenir, ce sont les petites phrases qui expliquent les liaisons et qui la 
plupart du temps ne sont pas écrites au tableau. Celles que vous retrouvez 
dans les livres ne correspondent pas tout à fait à votre cours. 

> N'hésitez pas à poser des questions à votre professeur, mais si vous n'avez 

pas travaillé votre cours, vos questions ne vous aideront pas et vous ne ferez 
pas illusion. 

Valorisez votre travail à la maison 

=) Revoyez votre cours le soir même, les énoncés des théorèmes et défini- 
tions sont à apprendre par cœur (n'oubliez pas que la calculatrice est interdite 
dans de très nombreux concours). 

On vous demandera souvent en classes prépas de citer des théorèmes ou défi- 
nitions. 

> Les résumés de cours vont vous aider. Tous les résumés doivent être 

connus par cœur, surlignez de deux couleurs différentes (toujours les mêmes) 
les hypothèses et les conclusions. Attention, parfois une hypothèse est indi- 
quée « dans un chapeau » : c'est qu'elle est commune à tous les énoncés qui 
suivent, ne pas oublier de la surligner. 

Apprenez les théorèmes en précisant à chaque fois toutes les hypothèses. 

=} Vous devez être capable de refaire les principales démonstrations du 
cours, ce sont des modèles pour les exercices, n'oubliez jamais que les concep- 
teurs de sujets savent que vous avez vu ces démonstrations et estiment donc 

que vous avez des « pistes » pour résoudre telle ou telle question. 



Introduction 

> Apprenez les démonstrations. Pour cela, vous devez : 

+ bien isoler les hypothèses et la conclusion : 
— écrivez les sur une feuille sous forme de deux colonnes, 
- traduisez avec des symboles hypothèses et conclusion, 

s reconnaître le type de démonstration : 
- raisonnement direct, 

- raisonnement par disjonction des cas, 
- raisonnement par contre-exemple, 
- raisonnement par contraposée, 

- raisonnement par l'absurde, 
- raisonnement par analyse-synthèse, 
- raisonnement par récurrence. 

° trouver les « nœuds » de la démonstration, c’est-à-dire les quelques 
remarques qui vous assurent que vous êtes sur la bonne voie. Le reste viendra 
tout seul. 

Apprenez à utiliser efficacement ce livre 
—} Le résumé de cours, pour apprendre le cours, mais aussi pour les révisions. 

} Les exercices, qui sont classés par niveaux de difficultés : 

s Les questions courtes vous aident à déterminer si le cours est bien su; 
si vous n'arrivez pas à répondre rapidement, c'est que votre cours n'est pas 

assez mémorisé. 
Effectuez toujours ce travail, sans utiliser le cours, pour prendre conscience 
des notions non connues (vous êtes obligé d’aller chercher l'information). 

+ Ne soyez pas effrayé par les exercices qui ont le plus d'étoiles. Dans une 

question, reformulez si nécessaire la conclusion. 
L'affirmation «je ne sais pas comment démarrer » est souvent le signe 

d’une mauvaise lecture de la conclusion « que me demande-t-on ? » Si vous 

n’avancez pas, allez chercher le début du corrigé de la question et essayez de 

continuer tout seul. 

° Les corrigés comportent souvent plusieurs méthodes de résolution. 

Certaines solutions d'exercices types sont à connaître comme des démons- 

-trations du cours. 
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=} La partie Ambition prépa se divise en : 

+ des prolongements du cours, pour vous aider à apprendre seul de 
nouvelles notions (ces notions seront vues dans les premiers mois de votre 
classe prépa) ; 

e des exercices qui utilisent ces nouvelles notions. Presque tous les exer- 
cices proposent plusieurs solutions, beaucoup sont des exercices types dont 
la résolution est à apprendre. 

} Les pages qui suivent vont vous permettre de mettre en œuvre les méth- 
odes exposées ci-dessus. Les notions présentées vous sont peut-être familières, 
mais elles vous sont ici proposées de manière synthétique. Une très bonne 
connaissance de ces notions est indispensable si vous voulez être efficace pour 
les autres chapitres. 

=} Faites les exercices proposés p. 15 et 16 : il faut pouvoir les résoudre aisé- 
ment et rapidement. 

Si vous avez des difficultés, relisez les pages 11 à 15 et recommencez les exer- 
cices. Ce sont des exercices plus abstraits qui constituent une bonne intro- 
duction au travail d’un élève de prépa. 
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f y] g s ; J 
Ÿ, La Prépa attitude 
440 RES AR . El L TAN ER MES LE F di - 4e Es à . 

Dans ce chapitre, des notions vues tout au long du collège et du lycée 
sont synthétisées. Ce chapitre doit vous apprendre à adopter la prépa 
attitude : rigueur, mémorisation du cours et justification de chaque 
affirmation ou de chaque transformation d’une expression. 

Prolongement au cours de Term S 

© Ensembles, Ensemble des parties d’un ensemble 

Si le mot ensemble ne peut être défini dans le cadre de cet ouvrage, il est 
possible de définir un ensemble particulier, soit en caractérisant les éléments 
de l’ensemble par une propriété commune de ses éléments, soit en faisant la 
liste des éléments de l’ensemble. 

Exemple : Soit E l’ensemble des nombres pairs compris entre 1 et 6. 
- Définition de E en précisant l’ensemble des éléments E = {2, 4, 6}. 

- Définition de E par caractérisation E = {x eN/3ke {1, 2; 3}, x = 2k)} | 
« Ensemble des entiers naturels x tels qu’il existe un entier k compris entre 

léts"tlqué *=2k6"* 

Définition : Soit E un ensemble, on dit qu’un ensemble A est une partie de E 
si tout élément de À est un élément de E (c’est-à-dire (Vx € A)(x € E) Of 

note AC E. 

Théorème : Deux ensembles À et B sont égaux si et seulement si on a à la fois 

CD csb CA 

Application aux équations : pour démontrer que deux équations sont équivalentes 

on montre qu'elles ont le même ensemble de solutions. Pour cela, on démontre 

que toute solution de la première est solution de la seconde et que toute solu- 

tion de la seconde est solution de la première. e_ _« 
A ; | Conseil 

Définition: Soit ÆE un ensemble, l’ensemble : Lol 
Pour résoudre une équation, 

des parties (sous-ensembles) de E est appelé.|,, peut écrire successivement 

ensemble des parties de E, on le note LE ) ; | des équations équivalentes 

Remarque : Pour tout ensemble E il existe une | en utilisant ;. nee à 
à : : | garantissent l'équivalence. 

partie et une seule de E qui ne contient aucun : ne 
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élément, cette partie est appelée la partie vide et on la note ©, l’ensemble E 
est une partie de E appelée partie pleine. 

Théorème : Soit n un entier naturel et E un ensemble ayant # éléments, on dit 
aussi de cardinal n et on note card(E) = n,alors ®(E) possède 2” éléments. 

Exemples : 

- SRE {a , alors P(E) =; {a}} (attention, on écrit 4€ {a} mais 

{a} Se a} et {a} € P({a dE L'ensemble E possède un élément : « a », 

et P(E) deux. 

-Si E= {a, b}, alors P(E) = {g, {a}, {b}, {a,b}}.. L'ensemble E possède 
deux éléments et P(E) quatre. 

- Si E = © ,alors P(E) = {5} . Lensemble E possède zéro élément et P(E) 
un. L'ensemble {@} n'est pas vide, il possède un élément : la partie vide qui est 
aussi la partie pleine de E ! 

© Opérations dans P(E) 

Soit E un ensemble, À et B deux parties de E (on dit aussi deux éléments 
de P(E) ), alors A NB (onlit À «inter» B), A UB (onlit À «union» B), 

A\B (onlit À «moins» B, c'est l'ensemble des éléments qui sont dans A 
sans être dans B), A B (on lit différence symétrique des parties À et B,on 
AAC (A \ B) U (B \ A) sont des éléments de G(E) ; 

Soit E un ensemble, À une partie de E , on note C,A et on lit « complémen- 
taire de À dans E » l'ensemble des éléments E qui ne sont pas dans A. C;A 
est l'unique partie de E qui vérifie 

AUCEA=Eet ANC,A = © 

© Quelques propriétés des opérations dans Ÿ(E) 

Soit E un ensemble, quelles que soient les parties A, B, C de E,ona: 

AU(BUC)={(AUB)UC AN(BNC)=(AnB)ncC 

AU B =.B LU A ANB=BnNA 

AUGD=A ANnD=@ 

AUËE=E A.GVE = À 

AC Br ANS BB HCDe ADI A 

AU(BNC)=(AUB)n(AUC) 
AN(BLUC)=(ANB)L(ANC) 
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C;(A LU B) = C;ANC,B Ck(A NB) = C,;A UC,B 
A(BeCO|= (A) 82); G 

A B=B A 

AIS A 

A A=@Q 

AN(B C)=(AnB) (AncC) 
Soit # un entier naturel non nul, E un ensemble (a S 
de cardinal n (c’est-à-dire ayant n éléments), À 

| Remarque 

et B deux parties de E,ona: | 

-Si A et B sont disjoints, c’est-à-dire si | 
AN = oO; card(A U B) = card(A) + card(B) 

- card(C;A) + card(A) = card(E) 

- card(A U B) = card(A) + card(B) - card(A ON B) 

Exercice : Soit E un ensemble, quelles que soient les parties A, B, C de E,on 
a AU (B N C) = (A U B) N (A U C) . Démontrer. 

Corrigé : 

— La première étape est de reformuler la question, se demander quels sont 
les «types » d'objets qui interviennent dans la question. A LU (B N C) et 
(A U B) a (A U C) sont des intersections et des réunions de parties de E, ce 
sont donc des parties E et la question posée est de démontrer l'égalité entre 
deux parties de E. 

- Deuxième étape: comment démontrer que deux sous-ensembles sont 
égaux ? Le cours dit qu'il suffit de démontrer une double inclusion. 

- Troisième étape : comment démontrer une inclusion ? Il suffit de démontrer 
que tout élément de l’un est dans l’autre. Il faut donc commencer par mettre 
le quantificateur « Pour tout » sous forme symbolique ou dans la première 
phrase. 

e Démonstration de l'inclusion À L (B N C) c(AU B) n(AU (e)) 

Pour tout x de AU (B N C) , l’élément x appartient à A «ou» à BNC. 

- Si x appartient à À, alors il appartient à À U B (car AC AUB)«et»vil 
appartient à À UC, donc x appartient à (A L B)n(AUC). 

- Si x appartient à (BNC), alors il appartient à B «et» à C donc il appar- 
tient à (A U B) (car BE AUB)«et»ilappartient à A UC, donc x appar- 
tient à : fs : N (A U ci 
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— Dans les deux cas, l’élément x appartient à (A U B) N (A U Ge 

En conclusion, toutélément xde À LU (B N C) appartient à (A U B) a (A U CE 
on a démontré l'inclusion À LU (B N C) Œ (A QU B) ON (A U C). 

e On démontre de même que (A U B) N (A U C) (m7, à © (B N C). 
Quelles que soient les parties A, B, C d’un ensemble E, on a 

AU(BNC)=(AUB)n(A UC). 

© Produit cartésien de deux ensembles 

Soit E et F deux ensembles non vides, on appelle produit cartésien de E et 
de F l’ensemble, noté E x F, des couples (x ; ») où x est un élément quel- 
conque de E et y un élément quelconque de F. 

Exemple : 

soit E = {1, 2, 3} Ed dE {a, b} alors : 

ExF={{1;a).(1;b),(2;a),(2;b), (3; a), (3: b)}. 
Les ensembles EXF et FXE sont distincts. — 

| Remarque | 
Théorème: Soit n et m deux entiers natu- | 
rels non nuls, Æ et F deux ensembles | FxE={(a;1), (a: 2), (a :3). | 
tels que card(E) = net card(F ) = m alors: | (; 1), (6: 2), (b:3)} “#8: 

card(E “ F) _ card(E) x card(F) = nm. 

@ Application, image directe 

Définition : soit E et F deux ensembles, on dit qu'une fonction de E vers F 
est une application de E vers F si tout élément de E a une image par f. 
L'ensemble de définition de f est E. 

Définition : soit f une application d’un ensemble E vers un ensemble F,on 
appelle image directe associée à f l'application notée f de ®(E) dans 
P(F) quiàtoute partie À de E associela partie de F égale à {f(x )/x € A}. 
Attention, on note souvent f l'application f. C'est le contexte qui RS 

de savoir si la notation f désigne f ou f. Si 
x appartient à E, la notation f (x ) COrres- | 

pond à l'application f. Si A est une partie de | f(4={yef/3xe, y=f(x}} 
E, la notation f (A) correspond à l'application 2 
image directe associée à f. 

ne 
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Quelques formules à connaître 
Efforcez-vous d'apprendre ces trois formules : 

Soit n un entier naturel non nul, on a: 
n 

1+2+-.+n= Sd k= 
= 

n(n +1 
D. d 

n 

+2+..+n = SK = 

Le Ven. JE (4) 3 r(n+1) 
k=1 

Méthode: S=1+2+3+...+{(n-—1)+1n 

S=n+(n-1)+...+3+24+1 
On additionne membre à membre en associant chaque terme de S avec celui 
écrit au-dessous : 

2S=(1+n)+(2+n-1)+...+(n-1+2)+{(n+1) 

25 = n(n+1) 

Factorielle 

Définition : On appelle factorielle la fonction définie sur N, qui à tout entier 
naturel n associe un entier naturel noté n! défini par 0! = 1 et pour tout 
entier naturel n, (n + 1)! = (n 5 1) x n!. 

Remarque : Pour tout entier naturel n supérieur ou égal à 2, l'entier n! est 
égal au produit de tous les entiers compris entre 1 et n. 

Exemple : Les résultats suivants sont à connaître par cœur : 

CAT CO OPEMNOPE TR DER LS, 51= 6, 4-24, 51=120; 

6! = 720 

EXERCICES © Corrigés p. 16 

EX Soit n un entier naturel non nul, E un ensemble de cardinal n, calculer 

pi card(X) 
X EP(E) 
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PA Soit f une application d’un ensemble E vers un ensemble F, montrer 
que pour toutes parties À et B de E : 

1.Si A CB alors f(A)c f(B) 

2. f(AUB)= f(4)U (3) 
3. f(AnB)c f(A)n f(3) 

4. Trouver un contre-exemple pour démontrer que la formule 
f(ANB)= f(A)n f(B) est fausse. 

EX Montrer en utilisant l'identité remarquable 

(a + b} = q° + 3a°b + 3ab° + b”, 
que pour tout entier n supérieur ou égal à 1 : 

) __n(n+1)(2n+1) 
4 6 

4] Soit n un entier naturel supérieur ou égal à 3, on désigne par S$, l’entier : 

se RS IL EN TOME 
n 

ut k-1)xk 

+27+..+n 

Montrer que pour . entier n supérieur ou égal à 3, S, = 
2 

Soit 7 un entier naturel non nul, E un ensemble de cardinal n, calcul de 

ju card(X) : 
XEP(E) 

Construisons deux exemples : 

# E = {a ; b}, on a alors P(E ) = {S : {a}, {b}, {a ; b}}, dans la question, 
X est une partie A de P(E et doit prendre toutes les « valeurs 
possibles » 

de card(X) = card(@ )+ )+ card({a}) + card({b}) + card({a : b}) 
XE®P(E) 

=0+1+1+2 = 4 

-E={a;b;c}, on a alors ®(E ad {a}, {b}, {c}, {a ; b}, La; Ê) 
| {b; ch {a : LE ch dans la une X est une partie quelconque de P(E 

et doit prendre toutes les « valeurs possibles ». 
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2 © = card() + card({a}) . card({b}) + card({c}) + card{({a ; b}) 

+ card({a : c}) + card({b : c}) + card({a ne c}) 

OL EEFI+2F2F2+3-12 

On peut généraliser la méthode, mais il faut avoir connaissance de notions que 
l'on trouve dans le chapitre 9. 

Si X est une partie de l’ensemble E, on a card(X)+ card{(C,X) = card(E). 

Toute partie X peut toujours s’écrire comme la partie complémentaire d’une 

autre partie X = C;(C;X), donc Ds card(X) = ” card(C;X). 
XeP(E) XeP(E) 

Donc ; > card(X) = Ÿ card(X) + » card(C,X) 
XEP(E) XEP(E) XEP(E) D M 

= DE card(X) + card(C,X) LL 
XEP(E) re 

= >. card(E) = D n Q 
XeP(E) XeP(E) 

Il y a autant de termes dans la somme qu’il y a d'éléments dans ®{E) soit 2" = 

donc : 2 Y card(X)=2"xn ms 
D'où Xe9(E) Fe 

card(X) = Lo xn=n2"1 | CG 
Xe9(E) 2 2. 

< 
2 1. La notation f (A) précise que f est ici l’application image directe asso- 
ciée à l'application f de E vers F. 

- Il faut démontrer, sous l'hypothèse À € B,qu'ona f (A) CT (3). 

- Précisons les objets: f (A) &tf (3) sont des parties de F. 

- I] faut démontrer l’inclusion de f(A) dans f (3) 

— D’après le cours, pour démontrer l’inclusion, il suffit de démontrer que tout 

élément de f (A) est élément de f (3) 

Pour tout y de f (A), il existe un x de À tel que f (x) = y. Mais À est 

inclus dans B (on utilise l'hypothèse) donc x appartient à B donc f OES 

appartient à f (3) (car f (3) contient toutes les images des éléments de B). 

Tout élément y de f (A) appartient à f (3) donc f (A) os À (B). 
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d 
LL 
[a a 
Q. 

pa 

O 
Ê 
COQ 
= 
a 

2. Si À et B sont des parties de E , alors f(A U B) re f(4) U f(B). 

- Précisons les objets: f(A U B) et f (A) of (3) sont des parties de F. 

- Il faut démontrer une égalité entre deux parties. 

- D'après le cours, pour démontrer l’égalité il suffit de démontrer une double 
inclusion, f(A U B) € f(A)U f(B) et f(A)L f(B)c f(AUB) 

à (AVE) e f(4)U SE) 
On applique la méthode de la question 1. 

ss 

| Rappel 

Su | (4) est l'ensemble des éléments ÿ | 
Pour tout y de f (A U B) , il existe un x appar- | def pour lesquels il existe au moins | 
tenant à À UB tel que f (x) = y. L'élément x | unélémentxdansA tel que 

appartient à À U B, il appartient donc à À ou ! y=f(x) 
B:donc:f[#} appartient ac f(Ah on {2}. eerrmermemmmeennl 

On a f(A)c f(A)U f(B) et f(B)c f(A)U f(B) donc que y= TX) 
appartienne à f (A) ouà f (B), il appartient à f (A) f (B). 

En conclusion, tout y appartenant à f (A U B) appartient à f (A) EN à (3) 
donc : (AUB)c f(A)U f(8). 
b) f(4)U f(B)e f(AUB) PR EE 
On applique la méthode de la question 1. | Rappel | 

Pour tout y de f (A) Fi (B), l'élément y | Entre parties d'un ensemble, on | 

appartient à f(A) ou à f(B) donc il existe un | utiliselesymboleCetnme. | 
x appartenant à À ou à B tel que f(x) = y. | 
L'élément x appartenant à À ou à B appartient à AU B donc y=f (x) 
appartient à f (A U B) 

En conclusion, tout y appartenant à f (A) EN (3) appartient à f (A U B) 
donc f(A)U f(B)c f(AUB). 

Si À et B sont des parties de E, alors f(A U B) = f(A)U f(B). 

:. (ANS) c (4)nf(#) 
On applique la méthode de la question 1. 

Pour tout y de f (A a B), il existe un x appartenant à ANB tel que 
y = f(x). L'élément x appartient à À et B donc f (x) appartient à f (A) et 
à f(8) donc à f(A) N f(B). 

On a donc f(ANB) Œ& f(A)n f(3) 

4, La propriété f(A a B) = f(4) (A f(3) est fausse. 

Pour démontrer que la propriété est fausse, il suffit de construire un 
contre-exemple. D'après la question précédente, f (A a) B) GA (A) ET. (3) 



Introduction 

donc le contre-exemple doit permettre de montrer que la propriété 
f(4) Æ f(8) cf(An B) est fausse. 

Soit f l'application de R dans R qui à tout réel x 
associe sa valeur absolue. On choisit À = [-1 : 0] | ReniQue Le 
et B=[0;1] 

Ona A 9 B = {0} done (An 8) = f([0}) = {0} | Éarrcenm am ete 
f(4) & Lf(x)/x (= [-1 ; o]} = {xl2x e [-1 : o]} on l'écrit {0} avec des accolades. | 

A nan (Be l0 le done PTT 
f(4) N f(3) = [o ; 1] n'est pas inclus dans f(A N B) = {o} 

La propriété f (A)n ie (3) à (A NB) est fausse et donc la propriété 

f(A al B) = f(4) N f(3) est fausse. 

| Pour tout entier n supérieur ou égal à 1 

n{n +1)(2n +1 Fe ee 
Pour tout entier n supérieur ou égal à 1, on désigne par $,, S/ et S7 respec- 

n n n 

tivement les sommes dk ; Dr dk 
k=1 Ok 1 

On écrit l'identité remarquable proposée successivement avec a = 1 et b = 0, 
| PASRANE 

#={1+0) = l 
2 lt) + 3XIÈXI LaxEsf: 
3={1+2) = d + 3x 12x24 3x1x22 + 2 

(n+1) =(1+n) = 1 + 3x1 xn + 3x1xn + n° 
se = El RE oS + AS HE E SE 

La dernière ligne est obtenue en faisant les sommes par colonnes. Pour tout 
entier n supérieur ou égal à 1 

S, =n+1+35, +35 +57 | Remarque | 

D'où 35° = $7, -S7- (n + 1) = | Ladifférence 57, —57 necomporte | 
| 3 re | queleterme (n+1) . 

e (n … 1) (n # 1) à ( ) SPORE A AE A: 

2 

ne (n +4) 22 an | = ee, ie P) . n | 
2 

\ 

& 
LL) 
[a 4 
[a le 

Z 
© 
- 

aa) 

2 
< 



4 

& 
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| La démonstration porte sur le fait que l’éga- [ Remarque 

. A | 

- (22, n+2)- Ve n(2n+4-3)= 
n(n+1)(2n +1) 

. “ 0 . A Li | 

lité est vraie pour tout entier naturel supérieur | On précise l'hypothèse de récurrence e | 
ou égal à 3. Ce type de question demande très | qu'on utilisera pour démontrer que la 

| 
souvent un raisonnement par récurrence. | propriété est vraie pour l'entier suivant 

- L'initialisation se fait pour n = 3, l'expression EE pis Se 
de S, ne comporte qu’un seul terme S, =1X2X3=6.Si n =3 l'expression 

(n +1)! 4.5 124 LAPS ES 
: est égale à —— = —— = 6. La propriété est vérifiée pour n = 3. 

2*(n-3)! 20 EX 
- Supposons que pour un certain entier naturel n supérieur ou égal à 3, 

(n Æ 1)! 

" 2(n-3)! 
| - Ona alors 

Su =1X2X3+2X3X4+.+(n-2)x(n-1)xn+(n-1)x(n)x(n+1) 

= S,+(n-1)x(n)x(n+1) - _ +(n—1)x(n) x(n+1) 
2 ee 

»2 (n # 3) 2 (n 5 3) 'Rematque | 

| On utilise l'hypothèse de récurrence | 

_ (n+i)  2n-3)x(n-1)(n)n +1) | pour égaité 
2e (n = 3)! 2 (n- 3)! 

Fe (n +1)! . (n- 3)! (n- 2)x(n- 1)(n )(n +1) 

2'(n-3) 2(n-3){n 2) 
Do CR PARA une, hs . | 

2'(n-3)! 2/(n-3){n-2) 2 (n-3)! (n-2) 

_ (n+1) [n=2#+2|  (n+1} fn+2) (n+2) 

sen (r—2) | om (ee 240) 
L'égalité est donc vérifiée au rang n + 1. 
D’après le principe de récurrence, la propriété est vraie pour tout entier supé- 
rieur ou égal à 3. 

SR 



Suites numériques 

DE QUOI S’AGIT-IL? | 

Dans ce chapitre, il s’agit de développer la notion de 

suite, étudiée en première, et d’utiliser les propriétés 

de nouvelles fonctions introduites en Terminale. 



5} Suite convergente. Suite divergente 

@ Notations 
Une suite numérique est une application de N 56e en 

dans R: RU ou u(n anses | | 
N—R “toujoursle "et to 

é . ne premier terme de lasuite, | 
nr> u(n) uaestle(n + D. ee ee 

Au lieu de u(n), on écrit u,. La suite y se note (u,), . À ou plus simplement 

(u,). On dit aussi que u, est le terme général de rang n de la suite (u,). 

Si u, n'est pas définie, la suite est notée (u,), à A1. 

© Définitions 
e Soit (u,) une suite numérique et € un nombre réel. On dit que (u,) admet 

pour limite le réel # si tout intervalle ouvert contenant £ contient tous les termes 
de la suite à partir d’un certain rang. On note alors lim u, = #. 

FAR 

e On dit qu'une suite (u,) a pour limite + (resp. —c) si tout intervalle de la 
forme [A ; +c[ (resp. ]J-c ; A]) contient tous les termes de la suite à partir 

d’un certain rang. On note alors lim w,=+0c (resp. lim w, =—co). 
n — +co ñ — +00 

e On dit que (u,) est convergente ou qu’elle converge, s’il existe un réel € tel 
que lim u,=64. 

ñn — +0 

e On dit que (u,) est divergente ou qu'elle diverge, si elle n’est pas convergente 
(la limite est +co ou —c ou la suite n’admet aucune limite). 

Exemple : Les suites (n), (n2), (n°), (Inn), (Un) ont pour limite +0, 

La suite (—-1)" n’a pas de limite. 

—] Bien comprendre 

Il y a deux façons de définir une suite : se donner la relation u, = f(n) ou se donner une relation de 
récurrence u, , ; = f(u,). Iln'y a que dans le premier cas que l'étude de fpermet de conclure sur le 
sens de variation et la limite de (u,,). 
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a Propriétés 

© Majoration ou minoration d’une suite par une autre suite 
On démontre que si, à partir d’un certain rang : 

eu,Z=v,etsi lim (v,)=+0, alors lim (u,)=+01; 
h — +oo h — +o 

eu,<v,etsi lim (v,)=-c, alors lim (u,)=-; 
ñn — +o ñ — +00 

ew,<u,<v,etsi lim _()= lim (w,)=6#, 
n + n — +00 

alors lim (u,)=4# 
n — + 

elu,-{|<v,, € étantunréel,etsi lim v,=0, 
n — +00 

alors lim w,=4#. 
n — +oo 

Remarque 
© Compatibilité avec l’ordre L'abrévation F1. signifie «forme | 

indéterminée, ce qui ne signifie pas | 
qu'il « n'y a pas » de réponse, mais Si à partir d’un certain rang, u, < v, etsi 

P ë seulement que cela nécessite une 
lim (u,)=4 et ue On )= 4€”, alors € < €”. étude particulière, laréponsen'est 

pes pas «automatique». | 

© Opérations 
Soit u et y deux suites. 

e Limite d’une somme 

NT SNS NSNSESESEE 
RTTSNNESEIESESES 
ECTTIRAESESES ESS 
e Limite d’un produit 

OR 
._. … SSSR 
SOS ODOS QU 



e Limite d’un quotient 

Cas où la suite v ne tend pas vers 0 : 

ECTSRANESESES EE 

Cas où la suite v tend vers 0 : 

Damme eur[encencrenTe 
à itive à parti 0 en restant négative à partir y tend vers 0 en restant positive à partir t q àp RE 

d'un certain rang d'un certain rang 

u 

>] Bien comprendre 

Les théorèmes précédents sont encore vrais si l’une des suites est constante (la suite est convergente 
et a pour limite la constante). 

@ applications 

e Si P est un polynôme, la limite de P(n) quand n tend vers +co est celle de son 
terme de plus haut degré. 

P(n) 
(n) 

e Si P et Q sont deux polynômes, la limite de quand n tend vers +0 est 

celle du quotient des termes de plus haut degré. 

© Sens de variation 
Soit (u,) une suite de nombres réels, on dit que: 

e la suite (u,) est croissante (resp. décroissante, constante) lorsque, pour tout 
entienn, W,< ui) UD eu LS Eu D: 

e la suite (4,) est monotone lorsqu'elle est croissante ou décroissante ; 

e la suite (u,) est majorée (resp. minorée), s’il existe un réel M (resp. m) tel que 
pour tout entier n, u, < M (resp. u, = m); 
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e la suite (u,) est bornée, si elle est à la fois majorée et minorée. 

e Si une suite est croissante et converge vers un réel #, alors € est un majorant 
de la suite. 

e Si une suite est décroissante et converge vers un réel #, alors £ est un minorant 
de la suite. 

@ Comportement asymptotique d’une suite monotone 

Si une suite (u,) est: 

e croissante et non majorée, alors limu,, = +c; Remarque 
e décroissante et non minorée, alors limw,, =—co; l'expression « majorée à partir d’un 

- U 

e croissante et majorée, alors elle est convergente;  (tanrang»mapasdesens. | 

e décroissante et minorée, alors elle est convergente. 

3 Image d’une suite par une fonction 

Soit fune fonction définie sur un intervalle I et (4,) une suite d'éléments de I. 

Si lim w,=a et limf= b (a et b finis ou non), alors: 
n — +oco a 

lim f(u,)=b. 
n— +0 

4 Limites usuelles 

: : 1 
eSia>0, lim n#%=+0 et lim —=0. 

n — +oo n— +e 1 

eSig>1, lim g'=+0. 
n — +0 

eSilg\ <1, lim g"=0. 
n — + 

. Inn k e' : ; 
o6Sia>0, lim (2 =0, lim —=+0, lim nte"=0. 

n + \ na n—+o nn ñn — +0 



Rappels sur les suites arithmétiques 
et géométriques 

© Suite arithmétique MMave ") 
u, donné Attention au « premier terme », si. 

c'est u,alorsu, =u,+(n-1)r. 
pour tout entier naturel n,u,,,=u,+r F3 mi tr Là Su ) es 

La constante r est appelée raison de la suite arithmétique. 

eu,=up+nr. 
(n+1)(u)+u,) 

SU D | 
2 

ee 

ne Vo 
‘2 

eSir>0 (resp. r <0, r=0), lim u,= +0 (resp. -c, us). 
ñ — +oo 

© Suite géométrique | 
: 1e ë 

: Remarque ; à 
u donné Attention au « premier terme si | 
pour tout entier naturel n, u,,,=qu, LT np. 18524 

La constante g est appelée raison de la suite géométrique. 

= ñn ei, =uq". dr 

Ho 
eS,=up+u+..+u,= l-q 

(n+l)u sig=1 

u 
eSilg\ <1, lim g*=0et lim oo 

n — +oo n — +00 Été) 

G Raisonnement par récurrence 

Soit une propriété dépendant d’un entier naturel. 

(1) si la propriété est vraie pour un entier n, ; 

(2) et si, la propriété étant vraie pour un entier n supérieur ou égal à n,, elle est 
vraie aurang nn +1; 

alors la propriété est vraie pour tout entier n supérieur ou égal à n,. 
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© 
EI Sommes © Corrigé p. 38 

Il 2 3 15 
1. Calculer la somme S = (3) 5 G)+- Fe “0 fAdteetion 

Avant tout calcul sur une esuite repérer 

2. Calculer la somme S = 7 + 11 + 15 + 19 +... + 47. sell estpas d'un typeconnu. 

FA Calcul d'un terme © Corrigé p.38 

1. Quel est le terme d’indice 20 d’une suite arith- AlEtion | 
métique de premier terme d'indice Oégalà-1etde ,. pas RE dates d'indicen j 

raison = ? et terme. 
4 Le 

2. Quel est le 101° terme d’une suite géométrique 

de premier terme 5 et de raison /2 ? 

EX Sens de variation et convergence © Corrigé p. 38 

1. Déterminer le sens de variation de la suite (u,), définie pour tout entier 

naturel par u,,,=u, —2. 

2. Tous les termes de la suite (u,) sont strictement positifs. 

Méthode 
La suite (u,,) est-elle strictement croissante ? 

« à 1 
3. La suite (v,) est strictement croissante et v, = 5’ Revoir comment étudier le sens sde 

; 1 j variation d'une suite (éudedus signe 
Les termes de la suite (v,) sont-ils strictement deu Ua u). 

positifs ? £ LS ne  ] 

4. La suite (u,) est strictement croissante. A-t-elle 
pour limite +co ? 

5. La suite (u,) est telle que pour tout entier n: 

1 
PE 

n+l ro 
0<u 

La suite (u,) est-elle convergente ? 

un 
res 
LL) 
=, 

æ, 
(re) 

L- 
LE 

un 
LS 

— 
U 
[a 
LL) 
*< 
LL 



un 
es 
LL] 
— 

=) 
(#2) 
F- 
LLI 

un 
ELI 

- 
® 
[e 4 
LL] 
*< 
ELI 

EX Suites et intégrales © Corrigé p. 40 
n 

1. Pour tout entier naturel non nul n, on pose u,, = Ï F dt. 
ti 

Démontrer que, pour tout entier naturel n non nul, u, = 0. Démontrer que la 
suite (u,) est strictement croissante. 

Déterminer, si elle existe, la limite de la suite (w,,). 

2. Reprendre l’énoncé précédent avec, pour tout entier naturel non nul n: 

44 
U, = [ î df. 

E Suites et fonction logarithme © Corrigé p. 41 

1. Soit (u,,) la suite définie, pour tout entier naturel n non nul, par : 

(x) u,=Iin|—|. 
n2 

fAdteetion | 
La suite (u,) est-elle arithmétique ? Revoir les caractéristiques d’une | 

suite arithmétique. 3h} 
2. Soit (u,,) la suite définie, pour tout entier naturel 
n, par : 

4 
u, =In un 

La suite (u,) est-elle arithmétique ? 

2 
3. Calculer, si elle existe, la limite suivante: lim #?In _—. 

n — +oo n2 

M Suites et fonctions exponentielle © Corrigé p. 42 

1. Soit (u,) la suite définie, pour tout entier naturel 
k Remarque =n+l | n, par u, = ) . ia î dre Attention à la caractérisation d'une | 

La suite (u,) est-elle géométrique ? sue géometiques JHnil Lo 

2. Déterminer le sens de variations de la suite 

(u,), définie pour tout entier naturel n non nul 
par : 

\n 
Un LTens 



Chapitre 1 Suites numériques 

3. Soit u,, la suite, définie pour tout entier naturel n non nul, par : 
PRE 

u, = | edf. 
1 

Déterminer le sens de variation de la suite (u,). 

EA Raisonnement par récurrence © Corrigé p. 43 

1. Montrer que pour tout entier n non nul : Remarque 
n(n +1) Attention, il faut toujours contrôler 

1+2+...+n D que la variable est un entier naturel. 

2. Soit (u,), _ ,,. la suite définie par u, = 1 et pour tout n non nul par : 

HR 2 OU. 

a) Montrer que pour tout entier n non nul u, > 0, conclure. 

b) Montrer que pour tout entier n: 

u,e [1;21]. 

3. Montrer que pour tout réel x positif et tout entier naturel n: 

(1+x) ">= 1+nx. 

er» 

EX Suite définie par u, = f(n), limites % {5 min © Corrigé p.45 

Calculer : 
3 2 

n+3n—1 Lie ee 
iM  _—— ; b) lim ; 

QUE moe ra in] 

E Suite définie par u, = f(n), sens de variationG®® * 10 min © Corrigé p. 46 

Pour tout entier naturel n, on définit la suite (w,,) par: 

_n(n+2) 

: Eat (n+ 1) 

Étudier les variations de la suite (u,) et sa limite. 

un 
Le 
LL] 
——— 
= 
(4) 
Le 
EL 

un 
LL 

Ze 
U 
[a 
LL 
X 
LL] 



un 
= 
LLI 
à 
= 
un 
F- 
LL] 

un 
LLI 

_ 
®, 
(a «4 
LL] 
* 
LLJ 

nn D: 

EE] Utilisation du symbole «Z » SR {10 min © Conrigé p.46 
Pour tout entier n, on définit la suite (w,) par : 

RS u 
AnnIXeS 9205 (2n+1)(2n +3) aetbsont des réels indépendants de 

n p, on les calcule cs ne "À 

Un TUCPES) 

1. Déterminer deux réels a et b tels que, pour tout entier naturel p : 

cc hE AS _— Fe ane + Me à 

(2P#1)O D F3) (21 HP 2pPF3) 

2.En déduire, pour tout entier n, une expression plus simple de (u,) et 
déterminer : 

lim u,. 
n — +00 

= 

HE] Existence de limites } Ÿ 30 min © Corrigé p.47 

1. Déterminer suivant les valeurs des deux réels 

strictement positifs a et b la limite, si elle existe, de Eu =, 
la suite (u,) définie pour tout entier naturel n Users suites géométriques 

par : RENE OR Re RE TRS 

— br 
U = 5 

F a be 

2. Déterminer la limite, si elle existe, des suites (u,) définies pour tout entier 

naturel non nul n par : 

a)u,="\n; 

2 
bu, = On), 

n 

0 u, = er 

n 

3. Pour tout entier naturel n, on définit les deux réels u, et v, par: 

3(2") 

26") 
u, = 2"In3-—3"În2 et v, = 

Déterminer, si elles existent, les limites des suites (u,) et (v,) ainsi définies. 
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e e e e LA e ÿ ù CE Lu EF] Limite et fonction trigonométrique GRR {15 min © Corrigé p.49 ES} 

Se de Que n 
Déterminer la limite, si elle existe, de la suite (u,) Eaux: 
Pe k il Fr 

définie pour tout entier naturel non nul n par : = LL 
T Utiliser lim — = 1. (7, 

u, = 2"sin—- ÉRIEI EE me LL 
2n He ne PSE RE U 

® 
[a a 

e e e e CUT re) LLI 

EE] Minoration et limite OR À 15 min © Corrigé p.50 D 
« LL 

Soit la suite réelle (4,) définie par w, = 2 et, pour tout entier naturel n : 

Ur = U, Fin. 

1. Démontrer qu'à partir d’un certain rang, u, > n. 

2. En déduire la limite de la suite (u,). 

3. Écrire un algorithme qui calcule la plus petite valeur de n telle que u, > n. 

EE Calcul de limites par majoration ou minoration Le 

€20 min © Corrigé p. 51 

1. En procédant par des majorations ou des minorations, déterminer les limites, 
si elles existent, des suites suivantes définies pour tout entier non nul par : 

_Hin2r. 
a) u,, = re 

nsinn 
b) u, = 5 - 

n° +1 

du,=n?- cos (nn). 

2. En procédant par des majorations ou des minorations, déterminer les limites, 
si elles existent, des suites (u,) définies par : 

ont li M n?+ sinn 

RECU 7 5n3+ cos(Tn) 
a)u, 

EE Majoration par une suite géométrique x 630 min © Corrigé p. 53 

Soit les suites réelles (u,), (v,) et (w,) définies, pour tout entier naturel non 

nul n, par : 

n° ds Te 
3 

n \ 

SAINT etw ==) où n!=LX2X...xX(n-1)Xn. 
R= nl 
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1. Déterminer, si elles existent : 

Un+1 Vn+1 
lim et lim 

n—+to U, n—+o Ÿ, 

2. a) Déterminer pour quelles valeurs de n : 
Remarque 

nt1 C3 puis nt Sl Ne pas confondre « À € R estun 
oh 1: Rata majorant de la suite (u,), - \: 

(Vne N)(u, < A) vet«la 
b) En déduire qu'à partir d’un certain rang, cha- suite (v,),- A, estunesuite 
cune des suites (u,) et (v,) est majorée par une majorante de (u,), - ni: 

suite géométrique. (ne N)(u, <v,) 

©) Déterminer, si elles existent, les limites des suites "eemeenene 

(ur), 1(vi)ret (WS). 

3. En déduire, si elle existe, la limite : 

2er 
gr 

Ph rance nomme em son ane PI Rene 

», 

lim 
n—+o nl+n 

EE Suite d'intégrales 

Pour tout entier naturel n, on pose : 

> 20 min © Corrigé p. 56 
us 

te 
u,= | e "dt. 

0 

1. Démontrer que, pour tout entier naturel n, u, > 0. 

2. Démontrer que la suite (u,) est décroissante. 

3. Calculer, si elle existe, la limite de la suite (u,,). 

EE] Suites définies par une relation de récurrence 
rEUx 

È 30 min © Corrigé p. 56 

Soit a et b deux suites réelles définies sur N par 4, =2, b, = 4 et pour tout 
entier naturel n: 

1 
n+1 Ft S Il 

1 
- (3a,+b.). CALE ” 



Chapitre 1 Suites numériques 

À étant un axe rapporté au repère (O ; ?), pour tout entier n, on désigne par 

A, et B, les points de A d’abscisses respectives a, et b,. 

1. Placer les points A,, B;, A;, B,, À, et B, sur l’axe A. 

2. Soit u la suite réelle définie sur N par: 

U,.=a,,+.b.. 

a) Démontrer que la suite y est constante. 

b) En déduire que, pour tout entier naturel n, les segments [A,B,] ont le même 
milieu I dont on déterminera l’abscisse. 

3. Soit v la suite réelle définie sur N par: 

v,=4,-b,. 

a) Démontrer que la suite v est géométrique, déterminer sa limite si elle existe. 

b) Que peut-on dire de la distance A,B, lorsque n tend vers + ? 

4. a) Exprimer pour tout entier n, a, et b, en fonction de n. 

b) Démontrer que les suites a et b sont convergentes et ont la même limite. 

PAL 

HE] Suites monotones GR { 20 min © Corrigé p. 58 

Soit (u,) la suite définie par w, = 2 et pour tout entier naturel n: 

1 
Unr1= 7 Un To: 

1. a) Démontrer que la suite (w,) est croissante et RER que 
4 Î 

Lasuite (u,), : A, estappelée ne D 
majorée par —. Suite (Un) € ni € 

2 arithmético-géométrique : 
b) Que peut-on en déduire ? (vne N)(u,,1= au, +b). | 

_ sr 

2. On pose, pour tout entier naturel n et pour tout 

nombre réel h : 

V,=u,+h. 

a) Déterminer h pour que la suite (v,) soit géomé- 
trique. 

b)Exprimer, pour tout entier n, le terme u, en 
fonction de n. 

©) En déduire la limite de la suite (w,,). 

n 
L- 
LLI 
_— 
=) 
un 
-- 
LL 

(Pa 
LL 

= 
U 
[ef 
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HE] Utilisation d’une suite annexe kX 130 min © Corrigé p. 59 

On considère la suite (u,) définie par w, = 1 et pour tout n de N°: 

Uy+] = 2, /u,. 

1. Soit la suite (v,) définie pour tout n de N° par v, = In(u,) - In4. 

Démontrer que la suite (v,) est une suite géométrique dont on donnera la rai- 
son et le premier terme. 

2. Exprimer (v,) en fonction de n. 

En déduire (u,) en fonction de n (on écrira (u,) sous la forme 2%), 

Déterminer lim u,. 
n — +00 

3. Pour quelles valeurs de n a-t-on u, > 3,96? 

EN] Suite homographique LE 30 min © Corrigé p. 61 

Soit (u,) la suite définie par u, = 0 et pour tout entier naturel n: 

PA; ps de, 
U = . 
n+l u, +4 

1. Calculer u, et u.. 

2. a) Démontrer que pour tout entier naturel non nul n, 0 < u,, < 1. 

b) Démontrer que la suite (u,) est croissante. 

c) Que peut-on en déduire ? 

SEEN 

u.+b 
n 

Une suite définie par une relation de la forme u est dite homographique. 
RFC EST 

3. Soit (v,) la suite définie pour tout entier naturel n, par : 

RE 
VV: = . 

SN, rs 

a) Démontrer que la suite (v,) est géométrique. 

b) Calculer, pour tout entier naturel n, u, en fonction de n. 

c) Démontrer que la suite (#,) converge et déterminer sa limite. 



Chapitre 1 Suites numériques 

e Tps 

21 Deux suites Lee 130 min © Corrigé p. 64 

1. Démontrer que pour tout entier naturel non nul: 

St En | 

2. Soit (u,) et (v,) les deux suites définies pour tout entier n non nul par : 

n 

1 1 1 1 1 
U,= > —= > + + ———© + — ; 

é Des Ro dit. (n—1)27-1 n2" 

a) Montrer que la suite (u,) est croissante. 

b) Montrer que la suite (v,) est décroissante. 

c Montrer que lim v,-u,=0. 
nr> +oo 

EF] Suite arithmético-géométrique. Représentation graphique 

*kk : 30 min © Corrigé p. 65 

1. La suite u est définie par u, = 2 et, pour tout entier naturel n: 

1 23 
Uy+1— CET 

On a représenté ci-après dans un repère orthonormé direct du plan, la droite 

d’équation y = : d . et le point A de coordonnées (2 ; 0). 

a) Construire sur l’axe des abscisses les quatre premiers termes de la suite u. 

ne 25 
b) Démontrer que si la suite u est convergente, alors sa limite est € = Ts 

25 
c) Démontrer que pour tout entier naturel n, u, = 

d) Étudier la monotonie de la suite # et donner sa limite. 

un 
be 
LE 
—, 
| 
n 
L- 
Lil 

un 
LE 

a 
® 
[e 
LL] 
*< 
LES 



n 
bn 
LL 
— 
=) 
un 
= 
LLJ 

un 
LL 

_ 
® 
[a 
LLJ 
* 
LL 

EREEUCUNSSARNE LTTTTTRRESREEURE 
ii En LI D D 6 LE us ERREBLULUA RE 
SRE SANRRENREE EE 
Lt SANTRERAM DEPPFENTEMPEN 
+ A A LL a A 2 og) ue 1 
.. SRÉNSSCRBEE ÉRÉLANSENRRE 
re CRRENSILr SE 
SNS TMEsMEr TEE LE CEE 
RE RP UDRAREE 
Ecfed sue -— THERE CRE 
SVSRdETARÉSSEeERE Hi + 
GERS ae RE Ba DR En 
SSSR ERRRsE LERRERRREREES 
TT ete et TER LE 
ESRESSPesraURS SOSEReSSReSSESESE 
(Has SRE SEE LANSSITE TE 
TO ML ASVERSELDI SSSR RRNEMESSTET 
SRE ES BACRESESNENSSSErESRERR 
SENSSEMEBES he BENSSSRNESE 
CEÉDEÉEEEE EEE Er RRDE ERVERSSASE 
HENTAI EARAE SOERSTSENNRES 
(a ÉEEEE EEE 
ii EC EES 
(Eaei —— > —————————— 
bi ARBRE x si 

2. a) Soit n un entier naturel supérieur ou égal à 1. 

Démontrer que : 

Der ap ie) 
c'est-à-dire que : 

1 1 1 1 ( 1 ) 
+ — ++ —— = 1 — |. 
10224105 10% 490 107 

b) La suite v est définie par v, = 1,277 7...7 avec n décimales consécutives égales 
à 7. Ainsi v, = 1,2, v, = 1,27 et v, = 1,277. 

En utilisant le a), démontrer que la limite de la suite v est un nombre rationnel r 
(c’est-à-dire le quotient de deux entiers). 

3. Écrire un algorithme qui permet de trouver la plus petite valeur de n telle que : 

perles 
18 10, 

PE Suite homographique. Représentations graphiques 

xx ) {50 min © Corrigé p. 68 

Soit (u,) la suite définie par u, = 4 et pour tout nombre entier naturel # : 

Au, —1 
U = ——. 
oral u, PR 



Chapitre 1 Suites numériques 

Si f est la fonction définie sur l'intervalle ]-2 ; +c[ par f(x) = _ alors 
pour tout nombre entier naturel n, u,,,, = f(u,). ere 

On donne ci-après une partie de la courbe représentative @ de la fonction fainsi 
que la droite À d’équation y = x. 

1.a) Sur l'axe des abscisses, placer w,, puis construire u,, u, et u, en laissant 
apparents les traits de construction. 

b) Quelles conjectures peut-on émettre sur le sens de variation et sur la conver- 
gence de la suite (u,) ? 

2. a) Démontrer par récurrence que, pour tout nombre entier naturel n : 

1e" 0; 

b) Valider par une démonstration les conjectures émises à la question 1.b). 

3. Dans cette question, on se propose d'étudier la suite (#,) par une autre 
méthode, en déterminant une expression de u,, en fonction de #. 

Pour tout nombre entier naturel n, on pose y, = Tr 
n 

: Fe Il 
a) Démontrer que la suite (v,) est une suite arithmétique de raison à 

b) Pour tout nombre entier naturel n, exprimer v,, puis 4,, en fonction de n. 

©) En déduire la limite de la suite (u,,). 

un 
be 
LL 
_—_— 

æ) 
un 
be 
LLJ 

un 
LL 

_ 
® 
[e 
LLJ 
*< 
LLJ 



LA 

n 
LL 
© 
[a 4 
[a a 
(®) 
U 

2 3 15 
El. S = (3) + (3) + ee + (3) est la somme  RéMarque 

3 . 3 Attention, même si l'inégalité 

de 14=15-2+1 termes consécutifs d’une suite : #1 estévidente, ilfauttoujours | 

ve 1Ÿ . 
géométrique de premier terme É et de raison le préciser. 

à La raison est différente de 1, donc: 

APTE CÉDIE GE) 
2.S=7+11+15+19+:..+47 est la somme de termes consécutifs d’une 

suite arithmétique de premier terme 7 et de raison 4. 

47=7+4X10, donc si u,=7 désigne le pre- fRéMérque 
mier terme de la suite, 47 en est le terme d'indice  |lfautapprendre àcompterlestermes | 

10 (c’est le 11° terme) : d'une somme. 

1187) 4 
= —————— soit :|S$ = 297. 

FÉ 1.Si (u,) est une suite arithmétique de raison r, alors pour tout entier n, 

U, =Uÿ+nr. Ainsi u,, =—1 +20x (5) = 24, donc : | 4 = 24] 

2. Si le premier terme est ,, le 101° est le terme d’indice 100 et : 

90 = 5(2)" = 5 x 250 soit : | w,09 = 5 629 499 534 213 120. 

EX 1. Pour étudier le sens de variation d’une suite (u,), il faut déterminer pour 
tout entier n, le signe de u 

3 

crane a 

n+1 Un: 

Pour tout entier n, u,,,-—u,=—2, donc u,,,-u, < 0. 

La suite (u,) est décroissante. 

2. Si tous les termes de la suite (u,) sont strictement positifs, on ne peut rien 
dire du sens de variation de la suite. 



Chapitre 1 Suites numériques 

Par exemple, la suite É LR :) est strictement croissante, la suite (2 —(—1}") 

n'est ni croissante, ni décroissante (u, =2, u, =3, u,=1, u,= 3, les termes 

7 de la suite prennent alternativement les valeurs 1 et 3). 

: 1 
3. La suite (v,) est strictement croissante et v, = ji Donc tous les termes de la 

suite sont strictement supérieurs à 5? donc sont strictement positifs. 

un 
LLi 

2 
Œ 
œ 
(®) 
O 

4. Par exemple, la suite définie, pour tout entier non nul n, par u, = 1- L est 
n 

strictement croissante, car pour tout entier n non nul : 

nm nteehenn 1", Remarque 
FC n # 

Rnb Cn + |) ILexiste des suites strictement 
et lim w,=l, croissante, convergente ou 

HS 4e divergente (ayant pour limite +co). : 
ERRRNS RER NREERER ÉTEND REP RENSETERSE DORE 

donc cette suite n’a pas pour limite +co. 

Une suite croissante n’a pas obligatoirement + pour limite. 

1 
5. La suite (u,) est telle que pour tout entier n, 0 < u,,, < 5 Un: 

LA V4 . 1 L 

On peut démontrer par récurrence que, pour tout entier ñ, u, = 5 Uo-: 

1 he 
La propriété est vraie au rang 0, car u, = (3) u, (en effet, 6) An 

me à 1 ad 
Supposons la propriété vraie à un certain rang n: u, = (3) RE CO 5 

étant strictement positif, on peut multiplier les deux membres de l'inégalité par 

- sans changer le sens de l’inégalité, 

1 n 1 1 n+1 

soit Un < 6) lg OU ENCOre 4, < (3) Uo- 

1 jl n+l 

= le Donc, sachant que u,,, = 5 Un Uy+1 6) Uo- 

Donc d’après le principe de récurrence, pour tout entier naturel n : 

j, n 

u, < (3) Uo- 
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+ Par hypothèse, à partir de l’indice 1, tous les termes sont positifs, donc pour 
1 n 

tout n non nul, 0 < u,,, < (;) Uo- 

n 

Le réel - étant compris entre —1 et1, lim (:) = (0. 
n — +co 

En utilisant le théorème d’encadrement, dit théorème des gendarmes : 

lim uw, =0. 
n — +00 

; : 1 
Une suite (u,,) telle que, pour tout entier n, 0 < u,,,, < =u,, est convergente. 

[4 Pour tout entier naturel non nul n, on pose : 

1. = f" 5 dé Méthode 

Se Après le cours sur les intégrales, une ! 
autre démonstration est possible: | 

LA 

à 1 : sn 
La fonction t+> — est continue sur R}, l’inté- x ; 1 

F2 sur R}, la fonction t+—> 5 est 

grale est donc bien définie et : positive et pour tout entier naturel 

n non nul, n > 1, donc: 
el 1 1 

a brie 
Donc, pour tout entier naturel n non nul, u, = 0. 

Pour tout entier naturel n non nul : 

La suite (u,) est strictement croissante. 

La limite de la suite (u,) est la limite de la suite É - :) donc : 

lim w,=1. 
ñ — +00 

n 

2. Pour tout entier naturel non nul n, on pose u,, = Ï “dt. 
1 

Pour tout entier non nul, u, = In n, donc, pour tout entier non nul, u, > 0. 

Pour tout entier naturel n non nul: 

U,,1-0,=m(n+1)-Inn=Iin us) 
n 
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Pour tout entier naturel n non nul, le réel 1 + Les strictement supérieur à 1, 
n 

1 : : È 
donc Inf1 + à) > 0. La suite est strictement croissante. 

On peut aussi remarquer que, la fonction In étant strictement croissante, la suite 
(In n), en est strictement croissante, et : 

lim u,= lim (Inn)= +0, 
n — +co n — +0 

5. 1. La suite est définie pour tout entier non nul n, car le réel É est stricte- 
n 

ment positif pour tout entier n non nul. 

Pour tout entier n non nul: Remarque , 

4 ) 4 Pour démontrer qu'une suite est 

Un+1 Une el LS arithmétique, on démontre que 
(n+1 x n° pour tout entier non nul n, 

= In4-In (n+ 1)? — (In 4- Inn?) la différence u,, ,—u, est 

, : : une constante (c'est-à-dire 
(car les trois entiers 4, n? et (n + 1)? sont stricte- indépendante den). a 

ment positifs.) RC 

2 2 Hg | n 2 n 
u,.1-40,= Inn -In(n+1) hf) (5) (2) 

(car le réel = est strictement positif). 

La suite (u,) n’est pas arithmétique. 

2. La suite est définie pour tout entier n, car le réel =. est strictement positif 

pour tout entier n. 

Pour tout entier n non nul: Remarque k 
Pour démontrer qu'une suite est  ! 

4 4 RASE ; É 
U,.-u,=Mm|— arithmétique, on démontre que. |! 
n+l n 2n+1 2n à E 

pour tout entier non nul n, ; 

= ]n4—In2*+1-(In4-In2") la différence u, , ,—u, est É 

I ; ers 4, 27 et 21+1 a + (Me constante (c'est-à-dire Ë 
(car es trois entiers 4, et sont strictemen indépendante de n). 

positifs). PRET RARE 

Du nn #in2(r+1)n2="Im2. 

La suite (u,) est une suite arithmétique de raison —In2 et de premier terme 

= In = In4=2in2. 

PA 

n 
LL 

= 
œ 
œ 
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3. Pour tout entier naturel n non nul : 

On sait que lim RER 1, donc en utilisant le théorème sur la composi- 
x—0 X 

Û ee : Il 
tion des limites et en remarquant que lim —=0: 

n — +0 fl 

2 
lim #2In (- _. )= 1 Remarque 
RU, de Pour démontrer qu'une suite 

est géométrique, on démontre 
que pour tout entier n, le quotient 

6. 1. La suite est définie pour tout entier n. We) 
estune constante {c'est-à-dire ! 

-n +1 
Pour tout entier n, le réel e est non nul n 

eu 4 D : indépendant de n) si l'on a démontré 
(propriété de l’exponentielle). J au préalable que tous les termes 

Formons alors pour tout entier n, le quotient : sont non nuls, sinon on revient à la 

u SANTE 
HÉCEURES 

oaer er EU 
u e n 

La suite (u,) est donc une suite géométrique de raison e-! et de premier 
terme u,=e. 

>] Autre méthode 

qui n’exige pas de démontrer au préalable que tous les termes sont non nuls. On écrit : 

u,,=e m+D+Tsen-ttle e-nblel = y el, doncla suite (u,) estune suite 
géométrique de raison e-1. 

2.On peut utiliser la méthode précédente, ou, puisque dans ce cas, on a 
l'expression de (u,) en fonction de n pour tout n, remarquer que le sens de varia- 
tion de la suite (u,,) est le sens de variation de la fonction définie sur R} par: 

GE ex, 

La fonction f est dérivable sur R, et pour tout x de R° : 

1 
FD =-—e- x. 

IE 
Pour tout x de R}, f’(x) < 0, la fonction f est strictement décroissante sur 
R'. La suite (u,) est donc strictement décroissante. 



Chapitre 1 Suites numériques 

3. Pour tout entier n non nul : 

n+1 n n+1 1 
ny 4 = 1e etdt-] e”tdt = IE érdé+ Ï cdi 

n 

n+l 2 n 

= Ï e ‘df (d’après la relation de Chasles). U 
n 

Sur l'intervalle [n;:n+1](n <n+1), la fonction fr>e-t est continue et MZ 
positive et l'intégrale est donc positive. La suite est donc croissante. 5 

U 
D? 1.. La propriété est vraie pour n = 1, car 1 = Et PER 

. Supposons que la propriété soit vraie pour un certain entier # non nul, soit 

pour « cet » n: 

Mon, ee) Conseil 

2 Il faut toujours écrire « l'objectif à 
Il faut montrer qu’alors : atteindre », on remplace dans 

l'expression précédente n parn +1, 
(n+1)(n+ 2) 

DRE ED) = 3 « partout ». 

Pour l’entier n considéré : 

D Der er Son, 

car on a supposé que pour cet n, la formule est vérifiée. D'où : 

nin+l)+2(n+1) (n+1)(n+2) 

HÉMTEE 2) ibiéog Pot LITET es 
La formule est alors vérifiée à l’ordre n + 1. 

1+2+..+(n+1)= 

D’après le principe de récurrence, pour tout entier n de N°: 

2 n(n + 58 
1+2+...+ £ 2 

2. a) Montrons la propriété par récurrence Remarque 
°u,=1, donc u, > 0. Avant de proposer une démonstration 

par récurrence, il faut toujours 

- vérifier que l’on veut démontrer une 

SARA propriété qui dépend d'un entier 

+ Montrons qu'alors u,,, > 0. naturel, et que l'on veut démontrer 

Si u, > 0, alors u,, +2 > 2, et, la fonction racine SE 
RASE : ; + d'unentierm,. 

carrée étant strictement croissante sur R, SES 

Ur HD nd donc LEO) 

+ Supposons que pour un certain entier naturel n, 
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D’après le principe de récurrence, pour tout entier n : [u, > 0.] 

On pourra donc calculer, pour tout entier n, le terme u,, de la suite (u,,). 

On peut dire aussi que la suite est définie sur N. 

b) La propriété est à démontrer pour tout entier naturel n, on peut utiliser un 
raisonnement par récurrence. 

euUy=1E [152]. 

+ Supposons que pour un certain entier naturel n, u, € [1 ;2]. 

+ Montrons qu'alors u,,,€e [1;2]. 1<u,<2, donc3<u,+2<4. 

La fonction racine carrée est croissante sur R”, donc: 

sou re Jr =u =), 

Donc #,,,e [1:2] car 4/3 = 1,732. 

D’après le principe de récurrence, pour tout entier n:|u,e [1;2]. 

3. La propriété doit être démontrée pour tout entier naturel n, on peut donc 
essayer une démonstration par récurrence. 

.<Sin=0, pour tout réel positif x, (1 + x)" = 1 = 1 + 0x. 

+ Supposons que pour un certain entier naturel n, pour tout réel positif x : 

(1+x)'=l+nx 

Montrons qu'alors pour tout réel positif x, (1+x)"*! = 1+(n+1)x. 

Pour tout réel positif x, (1 + x)"+1= (1 + x)"(1 + x). 

Pour tout x, (1 + x)" > 1 + nx et, le réel 1 + x étant positif, on peut multiplier 
les deux membres par 1 + x: 

(1+x)"(1+x) = (1+nx)(1 + x) 

(1+x)"t12>1l+nx+x+nx2 

(1+x) +12 1+(n+1)x+nx. 

Le réel nx? est positif, donc pour tout réel positif x : 

(1+x) "12 1+(n+1)x. 

D’après le principe de récurrence, pour tout entier naturel n et tout réel positif x : 

(1+x) "= 1l+nx. 
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E a) Pour tout entier n, le réel 8n2 — n + 1 est non nul, car le discriminant du 
trinôme f(n)=8n?-n+1 est À = (-1)2—4 x 8 = 31 < 0; le trinôme f n’a 
donc pas de racine. 
Pour tout entier non nul n: 

LA 

un 
LL 
= 
[a 2 
œ 
(@) 
U 

n 
ve £ 

8n?-n+l m(8-1-—) CURE Am 

n n2 n n? 

Or lim (ss) et lim (8-52 )=s. Donc : 
n — +00 n n2 n — +00 n n? 

AS es Re Al 8. 

b) Le trinôme du second degré t,(x) = x? + x — 1 a deux racines sur R: 

Jul NS 
2 2 (en 2 

Ces deux racines ne sont pas entières, donc le trinôme f, est non nul sur N. 

Pour tout entier n non nul: 

m(s+i-+) 5411 
5n+n-n. n n° ur ve a D À 

D (142) Fr 
A (hi non 

LE 
n n2 : 

Or lim =5 et lim n=+0. 
ñ — +00 Rey l n — +00 

1+--—— 
n n2 

Donc d’après les théorèmes sur les limites des produits de suites : 

. S5n+n2-n 
lim ———— - + co, 
n+te n?+n—1l 



À 
un 
LL 
_ 
[a a 
œ 
(®) 
®) 

Ex 

9. La suite (w,) est bien définie, pour tout entier naturel n, car l'entier 

(n+1)?Z 1 n'est jamais nul. 
La suite (u,) est la restriction à N de la fonction f définie sur [0 ; +[ par: 

x(x+2) x2+2x 
f(x) Æ: ( s =, 5° 

(xHD426#0D 

Le sens de variation de la suite (u,) est celui de la fonction f sur [0 ; +of. 

La fonction f est une fonction rationnelle ayant un dénominateur non nul sur 

[0 ; +, elle est donc dérivable sur [0 ; +c[ et, pour tout réel x de [0 ; +of : 

Fe (2x+2)(x+1)2—-(x2+2x)xX2(x +1) 

(x+1){ 

_ (x+1)[(2x+2)(x+1)-2(x2+2x)] 

(x+1)4 

(2x +2) DE 22e) 2 20 

(x +1)? (x+1)° 

Pour tout x de [0 ; +c[, f’(x) > 0, la fonction f est donc strictement crois- 

sante sur [0 ; +c[, la suite (u,) est donc strictement croissante. 

En suivant la même démarche que dans l'exercice précédent, on obtient : 

lim w,=1. 
n — +co 

0] 1. On utilise une méthode d'identification, pour tout entier naturel p : 

1 RER b _2(a+b)p+3a+b 

2(p+1)(2p+3) 2p+1 2p+3 (2p+1)(2p+3)° 

2 b)=0 
si et seulement si Fi , C'est-à-dire a = 1 et b= _1. 

3a"+b=1 2 ,) 

On a donc pour tout entier naturel p : 

dre aime 
2. On peut écrire en faisant varier p de 0 à n: REMSrau 4 K: : 

1 ARR Une telle somme est dite parfois | 
° En = (1) - 6) ; « télescopique » cartouslestermes | 

«disparaissent », exceptés lepremier | 
Flss 6) Ge): etledemiers 48e 1% | 
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ne pe =) s) 
(2p+1)(2p+3) 22p+1/ 2\2p+3/° 

ES 
Qn+lD@n+3) 202n+1) 20n+3)/ 

En faisant la somme membre à membre de toutes ces égalités, on obtient pour 
tout entier 1: 

Conseil 
LAES 1 + 1 FOR Il Cette méthode est à retenir. À —_————— 

Ho es (2n+1)(2n +3) 

= 36)-56)+56)-36)* + 1 
2 203 218 DS 2K2n+1) 20h43 

= 14) 1 Lie se 
211//202n+3) 20n+3) 2(@n+3) 2n+3 

Pour tout entier naturel n : 
n +l 

u,= - 
2n +3 

En suivant la même démarche que dans l'exercice KE : 

: 1 
lim uw, == 

fn — +oo 2 

11 1. Les réels a et b sont strictement positifs, donc Rappel 
pour tout entier naturel n, les réels 4" et b” sont Ne jamais oublier d'étudier 
non nuls et strictement positifs, donc pour tout l'existence des expressions avant 
entier naturel n, le réel a" + b" est non nul. de es manipuler. FRA 

La suite est définie pour tout entier n. nier mr raie 
En mettant a" ou b” en facteur au numérateur et au dénominateur, on fait 

b 

ÉTOROECRIE 
On sait que si g est un réel strictement compris entre -1 etl,alors lim g"=0: 

n — +00 

n n 

: a b 
apparaître des expressions de la forme (5) ou (2) . Pour tout entier naturel # : 

On choisira donc l’une ou l’autre des expressions de u,, suivant la position rela- 

tive de a et de b. 

À 
un 
ELJ 

D 
Œ 
Œ 
(®) 
Ü 



LA 

(va) 
LL] 
= 
[a 4 
[a a 
(®) 
U 

.Si0 < a < b, 0<?< 1;donc lim (S)=0et RSppel 
AS 2 b Si—1 < x < 1 etnunentier 

; naturel, alors lim x°= 0. 
É = . n— +o 

lim u,= lim ———— donc:| lim w,=-1. 
n — +0 n—+o fa n — +co (5) +1 
(en utilisant les théorèmes sur les opérations des limites de suites). 

n — +00 

n 

Si 0<b< a, 0<? < 1; donc lim (5) = 0 et donc: 

a 

: ; drsa" à 
+ Si a = b, pour tout entier naturel n, u, = =0et:| lim u,=0. 

a +a’ n — +0 

2. a) Pour tout entier naturel non nul #: 

1 ke Inn 

u,="Un=n"=e" =e” 

, : NRC 
La suite (u,) est la composée de la fonction n+> Eu définie sur N° et de la 

fonction exponentielle. 

A tlri M. pi e 
On sait que lim rs 0, donc en utilisant le théorème sur la composée des 

n — + 00 

limites sachant que lime*=1:| lim w,=1. 
NI n — +0 

RE b) Pour tout entier naturel non nul n, 
n° n?xn n n 

2 
lim Be =0, donc lim (2) =0et lim ER 
n—+o ff n—+o\ ñ n—+ofl 

Donc en utilisant les théorèmes sur les limites des produits de deux suites : 

lim. u, =0;. 
n —.+ 0 

n 

©) Pour tout entier naturel non nul n, (0,5) (US FE 
n n2 
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Le réel 0,5 est strictement compris entre - 1 et 1, donc lim (0,5)"=0. 
n — + 0 

De plus lim — =0; donc en utilisant les théorèmes sur les limites des pro- 
n— + n2 

lim u,=0. 
n— + 

duits de deux suites : 

3. Soit (u,) la suite définie sur N par uw, = 2"In3 — 3”In2. 

\ 

n 
LL 

2 
œ 
œ 
(®) 
Ü Pour tout entier naturel n, les réels 27 et 3”, sont non nuls. Si l’on met 2" en 

facteur, on obtient pour tout # : 

u, = 2"[1n3 _. (5) in2) 

Remarque 
n £ Es Er: th 7 ‘ 

Et en mettant 3” en facteur : u, = s"((à) In3 — In2) _ On choisira plutôt la seconde 
3 expression de u, car si un réel q est 

1 <2<1, donc lim ((5) In In2) =-In2. Strictement compris entre —1 et1, 
3 n— + alors lim g”=0. 

lim 3=+0 et donc, en utilisant les théorèmes ___""” 
n— + 

sur les limites des produits de suites : 

lim u,=-0. 
n — + co 

Soit (v,) la suite définie sur N par : 
302")  e2"ln3 

— Aa2"]n3 —3"In2 = 4 V,= — = =e = en, 
HU 5 (37) g3“n2 

La suite (v,) est la composée : n += u, = 2"ln3 - 3"In2r er. 

En utilisant le théorème sur la composée d’une suite et d’une fonction, sachant 

que lim u,=-c et lim e*=0, on obtient: 
n — +00 X — —co 

lim v,=0. 
n — + 00 

; PE Le SEL ; 
EP] Pour tout entier naturel n, u, =2"sin—. lim —=0 car lim 2"=+0ce. 

DL 9 n — +00 

: | HESINX 
La seule limite du cours contenant la fonction sinus est lim se. 1, doncen 

x— 0 

utilisant les théorèmes sur la composée des fonctions, si l'on définit pour tout 

3 ï T s sinv, 
n; la suite (v,) par v,=—, lim = 

CAN PE TEE Le 



F4 

CORRIGES 

FU 
Pour tout entier naturel n, le réel 5 est non nul, donc pour tout entier n : 

A Le 
Sn sin”, 

se : 
y, =2fsin—=2" X—=TX : 

2n T 2n TC 

2" 2" 
Donc, en utilisant le résultat précédent : 

lim u,=7. 
n — +0 

LE 1. Soit (u,) la suite définie sur N par w, = 2 et pour tout entier naturel n: 

e 2 
U,;;=4u,+t"f hic 

On a successivement : 

euj=up+02-0=-2; eu, =u;+17-1=-2; Rémarque 
°U;=U+ 220 Eu 323 —6. Lorsque, dans un énoncé, il y a « à 

partir d'un certain rang », il ne faut 
La question étant de démontrer que « à partir d'un pas togous trouver cle premier» | 
certain rang » pour tout entier n, u, > n, ilsemble Qui vérifie la propriété. | 

que ce premier rang est 4. ARR RER EERS 

Démontrons par récurrence que pour tout entier naturel n supérieur ou égal à 4 : 

u,>n. 

° La propriété est vraie pour n = 4. 

Si, pour un entier n = 4, u, > n, alors: 

20 4 2 Us Rn =nE En n,s donc, 1. 

Démontrons que, pour tout entier n supérieur ou égal à 4, n? > n +1; pour 
cela étudions le signe de n2-(n+1)=n?2-n-—1. 

Le trinôme x? — x — 1 est strictement positif si et seulement si : 

x < LS = 062 ou p> it 60; 

donc pour tout entier n supérieur ou égal à 4, n? — n — 1 > 0 etdoncn?>n+1, 
d'où 4,,,>n+1. 

+ D'après le principe de récurrence, pour tout n supérieur ou égal à 4: 

2. Pour tout entier naturel n supérieur ou égal à 4, u, > n et lim n=+0, donc: 
n — +00 

lim u,=+00. 
n — + 00 



v Variables 

n, entier 

u, réel 

v Initialisation 

2 prend la valeur 0 

u prend la valeur 2 

Y Traitement 

v Tant que u & n Faire 

Fo prend la valeuru+nxn-n 

n prend la valeur n +1 

v Fin Tant que 

v Sortie 

L Afficher n 

14 1.a) Pour tout entier réel x, -1 < sinx < 1, 
soit encore |sinx| < 1. 
Donc pour tout entier naturel non nul n, 
|sin2n] < 1 ; donc pour tout entier non nul #n: 

sin2n| _Isin2n| _[sin2n| _ 1 

5n [5nl 5n  5n 

Mais lim Pet donc lim |Sn2#|-0 
n—+o n—+o| Ep 

et donc: 
re sin2n 0 

ten 
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LA 

un 
LLI 

9 
œ 
œ 
[®) 
O 

Remarques 
«Si (u,) est une suite réelle telle 

que lim |u,] =0, alors 
n— +c 

lim u,=0. 
n— + 

+ Cette propriété est fausse si la 
limite est non nulle. 

Si (u,) et (v,) sont deux suites 
telles que (v,) est une suite 
positive de limite nulle et si à partir 
d'un certain rang, lu] <v,, alors ! 

lim u,=0. 
RÉSILIER EIRE RER ES 

b) Pour tout réel x, —-1 < sinx < 1, soit encore |sinx| < 1. 

Donc pour tout entier naturel non nul n, [sinn| < 1, donc pour tout entier non 

nul n: : 
nsinn| _Imllsinn| _nlsinn| L On. 
Hell MP leHEl n2+1 

> 1 
Mais lim th =0, car lim ——=1 

n—+onh2+l n->+0 1 n+te), 1 
nie £ 

n n 

è il : ‘ ; nsinn 
et lim -=0. Donc lim |2$M%| 20 et donc:| lim = = 

n—+on n—+o|yn2+1] n—+on+l 

©) Pour tout réel x, -1 < cosx < 1, donc 0 < cos?x = 1. 

Donc pour tout entier naturel n, on a successivement : 

0 < cos (nn) <1 et —-1 <-cos?(Tn) < 0 



\ 

n 
LL 

ÿ 
œ 
œ 
(®) 
OÙ 

et en ajoutant n° aux trois membres : n? — 1 < n? — cos (Tn) < n?. 

lim (n2-1)=+0, donc:| lim (n2-— cos (nn)) = +. 
n — + co n — +c . 

2. a) La première suite (u,,) est définie pour tout # ARE, 
supérieur ou égal à 2, car, si n est pair, le réel Le 
n+(-1}"=n#+1 est non nul, et si n est impair et 

supérieur à 2, le réel n + (—-1)" = n — 1 est non nul. 

Pour tout entier supérieur ou égal à 2 : 

Sin=1, alors n+(—-1)7=0.. 

_5n+(-1}" s 

CNRS Lpns EL n+(-1) (+60) EE 
n n 

ra n 

Pour tout entier supérieur ou égal à 2 : = ( . a =. 
n 

lim Re donc lim SE =0, donc lim (5+ CE )=s. 
ñn — + co fl h — + co n n +0 

s : —]1)" S 41 
De même lim GE = 0 Remarque 

n—+ M Si lim lu] =0, 
(—-1)’ LE s 

et lim ps )er d’où : alors lim u,=0, 
n — + co n 

lim u,=5. 
n — + 

b) Pour tout entier n, les deux réels (n2 + sinn) et (5n$ + cosnn) existent. Si 

n = 0, le dénominateur est égal à 1 et si n = 1 le dénominateur est supérieur ou 
égal à 4 car le réel cosTtn appartient à [—1 ; 1], la suite (w,) est donc définie sur N. 

Pour tout entier naturel non nul # : 

(1 < x) 1+sinn 
Cr ons n? 1 n? 

n = —— = = — ———————— 

5n° + co n cosTn STn Nn3l54 COSTA 5 + 

n° n° 

En raisonnant comme précédemment, pour tout entier non nul n: 

Isinn| _ |sinn| al 

n2| n? n? 
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: sinn ’ inn 
et donc lim ——=0et lim CEE 

ñn — + 00 n?2 n—+o n? 

De même pour tout entier non nul n : 
n 

cosrn| _|cosnn| _ |cosnn| _ 1 U 

“NES SL AE = 
.. COSTA COSTA œ 

et donc lim =0et lim |5+ = 5, e) 
RSR TS à n +0 n° U 

D'où en utilisant les théorèmes sur les limites de quotients de deux suites : 
sinn 1 + 

| 14 1 
lim LR = e 

S COST ne np 
13 

MAR ou 10e HE aie 7. 
Mais lim -=0, d'où en utilisant les théorèmes sur les limites du produit de 

n—+of 

deux suites : 

u n+1) 27 [n+1\ 1 
1. Pour tout entier naturel non nul: “2 = CE x E = ( ) X =. 4, Dar 3 À 2 

SR PP (+i)=2 Remarque 
— + co n n — +00 — : 

; Pour tout entier naturel n, non nul, 

u, #0 etv, À0. 
PNR SEE RTE 

ea nana 

1 
donc lim (+2) = 

n — + 0 

V 2n+1 y! 2 Je 
Pour tout entier naturel n non nul, 1 = =" ==, d'où: 

(n+1)!2% n+1 

u 3 Rappel : n+l Î 
< -— É é ; ‘ 2. a) Pour tout entier naturel n non nul, 7 D Ge ecbie 

si et seulement si : est croissante sur R*. ; 
A NS ES A 

3 3 TRS n+l 3 
(° ï ) : < _ c’est-à-dire (en) ee Remarque 

f ne “ 2 Deux réels positifs sont dans 
LE le même ordre que leur cubes. 

RIRES IDD INRA IAA AO MONRNE PIENA ER OMERST 

< TT ou encore 



V4 

un 
LLJ 

nu 
Œ 
Œ 
(®) 
O 

RME : 
T < = si et seulement si : 

u 
. ñn 

Pour tout entier naturel n non nul, 
NS 

n 

Lan. 2 - c’est-à-dire (À = 1) rte 
n 2 2 

Le réel 3 - 1=0,14 est positif, donc, pour tout entier naturel n non nul, 

ue 1 5 TS 
< = siet seulement si n = ——— =6,9 c’est-à-dire n = 7. 

u 4 . 1 

1 V : n+ 
Pour tout entier naturel n non nul, 

LL : 
< = si et seulement si 

pe 4 

er Un : 
c’est-à-dire > 4 (car deux nombres stricte- RSPpet ; 

Le 5 faut bien biais | 
ment positifs a et b sont dans l’ordre inverse des es ce 4 

nombres et . 
CE 

IR .h+l 
< = si et seulement si 

V , +1 
Pour tout entier naturel n non nul, — 

EN 

c’est-à-dire : 

b) Tous les termes de la suite (w,) sont strictement positifs. On peut donc conjec- 
turer par imitation du cours sur les suites géométriques que pour tout n = 7: 

—7 

0 <u <(s) u 
n 4 7h 

Démontrons cette formule par récurrence. 
0 

+ Sin=7, la propriété est vérifiée car 0 < u, < (5) ER 

+ Supposons la propriété vérifiée pour un certain entier n = 7 ; alors "1 < - 

et tous les termes de la suite étant strictement positifs : ‘ 

DEEE uy +1 — 3 

u 4 
n 

Le réel u, étant strictement positif, on obtient une inégalité équivalente en 

multipliant les trois membres de cette inégalité par u,: 0 <u,,, = u, 
HE) 

Mais par hypothèse, 0 < u, < (5) Us 
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Donc en multipliant les trois membres par le réel strictement positif _ 

à 3 n—-7+1 3 n—6 3 n—6 

o< fu, =?) u= (À) dy, donc 0<,,1 <(%) ue. 

no 

+ D’après le principe de récurrence, pour tout n = 7, 0 < u, <() U;. 4 

HT 

On démontrerait de même que, pour tout n = 7, 0 < y, < (3) VE 

Chacune des suites (u,,) et (v,) est donc majorée par une suite géométrique. 

un 
LLI 

2 
œ 
œ 
(®) 
w 

EE RSS : : 
c) Les réels - et = sont strictement compris entre -1 et 1, donc: 

| à n—7 | 1 n-7 

im |- = Jim |- = 0; 
im (?) n — à (3) 

et donc en utilisant le « théorème des gendarmes » : 

lim w,= lim v,=0. 
ñ — + 00 n — +0 

: ni 2 nn 
Pour tout entier naturelnonnuln:u,Xv,=—X—=—=",. 

Homme rien é 
Les deux suites (u,) et (v,) sont convergentes et ont pour limite 0 ; la suite 

(w,), produit des deux suites précédentes, est convergente et a pour limite le 
produit des limites, soit 0 : 

3 fi A. : 
3. Pour tout entier naturel non nul #, le réel Ÿ ; existe (le dénominateur est 

n 
non nul car strictement supérieur à n° = . 

Pour tout entier naturel non nul #: 

3 3 
52 LE 

24h 2 UK 2" CPR 
——— = — = 1) . 

ee l AL ANT 

n! 

° lim w,=0, donc lim See ce 
fn — +0 n — +o 1+u, 

< lim w,=0, donc lim (1+w,)=1, donc lim = 
n — +00 n — +00 n—+0 1 

(limite du quotient de deux suites convergentes, le dénominateur ayant une 

limite non nulle). 

« lim v, =0, donc, d’après le théorème sur la limite de deux suites convergentes : 
n — +0 
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16 1. Pour tout entier naturel n non nul, on pose u,, = [ e " dt. 

0 

La fonction {+ e "" est continue sur R et strictement positive sur R et 0 < 1, 
donc, d’après les propriétés de l'intégrale, pour tout n e N: 

2. Pour tout entier naturel n non nul: 

n 

u =” = f'e-tr+ nt at [| ent dt = f (e-(M+Dt_ ent) dt 
n+l n 0 0 : 

1 1 
= Ï crea) -[ ei =eTdr 

0 0 

La fonction définie sur [0 ; 1] par t+> e-rt (1 -e-f) est continue et positive sur 
LOT: 
0 < 1, donc, d’après les propriétés des intégrales, pour tout entier non nul n 

1 
| e-#t(1-e-t) dt =0 doncu,,,-u, = 0. 
0 

La suite est décroissante. 

3. La suite est minorée par 0 (elle est positive) et elle est décroissante ; elle est 
donc convergente. Pour tout entier naturel n non nul: 

1 RS 1 
U, = [reve] = — na + ne RU —e#). 

0 

lim u,=0. 
n — +00 

EE] 1. Sachant que a, = 2 et b, = 4, il vient successivement : 

a=32+3*x4 27, puis b=:2+3x 425, 

Em-(l—e")= TS donc: 
n — +0 

11 : 13 
G3= "> Puis b, = mn 

+ ————————— Ù————— ————e —©———— 09 —Q@ ———@ 5 
> 

0 i 4 b, d b, d bo A 

2. a) Pour tout entier naturel n : 

Uni] = dur PU, 
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1 1 1 
U,+1= a (4 +3b,)+ 164% + b,,) = 344 +4b;)=a,+b,=u, 

Donc, pour tout entier naturel n, u,,, = u,, on peut donc en déduire par un 
raisonnement par récurrence que pour tout entier naturel n, u,=u,=49 + b5=6. 4 

La suite u est donc constante. OU 

b) Pour tout entier n, l’abscisse du milieu du segment [A,B,] est la demi-somme œ 

. . . 4 u 

des abscisses des points A, et B,, soit — : = Z. Le S 
res 2 

24 Tous les segments [A,B,] ont le même milieu I, d’abscisse 3. 

3. a) Pour tout entier naturel n : 

1 1 
Va+1— L'ANPE PP e Ge, ju 3b,) FE 164; o b,))) 

1 1 1 
= 317285 Æ 2h) = — 5 (@n — b,) = TEE 

1 
La suite (v,), A est une suite géométrique de raison T2 et de premier 

terme v, = 49 —-bp=2-4=-—2. 

La raison de cette suite géométrique est strictement comprise entre —1 et 1. 

Donc la suite v est convergente et sa limite est O0. 

b) Pour tout entier naturel n, la distance A, B, est égale à |a, — b,] =|v,]. 
1’ 1\" 1 nn] 

Pour tout entier naturel n, v,, = (- ;) Vo = Ca à = (- ;) : 

donc pour tout entier naturel n: 
1177 1 Dr 1 

(Hi) O7 SRE 
Cette suite a pour limite 0, donc la suite (v,), . W a pour limite 0, donc: 

lim A,B, = 0. 
n — +00 

El 

4. a) Pour tout entier naturel n, u, = 6 et v, = (- ;) , donc pour tout entier 

naturel n: 

A,B,=|v,] = 



LA 

(vel 
LL 

[a 4 
[a 
(®) 
® 

On obtient par soustraction et addition le système équivalent : 

à ; r\ 
b) Le réel -; est strictement compris entre—1 et1,donc lim (- ;) = 0, donc: 

h — +00 

lin 4, im 0,7 
n — +0 n — +0 

18] Soit (u,), - N la suite définie par u, = 2 et pour tout entier naturel n: 

1 
= -u, +5. Uy+1 3 n 

1.a) Démontrons par récurrence que tous les termes de la suite (u,), _ \ sont 
ne ie 
inférieurs à DE 

2 s Ré la 
- La propriété est vraie au rang 0, car 2 est inférieur à —- 

15 
Supposons que pour un certain entier naturel n, u, < ;'na alors 

successivement : 

Au SEX su, 2: su +5< 245; a+ < Ut <> 

+ D'après le principe de récurrence, la propriété est vraie pour tout entier naturel n. 
Démontrons que la suite (w,) est croissante, et, pour cela, calculons pour tout 
entier n, le signe de la différence u,,,, -u,: 

24, +FUS 1 
one +5 US -ÈU, +5 = 

15 
Comme u, < Z> Pour tout ne N, —2u,+15>0; donc la différence 

U, 41 — 4, est positive pour tout entier n. Donc la suite est croissante. 

b) La suite (u,), - {| est croissante et majorée. Donc la suite (u,,) est convergente. 

2. a) Pour tout entier naturel n, et pour tout réel h, on pose v, = u, + h, donc: 

Mois eith = qu +5+h 
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2 1 
Yn+1= 304 h)+5+h = av, +5 + 5h 

La suite (v,), - À est géométrique si et seulement si 5 + <h = 0, c’est-à-dire : 
un 

15 U re Ÿ 
2 œ 

œ 
b) Si h = 15 . 1 DAC d . 1 . [®] 

1 SES Cv) ne N St une suite géométrique He et de premier us 

terme : (OraS 

Re PE bg Es 

; ts EL CE 
Pour tout ent PS eee LS our tout entier n, y, 2 (3) 

Donc pour tout entier n: 

= )C) 15 
_ — CA + —: 

ss 2 

c) La suite (v,), . \ est une suite géométrique dont la raison est strictement 

comprise entre —1 et 1. Elle est convergente et sa limite est O. 

La limite de la suite (u,), _ \, est donc —-h, c’est-à-dire . 

19 Pour tout entier non nul n, on définit la suite (u,) par u, = 1 et, pour tout 
entier non nul n: 

Un+1— 2 DH 

Cette suite est définie pour tout entier naturel non Le Té A ar A 
nul n, si tous les termes de la suite sont positifs, ce rendre la démonstration ! 

que l’on peut démontrer par récurrence : montre ourtoutentirn, | 
Da : v. nt. + ; + 7 | 

- La propriété est vraie pour n = 1. FR te CRE DR RATS 

Supposons que pour un entier non nul n, u, = 0, alors 2 Ju, existe et est un 
réel positif, donc d’après l’axiome de récurrence, pour tout entier non nul, 
u, = 0. La suite (u,) est bien définie. 

1. Pour tout entier non nul n, on définit la suite (v,) par: 

= In(u,)-In4, 

ce qui est possible si tous les termes de la suite (u,) sont strictement positifs. 

La démonstration précédente a permis de s’en assurer. 



\ 
un 
LL 

= 
œ 
œ 
(®) 
Ô 

Calculons le premier terme de (,,): 

v,=inu, -In4=In1-In4=-In4, 

et pour tout entier # non nul: 

V,+1=nu,,,-În4= In(2,/u,) — In4 

=]In2+1n 4e —In22 (car2et ,/u, sont strictement positifs) 

= ]n2 + : In(u,) -21n2 = - In(u,) - In2 

1 1 l = > (n(u,)-2In2) = ; (In(u,)-In4)= 59, 
. ‘4 L4 LI e e. 1 

(v,) est une suite géométrique de premier terme v, = -In4 et de raison =- 

2. Pour tout entier non nul n, v,, = (-In4) F) (attention, le premier terme est v.). 

Pour tout entier non nul n, v, = Inu, -In4 soit: 

1 n—-1 1 n—-1 

Inu, = v, + nd = (-in4)[) +in4=[1-[) Jan 

-(-() ne (-() Jn2-n(2 
soit encore : 

Fe 

te) | 

RES Di NE 7 

= | D 

Er 

Sms 

2 

Si on pose pour tout entier non nul n, &, = 2-— (;) , pour tout entier non 

nul#,u, = 2% ete 

el | LE 
Le réel ; est strictement compris entre -1 et 1, lim (:) =0 et 

n — + 00 

lim @, =2, donc le réel In 2 étant strictement positif: 
n — + co 

lin o-In2=21in2, 
n — + 0 

et, en utilisant le théorème sur la limite de la composée de deux fonctions, 

sachant que lim e*=e2m2-22-4: 
x 21n2 

lim u,= lim e%M2-4, 
n — + ñ— +00 
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3. Pour tout entier naturel non nul n, u, > 3,96 si et seulement si : 

2% => 3,96 

a, In2 > In(3,96) 

In (3,96) 
In2 

n—2 ) _ In (3,96) 
In2 

\ 
un 
LL] 
| 
[a 
[a 
(®) 
U 

(Fe (car In2 > 0) 

7-2 _ In(3,96) SR PRE 
) In2 . 

n—2 ) - 2 _ nG,96) 
In2 

(en multipliant les deux membres par - 1) 

In (3,96) nn? 
In2 

= 0,0145, les deux membres de l’inégalité précédente sont positifs, 

on obtient une inégalité équivalente en prenant le logarithme des deux membres : 

(n- 2in(}) = In(2 — Re 

inf se en 
In2 1 

2 > —— (car In; < 0) 

in(;) 

(22626) 
= In2 

k 5 In2 

(2026) 
Comme 2 — ——— = 8,11 on conclut que, si n = 9: 

In(2) 

3 
2x 

Mi -22055 5 à - 4 _18 
. SR TE | DE PE NL EE . 

0 +4 4 +4 19 

2. a) Démontrons par récurrence que tous les termes de la suite (4) sont stric- 

tement positifs. 



L] 
un 
LL 
= 
(a a 
[a a 
(®) 
®, 

ou, = : est strictement positif. 
4 

+ Supposons que pour un entier n non nul on ait u, > 0, les deux réels 2u, + 3 

et u, +4 sont strictement positifs et donc leur quotient l’est aussi ; on a donc 

Un+1 7 0. 

+ D’après le principe de récurrence pour tout entier n non nul, u,, > 0. 

La suite (u,) est donc bien définie car pour tout entier naturel n, le réel u,, + 4 est 
non nul. | 

Démontrons par récurrence que pour tout entier naturel n, u,, < 1. 

+ uÿ = 0, donc la propriété est vérifiée au rang 0. 

+ Supposons que pour un entier n, on ait u,, < 1; calculons 1-u,,,: 

24, +35 U;TA=QU, +3) 174, 
lu u=t A ; 

u, F4 DA SE u, +4 n+l 

Le numérateur 1 — u, est strictement positif par hypothèse, et le dénominateur 
est strictement positif. 

a PL 

+ D’après le principe de récurrence pour tout entier n, u, < 1. 

Donc 1 -u 

Donc pour tout entier naturel n non nul : 

b) Pour déterminer le sens de variation de la suite(u,), déterminons pour tout 

entier n le signe de u,,, — u,. Pour tout entier naturel n: 

_2u,+3 RÉ RTE 
n u, + 4 

U DU n+l n u, +4 

Le trinôme — x?-2x +3 a une racine évidente 1, l’autre racine est donc —3, et 

donc pour tout réel x, — x? — 2x + 3 =-(x-1)(x+ 3), donc pour tout entier n: 

(ur Lu +3) 

u, + 4 Uy+1 Un = 

Pour tout entier n, les réels -(u,—1), u,+3, et u,+4 sont strictement 
positifs, le réel ,,,—u, est donc strictement positif. 

La suite (u,) est strictement croissante, donc croissante. 

©) La suite (u,) est croissante et majorée par 1. 

La suite (u,) est donc convergente. 
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3. Pour tout entier n, le terme v, est EX car le réel u, + 3 est non nul. 

a) Pour tout entier n : 

2H 

2 DES Du Lu u, + 4 PAT RL DS LE SEE à DRE 1 A 

Li PTE Er 113, RO une) 5 (®, 
u,, + 4 ce 

œ 

ji Mi © 
La suite (v,), - \ est géométrique de raison E et de premier terme : ® 

à 

Nate. 1 

AE ae lee 

: (2) 
FROUIS EUR 

b) Pour tout entier n : 

VU FSU, 1 oeN DAVEA)E= RSS 

Pour tout entier n, le réel v, est différent de 1, car sinon (raisonnons par 

. Pour tout entier n : 

HAL 
l'absurde) on aurait v, = 1 et donc — ue 1 soit u, — 1 = u, +3, ce qui est 

u 
impossible. 

Donc pour tout entier ñ, u,, = 

; me 
c) Le réel - est strictement compris entre —1 et 1, donc lim (3) =D; 

n — +co 

en utilisant les théorèmes sur les limites, lorsque n tend vers +co, la suite 

Fo Poe 
(v,),en a pour limite An É 

| lim v,=1. 
n — +00 
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Ô 

21) 1. Démontrons par récurrence que pour tout entier n non nul, 2" > n +1. 

+ La propriété est vraie au rang 1, car 2!=1+1. 

+ Supposons la propriété vraie pour un certain entier # non nul : 

2rrI MX I'eTM = Elo OnC 2x2 0m EL) 

Démontrons que pour tout entier n, 2(n +1) = n +2, et pour cela formons la 
différence 2(n + 1)-(n+2) = n qui est strictement positif, donc: 

DEF D 

+ D’après le principe de récurrence, pour tout entier naturel non nul n: 

270. dE: 

2. a) Déterminons le sens de variation de la suite (u,,) ; pour cela déterminons 

pour tout entier n, le signe de u,,,—u,. 

Pour tout entier naturel n non nul: 

1 1 1 1 1 = D —= -+ RE — © + =. 
Late ER Sc (n—1)x2 nx2 

HEAR a + 2) 
Fx21 HR ARE CH ENCRES nxX27 

_(n+1)x2r+T 

Donc pour tout entier naturel n non nul, le réel Remarque 
Uysi U, st strictement positif. La suite (u,)  Sideuxsuitessonttellesquel'uneest À 
est donc strictement croissante, donc croissante.  (oissante, l'autre décroissante et si 

la suite différence tend vers 0, on dit 
b) Déterminons le sens de variation de la suite (v,,).  queles deuxsuites sont adjacentes. 
Pour cela déterminons pour tout entier n, le signe  Onpeut démontrer que deux suites p 
dev: ce adjacentes sont convergentesetont | 

k s ï même - à 
Pour tout entier naturel n non nul : 
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Donc pour tout entier naturel # non nul : 

ee rrereres mn Eure HE n n+l n+1 (n+1)27+1 nn n2* 

Lao ie 

RS | LÉ sc OL ORPI 2 1 \ 

RO n+l (n+1)2t1 n n2" 

D en us ed 
CHR En ETS En ET) 2 EE T2" 

Door nn (nn 1 

RE RCA" n(n+1)27 

HR 2 

n(n+1)27 

Le dénominateur n(n +1)2" est un réel strictement positif, le numérateur 

d’après la première question est négatif ou nul, le quotient est donc négatif ou 
nul. La suite (v,) est donc décroissante. 

©) Déterminons la limite de la suite (v, — u,). 

1 1 
Pour tout entier naturel non nul n, v,-u,, = --— 

n n2* 

lim Le O et lim 2"=+, donc lim n2"=+ 0 (produit de deux suites 
n—+o ñ n — +00 n — +00 

ayant pour limite +  ). 

On peut donc conclure que lim <. 0 et: 
n—+ n2" 

lim (v,-u,)=0. 
n +0 

1 
BP] 1. a) On construit les droites d'équations y = x et y = +5 

Soit f la fonction définie sur R par f(x) = 5x + . 

Pour tout entier n, u,,, =f(u,). 



\ 
(vel 
LL) 
= 
[a 4 
[a 4 
(®) 
U 

Î 1e TETE 1 GA ES 

L = 1 j ÿ é. / 

ENS dE a FER EEE 
CFTE . LR 
ju + —+ ++ E 

ï sure + + — | ++ 
SE IS Re LL = 
Er DAS sens 
SE 3 Gr RE Bees 
TE tr DÉSRATES 
AT #1 Tu F sue SEE PU 

ne TE Hi 
++ 

++ 

ARRSÉMÉASEISERSERSEES = th À Mg 
| 

; ; 23 
) On montre par récurrence que, pour tout entier naturel n, u, = 18 

ARE 23 
° Initialisation : w, = 2, donc u, = si 

Ras 23 
+ On suppose qu'il existe un entier naturel n pour lequel u, = —=- 

18 

La fonction fest une fonction affine strictement croissante, donc f(u,)= f (&) 

| SL De D 69 69 23 HO 
soit Un+17 54 17 Soit U,,1 = 54 e 54 = TL donc LUS rs 

Donc pour tout entier naturel n, 

: UE 2 
La suite y est minorée par u ° 

d) Démontrons la monotonie de la suite u par récurrence. 

e Initialisation : u,=2 etu;, ==+—==—, donc Rem AU HER 
£ HD D El que Fee | 

Vars Cettedémonstration parrécurrencede | 

la monotonie d'une suite est à retenir. 
+ On suppose qu'il existe un entier n non nul, pour 
lequel y, "ur. 

Comme est strictement croissante sur R, f(u,_,) > f(u,) soit u, > u,,.. 

Donc on a montré par récurrence que pour tout n deN, u, = u,,.. 

Donc (u,) est une suite strictement décroissante. 
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La suite (u,) est décroissante et minorée donc elle est convergente et : 

PE) 
Him) = —: 

n — + n n) 18 

n+l 1 1 1 b 

2. a) Pour tout entier naturel n supérieur ou égal à 1, > ue CC = à) 
ol 900 107 

HE 

> Du est la somme des n premiers termes d’une suite géométrique de premier 

Moi 1 
terme — et de raison —- 

10? 10 

. CORRIGÉS 

La raison est différente de 1, donc: 

F- 1 1 n+2 1 n 1 n 

n+1 CAS LP Ro ais A RU 1 0,1 (10 

7 M 2.07 115 23 
do buy ID 2 

sente Him | a a) 10 90 90 18 

La limite de la suite v est donc un nombre rationnel r (c’est-à-dire le quotient 

de deux entiers). 

s ; RE 29 
3. D’après la question 1. c), la suite (u,) est minorée par T et, 

; 2 
u;, — - < 1072 est équivalent à w,, — . 0. 



v Variables 

n, entier 

D réel 

y Initialisation 

Eh prend la valeur 0 

u prend la valeur 2 

y Traitement 

\ 

un 
LL 

= 
œ 
œ 
(®) 
Ô 

v Tant que u-23 > 102 
ia 1 23 or u prend la valeur 3 u + 57 

n prend la valeur n +1 

+ Fin Tant que 

v Sortie 

L Afficher n 

23 1. a) Construction 

Soit A, le point de l'axe des abscisses, d’abscisse 4,, on construit successivement : 

. le point C, de la courbe € ayant pour abscisse u,, c’est-à-dire de coordonnées 
(u,; f(u,)=u,,,) (a droite (A,C,,) est parallèle à l'axe des ordonnées) ; 

«le point D, de la droite d’équation y = x a même ordonnée que le point C, (la 
droite (C,D,,) est parallèle à l’axe des abscisses) et est sur la première bissectrice, donc 
son abscisse est égale à son ordonnée, les coordonnées de D, sont (4,,,:;:u,,;); 

*lepoint A, ,, de l’axe des abscisses ayant même abscisse que D,, l’abscisse de 

AGE est Un+1: 
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On construit ainsi successivement les points À À; À, À; d'abscisses respectives 

Fo Abe: 

b) Conjectures sur le sens de variation et sur la convergence de la suite (u,,) : la 
suite (4,,) semble être décroissante et convergente et avoir pour limite 1. 

LA 

2. a) La fonction f est une fonction rationnelle définie sur ]—2 ; +, elle est 

donc dérivable sur cet intervalle et, pour tout réel x de ]—2 ; +oo. : 

MCE mere 

un 
LL! 

- 
Œ 
œ 
(®) 
Ü 

(x “ 

Pour tout réelx de ]-—2 ; +c[, f’(x) > 0, la fonction fest strictement croissante 
Sur |—2;+cof. 

- Montrons par récurrence que pour tout entier naturel n, u,, > 1. 

°u,=4, donc u,-1 > 0. 

+ Supposons que pour un certain entier naturel n, u, > 1. 

+ La fonction f'est strictement croissante sur ]—2 ; +œ[, doncf(u,)>f(1)=1 
soit u,,, > 1. 

D’après le principe de récurrence, pour tout entier naturel n, u, — 1 > 0. 

Pour tout entier naturel n, u, > 1, doncle réel 1 est un minorant de la suite 
(u,). 

b) Démonstration des conjectures émises à la question 1. b). 

Pour tout entier naturel n : 

ICS ta le 04 
shui Zita u, +2 u, +2 

Pour tout entier naturel n, u, > 1, donc u,+2>0 et u,-1#0, donc 

(u,-1)?> 0. 

(ÈS 1} 
Donc, pour tout entier naturel n, -——— < 0, 

u, +2 

c’est-à-dire u,,,—u, < 0, la suite (u,) est strictement décroissante. 

La suite (4, ) est décroissante et minorée par 1, elle est donc convergente. 

; . ; 1 
3. a) La suite (v,) est une suite arithmétique de raison Ed 



Pour tout entier naturel n : 

Vis Re ne (CE | n u 1 u,—1 

FF f RS 2e fa 1 

“LU AU -A 4,2 ul 

= NU, #+2 1 

œ TUE IE 0 
[®) u,— 1 
®æ) V, = ———. 

3(u,-1) 

Pour tout entier naturel n, u, > 1, donc u, #1, le réel u,-—1 est non nul, 
d’où pour tout n de N : 

LI LI Z e C1 1 

Donc (v,) est une suite arithmétique de raison =: 

1 3 : : SE : 1 
b) v, = Ris =, la suite (v,) est une suite arithmétique de raison = et de 
JESUS £ 3 

: 1 y 
premier terme v, = 3 donc pour tout entier naturel n : 

VE ol: 
SOI OS I 

; Il : 1 
Pour tout entier naturel n, v, = AÉPES le réel FENTE donc v,, est non nul. 

u 
n 

ue 1 À 
On en déduit que u, — 1 = ri donc pour tout entier naturel n : 

ont en —_ 
"y Fos n+1 

=+-n 
A &e 

donc : 

n + 4 
U, = . 

n+l 

o) Limite de la suite (u,) 

n 1e 
n . 

Hong, = lim soit: On 
n — +0 n — +oo 4 nr> +00 

n| l1+- 
n 
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f La Prépa attitude À 
1. Les deux théorèmes : toute suite croissante majorée est convergente et 

toute suite décroissante minorée est convergente permettent de démon- 

trer la convergence mais ne permettent pas de connaître la limite, le 
majorant connu dans le premier théorème est plus grand que la limite 
de la suite, le minorant connu dans le deuxième théorème est plus petit 
que la limite de la suite. L'information obtenue est très imprécise. 

2. Le théorème d’encadrement (appelé parfois des gendarmes) permet 
de conclure à la convergence de la suite encadrée et permet de connaître 
la limite de cette suite qui est la limite commune des deux suites majo- 
rante et minorante. 

3. Une autre réponse à la double question de la convergence et du calcul 
de la limite est la notion de suites adjacentes. 

Prolongement au cours de Term S 

Définition de deux suites adjacentes 

On dit que deux suites # et v sont adjacentes, si l’une est croissante, l’autre est 

décroissante et une suite différence (il y en a deux possibles) converge vers 0. 

Théorème des suites adjacentes 

Si deux suites 4 et v sont adjacentes, elles sont toutes les deux convergentes 

et ont la même limite. 

Cette limite commune est comprise entre les deux premiers termes des suites 

UV: 

1 1 , 
Exemple : Les deux suites É 7 :) et È + :) sont adjacentes, on peut 

ñ /neN* ñ /neN° 

vérifier très aisément en faisant la différence de deux termes consécutifs que la 
: A b4 

suite | 1— ‘ est croissante, et que la suite | 1 + +) est décroissante. 

# : N /1eN* neN 

< 
[a 
mm 
[a a 
[a 

Z 

O 
Ê 
(sal 

2 
< 



& 
LL] 
oc Cu 
Z 

O 
FE 
mn 
2 
< 

Une suite différence converge vers O0 (par exemple, pour tout # non nul 

2 2 à De ; 
1+ Li las = —). La suite 2) converge vers 0. D’après le théo- 

n net n ),en* 

: 1 1 
rème sur les suites adjacentes, les deux suites fi à) et É + 1) sont 

A . . n * n * 

convergentes et ont la même limite. neN neN 

MALE © Corrigés p. 73 

1. On considère la suite w de premier terme u, = 0 et définie pour tout 

entier naturel n par la relation de récurrence 

V2 
Uni = Rene +u, 

1. Montrer que pour tout entier naturel n non nul, on a: 

B 
SES 

2. Étudier le sens de variation et la convergence de la suite u. 

3. Déterminer la limite a de la suite w (il est nécessaire d’avoir traité le 

chapitre sur la continuité). 

EX On se propose d'étudier la suite (u,) définie sur l’ensemble des entiers 
naturels N par: 

—u 
u, =letu,,, =u,e " pour tout entier n de N 

puis la convergence de la suite (S,) définie pour tout entier naturel n par: 

n 

S, = Ju D" 

p=0 
1. a) Montrer que pour tout entier naturel n, le réel u, est positif. 

b) Déterminer le sens de variation de la suite (u,). 

c) En déduire que la suite (u,) est convergente et déterminer sa limite (il est 

nécessaire d’avoir traité la chapitre sur la continuité ou admettre que la limite 
est égale à 0). 
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2. Montrer que pour tout entier naturel n: 

Éz s, 

Un = € 

et en déduire que la suite (s,) est divergente. 

EX Dans les cas suivants, les suites (u,) et (v,) ont-elles la même limite ? 
Sont-elles adjacentes ? 

Justifier les réponses. 

Lu 1-10)etv =1+10";: 

2. u, = In(n+1) cote = In(n+1)+ = : 

n 
n 

3.u, ar et v, Her) 
n n 

1 | Soit u la suite définie par u, = 0 et pour tout entier naturel n par 

45 
5 = de U,, :- 

1. Inégalité 

Méthode : la propriété devant être démontrée pour tout entier naturel non nul, 

on peut utiliser un raisonnement par récurrence en initialisant la démonstra- 

tion au rang 1. 

2 2— V | 
eh ne nul 

2 2 2 2 

- Supposons la propriété vraie pour un certain entier naturel n non nul, c'est- 

2 
à-dire que, pour cet entier naturel non nul #, on a Fe <u, < 1. 

— On a successivement : 

V2 1<1+ <1+u, <1+1 

ss 
LI 
[a 
[a 

Z 

O 
es 
aa 

2 
< 



ss 
LUI 
[a a 
[a 1 

Z 

O 
ms 
(aa) 
> 
< 

La fonction racine carrée est croissante sur R* donc: 

V2 Lei UMP 

1 Eu, < V2 

2 ., . . s: . WAE # 

Le nombre — est strictement positif, on obtient une inégalité équivalente en 

EE : 2 
multipliant les trois membres par —. 

2 2 2 
. < 0 GE u, € 2 

2 n+l < 1 

La propriété est donc vraie au rang n +1. 

D'après le principe de récurrence, la propriété est vérifiée pour tout entier 
naturel ñn non nul. 

La double inégalité précédente permet aussi de démontrer que la suite (u,) est 
définie pour tout n. 

On peut écrire que pour tout n, u, > 0 donc que le calcul de /1+u, est 
toujours possible et donc que la suite est bien définie sur N. 

2. Sens de variation de {u,,) 

Méthode : l'expression u,,, —-u, comportant un radical, on utilise l’égalité 
durite 

LU m7 vraie pour tout couple (a, b) tel que a+bz#0. 
a 

Sous réserve d'existence, pour tout n de N: 



Chapitre 1 Suites numériques 

2 
Stn=0, Peu +u, = u + = m = 2 #0 

V2 
Sin>0, a +u, +u, =u,,, +u, est la somme de deux nombres supé- 

TN? 
tieurs à c'est donc un nombre supérieur à V2 donc non nul. L'expression 

précédente existe pour tout n de N. 

1 2 
U+ u,)-(u,) _1-2(u,) +u, +1 

TU ER —— —  —  ——  — —  —— _ —— 

2 
D frs, +u, Sete Ed, 

Le dénominateur est la somme de deux nombres positifs et est non nul, 

il est donc strictement positif. Pour tout n de N, u,,, -u, a le signe de 

{u,) +u,+1=(u, —1)(-2u, —1). 
Pour tout entier naturel n, u, 0 donc —2u, —-1 < 0 et pour tout entier 

naturel n, u, <1 donc u,—-1<0 donc pour tout entier naturel n, 

(u, . 1)(-2u, = 1) > 0 et donc u,,,, —u, > 0. La suite est croissante, de plus 

on sait qu'elle est majorée par 1, elle est donc convergente. 

Pour tout n de N: u,., 

3. Limite de la suite (u, 

Méthode : la suite est définie par une relation du type u,,, = f (u, ). On utilise 

la continuité de f et on résout l’équation f (x) =: 

2 
Soit f la fonction définie sur R* par f(x) = af + x. Pour tout x de R', 

1+ x > 0 donc x H V1+ x est définie sur R° ainsi que la fonction f. 

La fonction f est continue sur R° car produit de deux fonctions conti- 

A <5 0 

nues sur R°, la fonction constante égale à je et la fonction x V1+x, 

composée de la fonction affine x H> 1+ x continue et strictement positive sur 

Li . 1 . + 

R* et de la fonction racine carrée continue sur R°. 

Les limites possibles de la suite (u,) définie par 4, =0etu,,, = f (u,) sont 

les solutions de l'équation f (x) ne 

ss 
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Pour tout x de R*, 

2 
Eure 1+x = x 

1 
S —Vl+x=x 
2 

es 1 +x = 2x 

Les deux membres de l’équation étant positifs, l'équation proposée est équi- 
valente (c’est-à-dire a les mêmes solutions dans R°) que l'équation obtenue en 
élevant les deux membres au carré. 

Pour tout x de R”’, 

faire Mixx) = (2x) 

S1+x = 2% 

2x -x-1=0 

Le nombre 1 est racine de la dernière équation, l’autre racine est donc égale à 

1 
. (produit des racines). 

La fonction f est continue au point 1. Tous les termes de la suite sauf u, 

2 
appartiennent à ee ;1|. Le nombre 1 est compatible avec la dernière 

remarque, c'est donc la limite de la suite. 

PA soit (u,) la suite définie sur l’ensemble des entiers naturels N par u, =1 

et 4,41 = ue " pour tout entier n de N. 

1. a) Pour tout entier naturel #, le réel u, est positif. 

La démonstration se fait par récurrence. 

-Onauw,=120; 

— Supposons que pour un certain entier naturel n, u, > 0 ; 
n 

- Pour tout réel x, e* > 0 donc le réel u,,, = ue " est le produit de deux 
réels positifs, il est donc positif. 

D'après le principe de récurrence, pour tout entier naturel n, uw, > O. 
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b) Étude du sens de variation de la suite (u,) 

Pour tout entier naturel n, 

On a, pour tout entier naturel n, 

u, 20 -u, <0 ES 

ne 0 5 ; te 
&e *<e car la fonction exponentielle est une bijection 

strictement croissante de R sur R:. 

1 
—U 

ren /\ 
—Uu 

Se "-1<0 

Donc, pour tout entier naturel n, u,,, — u, , produit d’un nombre positif (u,) 
> 4 Q FE 1 . . 4 . 

et d’un nombre négatif (e ” —1) est négatif, la suite (u,) est décroissante. 
LA 

c) Convergence de la suite (u,) 

La suite (u,) est décroissante et positive (minorée par 0), elle est donc conver- 

gente et a une limite Ÿ > 0. 

Soit f la fonction définie sur R° par f (x) = xe *, on a pour tout entier 

naturel n,u,,, = f (u,). La fonction f est continue sur R° comme produit 

de deux fonctions continues sur R° (la fonction identité x H> x et la fonction 

x e * composée de la fonction affine x +> -x continue sur R° et de la 
fonction exponentielle continue sur R ). 

ss 
LU 
[a 
[a is 

Z 

O 
Les 
(aa) 

2 
< 

La suite (u,) définie par u, = 1 etpourtoutentier naturel n par u,,, = f (u,) 

est convergente. La fonction f est continue sur R”, la limite de la suite (u,) 

se trouve parmi les solutions sur R* de l'équation f(x) = x. 

Pour tout x de R', 

HE Loue = 

= x(e* _ 1) = 0 

x=0oue 1-0 

+= 0oue = 

& x=0 ou —x=0 car la fonction exponentielle prend une 

seule fois la valeur 1 en 0. 

x=0Diou-x = 0. 
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L’équation admet une seule solution 0. La fonction f est continue en 0, tous 
les termes de la suite sont positifs. La limite de la suite est 0. 

-$ 
2. Pour tout entier naturel n, u,,, =e ”. 

Montrons cette propriété par récurrence. 
—U = = —$S ET 

=Onaw =tet mue DeIxé ee EDS = MEMUONE EE 
-$ 

Onadencu.=e % 
—$ 

- Supposons que pour un certain entier naturel n, u,, =e ”. 

— On a alors : 
—U 

a n+1 
Fa Une Un+2 

6 = A 1 

e *e "#1 par hypothèse de récurrence 
SU 

=e # ntl 

éè en 

4 ; : —$ 
D’après le principe de récurrence, pour tout entier naturel n, u,,, =e ”. 

-$ 
Pour tout entier naturel n, u, et e " sont deux réels strictement positifs, les 
logarithmes de ces deux nombres existent et l’on a, pour tout entier naturel n : 

= -$ 
= n — n use te ina:s=Ine 

> Inu,, =, 

æS,=-Inu,, 

) est strictement positive et converge vers 0, on a limlnx = —-c La suite (u 
x—0 

n 

donc par composition on a lim Inu,,, =- donc limS, = +. La suite 
n—> +00 n—>+00 

LS diverge vers +00. 

1. Pour tout entier naturel n, 10” existe donc les deux suites (u,) et (v,) 

sont définies sur N. | 

Méthode : on vérifie rapidement que les termes des suites existent à partir d’un 
certain rang et on calcule leur limite. On utilise la définition des suites adjacentes. 

On a, pour tout entier naturel n: 

10 * = mes 2 s : 

10” 10 
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n—>+00 

D Do lim “2 = (0: 
10 0 

1 
n n n 1 | 

Ona (+) = (-1) x Le) . La suite +) est le produit de deux suites 
10 $ 

convergentes, la suite constante égale à —1 et la suite (a) | de limite O, 
elle a donc pour limite le produit des limites, donc 0. 

La suite (u,) est la somme de la suite constante égale à 1 donc convergente et 

de limite 1 et de la suite 10°") convergente et de limite 0, la limite d’une 

suite somme de deux suites convergentes est une suite convergente ayant pour 

limite la somme des limites, donc 1. 

De même, la suite (v,) a pour limite 1, les deux suites ont la même limite, on 
peut donc se poser la question de savoir si elles sont adjacentes. 

Pour déterminer le sens de variation de la suite (u,) , on détermine, pour tout 
entier naturel n, le signe de : 

Mi ou — 1-10 0) (1-10) nt n 

210 lo 
È 1 

È 10 "[1-107!) = 10 AT ns 
10 

me 
10 

Pour tout entier naturel n, 10” > 0 donc: 

Vne Nu, 4770 

La suite (u,) est strictement croissante donc croissante. 

Pour tout entier naturel n, 

Van =, =1+10 0%) (1410) 
= 107%) 107" = 107" {107 - 1) 

0 
10 

Donc Vne NN, v,,, —v, <0 

La suite (v,) est strictement décroissante donc décroissante. 
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Étude de la convergence vers 0 de la suite (v, e u,). Deux démonstrations 
possibles 

- Pour tout entier naturel n, 

rh —h v,—u, =1+10"-[1-10") 
asc LUN 

lim (v,-#,)= lim 2x10"=0. 
n—>+00 ñn—>+00 

— Les deux suites (u,) et (v,) sont convergentes et ont la même limite 1, la 

suite différence (v, — u,) est donc convergente et a pour limite la différence 
des limites donc 0. 

n 

En résumé, l’une des suites est croissante, l’autre est décroissante et la suite 
différence des deux suites tend vers 0 donc les deux suites sont adjacentes. 

2. La suite (u,) est définie pour tout entier naturel # car, pour tout entier 
naturel n,ona n+1 > 1 > 0 et le logarithme d’un réel strictement positif est 

toujours calculable. 

Ona lim (n + 1) = +00 et lim Inn = + donc par composition des limites 
ñ—>+00 n—>+00 

lim u, = lim In(n + 1) = +00, La suite (u,) diverge vers +00. 
n—>+00 n—>+00 

La suite (v,) est définie pour tout entier naturel non nul #, car la fonction 
1 : 

n H — est définie pour tout entier naturel non nul. Ona lim In(n + 1) =; +00 
n n—>+0 

1 > > A 1 . û 

et lim —=0 d’après les théorèmes du cours sur la limite de la somme de 
n—+00 fl 

deux suites, lim v, = +. La suite (v,) diverge vers +00. 
n—>+00 

Les deux suites (u,) et (v,) ne peuvent être adjacentes car, si elles l’étaient, 
elles seraient toutes deux convergentes. 

3. Les deux suites (u,) et (v,) sont définies pour tout entier naturel n, non 

l 1} | 
nul par u, =1-— et v, eat 

n n 
. 1 D 2 e 4 à! Ona lim — = 0, la suite (u,) est la somme d’une suite constante égale à 1 

n—+00 fl ; 

et d’une suite convergeant vers 0, donc d’après le théorème sur la somme de 

suites convergentes, on a lim u, =1. 
n—>+00 
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Trois démonstrations possibles pour étudier la limite de la suite (v, ji 

— Cette suite est la somme de la suite constante égale à 1 et de la suite (w,) 

EX définie pour tout entier naturel non nul n par w, = . La suite (w,) est 

le produit de la suite (c-1)") et de la suite ô qui a pour limite 0. Selon la 
n 

parité de n, (-1)" est égal à —1 (si n impair) ou à 1 (si n est pair) donc pour 

tout entier # non nul: 

CL SI 

La suite (C1) est une suite bornée, d’après le cours le produit d’une suite 

bornée par une suite ayant pour limite 0 a pour limite 0. La suite (w,) est 

convergente et a pour limite 0. La suite (v,) est convergente et a pour limite 1. 

- D’après la question précédente, pour tout entier naturel #n non nul: 

CDS] 

En multipliant les trois membres de cette double inégalité par le réel stricte- 

1 
ment positif —, on a: 

n 
—] 1) de 
n nl 

< 
sl 

1 —] » \ 1 A » 

On a lim —= lim—=0, donc d’après le théorème d'encadrement 
n—>+00 fl n>+0 ñ 

ET . lim -——— = 0 donc lim vw, =1. 
n—+0 h—+0 

- On a, pour tout entier naturel n non nul: 

Chi 
n n 

On utilise un théorème important du cours : une suite (x,) a pour limite O si 

et seulement si la suite (x, ] a pour limite 0. Attention, ce théorème n'existe 

que pour les suites de limite nulle. 

 _, 
et 

RE 
Par application du théorème précédent, lim —=0 donc lim : 

É nl n—>+00 

donc lim v, = 1. ie 
n—>+0 
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Les deux suites (u,) et (v,) sont convergentes et ont la même limite, elles sont 
peut-être adjacentes. 

Pour tout entier naturel non nul n, 

1) 1 1 1 se. dt 
n +1 n 

be de 1 

n(r de Le n(n + 1) 

sel 
Donc Vn e N°,—— >0doncVneN ,u,,, -u, > 0. 

n(n + 1) 

La suite (u,) est strictement croissante donc croissante. 

Pour tout entier naturel non nul #, 
1 n+1 21} =} n+1 “) 

ou ete ou 
n+l n + n 

21 n+1 _sy2tl ÉD en 
n+1 n 

= (- ts 1 +2] 

REED 

n(n+1) + 1) 

Pour tout entier naturel non nul #, le signe de la différence v,,, — v, est le 
; 2e : 4e à 

)*' car le réel ———— est strictement positif, donc le signe 
n(n + 1) 

de v,,, —v, change selon la parité de n, la suite (v,) n'est ni croissante, ni 

signe de (—1 

décroissante. Les deux suites (u,) et (v,) ne sont pas adjacentes. 



Limites — Continuité 

Dans ce chapitre, il s’agit d'exposer le comportement 
d’une fonction sur son ensemble de définition. 



a Limite d’une fonction 

© Définitions 
e Soit { un nombre réel, on dit que f(x) tend vers {, quand x tend vers +co 
(resp. — ) quand tout intervalle ouvert contenant € contient toutes les valeurs 
de f(x) pour x assez grand (resp. pour x négatif assez grand en valeur absolue), 
on note : 

lim f(x) = € (resp. lim f(x) = €). 
X — +oo Leo 

e On dit que f(x) tend vers +c quand x tend vers +co (resp. -) quand tout 
intervalle du type [A ; +[ contient toutes les valeurs de f(x) pour x assez 
grand (resp. pour x négatif assez grand en valeur absolue), on note : 

lim f(x) =+c (resp. lim f(x) = +o). 
X — +oo KE 700 

e On dit que f(x) tend vers -c quand x tend vers RSppel Ë 

+00 (resp. —c) si f(x) tend vers +00 (resp. —ce). La restriction d’une fonction à un ; 
s ; CE De intervalle l est la création d'un É 

e Soit f une fonction définie sur D; et x, un élé-  souvelle fonction gdel dans R, tel | 
ment de % f tel qu'il existe un intervalle we ro f(x) = g(x). 

x, —h;xol avec h > 0 inclus dans D,. On dit er 
que f(x) tend vers le réel £ (resp. +0, - ) quand 

x tend vers x,,, si la restriction de f à ]x, —h ; x,[ tend vers £ (resp. +00, — ce) 
quand x tend vers x, ; on note : 

Remarque 
lim f(x) = € (resp. +co, — ce). On note aussi: lim f(x) = £ k 

X > Xo Es Ë 
annees 

e Soit fune fonction définie sur ®,, x, un élément de 9, tel qu'il existe un inter- 
valle 1x, ; xÿ + Al avec h > 0 inclus dans %. On dit que f(x) tend vers le réel 

€ (resp. +00, - ) quand x tend vers x,*, si la restriction de fà ]x, ; x, + h[ tend 

vers € (resp. +0, - ) quand x tend vers x, ; on note : 

Remarque 
lim J (x) = € (resp. +00, — co), On note aussi: lim f(x) = € | 

È 
ee XX l 

X>X0 | 
SR pme annee ed 
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© Majoration ou minoration d'une fonction par une autre 
L'expression « au voisinage de x, » signifie qu’il existe un intervalle contenant x, 
si x, est fini (x, éventuellement exclu) ou de la forme [a ; +o[ ou ]- ; a] si 
Xp €St +co OÙ —0o, 

On démontre que si, au voisinage de x, : 

ef(x) = g(x) et si ve +00, alors ne +00 ; 

e f(x) < g(x) et si img = alors imf= —00 ; 

eh(x) < f(x) et si RASE imh = {, alors ne {. 

© Compatibilité avec l'ordre 
Si, au voisinage de x,, f(x) < g(x) et si limf= € et limg= #”, alors € < €. 

© Opérations Remarque | 
La notation «F..» signifie «forme  ? 

Soit fet g deux fonctions, dont on a étudié les limites indéterminée » etne veut pas dire 
en x, (resp. Xp, Xp ; +0, — co). qu'il n'y a pas de condusion, mais qu'il? 

faut faire une étude supplémentaire. 
e Limite d’une somme 

DEN MN ES RE RTE EU KE 
CUT CES ES ES ES EE 
Cara (ue [ie fe [ee fe [ul 
e Limite d’un produit 

Re EEE 
OS EnNE 

CORNE 
e Limite d’un quotient 

ee * alors : tend vers 



me 
et si | etsigtendvers | | etsigtendvers | vers 0 en restant positive 0 en restant négative 

sy Applications 

e Quand x tend vers + ou — c, toute fonction polynôme de la variable réelle 

x a même limite que son terme de plus haut degré. 

e Quand x tend vers +co ou — «, toute fonction rationnelle de la variable réelle 
x a même limite que le quotient des termes de plus haut degré du numérateur 
et du dénominateur. 

Q Composition 
j Soit x,, €, €’ des réels, finis ou non, et les applications : E À F 5 R où E est 

un intervalle contenant x,, x, éventuellement exclu, et F un intervalle conte- 
nant {, € éventuellement exclu. 

Si limf= € et Pre €”, alors limge f= {”. 

© Rappel de quelques limites 
sin X 

e lim —=1i. 
x—0 XX 

eSiae N', lim x%= lim /x=0; lim x®%= lim /x= +00. 
x — 0 x — 0 X — +oo X — +00 

s , Il il 1 
lim |1|=- Jim — =+oo; lim —= lim —=0. 
x0!xa x—0 ,/x x + XL x + /x 

2 Fonction continue 

@ Définitions 
e Continuité en un point x, de R 

Soit une fonction f définie sur un intervalle I conte- 
nant X,. On dit que fest continue en x, si la limite 
fen x, existe. Cette dernière limite lorsqu'elle existe 
ne peut être que f(x). 
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e Continuité sur un intervalle CES Btenretenir 
On dit que fest continue sur un intervalle si la res-  Pourdémontrerla continuité surun 
triction de f à cet intervalle est continue en tout intervalle, on utilise les théorèmes 
point de cet intervalle. précédents, sauf peut-être en 

quelques points. 

© Opérations ii 
e Soit deux fonctions f et g continues en x, et un nombre réel À. 

orme reneneen ee 

Alors les fonctions f+g, Àf, fg sont continues en x, ; 

; 1 ; 
et si, de plus, g(x,) # 0, alors : et ' sont continues en x,. 

e Si fest une fonction continue en x, et sigest une fonction continue en f(x), 
alors la fonction gc f est continue en x,. 

e Toute fonction polynôme est continue en tout point de R. 

Toute fonction rationnelle est continue sur tout intervalle non vide inclus dans 

son ensemble de définition. 

La fonction racine carrée est continue sur R*. 

Les fonctions cosinus et sinus sont continues sur R. 

© Propriétés des fonctions continues sur un intervalle 

e Si f est continue sur [a ; b], alors pour tout y compris entre f(a) et f(b), il 
existe au moins un réel c de [a ; b] tel que f(c) = y. 

eSifest continue sur un segment, l’image par f de ce segment est un segment. 

e Si fest continue et strictement monotone sur un intervalle I, pour tout À appar- 

tenant à f(1), l'équation f(x) = À admet une solution unique sur I. 

© Image d’une suite par une fonction 

e Soit une suite (,) et fune fonction numérique de la variable réelle x. 

Si lim (u,)=4# (finie ou non) et si lim f(x) = €” (finie ou non), 
n — +00 x { 

alors lim f(u,) = 4€. 
n — +co 

e Soit une suite (u,) définie par une relation de récurrence u,,,=f(u,). 

Si lim (u,)=£€ (finie) et si fest continue en #, alors € = f(€). 
n — +00 
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© 
ME Limites | © Corrigé p. 93 

Calculer les limites suivantes : 
1—3x4 

a) lim (—-2x3+5x+4); b) lim ; © lim ——; 
BRENT de ) RE mer Lau 2245 

2 dt} 
d) lim #+3, e) lim 2%, 9 lim 2, 
x1X-1 x—0 X x—4 X—4 

: | PO | 
lim (2 : à) 

g) X— —-œ\X x? 

FX Continuité © Corrigé p. 94 

Soit f la fonction définie sur [-5 ; 5] par: 

six e [-5;-3], f(x) = -2 

six e ]-3;2],f(x)=x+1 

sixe 12:51/f(x)=3 

fest-elle continue sur [-5 ; 5]? 

EX Continuité © Corrigé p. 94 

Soit f la fonction définie sur R par : 

SCI) x2 

: 1 ds ss Éa si x f(x) 2 

f est-elle continue sur R ? 

4 Asymptotes © Corrigé p. 94 

Soit f la fonction définie sur R par: 

DE + + (x—2)2 (x-1} x 
> > 

La courbe représentative de f dans un plan muni d’un repère (O ; i,j) 

admet-elle des asymptotes ? 
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EX Asymptote © Corrigé p. 96 
Soit ‘6 la représentation graphique de la fonction f définie sur R par : 

5hjsmdot} 
JG) AE 

€ admet-elle une asymptote ? 

EF Image d’un intervalle © Corrigé p. 96 
Déterminer l’image de l'intervalle [2 ; 10] par la fonction fdéfinie sur R* par : 

1 
AI 

EZ Image d’un intervalle © Corrigé p. 97 

L'image de l'intervalle [1 ; 5] par fest l'intervalle [2 ; 3]. 

Que peut-on dire de l’image de l'intervalle [1 ; 5] par la fonction f ? ? 

Même question pour la fonction fo f. 

EX Image d’un intervalle © Corrigé p. 97 

L'image de l'intervalle [—4 ; 3] par la fonction fcontinue est l'intervalle [0 ; 5]. 
Quelle est l’image de l'intervalle [—4 ; 3] par la fonction g: x 1-f(x) ? 

EX équation © Corrigé p.98 

fest une fonction continue strictement croissante sur I = [3 ; 10]. 

On donne f(3) =-1 et f(10) = 8. 

Quelle est l’image par f de l'intervalle [3 ; 10]? 

Les équations 2f(x) = 15 et 3 + f(x) = 0, ont-elles des solutions dans I ? 

ET Lecture d’un tableau © Corrigé p.98 

On donne le tableau de variation d’une fonction définie et continue sur R. 

Indiquer le nombre de solutions des équations : 

a) f(x) =3 ; b)f(x)=2;  Of(x)=1; d) f(x) =-4. 

{ EXERCICES ET SUJETS 
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El Limites de fonctions rationnelles : © Corrigé p. 99 

1. Soit f la fonction définie par : 

(x) = 

Déterminer les limites de fen +, - co, 1 et —2. 

XP +AT 2 
x2+x—2 

2. Soit f la fonction définie par : 

le fa = EE 
Déterminer les limites de fen +c, - c et 1. 

EF] Limites d’une fonction contenant un radical © Corrigé p. 101 

Soit f la fonction définie par : 

RL TE 
f(x) = CEE 

Déterminer les limites de fen +, en 0. 

KE] Limites d’une fonction contenant un radical © Corrigé p. 102 

Soit f la fonction définie par : 

f(x) = Vx2+2x+3-(x+1). 

Déterminer les limites de fen - , en +co. 

; HE] Limites d’une fonction contenant un radical © Corrigé p. 103 

Soit f la fonction définie par : 

FOI ENS I ESX. 

Déterminer, si elles existent, les limites de fen +c et en - co. 

KE] Limites d’une fonction contenant des radicaux © Corrigé p. 104 

Soit f la fonction définie par : 

: JX+3—2 
MODES 

Nx-1 
Déterminer la limite de fen 1. 
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EE Limite d’une fonction contenant 
des fonctions trigonométriques © Corrigé p. 106 

Soit f la fonction définie par : 

f(x) = rie 17 

x cos x 

Déterminer, si elle existe, la limite de fen 0. 

EE Limite d’une fonction contenant 
des fonctions trigonométriques © Corrigé p. 106 

xsinx 

Es 1— cosx va 

Déterminer, si elle existe, la limite de fen 0. 

Soit f la fonction définie par : 

EF] Continuité © Corrigé p. 107 

Soit f la fonction définie sur R par: 

six = 1, J(x)= +141 

sel (= 7%; 

Démontrer que la fonction f est continue en tout point de R. 

HE] Existence de solutions © Corrigé p. 108 

Démontrer que, pour tout m de [2 ; +c[, l'équation: 

x#+2x2+2=m 

admet une solution et une seule appartenant à [0 ; +cof. 

PI] Existence de solutions © Corrigé p. 108 

f est une fonction continue strictement croissante sur I = [—10 ; 2] telle que: 

f(-10)=-3 et f(2) =7. 

g est une fonction continue strictement décroissante sur I telle que : 

: g(—10)=5 et g(2) =-1. 

L’équation f(x) = g(x) a-t-elle une solution dans I ? 

(Ve) 
es 
LU 
— 
— 
n 
L= 
LLI 

n 
LL) 

= 
U 
[a 
LL 
*< 
LU 



EXERCICES ET SUJETS 

PA] Existence de solutions © Corrigé p. 109 

Démontrer que l'équation : 

x°+3x2-3=0 

a une solution et une seule & appartenant à ]0 ; 1[. 

Donner, par la méthode du balayage, une valeur approchée de & à 10 ? près 
par défaut. 

P}] Suite et continuité © Corrigé p.110 

Soit (u,) la suite numérique définie sur N par : 

Uo = 0 

Uys1 = 30, +4. 

1.a) Démontrer que (u,) est majorée par 4. 

b) Démontrer que (u,,) est strictement croissante. 

«) En déduire que (u,) converge et déterminer sa limite. 

2. a) Démontrer que, pour tout entier naturel n : 

1 
4,1; G-u,). 

b) Retrouver le résultat du 1. ©). 
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El: lim (—-2x5+5x+4)= lim (—-2x$) d'où: un 
X — +00 X — +00 \LLI 

5 ; É O0 
lim (— 2x? + 5x +4) =-—00, == 
oe œ 

Ô 
b) lim A lim és donc:| lim 0 U 

RP te va pe O2 x +0 2 + ] oo 

2: 4 — 2 y4 20 dE 4 

© lim sers = An sn lim nou donc:| lim _ = +00, 
x 2X+5 x—>- 2x > À x—-o 2Xx+5 

x2+3 
d) Pour étudier lim 

x—1 X— 

, deux cas sont à envisager : 

lim (x2+3)=4 
Xp 1 

°4lim (x—-1)=0 donc: 
oil 

D Remarque Ë Ë 
On écrit aussi lim ou lim .  : 

x—1t x= 17 Ë 
É 

NL ne en 
lim (x2+3)=4 
x—1 

°<4lim (x-1)=0 donc: 
x— 1 

Me Le Dsix < 1 

OASTEX 
e) | lim = |. 

x— 0 X 

f) lim 2, Che = 2)(4hx + 2) car Jx+2> 0 
x—4 X—4 x-4 (x_4)(/x+2) 

ne Xe 4 Remarque 

x—4 (x 4) (x +2) Attention, x > _. n'est pas | 

car x À 4. une fonction rationnelle. On peut 

aussi utiliser la dérivabilité de la 

fonction x Nx au point 4. 
ARRETE 
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: 1 ; 1 
g) lim mal et lim = 

x — —c PRES 6 

Ph Sur l'intervalle [—5 ; —-3], fest constante ; elle est donc continue sur [—5 ; -3]. 

Sur ]-3; 2], fest une fonction affine, elle est donc continue sur ]-3; 2]. 

lim f(x) = lim (x+1)=-2=f(-3). fest donc continue en —3. 
x — —3 x — —3 

x>-3 

De même, sur ]2 ; 5], fest constante, elle est donc continue sur ]2; 5]. 

lim f(x) = lim 3 =3=f(2). Donc fest continue en 2. 
x —2 x — 2 

Ke? 

fest donc continue en tout point de [-— 5; 5]. 

EX Sur ]- >; 1[, f(x) = x?, la fonction x += x2 est continue sur R, donc fest 
continue sur ]— ©; 2e 

1 
Sur ]1; +, f(x) =-, la fonction x x st continue sur R°, donc f est 

continue sur ]1; + 

On étudie la continuité en 1 : 

ul CG) = lim x = = FL): mi) = im ee 
GS x 1 X 

Let . KE X> 1 

f est donc continue en 1. fest donc continue sur R. 

EX Soit fla PE définie sur R par : Remarque LL: 
1 1 La fonction fest positive (somme de 

fGx) = Ge . D arte + 2 carrés), donc 6 est au- dessus dela | 
droite d’équation y | 

fest définie pour x-2#40 etx-1Z40 etxz0. n NE HANTS M. SN 
L'ensemble de définition de fest : 
® = ]-c ; O[ U 10; 1[ U ]1 ; 2[ U ]2 ; +oof. 

Étudions les limites de faux bornes de l’ensemble % . 

° Rise te = VU vear Le . ce TE ) 

im =0 et lim Lt 
X — — co (x = LE HE CON X 

Donc la courbe € représentative de f admet la droite d’équation y = 0 
comme asymptote au voisinage de —c, 
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L 1 1 PR _ + te = te 
à ARR Cd) 2 

car lim . = + co, lim =] Per mn 
x2(x-2)2 x—2 (x—-1) #2 X°4 4 LL 

Donc la courbe € admet la droite d’équation x = 2 comme asymptote. U 
[e 4 

1 1 1 [a 
ie cle: Bin m | Æ Le 

1 x1lL(x-2)2 (x-1)2 x? o 

: 1 : 1 1 5 
car lim ———=1,lim —— t lim —=1. 

x—1 (x—2)? ns GA) me x2 

€ admet la droite d’équation x = 1 comme asymptote. 

1 1 il 
he op ee 

0 1 
car lim ——— > Im APE sil et lim —=+00. 

A0 (x— 22 + 2 x—0 (x—1)? x 0 x? 

l 

€ admet la droite d’équation x = 0 comme asymptote. 

. lim f(x)= lim | : + ——+5|"0. 
X— +00 x>#e.L(x—2)2" (x—1)2 x? 

; 1 : l ; 1 
car lim = lim =0et lim —=0. 

x — +00 (x—2)? x + (x— 1)? x + X2 

@ admet la droite d’équation y = 0 comme asymptote au voisinage de + co. 

| Rems rque | 

| @ possède donc quatre asymptotes, 
une horizontale et trois verticales 
| et la figure indique le comportement 

ml dl ‘hd jai 

de la courbe « par rapport » aux 
| asymptotes. 

D OO © © 
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A La fonction f est définie sur R par f(x) = 5 + ce nr 

L'ensemble de définition de fétant R = ]- +; + calculons les limites de f 
ÉR = oEt nee. 

< lim f(x)= lim (5+ )-s. 
X — +oo X — +00 

1 
car lim = = lim -=0. 

x +o X Se x +oo X° x — +00 X 

eDemême lim f(x) = lim (5+ e }=5, 
x?+1 x — — 0 x — —0 

car lim —Ÿ—= lim Z= lim Le 
Xx—-00 x24+ | x—-0 VRNES SX 

La courbe € représentative de f admet donc la droite % d’équation y = 5 
comme asymptote au voisinage de —-c et +, 

7 

—6 —4 —-2 0 2 4 av x 

En étudiant le signe de f(x) — 5 = —. on peut connaître la position de la 

courbe représentative de f et de la droite d'équation y = 5. Si x e R*, la courbe 

est au-dessus de l’asymptote, si x e R-, la courbe est au-dessous de Pasymp- 
tote. 

$ 1 PR É 
6. La fonction f: x f(x) = : est définie et continue sur ]0 ; + c[, donc l’image 

par f de l'intervalle [2 ; 10] est l'intervalle f([2 ; 10]) = [f(10); f(2)]1 (car fest 
strictement décroissante sur R+*). 

L'image par f de [2 ; 10] est donc es |. 
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7 | Pour tout réel x de [1 ; 5], l’image f(x) appartient à [2 ;3], donc pour tout 
xef1;5]l: 2< f(x) £3. 

Les trois membres des inégalités précédentes sont positifs, la fonction carrée est 
strictement croissante sur R+, donc : 

22 < [f(x)]? < 32, soit 4 < [f(x)]? < 9. 

Il existe un réel a de [1 ; 5] qui a pour image 2 par feet donc 4 par f° et il existe 
un réel b de [1 ; 5] qui a pour image 3 par f, donc 9 par f°, donc l’image de 
l'intervalle [1 ; 5] par f? est l'intervalle [4 ; 9]. 

+ Par hypothèse, l’image par f de l'intervalle [1 ; 5] est l'intervalle [2 ; 3]. 

Comme [2 ; 3] est inclus dans [1 ; 5], les images par f des réels de l’intervalle 
[1 ; 5] appartiennent à [1 ; 5]. 

_ Donc l’image par f° f de [1 ; 5] est inclus dans [2 ; 3]. 
_ Mais le graphique ci-dessous montre que l'inclusion peut être stricte. 

PA 

n 
LL 

9 
œ 
œ 
(®) 
Ü 

0 3 

f(L1:51) =[2;3] et f([2:31)=12,7:31C 12:31]. 

A Tout réel x de [- 4;3] a une image f(x) telle que 0 < f(x) < 5. D'où: 

| 0>-f(x)=-5 
1Z=1-f(x) =-4 
Lg == A. 

Donc les images par g des réels x de [- 4,3] sont dans l'intervalle [- 4;1] et 

g([-4;3]) est un intervalle car, f étant continue, g l’est aussi. Par hypothèse, 

f(E- 4:31) =1[0;5]; 
donc il existe un réel a de [- 4;3] ayant par fune image égale à 0 

et donc g(a)=1-f(a)=1-0=1. 

De même, il existe un réel b de [- 4;3] qui a, par f, une image égale à 5 et donc 

g(b)=1-f(b)=1-5=-4. 

g([-4;3) =[-4;1]. 
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9 | fest continue, donc l’image par f de l’intervalle [3 ; 10] est un intervalle. 

Comme f est strictement croissante sur [3:10], l’image par f de l'intervalle 
[3:10] est [f(3); f(10)] = [- 1 ; 8]. 

x : 15 
Pour tout réel x de [3,10], l'équation 2f(x) = 15 est équivalente à f(x) = . 

Comme 2e [- 1; 8], d’après le théorème des valeurs intermédiaires, il 

: s : T5 
existe au moins un réel x, dans [3;10] tel que f(x,) = À 

Et puisque f est strictement croissante sur [3 ;10], ce réel x, est unique. 

L’équation 2 f(x) = 15 admet donc une solution unique. 

Pour tout réel x de [3 ; 10], 3 + f(x) = 0 & f(x) =—3. 

Or-3€é[-1;8], doncl'équation f(x) =— 3 n'apas desolution dans [3 ; 10] 

et donc l’équation 3 + f(x) = 0 n’admet pas de solution dans [3 ; 10]. 

EU à Soit l'équation f(x) = 3. 

3€ [-3;+{,, donc en appliquant le corollaire du théorème des valeurs 
intermédiaires à l'intervalle [-— 3 ; +c[, on peut affirmer que l'équation 
f(x) =3 a une solution dans ]- ce ; 1]. 

3£6[-3;2]et3é1]0 ; 2], doncl'équation f(x) =3 n’a pas d'autre solution. 

L’équation f(x) = 3 admet donc une solution unique. 

b) Soit l'équation f(x) = 2. 

2€ [-3;+0c1[, comme précédemment, on en conclut que l'équation 
f(x) =2 a une solution et une seule dans ]- c ; 1]. 

f(4) =2, donc 4est une autre solution et c’est la seule solution sur [1 ; + ol, 

car sixe [1 ; +o[\{4}, alors f(x) < 2. 

L’équation f(x) = 2 admet donc deux solutions. 

0) Soit l'équation f(x) = 1. 

1€ [-3;+oœ[,1ef[-3;2],1e ]0;2]. 

Donc l'équation f(x) = 1 , admet une solution et une seule dans chacun des 
intervalles ]-  ; 1],[1 ; 4] et [4 ; + of. 

d) Soit l'équation f(x) = — 4. 

La fonction f est minorée par — 3 sur R, donc l'équation f(x) = — 4 n’a pas de 
solution dans R. 
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x3+x2-—2 

x2+x—2 
Pour tout réel x, x3 + x2—2 et x2 + x — 2 existent. 

f(x) existe si le dénominateur x? + x — 2 est non nul. Remarque 

Or, dans R, l'équation x? +x-—2=0 admet une ae. se 

racine évidente x = 1 ; l’autre racine est alors égale net 

KE. Soit f la fonction définie sur R par f(x) = 

au produit des racines, soit . = + 2. 

Rs POLE à ; 
Le quotient Fragen Cuiste six£letxÆ— 2. 

ÉD on 
L'ensemble de définition de f est : 

= o:-2PU,1- 2; L'U:Il: +oof. 

° Limite de fen + et en -c 

En + c eten — , le numérateur et le dénominateur de font pour limite l'infini. 

Pour lever l’indétermination, on utilise les propriétés des fonctions rationnelles 
ou on transforme l'écriture de f(x). Pour tout réel x non nul de D: 

o{1+5-2) (i+i-2) 
X x? EDR 4 

X) = = ————. 1) fG) Te ( 
Æ Fe x x? 

à 1 : pi x 
lim ==0:et lim" —-=0, d’où: 

x—+o X X—+o X 

lim (+2) et lim i+i-2)- lim xxX1=+0. 
rer dla X x? X — +00 x3 X — +oo 

De même: lim (+i-2)=1 
X— +00 LUN 

Le numérateur a pour limite + et le dénominateur a pour limite 1 donc: 

lim f(x) = +0. 
X — +00 

1 A e 2 A 

De même, lim -=0 et lim == UNdou: 
X — — co X X1—> — co À 

lim (+2) et lim i+i-5)=-e 

de X — — co Fe Ci JE 

LA 

n 
[un 

Le 
œŒ 
œ 
(®) 
Ô 
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De même lim É +52) = le 
X — —œ x? 

Le numérateur de f(x) a pour limite — etle dénominateur a pour limite 1, donc, 
d’après les théorèmes sur les limites de quotients : 

lim f(x) =-co. 
x — —c0 

+ Limite defen 1 

lim(x3+x2-2)=0 et lim(x2+x-—2)=0. La limite de fen 1 présente une 
MT x 1 

forme indéterminée : le numérateur et le dénominateur ont pour limite zéro. 

On remarque que le polynôme x += x° + x2—2 s’annule pour x= 1. 

On peut donc le factoriser par x — 1 et, en faisant une identification, on obtient 
pour tout réel x : x?+x2-2=(x-1)(x2+2x+2). 
Le dénominateur x? +x-—2 a pour racines x = 1 et x =-— 2, d’où pour tout 
réel x, la factorisation : x?2+x-—-2=(x-—1)(x+2). 
Pour tout réel x de Ÿ , le réel x — 1 est non nul et on peut donc simplifier par x — 1 : 

x2+2x+2 : .… x2+2x+2 5 
X) = © et lim f(x) = lim ———— =; 

Es x +2 nent) x— 1 +2 3 

lim f(x) = 2. 
x—]1l 3 

Si x, est une racine d'un polynome P, il existe un polynome Q tel que pour tout x de R, 
P(X) = (x —x9)Q(X), on détermine le degré de Q (d°Q = d°P — 1) puis on utilise une identification. 

] Bien retenir 

+ Limite de fen -2 
2 

Pour tout réel x de ®, f(x) = RE 
+ 

lim (x2+2x+2)=2, lim (x+2)=0 et x+2 > 0 d’où: 
x — —2 x — —2 

De même lim (x2+2x+2)=2, lim (x+2)=0 et x+2<0 d'où: 
X > —2 XD 

lim f(x) =-— ce. 
x > —2 
x <—2 
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2. Soit f la fonction définie dans R par : Remarque 
f(x) = lit La fonction fest une fonction 

(x—1)}? rationnelle. | 

f(x) existe si (x—-1)2Æ0, doncsixz1. w# 

L'ensemble de définition de fest ® = R—{1}= ]-c ;1[U ]1; +oof. 

+ Limite de fen + et en - 
f(x) est le quotient de deux polynômes. Lorsque x tend vers +c ou —c, la 
limite de f(x) présente une forme indéterminée. Pour lever l’indétermination 

on écrit f(x), pour tout réel x non nul de ® , sous la forme : 

partial a 

M 
lim U+i)= car lim Mer 7 2 

CPR ERP IARNOE RER 

4 

un 
LL] 
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X — +oo X — +0 X 

1 ra 1 
ANA MEN ETS car Emi = 0e lim |t=:1= 1. 

X — +00 X x — +00 X X — +00 X 

D'où, en appliquant les théorèmes sur les limites de quotients : 

lim f(x) = 1 
x — +00 

En reprenant les mêmes calculs, on obtient la limite en — ce : 

lim f(x)=1. 
x — —0 

. Limite defen 1 

ia LE im (x=1)2=0 et (x—1)2=0 donc: 

RE 
. PTE — . Se PTE 

PE 0 D nn 
12] Soit la fonction f définie par f(x) = LL 

GA Gp CN DORE x 
f(x) existe si , C'est-à-dire ! 

x A0Û HD eaU 

L'ensemble de définition de fest & = [- 1 ; O[ U J0 ; +. 
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+ Limite de fen + 

En + co, la limite de f présente une forme indéterminée. Pour lever l’indéter- 
mination, on écrit pour tout réel x de D: 

(A) RS % , 

x(Vx+1+1) x3(Vx+1+1) 

Pour tout réel x de ® , le nombre /x + 1 + 1 est strictement positif, donc non 

nul car c’est la somme d’un réel positif ,/x + 1 et du réel 1 qui est strictement 
1 

x2(Vx+1+1) 

lim VYx+1=+0 et lim x2=+0, d’où lim x2(4/x+ 1 + 1)= +00. 
X — +oo X — +00 X — +00 

positif. Donc, pour tout réel x de %, f(x) = 

Donc: lim :fé)=" Em 
1 RS TT 

x —> +00 x+e x2(/x+1+1) 

+ Limite de fen 0 

x +1 Fe x DE AUS se ne 
La limite du quotient : présente une forme indéterminée. Reprenons 

x 
la seconde expression de f. 

lim (Yx+1+1)=2, d'où lim x2(V/x+1+1)=0. 
se —() LE > 0) 

Pour tout x de ®, x2(/x + 1 +1) > 0, donc: 

lim f(x) = +0. 
x 0 

EE] Soit f définie dans R par : 

f(x) = Wx2+2x+3-(x+1). 

f(x) existe si et seulement si x? + 2x +3 > 0. 

Ce trinôme en x a pour discriminant À = 4-4 x 3 =-8 < 0.Ilest donc stricte- 
ment positif pour tout réel x. 

L'ensemble de définition de fest 3 = R. 

+ Limite de fen - 

lim (x?+2x+3)= lim x2=+00, car la limite en —c d’un polynôme est 
Cr NE 00 

la même que la limite de son terme de plus haut degré. 
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En utilisant le théorème sur la limite d’une fonction composée : 

lim /x2+2x+3- 
X — — co 

lim (x+1)=-c et lim [-(x+1)]= 
X — — co X — — co à 

D'où, d’après la limite d’une somme de fonctions : 

lim [Wx2+2x+3-(x+1)]= +00. 
X — — 00 

. Limite en + c 

Comme précédemment, lim 4x2+2x+3=+00 et lim (x+1)=+00. 
X — +00 X — +00 

La limite de fen + présente une forme indéterminée. Pour lever l’indéter- 
. mination, on transforme l’expression de f(x). 

Pour tout réel x, f(x) = Vx2+2x+3-(x+1). 

Pour tout réel x positif, /x2+2x+3+x+12>1, donc /x2+2x+3+x+12%0. 

[yx2+2x+3-(x+1)][Vx2+2x+3+(x+1)] 
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f(x) = 
des Lu 

Fe LE VAS AE CE D EE 

Ndx2+2x+3+x+1 EST 

lim Wx2+2x+3=+0c et lim (x+1)=+0, 
X — +oo À ou di) 

donc lim WYx2+2x+3+x+1=+0 et: 
X — +00 

lim-f(x)= lim LL NP een à RS 0 
ns ER ONXITOXEIHXT | 

14 Soit f la fonction définie par : 

f(x) = Wx2=1+3x. 

La fonction trinôme : x (x2— 1) admet comme racine les réels —1 et 1. 

Cette fonction est donc positive sur l’ensemble ]-c ; 1] U [1;+c, car le 

coefficient de x? est positif. 

La fonction xt /x2-1 est donc définie sur ]-c ; —-1] U[1;+! et la 

fonction x 3x est définie sur R, donc sur ]-c ; —-1]U[1;+c ; 
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la fonction f, somme des deux fonctions précédentes, est définie sur : 

Fe PRE Pr 

lim x2-1= lim x2=+0c, donc en utilisant le Méthode - 
x — +00 x — +00 Une fonction polynôme se comporte | 

théorème sur la composition des limites : comme son terme de plus haut degré. } 

lim Wx2-1=+0, 
x — +00 

lim 3x= +0, donc d’après le théorème sur la somme des limites : 
X — +00 

lim Wx2-1+3x= +00, 
x — +00 

De même lim #/x?2-1=+0 et lim 3x=-—c : on est donc face à une 
X — — co X — — co 

forme indéterminée et, pour trouver la limite, il faut transformer l'expression. 

Pour tout x de ]-c;-—17], le réel x est non nul, on peut donc écrire : 

Ax2=1+3x— af1-2)+3x= Je ner 
x? 

à ; 1 ze 
car si x e ]-;-1], les réels x? et 1 -— sont positifs. 

D'où pour tout x de ]J-c;-1]: 

Nx2=-1+3x=|xl h-L+3x=-x h-h+3xex(s- h-<) 
* an 2 

lim É — à) = 1, donc, par composition des limites : 

im H-Eetotbms 127 
x = — 00 x2 x — —c x2 

En utilisant le théorème sur le produit des limites : 

x — 0 x 

+ La fonction fest le quotient de la fonction x+> (/x+3-2) etdexr /x-1. 
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La fonction x + (x + 3) est positive ou nulle si et seulement si x € [—3 ; + of. 

La fonction x + (/x + 3 — 2) existe donc sur [—3 ; +o. 

La fonction x+-> (x- 1) existe si x e [0 ; + etest non nulle si xZ 1. 
un 

La fonction f existe si le numérateur existe, le dénominateur existe et si le déno- U 
minateur est non nul, donc si x appartient à [0 ; 1[ U ]1;+of. _ 

+ L'ensemble de définition étant [0 ; 1[ U ]1;+o{[, on peut chercher la 52 

limite en 1. (®) 
U 

lim x +3 = 4, donc lim /x+3=2 et lim /x+3-2=0. ae 
il CR il rod 

bn x =1= 0. 
Lil 

-. On aboutit à une forme indéterminée et on utilise la méthode de la quantité 
conjuguée. 

Pour tout x de [0 ; 1 [ U ]1;+cof, le réel /x + 3 +2 est non nul et donc: 

Me Dr oh (ess) 4 ER Re UE loc 
14 Nx+3+2 Nx+3+2 

EE ne 1 Tale 

Nx+3+2 Wx+3+2 

Pour tout x de [0 ; 1 [ U ]1 ; + of, le réel Nx + 1 est non nul et: 

Le Nx+1 Nx +1 

D'où pour tout x de [0 ; 1 [ U ]1; + cel : 

x—]1 

Nx+3+2_ x +1 er 

x—1 Jk43+2 =! 
Nx+1 

Le réel x est différent de 1, on peut donc simplifier par la quantité non nulle 

x— 1, d’où pour tout x de [0 ; 1 [ U J1 ; + of : 

En 
Nx +3 +2 

lim /x + 1 =2 et lim /x + 3 +2 = 4 par composition des limites. 
Hal WA 

f (x)= 

J @)= 
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Donc, en utilisant le théorème sur la limite d’un quotient : 

Soit f la fonction définie dans R par : 

Sin x — SinxX COSX F9 = PERS. ”. 

+ f(x) existe si x° Z 0. 

Donc l’ensemble de définition de fest ® = R*. 

+ La limite de f en zéro présente une forme indéterminée car le numérateur et 
le dénominateur ont pour limite zéro en zéro. 

Pour tout réel non nul x: 

f(x) = (sinx) Le cosx) _ sinx, 1—cosx 
5e x2 

SIT 2 À 
lim —— = 1; et pour tout réel x, 1 — cosx = 2sin? =, d’où pour tout réel x 
XSON X 2 

non nul : 

2 
ee Re fn A Bténretenis Ë 2sin sin sin gt) 

1— cosx _ 2_1 2_1 2 _ 1—cosx 1 
SE ie. er à | 

se 

À 4) D | 

ET 
sin - : : 

- ee — COSX 
lim = 1, d’où lim ———— = - donc: 
x—0 X x—0  x2 2 

; | 
lim f(x) = =. 
x—0 ») 

Soit f la fonction définie par f(x) = XX. EN soit f par f(x) = 

+ f(x) existe si 1 — cosx Æ 0 car xsinx existe pour tout réel x et 1 — cosx aussi. 

Cherchons les réels x solutions de 1- cosx =0. Dans R, cette équation est 
équivalente à cosx = 1, d’où x=2kr où ke Z. 

L'ensemble de définition de f est donc l’ensemble & = R — { 2kn, ke Z}. 
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+ Lorsque x tend vers zéro, le numérateur et le dénominateur tendent vers zéro 
et la limite présente une forme indéterminée. 

Pour lever l’indétermination, on transforme l'expression de f(x). 

: A He ns c 
sin x=2 + cos = puis 1— cos x = 2sin? 5 donc, pour tout réel x de D: 

Res x % 
2x sin- cos - X COS - 

2) 7 2 x 
FX) = ——— = > Car, pour tout x de ®, 5 À {kr/ke Z}, 

2sin° = sin — 

donc sins £ 0. 

Nous avons encore une forme indéterminée. Faisons apparaître le quotient 
x 
Sin — 

qui a une limite égale à 1 en zéro. 

2 

Pour tout réel x de ©, le réel x est non nul et: 

+ 5 
COS — 21C0S— 

2 2 
Es re . 

sin 5 l sin ; 

X — 

X 2 X 
2 2 

Un % 
sin — 

. X . . b] A 

Alors lim cos - = 1 et lim = id ou: 
x — 0 2 x—0 X 

2 

BE] Soit f la fonction définie sur R par : 

HO) = ERLTSEX = I 

11006 D Canin 

Lafonction fest continue sur [1 ; + c[, car, sur [1 ; + of, la fonction fest une 

fonction polynôme, de même la fonction fest continue sur ]- « ; 1[. 
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Attention, cela ne veut pas dire que f est continue sur : 

Fes iU Re eee 

il faut démontrer que lim f(x) = lim f(x) = f(1). 
xl" x 1" 

° lim f(x) = lim x2+1=2; 
Et xl 

+ lim f(x) = lim-3-x=2;: 
x 1" x— 1 

"jthedenres 

La fonction f est continue en 1. La fonction f est donc continue sur R. 

19] Soit fla fonction définie sur [0 ; +co[ par f(x) = x*+ 2x2 + 2. 

La fonction f est une fonction polynôme, elle est donc dérivable sur 
[O0 ; +c[ et pour tout x de [0 ; + co! : 

f(x) = 4x$ + 4x = 4x(x2 + 1). 

Donc pour tout x de ]0 ; +c[, f’(x) > 0; d’où le tableau de variation : 

Rappel 
Dans un tableau de variation, les 

flèches indiquent la continuité etla } 

stricte monotonie. ê È È Ë: 

10-066 ln (ethnie re, 
X— +00 X — +oo 

La fonction fest donc continue, strictement croissante sur [0 ; +oo[, f(0) = 2 
et limf= +c. 

+00 

Tout réel de [2 ; +c[ admet alors un unique antécédent appartenant à 
[0 ; +co[, c'est-à-dire que, pour tout m de [2 ; +[, l'équation f(x) = m a 
une solution et une seule appartenant à [0 ; +. 

Er] Considérons la fonction f— g définie sur [—10 ; 2] par: 

F-g))= GE). 
Démontrons que f—g est croissante sur [—10 ; 2]. 
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Soit deux réels a et b distincts quelconques dans [-10 ; 2]. 

Supposons a < b et étudions le signe de (f-g)(a) -(f-g)(b). 

F-g8)(a)-(f-g)(b)=f(a)-g(a)-f(b)+g(b) 
= f(a)-f(b)-[g(a)-g(b)]. 

f étant strictement croissante sur [—-10;2] , si a < b alors f(a)—f(b) < 0. 

g étant strictement décroissante sur [—10 ;2], si a < b alors g(a)—g(b) > 0. 
O RE : RP 

n en déduit que (f—g)(a)-(f-g)(b) < 0, FT cque 

donc f—g est strictement croissante sur [—10 ; 2]. On aurait pu aussi écrire : 

D’autre part, fet gétant continues sur [—10; 2], f—9=f+(-9). 
(f-g) est continue sur [-10 ; 2] et: Comme (—g) estcroissante, alors | 

| lasomme f+ (—g) estcroissante, | 

(= g)(-10) =f(-10)-g(-10)=-3-5 =-8; d'où le résultat. | 

F-8)2)=f(2)-8(2)=7-(-0=8. sens 
La fonction f—g prend une fois et une seule toutes les valeurs de l'intervalle 
[-8 ;8] et donc s’annule une fois et une seule. 

L'équation f(x)=g(x) étant équivalente pour tout x de [-10 ; 2] à 
f(x) -g(x)=0 età (f—-g)(x) = 0, on peut conclure que l’équation f(x) = g(x) 
a une solution et une seule dans I. 

BA] Soit f la fonction définie sur ]0 ; 1[ par : 

FX) = x 43x23. 

fest une fonction polynôme; elle est donc dérivable et pour tout x de l'intervalle 
JO Le 

f(x) = 6x° + 6x = 6x(xt + 1). 

Pour tout x de ]0 ; 1[, f’(x)> 0: la fonction f est donc strictement croissante 
sur JO ; 1. 

lim f(x) =-3 et lim f(x) = 1 ; d’où le tableau de variation : 
Ke 0 XL 
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En résumé, la fonction f est continue et strictement croissante sur ]0; 1]; 

lim f(x) =-3 et lim f(x) = 1; donc tout élément de ]-3 ; 1[ admet un anté- 
x—0 x 1 

cédent et un seul par f. 

Le réel 0 appartient à ]-3 ; 1[ : il existe donc un unique réel & appartenant à 
10 ; 1[ tel que f(œ) = 0. À l’aide d’une calculatrice, on trouve : 

f(0,89) = —0,126; f(0,90) = —0,039 et f(0,91) = 0,052. 

O9 SONT 

Une valeur de © à 107? près par défaut est 0,90. 

Uo = 0 
Pr] Soit la suite (u,,) définie sur N par : 

U,11 =N30, +4 

1. a) Démontrons par récurrence que pour tout entier naturel n, non nul ; 

0 <u, <4 (E) 

+ Sin= 1, la relation (E) est vraie car u, =2 et 0 < u, <4. 

Supposons qu'il existe un entier naturel n non nul tel que (E) soit vérifiée : 

0 He A, 

On en déduit 0 < 3u,, < 12, puis 4 < 3u, +4 < 16. 

Les trois membres étant positifs et la fonction racine carrée étant strictement 

croissante sur [O0 ; + cl, Wa ME PER De N16. 

D'où 0 < LA n+l 

+ D’après le principe de récurrence, pour tout entier naturel n non nul, 

0<u,<4eu,=0. 

La suite (u,,) est donc majorée par 4, et pour tout n, u, < 4. 

b) Démontrons que la suite (u,) est strictement croissante. 

Pour tout entier naturel : 

ns … J3u,+4-u,)(,]3u, +4+ us) 

ñn 

3u,+4+u, 
HET EUR SUR 

Pourtoutentier n de N, ,/3u,+4+u,=u,,,+u, > 0 car seulle terme u, 

est nul, tous les autres sont strictement positifs. 

On obtient donc, pour tout entier naturel n ; 
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3u, + 4-u2 _ (y +1)(4- Un) 
u inst se 

3u,+4+u, SH E Ur 
n+l 

La suite (u,) est strictement majorée par 4 et tous les termes sont positifs ou 
nuls, donc, pour tout entier naturel n, u,+1>0 et 4-u,>0, donc 
U,41 0, > 0. La suite (u,) est donc strictement croissante. 

LA 

©) La suite (u,,) est strictement croissante et majorée par 4, elle est donc conver- 
gente. Soit £ la limite de la suite (u,,). 

La fonction x > /3x + 4 est continue sur son ensemble de définition 
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= ]- - ; + œ[ , donc sur [0 ; 4] ; et, puisque la suite (u,) converge vers € : 

hnnGe = = lim0,/34 +4=13( +4. 
n — +0 n — +co 

Le nombre # cherché est solution de { = /34€ +4. 

Les termes de la suite (u,) étant positifs, € est positif et l'équation précédente 
est équivalente à l'équation #2 = 3€ +4, c’est-à-dire {2-3€-4=0, 

soit ({£+1)(€—-4)=0. 

On obtient, soit € = — 1 ce qui ne convient pas, soit { = 4 qui est positif. 

La limite de la suite (u,) est donc 4: 

2. a) Pour tout entier naturel n, 4—-u,,,=4-— ,/3u,+4. 

Comme pour tout entier n naturel, 4+ ,/3u, +4 > 0: 

(4 Bu, +4)(4+ /3u, +4) 
4+ f3u,+4 

_16-(3u,+4) 12-30, 3 

asus ra Bu +4 44, fBu,+4 

4A—u nel 

xX(4—u,,). 

; 3 
Posons pour tout x réel de [0 ; 4], @(x) = NE 

E est dérivable sur [0 ; 4], car 3x +4 > 0 pour tout réel x de [0 ; 4]. 

Pour tout x de [0 ; 4]: 

HE ré 

ox) =3 x PNR eue 1 0 

(4+ (A+ J3x+4) 4 2 /3x+4(4+ 3x+4) 

La fonction 6 est strictement décroissante sur [0 ; 4]. 
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(0) = - et donc pour tout réel x de [0 ; 4], @(x) < : 

On en déduit que, pour tout entier naturel n, (u,) e[0 ; 4] donc: 

3 L 
a 1 

4+ fBu,+4 2 
Donc pour entier naturel n: 

3 
—— Au) (4-u,),car 4-u,z0 
4+ [3u,+4 2 

d’où : 

Au as s(A-u,). 

b) Démontrons, par récurrence que, pour tout entier naturel # ; 

(4-u,)= 5) _ y), soit (4-u,)< 6) KA. : {F) 
0 

+ La relation (F) est vraie pour l’entier n=0. En effet 4— u,=4 et (:) x4=4,. 

+ Supposons qu'il existe un entier naturel n tel que (EF) soit vraie : 
1 n 

Au = (3) X4. 

Démontrons que la relation (F) est vraie pour l’entier n + 1 : 

4A-u,,,< : (4—u,) d’après a). 

1 n 

Par hypothèse 4 -u, < (3) x 4 d’où: 

1 OURS A ai 
— (4— <=X|=| x 

|| 1 n+l 

su, <3 U-u) <() D 

La relation (F) est donc vraie pour l’entier n + 1. 

+ D’après le principe de récurrence, la relation (F) est vraie pour tout entier 
naturel n. D'où le calcul de la limite en +c de 4 - y. 

n 

Pour tout n de N,0<4-u, =) xX4, 

à 1) 
avec lim (:) x4=0,car -1 < : < 1. Donc d’après le théorème sur les 

n — +00 

limites et les encadrements lim (4-u,)=0, d’où: 
ESPN nt | 

On retrouve le résultat du 1.0). 
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[A PT ÿ r e , 
Ÿ, La Prépa attitude 
Voici quatre propriétés sur les fonctions continues sur un intervalle : 

1. Si f est une fonction continue sur le segment [a $ b| alors pour tout 
réel y compris entre f (a) Et sf. (b) , il existe au moins un réel c de 

[a ; b] tel que f(c) = Y. 

2. Si f est une fonction continue sur un intervalle 1, alors l’ensemble 

f(1) = {f(x) lxEe 1} est un intervalle. 

3, Si f est une fonction continue sur un intervalle fermé (segment) I, 

l’image f(1 ) par f de ce segment est un segment. Dans le cas où 1 
n'est pas un intervalle fermé, on ne peut pas prévoir ce que sera l’inter- 

valle f (1) , par exemple I peut être un intervalle ouvert et f (1 ) un 
intervalle fermé. 

4. Si f est une fonction continue et strictement monotone sur un inter- 

valle I, pour tout À de l'intervalle f(1),l’équation f(x) = À admet 
une solution unique sur I. 

Prolongement au cours de Term S 

Définition d’une bijection 

Soit f une fonction d’un intervalle I vers un ensemble B telle que pour tout 

y de B ilexiste un unique élément x de I telque f (x) = y. On dit alors que 

f réalise une bijection de I vers B. 

Exemple : Soit f la fonction de R dans R définie pour tout x de R par 

2 (x) = 3x + 5. L'ensemble de définition de f est R, car pour tout réel x on 

peut calculer f (x). Pour tout y de R 

f(x)=Y7e3%x+5=7 

1 
x (ys) 

: 1 
Donc pour tout y de R, il existe un unique antécédent x = 3 y— 5) de R 

tel que f (x) = y. La fonction f réalise une bijection de R dans R. 

< à. 
LL] 
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Définition d’une fonction réciproque 

Si f réalise une bijection d’un intervalle I vers un ensemble B, alors il existe 

une fonction définie sur B à valeurs dans I notée f”" appelée fonction réci- 

proque de f telle que 

Vxel,VyeB, f(x) =yYSXE= fs) 

La fonction f”! ainsi construite réalise aussi une bijection de B vers I. 

Exemple : Dans l’exemple précédent, la fonction de R dans R qui à tout x de 

R associe 2 x— 5) est la fonction réciproque de f, elle réalise une bijection 
3 

de R dans KR. 

Propriétés 

Soit f une fonction continue et strictement monotone sur un intervalle I, l’appli- 

cation f réalise une bijection de I sur f (1 : Il existe une fonction appelée fonc- 

tion réciproque notée f7' qui réalise une bijection de f (1 ) sur 1. Lapplication 

f" estcontinuesur f (1 ) et varie dans le même sens que f.Les représentations 

graphiques de f et de f7" dans un même repère orthonormé sont symétriques 
par rapport à la première bissectrice (la droite d’équation y = x). 

Exemple: Soit f la fonction de [0 1 œ| dans R définie pour tout x de 

Réphargf (x) = x7. La fonction f est dérivable sur R* donc continue sur 

R°. Pour tout x de Jo hi œo| ,ona Rx) = 2x > 0, la fonction f est donc 

strictement croissante sur |0;+1|, la fonction f étant continue en 0, elle 

est strictement croissante sur [0 5 + 00 ; Ona f (0) =0 et lim f (x) =,+00 

donc f réalise une bijection de [O 5 + C0 [ sur [oO ; + 00 [ , elle admet donc une 

fonction réciproque notée f7! définie sur [oO ÿ dj œ| continue et strictement 

croissante R*.Ona 

Vx e[0;+c[,vye[0;+0f, y=xex= y 
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La fonction réciproque de la fonction carré de R* dans R* est la fonction 
racine carrée. 

æ 

EXERCICES © Corrigés p. 116 

1. Pour tout élément n de N°, on définit sur l'intervalle I = [oO ; + 00 [ QE 

fonction f, par f,(x) = x". 

a) Montrer que pour tout entier naturel non nul #, la fonction f, réalise une 
bijection de I sur un intervalle ] que vous déterminerez. 

b) Pour tout n entier naturel strictement supérieur à 1, on désigne par racine 

d 
LL) 
[a 
[a 

Z 

O 
ze 
aa) 

Z 
< nième et on note f,' la fonction réciproque de f,. 

e Pour tout n entier naturel strictement supérieur à 1, construire le tableau 

de variation de f:'. Donner une expression de f.” ( ») en fonction de n et 
y pour tout y de /. 

e Pour tout n entier naturel strictement supérieur à 1, construire dans un 

même repère orthonormé les représentations graphiques de f, et de es 

1 
FX soit f la fonction définie sur I = |) 5 + «| par (0) = 4x? + 4x +2. 

a) Montrer que f réalise une bijection de I sur un intervalle J que l'on déter- 

minera. 

b)Construire le tableau de variation de l’application réciproque f “}, Donner 

une expression de f al ») en fonction y pour tout y de J. 
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©) Dans un même repère orthonormé, dessiner les représentations graphiques 

des fonctions f et f". 

Soit f la fonction définie sur [0 3 1| par f. (x) = x —2V/x +1. 

a) Étudier les variations de f. 

b) Montrer que f est une bijection de [O À 1] sur un intervalle que vous déter- 
minerez. 

© Construire le tableau de variation de la fonction f". 

d) Montrer que pour tout x de [O : 1}, TA (x) = x. Que peut-on en déduire? 

e) Construire dans un même repère orthonormé les courbes représentatives 

@; et 6,1 de f et de f 

a). Si n=1, la fonction f, est définie sur 1 = [oO + œo| par f(x) = X, 

la fonction f, est continue et strictement croissante sur Lo ; +o|, on à 
fi(0)=0et lim f(x)= lim x = +00, la fonction f, réalise une bijection 

X—>+00 X—>+00 

de [0 ;+00| sur J=[0;+0. 

°Sin>1, la fonction polynôme x + x” est dérivable donc continue sur 

[0 ;+ œ|, et pour tout x de Lo à œo|, de (x) = nx"7. Donc pour tout 

x de Jo Fr œo|, fi (x) >0, la fonction f, est strictement croissante sur 

0;+]|, la fonction f, étant continue en 0 la fonction f, est strictement 

croissante sur Lo :+o|. 

De plus f, (0) =0 et Him Le (x) = Jim x" =+0 donc f, réalise une 

bijection de [O ;+ of sur J = [oO 5+0o|. 

b). Si n=1, l'application réciproque de f, est la fonction f, elle même, 

fee ne 

°Sin>1,lafonction f, réalise une bijection de Lo SE œo| sur J = [oO 5+ œo|, 

elle admet donc une fonction réciproque définie sur [oO ; + | strictement 
croissante. 
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CR 
| Remarque 

| Les deux courbes 6,et &,5e 
| coupent sur l'axe de symétrie. 

| Pour xe[0;1] ,esten dessous | 
| de ,. | 

| Pour xe[1;+00] @, est 

| au-dessus de €, 
ET Era rnannnÉl 

LA 

NV L1RNLO))E 217 

: nee 1 
PA à) Lafonction f estunefonction polynôme, elle est définiesur + + «| 

dérivable et donc continue sur cet intervalle. 2 

1 1 
Pour tout x de | Æ «|. 12) = 8x+4= x + à) On a pour tout x 

de E + «|. Fr (x) > 0, la fonction f est donc strictement croissante sur 

1 L : - 1 
É DE «| , étant continue en " elleest strictement croissante sur | 32 «| : 

1 1Ÿ 1 2 
On a 3) 4) fe et lim f(x) = lim 4x° = +00. 

2 X— +00 X—>+00 

SM Pese +00 

La fonction f réalise une bijection 

de -iitel sur [;+o|. 
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b) Il existe donc une fonction réciproque définie sur [1 A œ| à valeurs sur 

1 . . A « |: La «| continue et variant dans le même sens que f donc strictement 

croissante. 

Pour tout y de J = [1 ; + ? il existe un 
1 . 

réel x unique de 1 = a 5 + «| tel que 

y=4x7+4x+2 4x7 +4x+2—7y=0. 

La dernière équation est une équation du second degré en x, son discrimi- 

nant est égal à À = 4 -4x 4(2 = y) = 167 —16 = 16( y = 1) qui est positif 

car y = 1. Deux cas: 

mn 
DATES 

«si y = 1, l'équation admet une racine double x = — 

si y > 1, l’équation admet deux racines distinctes 

Ne 

8 

ao 1 ti Une ae 
2 8 2 

La deuxième est strictement inférieure à Ex car {y 1 >0. Donc étant 

donnée que l’on sait que l’équation a toujours une solution et une seule, on a 

El Nbre 
x = ur on peut remarquer que si l’on remplace y par 1 on trouve 

1 
Le 

5} 

L'application f-" est l'application de [1 SH œo| sur |] ;+o| qui,à tout y 

She C1) 
de [1 + œo| associe X = à 
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©) Représentation graphique : 

| Remarque | 

| Les deux représentations graphiques | 
| AE N | 
| sont symétriques par rapport à là 
| droite d'équation y — x. 

a) La fonction f est la somme d’une fonc- | Remarque 

tion affine xH>x+1 et de la fonction | 
LA 

NUS Re) RAS 

La fonction x vx définiesur | 

x H> -2Vx. Ces deux fonctions sont continues | [0;+oof n'estpasdérivableen 0. 

sur [0 : 1] et toutes deux dérivables sur | < 1] | 

Pour tout x de Jo ; 1 | 

AN NE Re ÿ (x) ERP 

Pour tout x de ]o ; 1] on a Vx -1<0 donc pour tout x de Jo ; 1, on a 

* (x) <0, la fonction f est donc strictement décroissante sur Jo ; if, étant 

continue en 0 et en 1 elle est strictement décroissante sur [O : 1} , 

x __|0 1 La fonction f est continue et stricte- 

1 ment décroissante sur [0 ; he à (0) = 1 

f … et f(1)=0. 

b) La fonction f réalise donc une bijection de [O : 1| sur [O à 1]. 

d) Il existe donc une fonction réciproque définie sur [O ; 1| à valeurs sur [O ; 1| 

continue et variant dans le même sens que f donc strictement décroissante. 
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d) Pour tout x d 0;1]>ona { ] = x d'où 
Anar e[ ] vx ; | Pourtoutxde [0 ;1] 

f(x) = x-2 x+1= (x) 2x +12 (x 1) x =1<0 

D’après l'étude des variations de f ,pour tout x de [oO ; 1] ,ona f (x) £ [0 ; 1 |, 
on peut donc calculer 

F10)= (0) - (6-2) 1 

PE 

=x-2Vx+1-2Nx-il+1 EME 
| | 

=x-2Vx+1-2(1-Vx)+1 | Pour tout réel a, Va =dl. | 

Pour tout réel x de [0 : 1}; soit M (x à y) un point de la courbe représentative 

de f, onadonc y = f (x) et le réel y appartient à [O : 1| d’après le tableau de 

variation de f.Soit M' le symétrique de M par rapport à la première bissec- 

trice des axes. Le point M” a pour coordonnées ( y dE le point M' appar- 

tient à la courbe représentative de f car ye [0 ; 1] et f ( ») = à ( . (x)) ZX. 

Ceci montre que € ; est symétrique par rapport à la première bissectrice des 
axes. 

D'autre part x = f ( y) donc le point M” appartient à la courbe représenta- 

tive de f””. Les courbes représentatives de f et de f7! sont confondues, elles 
admettent toutes les deux la droite d’équation y = x comme axe de symétrie. 

e) Représentation graphique : 

1 

0.8 

0.6 

0.4 

0.2 

TEST 
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Dans ce chapitre, 
tion pour déterminer le sens de variation de fonctions. 



+ Nombre dérivé. Fonction dérivée 

© Nombre dérivé ; fonction dérivable en x, 
e Soit une fonction f définie sur un intervalle contenant x, et A un nombre réel. 
On dit que À est le nombre dérivé de f en x, si : 

RTL 
LG X—X) 

Le An De 
ou 

h 

On dit alors que f est dérivable en x,. 

On définit de même les dérivées à droite (resp. à gauche) en x, : 

FCxo + h) — f(x0) … J(xo+h)-f(x0) 
PR RE D — resp. 
a h ) De ie h ) 
h>0 h<0 FMFraque ' 

e Si f est dérivable en x,, alors f est continue en x, Attention, laréciproque estfausse: | 
la fonction x > |x| estcontinueen 

. FAT - 0 et n'est pas dérivable en 0. © Fonction dérivée ne UE 
Soit une fonction f définie sur un intervalle et admettant un nombre dérivé en 
tout point. 

L'application qui, à tout x, de cet intervalle, associe le nombre dérivé de fen 
x, est appelée fonction dérivée ou plus simplement dérivée de f. Elle est définie 
sur cet intervalle. On la note f”. 

@ Interprétation graphique du nombre dérivé 
> > 

Soit 6 la courbe représentant f dans un plan rapporté à un repère (O ; i, j). 

Si f est dérivable en x,, € admet une tangente en M, (x, ; f(x,)) non parallèle 
> 

à la droite (O, j), de coefficient directeur f’(x,). 

Une équation de cette tangente est : 

3 = Fo) + (x %0)f (x). 

(Xo + h) — f(xo) 
Si la limite de h=> ———— en 0 (ou à droite ou à gauche de 0) est 

+ ou —, la courbe @ représentative de fadmet une tangente (ou une demi- 
> 

tangente) en M;(x, ; f(x)) parallèle à la droite (O, j). 
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2 Approximation affine d’une fonction 
Soit À un nombre réel. On démontre que A est le nombre dérivé de fen x, si et 
seulement s’il existe un intervalle I contenant zéro et une fonction € définie sur 
I tels que pour tout h de I: 

f(xo + h) = f(xo) + Ah + he(h) avec lime = 0. 

Pour les « petites valeurs » de h, f(x,) + hf (x) est une approximation affine 
de f(x, + h) au voisinage de h = 0. 

€] Formules sur les dérivées 

Ensembles de définition f(x) 

R 

D= 0, = tr (re 2} 1 + tan2x 

1 



u et v dérivables sur un intervalle | 

et À constante 

u et v dérivables sur 

v Z0 sur 

u dérivable sur | 

y dérivable sur J 

avec u(l) € J 

u dérivable sur | 

u > 0 surl 

nentier > 0 ou = à 

u dérivable sur I. 

u # 0 surlsin négatif. 

u dérivable sur | 

>] Bien comprendre 

+ On ne peut étudier la dérivabilité qu'en un point où la fonction est, non seulement définie, mais aussi 
définie sur un intervalle non vide contenant ce point. 

+ Les théorème globaux (opérations) peuvent ne pas permettre de conclure à la dérivabilité en un 
point, mais cela ne signifie pas que la fonction n'est pas dérivable (le vérifier à l’aide de la définition). 

; Ar 1 
La formule (u”)” = nu’u"-T est également vérifiée pour n = ; 
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© 
EE Exemples et contre-exemples © Corrigé p. 130 

1. Soit f une fonction définie sur un intervalle non vide Ja ; b[ de R. 

Qu’appelle-t-on dérivée de f au point x, de Ja ; bI ? 

2. Soit f une fonction continue sur R*. 

Est-elle dérivable sur R* ? 

Si non, donner un contre-exemple. 

un 
Le 
ELI 
un | 

=, 
un 
[se 
LL} 

un 
LL] 

_ 
U 
[e a 
LLI 
* 
LL] 

3. Si une fonction est dérivable sur [a ; b], la fonction f est-elle continue sur 
La: b1? 

FA Calcul et existence de la dérivée © Corrigé p. 130 

1. Si f est une fonction rationnelle, préciser sur quel ensemble la fonction f est 
dérivable. 

2. Sur quel ensemble la fonction tangente est-elle dérivable ? 

3. Calculer la dérivée (n + 1)-ième d’un polynôme de degré n. 

4. Calculer la dérivée de la fonction x (x- 3)? au point 0. 

5. Calculer la dérivée seconde de la fonction x « = ; au point 0. 
x 

EX équation d’une tangente © Corrigé p. 131 

1. Écrire une équation de la tangente à la représentation graphique de la 
fonction : 

a) x x— 1 au point d’abscisse 5 ; 

1 . > Q 

b) x ne 1 au point d’abscisse 1 ; 

Q xt /x au point d’abscisse 0. 

2. Soit fune fonction dérivable sur son ensemble de définition %, et x, un réel 

de Ÿ tel que : 

f’(%o) = 0. 

Écrire une équation de la tangente à la représentation graphique de la fonction 

fau point d’abscisse xs. 
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EX Ensemble de points © Corrigé p. 132 
1. Soit fune fonction paire dérivable sur R. 

Démontrer que sa fonction dérivée est impaire. 

2. Déterminer le plus grand ensemble sur lequel la fonction x x2,/x est déri- 
vable. 

3. Déterminer les points de la représentation graphique de la fonction : 

x (xF FT) 

où la tangente est parallèle à la droite d’équation y = 3x + 1. 

4. Déterminer les points de la représentation graphique de la fonction : 

xr>(x3 +1) 

où la tangente est parallèle à la droite d’équation y = -x + 1. 

5. Comment déterminer les positions relatives d’une courbe et d’une tangente 
à cette courbe ? 

> > 
6. Soit € la représentation d’une fonction f dans un repère (O ; i, j), J latan- 
gente à 6 en un point M de €. 

La droite TJ peut-elle « traverser » la courbe @ au point M ? 

Fi Nombre dérivé * (AL 0 min © Corrigé p. 134 

Soit f la fonction définie sur [0; +c[ par: Conseil 

f(x) = 2x+5+x x. Commencer par vérifier que 0 

appartient à l'ensemble de définition. 
RE Démontrer que f est dérivable en 0 et calculer 

F'(0). 

FA Nombre dérivé 

Soit f la fonction définie sur ]-co ; -1[ LU ]-1 ; +c[ par: 

a <> 

bd 110 min © Corrigé p. 135 

f(x) = XG5) =). 
x+l 

Démontrer que f est dérivable en 0 et calculer f”(0). 
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F e° me er 

EA Approximation {15 min © Corrigé p. 136 

Soit f la fonction définie sur R, par f(x) = x5 + 2x3 + 1. 

1. Mettre f(1 + h) sous la forme : Remarque 

f{G+h)=f()+Ah+he(h), À rapprocher du résumé de cours, 
« rotaon affine ». 

où À est une constante à déterminer et £ une fonc- 

tion définie sur R ayant pour limite 0 en 0. 

2. En déduire f’(1). 

3. À l’aide de la question 1., donner une valeur approchée de f(1,02). 

SR US Cd 
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e ope Q 14 e ces ce 

EX Calculs pratiques. Utilisation d’un formulaire @ { 15 min © Corrigé p. 136 

: Calculer les fonctions dérivées des fonctions définies sur R par : 

a) f(x) = cos?x; b)g(x) = cos(x2) ; d'h'(x) = cos?(x?). 

em 

EX Utilisation d’un formulaire {15 min © Corrigé p. 137 

Soit f la fonction définie sur R, par f(x) = x(x + V1 + x?). 

Démont tout réel x : émontrer que pour tout réel x EE 

(x + /1+ 2x2) 1 + x2)2 Étudier la « forme » de f(x) : 
f'(x) = Laser ie ed produit, somme, quotient. ? { 

et que pour tout réel x, f’(x) > 0. 

EE ce . oz ET] Calculs de limites AR (20 min © Corrigé p. 139 

Déterminer les limites suivantes, si elles existent : 

40 
Ris SIN X — — 

CA a abat b) lim 5 ARS, a) lim j ; 
x 1 Al . >? js : 

in2 DAT sin (ax) 

x>r. X— 1 

s 2 21 4 

HN] Dérivées successives Gr ‘20 min © Corrigé p. 140 

Calculer les dérivées successives de la fonction définie sur R, par : 

f(x) = (3x +4). 
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Dérivées successives 430 min © Corrigé p. 141 

Soit a un réel et fla fonction définie sur ]—c ; 4[ LU ]a;+o[, par: 

fe = 
1. Démontrer par un raisonnement par récurrence que pour tout entier n Z 1 
et pour tout réel x différent de a : 

fadicotion 
fo Cr. DI=titl=tt | 

(x=a)"+1 n'=n(n-1)...x2x1inz>2. |! 

où n! désigne le nombre « factorielle n ». 

2. Soit g la fonction définie sur ]-c ; 1[ U ]1 ; 2[ U ]2; +co[ par: 

2x—3 

(x=1)(x-2) 
a) Démontrer que, pour tout réel x de ]-c ; 1[ U ]1 ; 2[ U ]2 ; +c[, on peut 

écrire g(x) sous la forme : 

g(x) = 

À B 
+ 

(x-1) (x-2) 
où À et B sont des constantes que l’on déterminera. 

g(x) = 

b) Soit n un entier naturel non nul, calculer pour tout réel x de l'intervalle 

J-c ; 1[ U ]1 ; 2[ LU ]2 ; +co[, l’expression g(")(x). 

NTI “ 
> 

D + 15 min © Corrigé p. 143 
“u w® 

Tangente Ë 

Soit f la fonction définie sur [0 ; +co[, par : 

f(x)=3+2x+ 5x/x. 

1. La fonction f est-elle dérivable en 0 ? 
fadtcotion 

Revenir à la définition de la dérivée. ? 
2. Donner une équation de la tangente À à la 
courbe @ représentant f, au point d’abscisse 0 de la courbe. 

3. Étudier la position de À par rapport à la courbe €. 

EE] Tangente 

Soit f la fonction définie sur R, par f(x) = x? + 3x2- x + 1. 

oo. fre 

XX t15 min © Corrigé p. 144 

1. Donner une équation de la tangente À à la courbe @ représentant f, au point 
d’abscisse —-1 de la courbe. 

2. Étudier la position de A par rapport à la courbe €. 
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LA # o e Eee ob KE] Généralisation AA {15 min © Corrigé p. 145 

Soit n un entier naturel non nul, et f, la fonction définie sur l'intervalle 
J-c ; 1], par: 

PODEX NT 

Étudier la dérivabilité de f, en 1, puis interpréter géométriquement le résultat. 

EE Fonction partie entière ARR ! 20 min © Corrigé p. 146 

On appelle partie entière du réel x, l’entier relatif n tel que : 

n<x<n+l. Conseil 

Écrire la définition de la fonction 
| À : ARE partie entière et faire sa 
15 Soit f la fonction définie sur [-1 ; 2] ñ par 5 représentation graphique. 

f(x) = E(x)sin(rx). 

1. Écrire f(x) plus simplement pour x appartenant à chacun des intervalles 

ÉPOP- (01e 2). 
2. Étudier la dérivabilité de fen 0 et en 1. Interpréter graphiquement les résultats. 

On note E(x) la partie entière du réel x. 

RPM reve 

00 1,20 min © Corrigé p. 147 
“uw 

EF] Fonction valeur absolue 

Soit f la fonction définie sur R par : 

1 
X)= —° IA 

Étudier la dérivabilité de fet calculer la dérivée éventuelle. 

Préciser les demi-tangentes au point d’abscisse 0 de la courbe représentative de 
la fonction f. 

HE] Fonction racine carrée 

Soit fla fonction définie sur ]-c ; -1] U [1 ;+c, par: 

fGx)=x+NVx2-1. 

Étudier la dérivabilité de f et calculer la dérivée éventuelle. 

Préciser les tangentes aux points d’abscisses —1 et 1 de la courbe représentative 

de la fonction f. 

PL 

&20 min © Corrigé p. 148 
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1. 1. Soit fune fonction définie sur un intervalle non vide Ja; b[ de R, on dit que f 

est dérivable au point x, de Ja ; bf, si la fonction : 

f(x) — f(x0) 
X > —————, 

X—X 

définie sur ]a ; b[ -{x,}, admet une limite quand x tend vers x,,. Cette limite, 

quand elle existe, est appelée dérivée de f en xy. 

2. Soit fune fonction continue sur R*. En général, la fonction f n’est pas déri- 
vable sur R* ; c'est la réciproque qui est vraie. 

Par exemple, la fonction x +> \/x est continue sur R* et n’est pas dérivable sur 
R*, car elle n’est pas dérivable en 0. 

3. Si une fonction est dérivable sur [a ; b], elle est continue sur [a ; b]. 

Ps: f est une fonction rationnelle (fonction quotient de deux fonctions 
polynômes), la fonction f est dérivable sur son ensemble de définition, c’est-à- 
dire l’ensemble des réels privés des racines du polynôme dénominateur. 

2. La fonction tangente est dérivable sur son ensemble de définition, c’est-à-dire : 

R (+ 1) ke 2) 

3. Lorsque l’on dérive successivement un polynôme, son degré diminue de 1 à 
chaque fois ; donc, lorsque l’on dérive n fois un polynôme de degré n, son degré 
est diminué de n. C'est donc un polynôme de degré 0 ou le polynôme nul, mais 
donc, dans tous les cas, un polynôme constant. La dérivée d’une fonction cons- 
tante est la fonction nulle. 

La dérivée (n + 1)-ième d’un polynôme de degré n est donc la fonction nulle. 

4. La fonction f: 

x > (x-3) 

est une fonction polynôme, elle est dérivable en tout point de R, donc en parti- 
culier au point 0. 

Pour toutxdeR, f’(x)=2(x-3) donc: 
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5. Soit f la fonction définie par f x- 
1 + x? 

La fonction f est une fonction rationnelle, dont le polynôme au dénominateur 
n’a pas de racine réelle, son ensemble de définition est R. La fonction fest donc 
dérivable sur R et, pour tout x de R : 

f'E=- 
(1+x2) 

En appliquant un raisonnement identique, pour tout x de R : 

_2(1+x7)"— (2x) x 2x (1 + x2) x (2x) 

ei (+22) 
nn rI(l +24) 4%] 

po sb te TPS )ÉQ ns 
= _2(1+#)[1-3x"} _2(3%2-1) 

Le, (+x) 

D'où : FAO) =. 

El 1. a) La représentation graphique de la fonction 

x (x-—1) est une droite ®, en tout point la tan- 

gente coïncide avec la droite Ÿ. 

1 
b) La fonction x — - — 1 est une fonction rationnelle, son ensemble de défini- 

# 

tion est R*. 

Elle est dérivable sur son ensemble de définition, donc la représentation graphi- 
que de cette fonction admet, en tout point ayant une abscisse appartenant à R’, 
une tangente. 

Une équation de la tangente à la représentation graphique de la fonction 

Ke = 1 au point d’abscisse 1 est : 

3=f) =f(DG-1). 

Pour tout x de R”, f’(x) ue donc f’(1)=-1. 
x 

\ 
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De plus f(1) = 0, donc une équation de la tangente demandée est : 

7-0SC DEA) 

pi] 
c) La fonction f: x Nx est définie sur R*, dérivable sur R**, et 

LE eV . 
lim = lim 
x— 0 LE Ares x 0 

ps 
sihm Cr 

x—0 VX 

= +oo 

La fonction f n’est pas dérivable en 0, mais la limite du taux d’accroissement 
en 0 est + quand x tend vers 0, donc sa représentation graphique admet au 
point d’abscisse 0, une tangente parallèle à l’axe des ordonnées d’équation 
x= 0. 

2. Soit f une fonction dérivable sur son ensemble de définition %, et x, un réel 
de D tel que f’(xo) = 0 

La tangente à la représentation graphique de la fonction f au point d’abscisse x, 
est parallèle à l'axe des abscisses, une équation est : 

4 | 1. Soit fune fonction paire dérivable sur R, soit Remarque 
g la fonction définie sur R, par g(x) =f(—x), la  Soitfune fonction dérivable sur R, 
fonction f'étant paire, on a aussi pour tout x de R:  sifest paire (resp. impaire), f” est 

impaire (resp. paire). 
(x) É (x) F 3 Re ee 

La fonction g est dérivable sur R, en utilisant le théorème sur la dérivation des 
fonctions composées et l’on a pour tout x de R: 

CS 
mais aussi g’(x) = f(x), donc pour tout x de R: 

FA) =) 
La fonction dérivée de f est donc impaire. 

mue 

2. La fonction x + ,/x est définie sur R* ; 

la fonction x+ x est définie sur R ; 

donc la fonction x+ x2,/x est définie sur R*. 
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Le plus .. ensemble sur lequel la fonction RE cque 
xr> x2/x est dérivable est nécessairement un Les théorèmes généraux sur les 
sous-ensemble de son ensemble de définition. fonctions dérivables permettent de 

La fonction x \/x est dérivable sur R**, la fonc- trouver un ensemble sur lequel la 
É Fe fonction est dérivable, mais celane ? 

tion x x est dérivable sur R, donc sur R**, ERA Ë 
veut pas dire qu'il n'y a pas d'autres ! 

donc la fonction x+> x?,/x est dérivable sur R** points en lesquels la fonction est k 
comme produit de fonctions dérivables sur R**. dérivable. 

Les théorèmes sur les opérations sur les fonctions | 
dérivables ne permettent pas de conclure sur la dérivabilité ou non de la fonc- 
tion en 0. Pour cela il faut revenir à la définition et construire le taux d’accrois- 
sement de la fonction entre un réel x strictement positif et 0. 

EEE TERRE 

ce XNX—0 
Pour tout x strictement positif, _ = x\/x, donc: 

5 6 = 

 x2/x-0 
im ——— =0. 
x0 X—0 

La fonction x + x2,/x est dérivable en 0 et sa dérivée est nulle en ce point. 

La fonction x x2 /x est donc dérivable sur R*. 

3. La fonction f: x->(x?2+1) est une fonction Remarque 
; : É 

polynôme, elle est dérivable en tout point de R. L'ensemble sur lequel la fonction | 
, : : : est dérivable est inclus Ë 

Sa représentation graphique admet en tout point nécesaatement dans lErentle de 

d’abscisse x, une tangente dont une équation est: jéfinition. 

3 — f(xo) = F7 (to) (x — 0) 
y=(x +1) = 2x (x — %o) 

RE D CV ro CCE a dl 

y=2%x0x 2x5 + 1. 

Cette droite sera parallèle à la droite d’équation y = 3x + 1, si et seulement si 

2x, = 3 (les coefficients directeurs sont égaux) soit : 

Ron: 

Au point d’abscisse 5, la courbe représentative de f admet une tangente 

parallèle à la droite d’équation y = 3x + 1. 

4, La fonction xt (x? + 1) est une fonction polynôme, elle est dérivable en 

tout point de R, sa représentation graphique admet en tout point d’abscisse x, 

une tangente dont une équation est : 

14 
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Y — f(Xo) = f”(xo)(x — 6) 

y— (x +1)=3xû (xx) 

y=3x2 x—2x) +1. 
Cette droite sera parallèle à la droite d’équation y =—x+ 1 si et seulement si 
3xÿ =-— 1 (les coefficients directeurs sont égaux). 

Cette équation n’a pas de solution, il n’y a donc pas de point où la tangente est 
> y 4 parallèle à la droite d’équation y = — x + 1. RES rau, das 

Plus généralement, pour éudier H° 
position relative des représentations : 
graphiques des fonctions fetg,on | 
étudie le signe de f(x) -g(x) selon ! 

détermine le signe de f(x) — (ax + b). les valeurs dex. | 
a RES 

5. Pour étudier les positions relatives des représen- 
tations graphiques d’une fonction f et d’une droite 

d’équation y = ax + b dans un même repère, on 

> > 
6. Soit @ la représentation d’une fonction f dans un repère (O ; i, j), Ÿ la tan- 

gente à 6 en un point M de €. 

La droite Ÿ peut traverser la courbe 6 au point M. Par exemple, soit f la fonc- 
tion x+ x$, la tangente Ÿ au point O a pour équation y = 0. 

La position relative de T et de @ est donnée par le signe de x? — 0 = x*. 

Si x > 0, la courbe € est au-dessus de T et si x < 0, la courbe est au-dessous 
de T. La droite Ÿ traverse la courbe €. On dit que la tangente est une tangente 
d’inflexion. 

5. La fonction f définie sur [0 ; + œ[, par f(x) = 2x + 5 + x\/x est la somme 
des fonctions : 

HuX EXT STE vixe xx. 

La fonction u est une fonction affine, elle est dérivable sur tout intervalle de R. 

La fonction y est le produit de la fonction x+= x dérivable sur tout intervalle 

de R et de la fonction xt /x dérivable sur ]0 ; +oo. 

La fonction v est donc dérivable sur ]0 ; + [ (produit de fonctions dérivables 
sur ]0 ; +oo[). 

La fonction f, somme des fonctions u et v dérivables sur ]0 ; + [, est dérivable 
sur ]0 ; +oof. 
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Les théorèmes sur les opérations sur les fonctions EE 
dérivabl sriva- SIC vables ne permettent pas d’affirmer la dériva Les théorèmes généraux sur les 

… bilité ou la non dérivabilité de la fonction fen 0, ilest fonctions dérivables permettent de | 
nécessaire de revenir à la définition pour conclure. trouver un ensemble sur lequel la 
Pour tout réel x de ]0 ; + oo : fonction est dérivable, mais celane ! 

veut pas dire qu'il n'y a pas d'autres | 
f(x)-f(0) (2x+5+x4/x)-5 points en lesquels la fonction est 
a — — dérivable. 

x—0 x DE en) HN 

à 2x + xx 

F x 

=2+ /x (car le réel x est non nul). 

D'où lim Ho 0) mi = 
x—0 x—0 

lim (2+ x) = 2. 
x—0 

La fonction f est dérivable en 0 et a pour nombre dérivé 2. 

La fonction f est donc dérivable sur [0 ; + cf. 

M soit fla fonction définie sur ]- c ; — 1[ U ]- 1 ; + [ par: 

fH)=x(x+ (2): 
XL 

La fonction f est le produit des deux fonctions : 

x—1\ 
Us xx (x+5)tet vx) ; 

X'+L 

La fonction u est une fonction polynôme, elle est donc dérivable sur tout inter- 
valle de R. 

La fonction v est une fonction rationnelle, elle est donc dérivable sur son 

ensemble de définition, ]- c ; — 1[ U ]- 1 ; + of. 

La fonction f est donc dérivable sur ]— c ; — 1[ U ]- 1 ; + c[, donc en parti- 

culier au point 0. 

EE) LULU 

Pour calculer la dérivée de fau point 0, on peut calculer, en utilisant le formulaire, la fonction dérivée 
de fet calculer sa valeur au point 0, ou calculer la dérivée de fen utilisant la définition de la dérivée en 
un point. Dans l'exemple proposé, la deuxième méthode est la plus simple. 

Pour tout réel x différent de —1 et de 0 (car le taux d’accroissement de fentre 0 

et x n’est pas défini en 0) : 

PA 

MOTTE 



PA 

(ele) 11e 
ame 

+ 1 x+l 
f@-f0) x(x+ 5 :) —0 «+ 52) 

x—0 À De % 

= (x + (ET 1) (car le réel x est non nul). 

D'où lim ——— FC) = F0 Us (x +5(E ) = 5, 
x 0 RE +1 

La dérivée de f en 0 est —5. 

WA Soit la fonction polynôme définie sur R par f(x)= x° + 2x° + 1. 

1. Pour tout réel h : 

f{A+h)= (1+h) +2(1+h) Le 

= (1+5h + 10h° + 10h° + 5h° + h°) + 2(1 + 3h + 3h° ÉHYET. 

Pour obtenir le , développement de (1+h), on peut utiliser le produit 
G+h) (1+h) : 

fQA+h)=4+11h+ 16h" +12h°+5h"+h° 

fQA+h)=4+11h+h(16h + 12h +5h°+h°). 

En posant À = 11 et € la fonction définie sur R par : 

e(h)=16h+12h°+5h°+h", 
et en vérifiant que f (1)= 4 et que ue e(h) = 0, on obtient : 

fG +h)= f(1)+Ah+he(h). 

2. En utilisant une des définitions de la dérivée, on obtient : 

3. Une valeur approchée de f(1,02)= f(1 + 0,02) est, en utilisant l'expression 

obtenue à la question 1. : 

4+ 11 x 0,02 = 4,22. 

En calculant directement, on obtient 4,226. 

8 a) La fonction f est le carré de la fonction cosinus qui est dérivable sur R, la 
fonction f est donc dérivable sur R. On a donc en utilisant le formulaire : 
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f= cos?, donc f’=2(cos) (cos) = 2(cos) (-sin). 

Donc pour tout réel x, f "(x)=—2(cos x) (sin x) =-sin 2x. 

b) La fonction g est la composée de la fonction u : x+> x? qui est une fonction 
polynôme, donc dérivable sur R, et de la fonction cos qui est dérivable sur R ; 
la fonction g est donc dérivable sur R. 
g= cos o u, donc en utilisant le formulaire : 

L4 

[À CORRIGÉS 
g’=((-sin) o u)xu’. 

D’où pour tout réel x : 

g’(x) = (-sin x?) x (2x) 

g'(x) =-2x sin (x). 

€) La fonction h est la composée de la fonction u : x+> x?, qui est une fonction 

polynôme, donc dérivable sur R, et de la fonction cos? qui est dérivable sur R 
(carré d’une fonction dérivable sur R), la fonction h est donc dérivable sur R. 

Donc h = (cos ?) o u, d’où en utilisant le formulaire : 

h’ = [(cos *)’o u]xu’=[(2 cos X(-sin )) o u]xw/. 

D’où pour tout réel x : 

h”(x) = 2 (cosx2) (—-sinx2) x (2x) 

= 4x (sinx?) (cosx?) 

h’(x) =—-2xsin2x2. 

EX Soit f 1a fonction définie sur R, par : 

f(x) = x(x + N1 + x2). 

fest le produit des fonctions u:xrxetv:xex+41+3x2. 

La fonction u est la fonction identité, qui est définie et dérivable sur R. 

La fonction y est la somme des fonctions v, : x x, qui est la fonction iden- 

tité, donc définie et dérivable sur R, et de la fonction v, : xt 41 + x?. 

y, est la composée de la fonction xr> (1 + x?) qui est dérivable et strictement 

positive sur R et de la fonction racine carrée, qui est dérivable sur R,, la fonc- 

tion v, est donc dérivable sur R. 

La fonction v est dérivable sur R et donc aussi la fonction f. 
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La dérivée sur R de la fonction v, : xt 1 + x? est la fonction : 

LE Ress 
2 LE X 

En utilisant la dérivée de la fonction 4/4, où w est une fonction dérivable sur 

un intervalle I et strictement positive sur I : 

(Vu) Er 

La dérivée sur R de la fonction x = x + 4/1 + x2 est donc: 

55 
x 1+ 

Nr 

D'où, en utilisant la formule de la dérivée du produit de deux fonctions dériva- 
bles sur un intervalle, pour tout réel x : 

er 1 + x? 
ROPECTCEP TEE EEUTÉE 

= D 

Ë / 2 24 (x + Li 

N1+x2+x 
cer 7e) (Es Rue 

2 
FOR) 

\/1 + x2 

Pour tout réel x, le réel 1 + x? est strictement positif. Montrons que le réel 

x + 1 + x? est non nul pour tout réel x, ce qui permet d’en déduire que le réel 

(x + \/1 + x2)° est strictement positif et donc que pour tout réel x, f ’ (x) > 0. 

Résolvons sur R l'équation x + 4/1 + x2 = 0. Pour tout réel x: 

x+W1+x2=08 /1+x2=-x. 
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Sur R**', cette équation n’a pas de solution, car le premier membre est stricte- 
ment positif et le second membre est strictément négatif. 

Pour tout réel x de R7, les deux membres de l’équation sont positifs, on obtient 
donc une équation équivalente en élevant les deux membres au carré: 

24 

Ni+x=-xe 1+x/ = (x) s1+x=x81=0xx. 

Cette dernière équation n’a pas de solution, donc l'équation proposée n’a pas 
de solution dans R-. N’en ayant pas dans R**, elle n’en a pas dans R. 

Donc pour tout réel x, x+ /1+x240 et donc (x+ /1 +x2)? > 0. 

Donc pour tout réel x, f’(x) > 0. 

un 
LL 
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ET] Les limites proposées ont une «forme» qui ressemble à un taux 
d’accroissement ; la méthode à employer alors consiste à reconnaître les diffé- 
rents éléments de l'expression proposée. 

/ 2 
a) Calculons lim 14x72 Posons f(x) = 4/1 + x2. 

x—1 * 1 

La fonction f ainsi construite est définie sur R ; elle est la composée de la fonc- 
tion x (1 + x2) qui est dérivable et strictement positive sur R et de la fonc- 
tion racine carrée qui est dérivable sur R** 

La fonction f est donc dérivable sur R, donc en tout point de R et donc en par- 
ticulier au point 1. 

RE PR Ro np e 

2/1 + x? Ni) de 

f(1) = N2, donc le taux d’accroissement de fentre 1 et x est, pour tout réel x 
différent de 1 : 

fC)-f0) it V2 
Mt exe 

Pour tout réel x, f” (x) = donc f’(1)= 

La limite demandée est donc la dérivée de la fonction f au point 1, soit : 

m A1+x 2 = A2 _ 2, 

X— NET Ta 

b)Calculons lim 

i x : x—- 
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La méthode est la même qu’à la question précédente. Soit la fonction sinus défi- 

RE nr PIE STAR 
nie sur R et dérivable sur R, donc en particulier au point 2; n7=> donc : 

4 2 

sin re sin x— sin ? 
6) gr où m2 

lim = 
T 

XIE ä X — 4 

. sin?Tx L4 A ve . L4 LA 

©) Calculons lim ne La méthode est la même qu’à la question précédente. 
LL = 

Soit f la fonction définie sur R par : 

f(x) =sin" nx. 

Cette fonction est la composée de la fonction x nx, qui est dérivable sur R, 
et de la fonction sin?, qui est le carré d’une fonction dérivable sur R et est donc 
dérivable sur R. 

La fonction f est donc dérivable sur R, donc en particulier au point 1. 

fQ)= sin? r = 0, et pour toutx de R: 

f(x) = 2sin (rx) X (cos ax) X 7, 

sin x =0, donc f’(1) =0, d’où: 

42 PR AD UE lim SOTX jp SN TX # T = F1) 0. 
x—1 X— x—1 

EH] La fonction f est une fonction polynôme de degré 5, elle est dérivable sur R, 
sa fonction dérivée est un polynôme de degré 4, on peut, en faisant une récur- 
rence, démontrer que la fonction f admet des dérivées de tout ordre et que la 
fonction obtenue est un polynôme. 

Les degrés diminuant d'un à chaque étape, on peut affirmer que f ” est de degré 

4, que f ” est de degré 3, que f ® est de degré 2, que f Ÿ est de degré 1, que f © 
est de degré 0, et est donc une fonction constante. 

Toutes les dérivées suivantes sont donc la fonction nulle. 
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_ Pourtoutx de R: 

E f'(x)=5(3x+4) x3 

f'()=5x4xX(3x+4) x3 x 3 = 20(3x + 4)° x 32 
(a) 

fO(H=5x4xX3x(3x+4) x 3x3 x 3 = 60(3x + 4)° x 3° TC 

f(x)=5x4x3x2x(3x+4) x3X3X3X3 = 120(3x +4) x 3° œ 

fO(H)=5X4X3X2XI1X3X3X3X3X3=5! x 3 & 

FX) =0 sin >5. Éd 

À chaque étape, si l’on pose pour tout x de R, Méthode à 
u (x) = (3x+4)f, où k est un entier naturel : Si a et b sont deux réels, la dérivée 

x) = af” (ax + b 
car la dérivée de la fonction affine x+ (3x +4) Le nes : 

est la fonction xr= 3. 

de la fonction g: x f(ax + b) | 
u’ (x)=k(3x +4) 1x3 est telle que pour tout x de R : 43 

D TE 

EP] Soit a un nombre réel et f la fonction définie sur ] — c ; 4[ U ]a ; + of, par: 

f(x) = ma 

La fonction f est une fonction rationnelle, elle est donc dérivable sur son ensem- 
ble de définition. 

1. Pour tout réel x différent de a : Méthode 
On utlise la formule du cours page 90 

AR | AU 
avec u(X) =X— a pour x À G. ; 

L'expression est identique à celle proposée en pre- 
nant # = 1, car 1! = 1. 

Supposons que pour un entier # non nul, on ait pour tout x différent de a : 

(n) CD! 
ACER 

(x— a) 
La fonction f e ainsi définie sur ]—  ; a[ U ]a ; +, est rationnelle, elle 

est donc dérivable sur son ensemble de définition, et l’on peut écrire pour tout 
réel x différent de a : nmmnininnnl 

Méthode 
e n —(n+1) 

J P(G)= CD" ntx(x- a) : On utilise la formule du cours page 90 : 

{ 

| 
| 

La fonction dérivée de la fonction x + (x-— a) étant | y = nu" (neN') 
| avec u(x)=(x—a) ete 

x 1, pour tout x différent de a: 
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FPE EYE CDR ERA DICEAEN 
(1) xD xXn x (n+1)x(x- a) "7 Feux 

(x—a) 

n+l1 
=(-1) X(n+1)!x si 

La dernière expression a la forme voulue, on peut donc en déduire en utilisant 
le principe de récurrence que pour tout entier n = 1 et pour tout réel x diffé- 
rent de a: 

01=11=1. “(El 
SR AE EPA D AS 

où n! désigne le nombre factorielle (n). 

2. Soit g la fonction définie sur ]- c ; 1[ U ]1 ; 2[ U ]2 ; + c[ par: 

# 25. 

OS ET) 
a) Pour tout réel x de]-  ; 1[ U ]1 ; 2[ U ]2 ; + oo! : 

A - Bon A (x 2} ER DB AB} 2A D 

(x—1) (x=2) (= D(x-2)  G-D(e22)e 
L'expression précédente est égale à g (x) pour tout réel x de l'intervalle 

]- c ; 1[ U ]1; 2[ U ]2 ; + [, si et seulement si: 

Remarque 

ET On dit que l'on procède par 1h + 

—2A-B=-3. identification. | 
RENE 

Le système précédent admet pour unique solution À = 1 et B= 1. 
Donc pour tout réel x différent de 1 et de 2: 

= DEEE) 

EU TEERS 
ot 1 

PSE een) 
PRET 

etre) 
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b) On peut démontrer aisément par récurrence que la dérivée n-ième d’une 
somme est la somme des dérivées n-ième, dans la mesure où chacune d’entre 

elle existe. 

D'où en utilisant le résultat de la question 1., pour tout réel x différent de 1 et 
de 2 et tout entier n non nul : LA 

| CORRIGÉS 
do 

; —1)"n! 1)" n! 
g' je E RRe 

(x— 1) (x—2) 

ex) = (1) nl(x-2) "+ (1) nl(x 1)" ne 
(x D) à 

n n+1 n+l 
Ho ele AGe2) +1) 1; 

PS ne C2; cu 

E Soit f la fonction définie sur ]0 ; + œ[, par: 

TPE PI 5x\/x. 

1. La fonction f est la somme de la fonction affine 
u:xt>3+2x quiest définie et dérivable sur R et Remarque É 
de la fonction u : x+> 5x4/x qui est définie sur l'Utlisationdesthéorèmessurles 
R* et dérivable sur ]0 ; + +[ (produit de la fonc- fonctions dérivables ne préjuge en rien | 

: : : , .  deladérivabilitéounondelafonction ! 
tion x 5x et de la fonction racine carrée, qui _. | 

ne en d’autres points de l'ensemble de 
est dérivable sur ]0 ; + of). définition de la fonction. 

La fonction f est donc dérivable sur ]0 ; + cf. 

La fonction fest définie en 0 et f(0) = 3. Étudions la dérivabilité de fen 0 ; pour 
cela formons le taux d’accroissement de la fonction fentre 0 et x. 

Pour tout réel x de ]0 ; + ce! : 

f(x)-f(0) 3+2x+5x03-3 2x+5xVx 
x—0 4 SE E % 

22459), Sp 
x 

car le réel x est non nul. 

— f(0 
Donc ae is =. 

x—0 x 0 x — 0 

La fonction fest donc dérivable en 0, et le nombre dérivée en ce point est 2. 
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2. Une équation de la tangente À à la courbe € représentant f, au point 
d’abscisse 0 de la courbe, est : 

3=f(0) =f(0)(x—0) 
y-3=2x 

3. Pour étudier la position relative de A et de 6, on étudie le signe de la différence : 

f(x) - (3 + 2x) = 5x/x. 

Donc pour tout x de [0 ; + [, la différence précédente est positive et la 
courbe € est au-dessus de la droite A. 

EE] Soit fla fonction définie sur R, par : 

f(x)=x$+3x2-x+ 1. 

1. La fonction f est une fonction polynôme, elle est dérivable sur R. 

f(-1)=-1+3+14+1=4, et pour tout réel x: 

f'(x) = 3x7 +6x-1 

donc f’(-1)=3-6-1=-A4. 

Donc une équation de la tangente À à la courbe @ représentant f, au point d’abs- 
cisse —1 de la courbe a pour équation : 

PEN = EDÉETEN) 
y-4=-4(x+1) 

2. Étudions le signe de la différence f(x) — (— 4x). 

Pour tout réel x : 

f(x)-(- 4x) = x +3x2-x+1+4x = 2x3 + 3x2+3x +1 = (x + 1)5. 

L'expression (x + 1)° a le signe de x+ 1, donc si x < -1, f(x) -(- 4x) < 0 

et la courbe € est au-dessous de la droite À etsi x > —1, f(x)—(—4x) > 0 
et la courbe € est au-dessus de la droite A. 

rque | È 
On dit que le point correspondant est | 
un point d'inflexion à la courbe &. | 

La courbe € «traverse» sa tangente au point 
d’abscisse —1. 
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M5) Soit n un entier naturel non nul, et f, la fonction définie sur ] — c ; 1] par: 

FX) = NI - x. 

La fonction f, est le produit de la fonction polynôme u : x-> x" et de la fonc- 

tion v : x /1-—x. La fonction u est dérivable sur R, donc sur tout intervalle 

de R. La fonction v est la composée de la fonction x (1 — x) qui est dérivable 

sur R, donc sur ]—c ; 1], et strictement positive sur ]—c ; 1[, et de la fonc- 

Remarque | 
. . 4 . Je * 

tion racine carrée qui est dérivable sur R,.. 

La fonction v est donc dérivable sur | —c ; 1[, et, 

en utilisant les théorèmes sur le produit, f, est déri- 
vable sur ]—c ; 1[. 

Le fait que fsoit dérivable sur 
]-c; 1[ ne préjuge en rien de la 
dérivabilité ou non de fau point 1. 

+ On étudie le taux d’accroissement de fen 1. 

Pour tout réel x de |—c ; 1[ : 

f(x) fo (D) 21x00 xx 
nee lu br anne dl 

Le réel x étant différent de 1, multiplions numérateur et dénominateur par le 

réel non nul 4/1 — x, il vient : 

CO er AG Re 
x— 1 (x—1)/1-x (x-1)W1-x 

Le réel x étant différent de 1, le réel 1 — x est non nul et donc: 

AOBAOE Fa # = x" S 

x— 1 PSS RATES 

Mais lim (—x" )}=- 1 et lim /1-—x=0, donc, sachant que pour tout réel x 
Lil CPR 

an 

dép" 1[; 12% 0, clim 2 = _ © et donc: 
x— 1 Jr 

fs) =D 
IN Pr rec 
x—1 x—1 

La fonction f, n’est pas dérivable en 1, et la courbe représentative de f, dans 
> > 

un repère (O ; i, j) admet au point d’abscisse 1, une tangente parallèle à 
> 

à 

l'axe des ordonnées (O ; j). 



ii On appelle partie entière du réel x, l’entier relatif n tel que n < x < n+1. 

On note E (x) la partie entière du réel x. 

Soit f la fonction définie sur [— 1 ; 2], par: 

f(x) = E(x) sin (mx), 
où E (x) désigne la partie entière du réel x. 
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1. En utilisant la définition de la partie entière d’un nombre réel : 

- pour tout x de [1 ; O[, E(x)=-—1 et f(x) =-sin (nx); 

pour tout x de [0; 1[,  E(x)=0 et f(x)=0; 

‘pour toutidel 2}, Efx}=l) onto =sin(r 4) 

e si X=2, E(XI=2 et f(2)= 200 Cr) 

Mais on peut remarquer que —sin (x x 0) = 0, et donc sachant que f (0)= 0, 

on peut écrire pour tout x de[- 1 ; 0] : 

De même, sin (x X 1) = 0, donc pour tout x de [0 ; 1]:| f(x) = 0. 

De même, sin (tTxX2)=0=f(2), donc pour tout x de[1 ; 2] : 

f(x) = sin (Tx). 

2. La restriction de f à [0 ; 1] est dérivable car la fonction f est constante, la 
dérivée de f sur cet intervalle est la fonction nulle. 

La restriction de fà [— 1 ; 0] est dérivable, car la fonction x (—sin (nx)) est 

dérivable sur R. 

La dérivée de cette dernière fonction est RE -Que 

xt —7n cos(nx), donc la dérivée de la restriction à 
On va utili tre méthode, de fà Fe 1 0] errÜest -T cos (0) Se n va utiliser une autre me ode 

pour l'étude de la dérivabilité de la 

En conclusion, les dérivées à droite et à gauche de fonction fau point 1.0nva étudier 

fen 0, ne sont pas égales ; la fonction fn’est donc lalimitedutauxd'accroissementde | 

| 
È 

È 

as dérivable en 0. La courbe représentative de f fentre 1 etx pourxappartenant 
P P . At ICet[1;2]. 

SERRE SRE NANNE ne enr ne nn ann 
admet au point d’abscisse 0, deux demi tangentes 
de coefficients directeurs respectifs 0 et —n. 

FOTO) 00 
x—]l F x-I 

Le TETE 
x— 1 x—l SD 

Pour tout x de [0 ; 1[, = 0, donc: 
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Pour tout h de 10; 1]: 

fG+h)-f() sin (n(1+h))-0 sin (n+7nh) sin (xh) 

h % h ; h DATE 

Donc: lim (SE) ] = in D Sr lin SAR ti 
h = 0* h h = 0* h = 0+ rh U 4 = 

=-7r lim So) en posant Th = u [a a 
u — 0* u [®) 

en) care Ia si CU) ee ie Le 
u — 0* u 

La fonction f n’est pas dérivable en 1, car elle Le A 
admet des dérivées à droite et à gauche distinctes. : re à 

On dit que la courbe représentative  ! 
La courbe représentative de f admet au point  defadmetau point d'abscisse un | 
d’abscisse 1, deux demi-tangentes de coefficients ai anguleux. 

RE 

directeurs respectifs, 0 et -T. 

17 Soit f la fonction définie sur R par f(x) = nr 

La fonction f est l'inverse de la fonction x+> 1 + |x| qui est non nulle pour tout 

réel x. 

Pour tout réel x de ]- ce ; 0], f(x) = ——. 

| & et pour tout réel x de [0 ; + co[, f(x) = . 
ni 

La fonction x —— est une fonction rationnelle définie sur ]- © ; 0], elle 

est donc dérivable sur cet intervalle. 

De même, la fonction x+-> — est dérivable sur [0 ; + [. La fonction f est 

donc dérivable sur ]— + ; 0] et sur [0 ; + of. 

une 
dr tee 

* Pour tout x de ]- © ; 0], f’(x) = 

+ Pour tout x de [0 ; +co[, f(x) =-— 2’ 
(1+x) 

La dérivée à gauche de 0 est donc ; = 1 ; la dérivée à droite de 0 est donc 



æ 

un 
LLI 

= 
œ 
œC 
[®) 
Ù 

er 

(ÉO) 

Une autre méthode est d’étudier le comportement du taux d’accroissement de 
fentre 0 et un réel x. Pour tout réel x de]- ce ; O[ : 

= —] ; la fonction f n’est donc pas dérivable en 0. 

L NT _#f(0 ss 
AR ANAREA car sur cet intervalle, f(x) = pe 

1—(1-—x) 

DR ES is x 

x (1%) 

= — car sur cet intervalle, x z 0. 

Donc : 

— f(0 
LRU PA lim. ue 1 

x 0 x—0 x—0 1—-x 

La fonction f est dérivable à gauche de 0 et a pour dérivée à gauche le réel 1. 

Pour tout réel x de]0 ; + co! : 

1 nes 
x)—f(0 

PC)=-A0) DRE car, sur cet intervalle, ÉCORRS 
x—0 + 1+x 

1—-(1+x) 

a ns car sur cet intervalle x z 0 
x x(1+x) 1+x 

= 0 . 

Donc lim MU lim ee 
DD SX 0 x0+ 1+x 

La fonction f est dérivable à droite de 0 et a pour dérivée à droite le réel —1. 
La fonction fn'est pas dérivable en 0, elle admet une dérivée à droite et une déri- 
vée à gauche différentes. 

> > 
La courbe représentative de f dans un repère (O ; i, j) admet au point 
d’abscisse 0, deux demi-tangentes de coefficients directeurs —1 et 1. 

EE] Soit la fonction définie sur ]- c ; - 1] U [1;+ [, par: 

FOIE MENT 
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La fonction f est la somme de la fonction identité x x, qui est dérivable sur 

R, donc sur |- c ; - 1] U [1 ; + c[ et de la fonction v : xt 1x? — 1. 

La fonction v est de la forme ,/v,, où v, : x+> x? 1. La fonction v, est une 

fonction polynôme, elle est dérivable sur R, donc sur ]- o ; - 1] U [1 ; + of, le 

réel x?2—1 est strictement positif sur ]-c;-1[ U]l1;+c{[, donc la 

fonction v est dérivable sur ]- c ; - 1[ U ]1 ; + of. 

La fonction f est donc dérivable sur ]- co ; - 1[ U ]1 ; + cf, et pour tout réel x 

de]- © ; — 1[ U ]1 ; + col : 

| LUN RS EN s 
2NRT x? —1 

La démonstration précédente ne permet pas de conclure sur la dérivabilité ou 
la non dérivabilité de f en —1 et 1. 

*< Étudions la dérivabilité de la fonction f en 1, pour cela formons le taux 
d’accroissement de la fonction f entre 1 et x. 

Pour tout x de ]1 ; + c[ et sachant quef(1) = 1 : 

FG)=SD | Gr 01 x 14x21 dei 
Lever F1 = ER 

CAF AL 

ff... _(r-1) 
ae NA (rE) 

en multipliant numérateur et dénominateur par le réel non nul im 

D'où : 

—f(1 LEE x—1)(x+1 SD ee de Gr) 
Al Nx?—1(x—1) x —1(x—1) NEA | 

lim 4x? 1=0 et pourtoutx de ]1 ; + cf, re lie u0; 
x—1 

> 

lim (x+1)=2, d'où lim LA + oc, donc: 
x— 1 x— 1 ob 

—f(1 
lim tes f Les 
x— 1 x—1 

La fonction f n’est pas dérivable en +1 et la courbe représentative de fadmet 

au point d’abscisse 1 une tangente parallèle à l'axe des ordonnées. 

LA 

un 
LL) 
= 
[e 
[a 4 
O 
U 



+ De même pour tout x de ]-  ; - 1[ et sachant quef(—1) =- 1 

fG)-f(1) _ x + x -1- (0) 
n x—(-1) X 4 

LL 
LU épi dre 

œ Ë x+l 
[a [2 

O RU. car x Æ£—1l 
® x+1 

Ge iy 
Nx?=1(x+1) 

en multipliant numérateur et dénominateur par le réel non nul 4/x° — 1. 

D'où pour tout x de]- c ; -1[ : 

= 1+ 

OS 2 7 1 

1 G0 de-1(x+1) 
Be G—1)(x+1) 

Nx2=1(x +1) 

= | + Carr eo 

ei 

lim wx?—1=0 et pour tout x de ]-;-1], Wx?-1 > 0. 
xl 

int (x—1) =-2, d’où lim =—, donc: 
x —-1 +2. 

bn FFE) 
x — —1 x—(-1) 

La fonction f n’est pas dérivable en -1 et la courbe représentative de fadmet, 
au point d’abscisse - 1, une tangente parallèle à l’axe des ordonnées. 

La fonction f est dérivable en tout point de ]- c ; - 1[ U ]1 ; + ol. 
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Ÿ La Prépa attitude À 
Dans le chapitre précédent, on a vu que lorsque la fonction f est 
continue et strictement monotone d’un intervalle I sur un intervalle 
LL f(1 ) , alors la fonction réciproque f!:/J — I est également 
continue. Fe 

En supposant que f soit dérivable sur I, il s’agit à présent de savoir à 
quelle(s) condition(s) f "1 Je sera sur J et de calculer sa dérivée. 

Prolongement au cours de Term S 
7 

Théorème 
Soit f une fonction continue et strictement monotone de l'intervalle 1 sur 
l'intervalle J = f (1 1 

@ SoitbeJ eta= f  (b).Si f est dérivable en a, Flo 

esi f'(a) 40, f ! est dérivable en b et (r”) (b) = F F 
a 

e si f (a) = 0, f! n’est pas dérivable en b. 

@ Si f est dérivable sur I et si f’ ne s’annule pas sur I alors f "L est déri- 

vable sur J et: 

a 
[a 
LL) 
[a 
[a 

Z 

O 
pe 
COQ 

2 
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1 
Vxe]J, are = F0) 

Démonstration : 

@ On sait déjà que f7! est continue sur J. Pour t e J , posons x = fr 

On a donc f (x) = t , et, avec les notations posées : 

(= (b)_ _x=a 
b f)-f() f&)-/0) 

X a 

: : : | os —] » EE Le . — 

f estcontinue en b, donc lin f (t) =f (b) , C'est-à-dire es a. 
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Comme f est dérivable en 4, ne AE 169 fe = f'{a)= f(F (0). 
X—a a *— 

Donc si f'(a) #0; At nu Ha LA de ee = — 
a: t—b «F4 ÉLEe (b)) 

Et si f (a) = 0, f! n’est pas dérivable en b. 

@ est la conséquence directe de @ quand on fait varier b dans ]. 

Une application : la fonction Arctangente 
Nécessite la lecture de la partie Ambition prépa du chapitre 4. 

de RES FUN | 
Soit f la restriction à l'intervalle H : 1 de la fonction tangente : 

; T 
. f est continue sur H ; | ; 

2 

ee Eur OR Donc f réalise une bijection de H : | sur oo. + œ . La fonction f 

admet donc une fonction réciproque définie sur R. 

Arctan T2 

DR 

La fonction f TL est appelée « Arctangente » et est notée Arctan. 

SoitxeR, alors: 

y = Arctan(x) © YE H ; | et tan(y) = X 
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Arctan(x) est l'unique élément de H : | dont la tangente est x. 
Valeurs remarquables : 

Arctan 0 = 0; Arctan 1 = à ; Arctan 5 = à à 
| Remarque 

Arctan ee . | VxeR, tan(Arctanx)= x. 

15 2% Mais Arctan(tan x) ne vaut pas 

Vxe H : 2. Arctan(tan x) = x ; 
toujours x ! 

; TANT T 
lim Arctan x =-——, lim Arctan x = —. 

X—>—00 2 x—+o 2 

Théorème 

Arctan est dérivable sur R et: \ 

! 

VxekR, (Arctan){(x})= (arc (x) = 
Démonstration : Comme restriction de la fonction tangente, f est dérivable sur 

se li vec") f(x) =1+tanx # 0. Donc Arctan = f ! 
702 2e 

est dérivable sur R , et: 

(Arctan) (x) = L : 

à 
LU 
[a 4 
Q. 

Z 

O 
É 
ma] 

> 
< 1 + tan? (Arctan x) ï 1+ x? 

Représentation graphique 
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EXERCICES © Corrigés p. 155 

EE Soit la fonction f: xt x°- 4x7 +1 définie sur R. 

1. Étudier le sens de variation de f. 

Montrer que la fonction f, : x > x° — 4x° +1 de Lo ; V2 | dans [- 33 1] est 

bijective. 

2. Calculer f". Représenter graphiquement, dans un même repère ortho- 

normé, les applications f, et “ie 

3. Calculer CE | (- 2). 

F4 On veut montrer les égalités suivantes : 

1 
Vx > 0, Arctan x + Arctan— = : 

x 

Vx <0, Arctan x + nan = = 
% 

; 1 
Méthode 1 : pour x >0, on posera a = Arctanx et b = Arctan — et on 

commencera par comparer tan b et an A a) - 

Méthode 2 : calculer la dérivée de la fonction f : R — R définie par: 

f (x) = Arctan x + or : 
x 

Les deux méthodes sont à savoir par cœur. 

KE On veut simplifier l'expression : f (4) = Arctan 2 définie pour tout 
il — 

5 2 

teR\{-1;1}. F 

Méthode : dériver la fonction f. 

EX Vérifier les égalités suivantes : 

1 1 
a) . = se “n He == ans : 

1 4 
b) 2 neue =  : 

Indication : pour chaque égalité, on pourra commencer par comparer les 
tangentes des deux membres. 

E Simplifier : cos (4 arctan x) 
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1. La fonction f est une fonction polynôme, elle est donc dérivable sur R et 
pour tout x de R, 

F'() = 4 8x = axé 2) ax -V)(x+ 3) 
La fonction f étant une fonction polynôme, son comportement en - « et en 
+ oo est le comportement de son terme de plus haut degré, d’où 

lin (= im (= + 
D'où le tableau de variation de f. 

ss 
LL 
œ cs 
Z 

o 
sa 
mn 
2. < 

La fonction f, est continue et strictement décroissante sur Lo , V2 L ona f,(0)=1 

ét}, (2 ] = —3, la fonction f, est donc une bijection de Lo ; 2 | sur [- 32 1 | 

2. D'après la question précédente, la fonction f, admet une fonction réciproque 

définie sur [- 3 1 | à valeurs sur Lo ; (2 | continue strictement décroissante. 

On a le tableau de variation suivant : 



Les représentations graphiques € pet @ fr! de f, et de F4 dans un même repère 

orthonormé sont symétriques par rapport à la première bissectrice des axes. 

Pour tout x de Lo , | et tout y de [-3 ; 1 |, on a 

y=x"-4x +1 x" -4x7+1-y=0 

X =x 

ES 
A AXE y E=I0 

Le discriminant de la deuxième équation est : 

A=16-4(1-y)=12+4y=4(3+ y) 

qui est positif car y appartient à [-3 : L}. La deuxième équation a donc deux 
solutions : 

6 ee) QU HV Cou X=2- 

Quand y décrit [-3 : 1|, x décrit Lo : | et donc X = x? décrit [O ; 2| 

donc X=2-4/3+y et x° =2- By donc x= 12484 ou 

x =-12- B+7. Le réel x est positif donc f” (») = 2-57. La fonc- 

tion “Re est donc la fonction définie sur [-3 : 1| à valeurs sur Lo - 5 | qui à 

x associe f(x) = 2-V3+x. 

de 
mm 
[a 
[a 
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3. Pour calculer la dérivée au point - 2, on peut dériver la fonction fj" sur 

Es : Î à l’aide des formules classiques du cours car la fonction f, n’est pas 

dérivable en - 3 et en 1. 

Autre méthode : pour tout (x ;y) de [-3 ; 1 |x Lo ; V2 | 

y=N2-V3+xe x=7y-4y +1 

Pour tout y de Jo ; V2 Ê fi{ y) = 4y° —8y, pour x = —2 la valeur correspon- 

dante de yest 1 et f'(1) = -4 d'où 

1 1 
=) ST 

| Méthode 1. Soit x > 0. Avec les notations proposées, il s’agit de montrer : 

T T 
Po ee b=—-a. 

Il 1 
° tanb = tan| Arctan— | =—. 

x x 

1 1 cf 
É | tana tan( Arctan x) x 

34 27 CFA T 

D'où l'égalité tanb — en . a) 

1! 1 
Or,icion a x > 0, donc — > 0 et donc b = Arctan lee , 2. 

À Fe 2 DR 

De même, a = Arctan x € DT , donc Me QUE (a HEAs , 
2 ?, 2 22 

T T 7e . A A > 7 

Dans É ; | deux réels qui ont la même tangente ne peuvent être qu égaux 

, CES Font T 
car la fonction tangente est une bijection de É ; 1 sur R, donc b = 7. a. 

On en conclut : 

NE € 
Vx >0,. Arctan x + Arctan— = — 

NUE 

Pour x <0,ona -x > 0 donc, d’après ce qui précède, 

1 
Arctan(-x) + arctn[ + = ne 

—X > 

& 
LL) 
[a 2 
[a 

Z 

O 
5 
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Mais, comme la fonction tangente, la fonction Arctangente est impaire et donc : 

Î 1 1 
Arctan(-x) = —Arctan x et arctn[ + = arcun[ } = —Arctan—. 

x x 
On en conclut : 

1 
Vx<0, Arctan x + Arctan— = ns 

x 
il 

Méthode 2. La fonction f : R — R définie par f (x) = Arctan x + Arctan— 
és x 

est définie, continue et dérivable sur R et: 

VxeR, ju as se. 
ie x 1 1+| — 

x 

en vertu de la formule de composition : (Arctan u) = - . Et donc 
1+u 

x 1 1 1 1 HER, f(Q Pen 
1+x 1 1 | 1+x 1+x 

En RE eu 2 

ATTENTION : en conclure ici que f est constante serait une grossière erreur. En 

effet, le théorème qui affirme : «Si f' = 0 ,alors f est constante » n’est valable 

que sur un intervalle. Or, ici, R° n’est pas un intervalle. Il faut donc distinguer 
deux cas: 

Sur ]o 5+ œo| ; VE) = 0. Donc sur l'intervalle | «+ œo| f est constante : 

1iCER, Vx € [0;+c|, LIEN 

Pour déterminer la constante C évaluons f en un point de ]o ; + 00 | , par 

exemple Xl: f (1) = Arctani + Arctans = 2Arctanl =27=T, Donc 
: 1 4,22 

Ce 
2 

Sur ]- : o| on a de même f'(x) = 0 ; donc: 

IC'ER, Vrxe ]- 50f, Hire er 

On peut de même évaluer f en —1 pour déterminer C': 

L 
f(-1) = Arctan(-1) + Aretan| +. = 2Arctan(—1) er Donc C2 

2 2 
Conclusion : 

; 1 
VxekR, Arctanx + Arctan— = f(x) À 2 

* D |à 

—] si x<0 

a RE PE dd 
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| 2 1 x LES 

EX Ona f = Arctan ou avec u(t) - ns En vertu du théorème de dériva- 
Et 

tion d'une fonction composée, la fonction f est donc dérivable en tout point 

de R\{-1;1} et l’on a: oe 

nn DL ete) - 1e 

ie fr) 
2t ] Ë h-e) +4 LEE A U+e) 

 E 
Et donc Ft) ue - 

1+w2(t) 146 

eara()=1+| 

Mais est aussi la dérivée de 2Arctant donc sur tout intervalle 

1+1° 
PER N {1 : 1} , la fonction f et la fonction 2Arctan diffèrent d'une 
constante réelle. 

Or R\ {- }= |- œ ; 5-1] U ]-1 51[ U [13+of, il y a donc trois 
constantes à «PE 

° Sur J-w;-1f: f(t) = 2 Arctant +C° 

Pour déterminer C, on peut par exemple faire tendre f vers —: 

lim 2 =0 donc Jin m f(4 j= Rs Arctan0 = 0. 

DS Enr ns 

lim (2Arctant + C) = Fe +C=-T+C. 
t——00 2. 

Par identification, on déduit 0 = —-7 + C, donc C = x: 

Vte]-w;-1], f(f)=2Arctant+r. 

LA 

à 
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[a 
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° Sur H : I : (6) = 2Arctant +C. 

Pour déterminer C, on peut prendre par exemple la valeur en 0: 

f(0) = 2Arctan0 + C , et f(0) = 0 donc C =0. 

Vte H ; Ï, f(6) = 2Arctant. 

° Sur J1 . oo] : f(6) = 2Arctanf + C: 

| Pour déterminer C, on peut faire tendre f vers +: 

7 
lim =0 donc lim f (4) = lim Arctan = Arctan0 = 0. 
+0 | — f t—+00 t—+00 Jr 2 

lim (2Arctant + C) = 12) +C=T+C. 
+0 2 

Doncici C=-7T: Vi E J,+od, f(t) = 2Arctant -r. 

1 1 1 
a) Posons a = ce be ou C = ue On veut prouver 

a+b+c= : . Pour cela, calculons d’abord tan(a + b+ c) : 

: l 

tan(a+b)+tanc tan(a + b) Le 
(+8 +) = ta(( 0) += TRE, 

1— tan(a + de 

8.tan(a + b) +1 

8-tan(a+b) 
À PA 
— + — 

M jp) en 3 5. 71047 
1—tanatanb ride 10 4 

0 

On remplace tan(a 1 b) par e dans l'expression précédente, et donc : 

noi 
Gnolbic)e 0e 
0 
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À ce stade, on en déduit seulement a + b + c = 5 + kr, ke Z. Pour déter- 

miner précisément la valeur de k, il faut localiser a + b+c dansunintervalle 
d'amplitude inférieure à T. 

Arctan0 = 0 

Or, la fonction Arctan est strictement croissante sur R et 7: 
Arctanl = 4 

1 
Comme —, Let L sont tous les trois dans [oO ; 1] on en déduit que a, b et c 

sont tous les trois dans L : A .Donca+b+ce L : 2 . Mais l'unique réel 

x de Lo: æ vérifiant tanx = 1 est à et donc a+b+c= ge 

À can + ane + Arctan— = ds 
2 5 | 

b) Posons a = Arctan= et b = Arctan = . Alors : 

1 
2.— 

D leurs enr et b ont 
lobes 4 3143 3 

4 
donc la même tangente. Pour conclure 2a = b, il faut localiser 2a et b dans 
un même intervalle d'amplitude inférieure à T . Or: 

.Lelo;1 ne de Abe nee et 24€ MS . 
pa 2 4 2 

sept de be Aro pre 
3 3 2 

Dans l'intervalle L : | l'équation tan x = Æ# aunesolution unique, donc 24 = b: 

Ain = Arctan— 
2 3 
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Pour simplifier cos(4Arctanx), il faut exprimer cos4a en fonction de 

tana. En effet, lorsqu'on pose a = Arctanx, ce que l’on sait essentiellement 

de a c'est que tana = x. 

1 ï 1 

1+tan° a 1+ x? 

2-[1+x) rh 

Or, cos2a = 2cos° a — 1 avec cos” a = 

Lt Donc cos2a = 2 
: 1 Ur 1e 

Puis 

2 2 
: 12 à 211") -(1+5) 

cos da = 2cos 24 —1 = 2 LE 
1+ x (144) 

_1-6x + x° D ——— 

(1+x2) 

2 4 — 6x" + 
Donc : cos(4Arctanx) — 

(++) 



Etude de fonctions. 

Fonctions cosinus 

et sinus 

Dans ce chapitre, il s’agit de présenter sous forme gra- 
phique le comportement de certaines fonctions. 



3h Étude des variations 

@ Définition 
Soit une fonction f définie sur un intervalle I non vide et non réduit à un point. 

Si, quels que soient x, et x, de I tels que x, < x, : 

e f(x,) <f(x;), on dit que fest croissante sur I. 

e f(x,) <f(x;), on dit que fest strictement croissante sur I. 

e f(x,) = f(x;), on dit que f est décroissante sur I. 

e f(x,) > f(x), on dit que f est strictement décroissante sur I. 

e f(x,)=f(x,), on dit que fest constante sur I. 

Lorsque fest croissante sur I ou décroissante sur I, on dit que fest monotone sur I. 

Lorsque f est strictement croissante sur I ou strictement décroissante sur I, on 
dit que f est strictement monotone sur I. 

© Théorème 
e Si f et g varient dans le même sens sur I (c’est-à- 
dire qu'elles sont simultanément croissantes ou 
décroissantes), leur somme f+£ varie sur I dans Remarque 

le même sens que fet g. Ces théorèmes sont très efficaces, 

e Si fet g sont toutes deux strictement croissantes ou Mais d'un emploi délicat. 
toutes deux. strictement décroissantes. TESPECHVE. PP 

ment sur les intervalles I et J (l’ensemble f(1) des 

images des éléments de I étant inclus dans J), la fonc- 

tion composée g ° f est strictement croissante sur I. 

Ke 

LL 22000 

Si l’une des fonctions f ou g est strictement croissante et l’autre strictement 
décroissante sur les intervalles correspondants I ou J, la fonction composée 
g°f est strictement décroissante sur I. 

© Applications 

Si l’on connaît les variations de f, on déduira facilement les variations de go f 
lorsque g est l’une des fonctions connues : 

l 
xkRax+b; xb xl; xe =; x x. 

x 



Chapitre 4 Étude de fonctions. Fonctions cosinus et sinus 

© Dérivée et sens de variation 
e fest constante sur l'intervalle I si et seulement si Remarq Frs 
elle admet une dérivée nulle sur I. en tete 

e Soit une fonction f dérivable sur I. variation indique la stricte 
monotonie et la continuité. 
ARIANE PARDON SOIT PEAR TE. mood 

f est strictement croissante sur I si et seulement si 

f’(x) = 0 pour tout x de I (f(x) n’étant nul que 
pour des valeurs isolées de x). 

f est strictement décroissante sur I si et seulement si f/(x) < 0 pour tout x deI 
(f’(x) n'étant nul que pour des valeurs isolées de x). 

2 Extremum local 

© Définition 
Soit fune fonction dérivable sur un intervalle I non vide, non réduit à un point, 
cun point de I. 

On dit que f(c) est un maximum (resp. minimum) local s’il existe un intervalle 
ouvert J inclus dans I et contenant c tel que pour tout x de J, f(x) < f(c) 

(resp. f(x) > f(c)). 

© Théorème 
Soit fune fonction dérivable sur un intervalle ouvert I non vide, c un point de I. 

e Si f(c) est un extremum local, alors f’(c)=0. Remarque 

e Si f” s’annule en c en changeant de signe, alors Toujours vérifier le changement de 

f(c) est un extremum local. signe. 
Su 

] Branches infinies 

Soit I la représentation graphique de fdans un plan rapporté à un repère (O; Î: j 

© Asymptotes parallèles aux axes de coordonnées 

e On dit que la droite % d’équation y = b est une asymptote à L'si: 

limf=b ou limf=b. 
+ 00 — co 



e On dit que la droite % d’équation x = x, est une asymptote à [si : 

limf= +co ou limf= —c Ou limf= +co ou imfsrse — 

© Asymptotes d'équation y = ax + b. Courbes asymptotes 

e On dit que la droite % d’équation y = ax + b est une asymptote à [si et seu- 
lement si : 

lim (f(x)-ax-b)=0 ou lim (f(x) -ax-—b)=0. 
X — +oo Ne © 

e On dit que les représentations graphiques [° et Remarque ce | 
) A ; s n : 

T” de fet g sont deux courbes asymptotes, l’une à  Cesnotions ne sont pas a | 
l’autre, si et seulement si : Éd à PE 

lim (f(x)-g(x))=0 ou lim (f(x) -g(x)) = 0. 

Le signe de f(x) —g(x) permet de « placer » l’une des courbes par rapport à 
l'autre. 

4 Plan d'étude d’une fonction 

e On voit si l’on peut simplifier f(x) [éventuellement par un changement de 
réberel. 

e On détermine l’ensemble de définition ® de fet on étudie éventuellement la 
continuité. On réduira l’ensemble d'étude de fen examinant : 

- sifest paire, c'est-à-dire si pour tout x de ® : 

AE D JC) I) 

« sifest impaire, c'est-à-dire si pour tout x de Ÿ : 

re et f(x) =), 

«si fa pour période P (P > 0), c’est-à-dire si pour tout x de ® : 

het etuf (xt P) = ft 

e On étudie le sens de variation de f avec ou sans l’aide de la dérivée. 

Si l’on utilise la dérivée, il faudra montrer son existence, à l’aide des théorèmes 
du cours, et de la définition de la dérivée d’une fonction en un point. 
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e On indique le sens de variation de f dans un tableau de variation que l’on 
complète en indiquant les limites ou les valeurs prises, si elles existent, par faux 
bornes des intervalles figurant dans le tableau de variation. 

e On construit la représentation graphique de fen indiquant les points et tan- 
gentes remarquables, les asymptotes, les éléments de symétrie. 

G Étude de la fonction cosinus 

e La fonction cosinus : x+> cosx définie sur R est une fonction paire. 

Une période de cette fonction est 27. 

Toutes les périodes sont kx 2n (ke Z*). 

e Le tableau de variation de la fonction cos sur [0 ; x ] est : 

On construit la partie de la courbe sur [0 ; x ] (en rouge), on complète par symé- 
> 

trie par rapport à (Oy), puis par translations de vecteur kx2ni (ke Z”). 



G Étude de la fonction sinus 

e La fonction sinus : x sinx définie sur R est une fonction impaire. 

Une période de cette fonction est 27. REMSrque 

Toutes les périodes sont k x 27 (ke Z”). On appelle fonction tangente notée 
tan la fonction définie sur e Tableau de variation 

1 

RG nf [ke z| par: | 

On construit la partie de la courbe sur [0 ; x ] (en rouge), on complète par symé- 
> 

trie par rapport à O, puis par translations de vecteur kx 2ni (ke Z*). 

2 L'URL 

Quelques formules trigonométriques très souvent utilisées : 

cos?a + sin/a=1 
cos(a + b) = cosacosb —sinasinb 

sin(a + b) = sin acosb + sinbcosa 

cos2a = 1 — 2sin2a = 2 cos?a — 1 

sin2a = 2 sin acosa. 
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© 
EX Représentation graphique © Corrigé p. 177 

1. Soit € la représentation graphique d’une fonction f dans le plan muni d’un 
> > 

repère (O : 4, j). 

Peut-il y avoir deux points distincts de @ ayant la même abscisse ? 

2. Même question qu’en 1. en ce qui concerne l’ordonnée. 
? 

3. La courbe € représentative d’une fonction f dans un repère (O ; i, j + peut- 
elle couper son asymptote ? 

4. Que peut-on dire des courbes €; et €, repré- fndication 
Voir résumé de cours 1 @. 
LDRARTEE TE IEEE PET PERTE TRE TRES pre er 

sentatives des fonctions f et g, définies sur R*, 
lorsque A _UG) —g(x))=0? 

5. Soit _ une Fe dérivable sur son ensemble de définition 3, et de dérivée 
strictement positive sur ,. 

Est-il possible que la courbe € représentative de f coupe l’axe des abscisses en 
deux points ? 

FA Transformation et représentation graphique © Corrigé p. 177 

Soit €; la représentation graphique de la fonction f dans le plan muni d’un 

repère (O ; : : Par quelle transformation obtient-on la courbe €, de la 

fonction g lorsque, pour tout réel x : 

1. g(x) = f(x)? 
2. g(x) = kf(x), ke R°? 

ea} = (tra 

El Parité © Corrigé p. 177 

Une fonction f peut-elle être à la fois paire et Rémarque ; 
impaire ? Une fonction peut être ni paire, ni 

ge ; 
à 

[4 | Asymptotes © Corrigé p. 177 

La représentation graphique d’une fonction f peut- fAdtcotion 
elle avoir une infinité d’asymptotes ? Voirexercice n°20. 

ES 
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FA équations © Corrigé p. 178 
1. Soit f une fonction définie dans R et telle que f’(x,) = 0, f admet-elle un 
extremum en x, ? 

2. f est continue et strictement croissante sur [- 4 ; 2]. 

L’équation f(x) = 0 admet-elle une solution dans [-4;2]? 

Cette solution est-elle unique ? 

3. Soit fune fonction définie sur [- 4; -1] telle que f(—4) X f(—-1) < 0. 

L’équation f(x) = 0 admet-elle une solution dans [-4;-1]? 

A Courbes asymptotes © Corrigé p. 178 

1. Soit f et g deux fonctions définies sur R telles Indication 

que pour tout réel x : Voir résumé de cours 3: @. . 

f(X)=3x+læ+p(x) et: lim ‘g(x) 0. 
X — +00 

La courbe €; représentative de f dans un plan muni d’un repère admet-elle une 
asymptote ? 

2. Soit f et g deux fonctions définies sur l'intervalle [0 ; + c[ telles que, pour 
tout réel x de [0;+c[, g(x) Z 0 et: 

_ lAdicotion 

lim ——=lI1. Voir résumé de cours E Q. 
X — +00 g(x) a RE D ne 

.  . ‘6, et “6, représentatives de fet de g sont-elles asymptotes au voisinage 
e +0? 

FE Carré © Corrigé p. 178 

fest une fonction strictement croissante et strictement négative sur l'intervalle 
DO 
Quel est le sens de variation de la fonction f2? sur ]- + ; 0]? 

FA Fonction majorée © Corrigé p. 179 
La courbe ‘6; représentative d’une fonction f définie sur R admet une asymp- 
tote horizontale au voisinage de + co. 

fest elle majorée sur R ? 

EX Centre de symétrie © Corrigé p. 133 
fest une fonction impaire et définie sur R. 

Sa représentation graphique 6, peut-elle admettre un centre de symétrie distinct 
deO? 
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El] Encadrement et sens de variation © Corrigé p. 179 
Soit f, g et h trois fonctions définies et continues sur [0 ; + c[ telles que, pour 
tout x réel positif, f(x) < g(x) < h(x). 
Si f et h sont strictement croissantes sur [0 ; + [, g est elle aussi strictement 
croissante sur [0 ; +co[ ? 

HE] Tangente et sens de variation © Corrigé p. 180 

1.Soit 4 la représentation graphique de la fonction h : x- Le 
Æ 

À tout point M d’abscisse x, de 4€, on associe le coefficient directeur œ&(x,) de 
la tangente à 4 en M. 
Quel est le sens de variation de & ? 

2. Même question pour la fonction g : x xÿ. 

EF] Fonction rationnelle DEN ré : LS 6 20 min © Corrigé p. 180 

Soit f la fonction définie par : 

l . 

1+x+ x? f(x) = 

1. Étudier f et tracer sa courbe représentative T' dans le plan muni d’un repère 
orthonormé (on choisira pour unité de longueur au moins 5 cm). On note A et 

B les points de L° d’abscisses respectives 0 et 1. 

2. Tracer la droite (AB) et les deux tangentes en A et B à la courbe T° après avoir 
déterminé leurs équations. 

3. Étudier la position de T' par rapport à la droite (AB) et à ces deux tangentes. 

am 

EE] Fonction irrationnelle D € 20 min © Corrigé p. 183 
> 

Le plan P est muni d’un repère orthonormé (O ; à, j). 

Soit f la fonction définie sur [0 ; + c[ par : 

f(x) =x-24/x +1 
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et Le s courbe représentative dans le repère ffff&tion 

(O; i, j) Ares dérivabilité. 
J CL 

TU RC D RS 

1. Étudier les variations de la fonction f. 

2. Démontrer que, pour tout x appartenant à l'intervalle [0 ; 1] : 

(fo f(x) = x. 
Que peut-on en déduire pour la courbe € ? 

3. Construire la courbe €. 

ni 6 20 min © Corrigé p. 183 HE] Fonction rationnelle 

Soit f la fonction de R- {-2} vers R définie 

fa = e 

1. Pour tout x réel différent de —2, vérifier l'égalité : 

3 
X)=-X +2 — ——. f(x) = ns 

2. Étudier les variations de f et tracer sa courbe représentative @ dans le plan 
rapporté à un repère orthonormé (l'unité de longueur choisie étant 1 cm). 

Représenter la droite d’équation ® d’équation y =-x+2. Préciser les posi- 
tions relatives de et €. 
3. Démontrer que la courbe 6 admet le point de coordonnées (—-2 ; 4) pour 
centre de symétrie. 

EH Étude de fonctions et équation 
22 

130 min © Corrigé p. 187 

Soit les fonctions numériques d’une variable réelle fet g définies par : 

foie Lex à) et xt g(x) = 2x + x — 1. 

1. Démontrer que pour tout xÆ#0, les nombres f’(x) et g(x) ont le même 
signe. 

2. Étudier les variations de la fonction g sur R. En déduire que l’équation 
g(x) = 0 admet dans R une solution unique ot, avec 0 < & < 1. 

(On ne cherchera pas à calculer ©.) 
3. Dresser le tableau des variations de la fonction f. 
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On désigne par @ la représentation graphique de la fonction f dans un repère 
orthonormé (unité 3 cm), par I le point de @ d’abscisse —1 et par J le point de 
€ d’abscisse +1. 

4. a) Vérifier que la droite (IJ) est la tangente en J à €. 

b) Déterminer une équation de la = à en I à €. 

5. Étudier la position de @ par rapport à J 

6. Utiliser les résultats précédents pour construire la courbe € 

un 
es 
LL] 
— 
=, 
un 
Le 
LLi 

un 
LL] 

— 
® 
[ 4 
En 
*< 
ELS (On prendra - comme valeur approchée de ©.) 

EE Fonction trigonométrique xx {20 min © Corrigé p. 190 

Étudier les variations et représenter graphiquement dans un repère orthogonal 
la fonction numérique de variable réelle définie par f(x) = 2sinx + 1. 

«em 

EF] Fonction trigonométrique {20 min © Corrigé p. 191 

Même exercice que le précédent avec : 
f(x)= sin2x. 

EE] Fonction trigonométrique AO { 20 min © Corrigé p. 192 

Même exercice que le précédent avec : 
i cos. 

CE cosx + L 

KE Étude de fonction et applications géométriques 
kkk €40 min © Corrigé p. 193 

On considère dans le plan P , rapporté à un repère orthonormal (O ; î A Lie 

cercle T de centre O et de rayon 1. Soit A le point de coordonnées (1 ; 0) et 

A’ le point de coordonnées (—1 ; 0). 

1. Par tout point H du segment [ A A’], distinct de A et de A”, on mène la per- 

pendiculaire A à la droite (A A’). La droite À coupe le AU T'enM et M. 

Soit x l’abscisse du point H. 
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Calculer en fonction de x l’aire du triangle AMM. 

2. Soit f la fonction numérique définie sur [—1 ; +1] par: 

fGd==x)\ lex, 

et soit @ sa courbe représentative dans un plan rapporté à un repère orthonor- 
mal où l’unité de longueur est 4 cm. 

a) Étudier la dérivabilité de fen —1 et +1. 

En déduire les tangentes à la courbe €, aux points d’abscisses —1 et +1. 

b) Dresser le tableau de variation de f; on y précisera f (0). 

c) Tracer la courbe €. 

3. Démontrer que le triangle AMM” d’aire maximale est équilatéral. 

4. Justifier que l'équation f(x) = 1 admet exactement deux solutions & et 

B (a <B). 
Déterminer B et donner, en justifiant, une valeur décimale approchée par 
défaut à 10 près de à. 

e e e Cols 2 

EX] Suites de fonctions {40 min © Corrigé p. 197 

Soit n un entier naturel et f, la fonction définie sur [0 ; 1] par: 

l l 

f@)=x" "2(1- x). 

nt | 
Pour tout x de [0;1], x 2= xx? = x7,/x. 

> > 
Le plan est rapporté à un repère orthonormal (O ; i, j) (unité graphique : 10 cm). 
On note 6, la courbe représentative de f, 

1. Démontrer que 6, est un demi-cercle, de rayon : dont on précisera le centre. 

2. Soit n = 1. 

a) Calculer f,(x) pour 0 <x< 1 et montrer que les expressions f/ (x) et 

(r + :) — (n +1)x ont le même signe. 

b) Étudier la dérivabilité de f, en 0 et 1. 

«) Donner le tableau de variation de f,. 

(On ne demande pas le calcul du maximum de f, ). 
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3. a) Soit xe [0;1] etn > 0. 

Étudier le signe de f, , (x) — f, (x). 

b) En déduire les positions relatives des courbes @, et €, ... 

«) Tracer €, et 6, dans le même repère. 

El Valeur approchée d’une racine SE 
d’une équation Hkk É 40 min © Corrigé p. 202 

On se propose d'effectuer le calcul numérique approché de la racine de l’équa- 
tion du troisième degré : 

LFx224=0 (E) 

1. Soit f la fonction définie sur R par f(x) = x° + x? — 4. 

a) Calculer la dérivée, étudier son signe et, en utilisant le tableau des variations 
de f, montrer qu'il existe une seule valeur de x que l’on note 4 telle que : 

f(a)=0. 
Démontrer également, après avoir calculé f(1) et f(2), que 1 < a < 2. 

b) Écrire l'équation de la tangente à la courbe représentative T de fen son point 
d’abscisse x, =2 et déterminer l’abscisse v, du point d’intersection de cette 
tangente et de l'axe des abscisses. 

Trouver ensuite l'équation de la tangente à la courbe T° en son point d’abscisse 
u, et déterminer l’abscisse u, du point d’intersection de cette tangente et de l’axe 
des abscisses en fonction de u, (on fera des figures). 

©) On pose u, = 2. 

Vérifier que u, et u, donnent des meilleures approximations que u, de la racine a. 

Expliquer graphiquement cette propriété en effectuant un dessin de T° sur 
l'intervalle [1 ; 2]. 

d) De façon générale, montrer que l’abscisse u, ,, du point d’intersection de la 
tangente à la courbe T et son point d’abscisse u, s'exprime à l’aide de cette abs- 
cisse u, par la relation : 

fu) 2(u,) + (u,)2 +4 
Un+1 7 Un on 2 3(u,)2 + 2u, | 

À l’aide d’une calculatrice, donner des valeurs approchées de , pour n allant 

de l1à5. 
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2. On pose p(x) = pour x > 0. 
Sa dl 

a) En dessinant la courbe représentative € de la fonction @ et la première bis- 
sectrice des axes À, que peut-on dire de l'équation p(x) = x? 

Confirmer ce résultat par une étude de fonction et démontrer que cette solution 
n’est autre que la racine a de la fonction f. 
b) On considère la suite (v,) telle que v, = 1 et v,,, = @(v,). 

Démontrer que tous les termes de cette suite vérifient 1 £ y, < 2. 

©) En utilisant @(a) = a, montrer que: 

_—_ Ets 25 lues ot ets) = 

A eee 
En déduire que pour tout entier n : 

| v 

Fou Pr 

1 
d) Démontrer que [v, - al < k"7” avec k = 2 2. En déduire les valeurs de n à 

. . . . pére x —3 n: 

partir desquelles l’approximation obtenue est inférieure à 10 * ou encore à 
_4 

100%. 
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1. 1. Par définition d’une fonction, il est impos- tion 
sible que € ait deux points distincts de même |}, mémeréelne peut avoir deux | 
abscisse. images. 

2. Par exemple, les représentations graphiques de 
xr> x? ou x cosx admettent des points de même ordonnée. 

Une courbe @ peut avoir deux (ou plusieurs) points de même ordonnée. 

ë ; SL EU PSI X 
3. Soit la fonctionf: x. lim —= =0 Remarque ; 

DRE EX La droite d'équation y= 0, coïncide ! 

/ *, SInx. à L À avec son asymptote, il peut donc y 
car pour tout réel x de R, UE x2 POSE avoir une infinité de points communs. É 

ñ 1 à s , PR OR I AOPRS  E) 

lim —=0 et la fonction sinus est bornée. 
X— +0 X 

L’axe des abscisses est asymptote à la courbe représentative et f(k27T) = 0 pour 
tout entier k non nul. 
Une courbe peut donc couper son asymptote. 

4, Les courbes €; et €, sont asymptotes au voisinage de + co, 

5. Soit la fonction f définie sur R° par f(x) = x-— & 
x 

fest dérivable sur R* et pour tout réel x de R”, f(x) = 1+ L 0: 
x 
> 

Les abscisses des points d’intersection de @ avec l’axe (O ; i) sont les solu- 

tions de l'équation f(x) = 0 équivalente, pour tout réel x de R” à: 

x?2—1 
= 0, soit x2— 1 =0, d’où x = 1 ou x=-1. 

> 

€; coupe (O ; i) en deux points d’abscisse 1 et —-1. 

FA 1. €, se déduit de ‘6; par la symétrie d’axe (O ; 4 

2. Le point M de %, d’abscisse x se déduit du point P de €; de même abscisse 

x en multipliant l’ordonnée de P par k. < 

3. €, se déduit de €; par la translation de vecteur -3i. 

Fi Oui, la fonction nulle sur R est à la fois paire et impaire. 

Le Oui, la représentation graphique de la fonction tangente admet une 

: > : TH S 
asymptote verticale en tout point d’abscisse x = ; +kn,oùke Z. 

4 
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5. 1. La fonction f : x x? admet un minimum en x, = 0 et f’(x) = 2x; d'où 

RENE 
La fonction g: x+ x? n’admet pas d’extremum en 0 et pourtant g”(0) = 0. 

On ne peut pas répondre. 

2.Si le nombre zéro appartient à l'intervalle Remarque 1 
J(-4,2])=[f(-4);f(2)1, alors l'équation  Lesnombresf(-4)etf(2) doivent | 
f(x) = 0 admet une solution unique dans [— 4; 2]. être de signes contraires. | 

a 

Si le nombre zéro n'appartient pas à [f(—4) ; f(2)], 
alors l'équation f(x) = 0 n’a pas de solution dans [-— 4 ; 2]. 

On ne peut donc pas répondre. 

3. Par exemple : 
si xe [-4;-2], f(x)=-1 

re le 

f est définie sur [-4;-1] et f(-4)xXf(-1)=(-1)X(1) < 0, mais f n’est 
pas continue sur [—4 ; -1]. 

Cette fonction f ne s’annule pas sur [—4 ; -1]. 

L’équation f(x) = 0 n’a pas de solution. 

M1. ln CG) = CGrxr DIE nr) 
X — + X — +o 

donc la courbe € admet pour asymptote la droite d’équation y = 3x + 1. 

2. Si on pose £(x) = me — 1 ,alors Hoi = D. 

Pour tout xe [0;+c[, f(x) -g(x) = e(x)g(x). 

Si lim e(x)g(x) = 0, alors €, et @ 4 Sont asymptotes au voisinage de +co, 
X — +00 

sinon on ne peut rien conclure. 

Pour tous réels x, et x,, quelconques et distincts, de ]- « ; 0]: 

He & © Ji SJ) 

car f est strictement croissante sur ]- c ; 0]. 
Comme f(x,) et f(x) sont des nombres strictement négatifs : 

7 Level) "Utile 

car sur ]- +; 01], la fonction x + x? est strictement décroissante. 
Donc f? est strictement décroissante sur ]- «+ ; 0]. 
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EX. définie sur R par f(x) = 

d'équation y = 0 aux voisinages de +c et de — et pour tout réel x, f(x) < 1 
fest donc majorée sur R. 

+ Soit g définie sur R par g(x) = W/x2 + 1-— 

Pour tout réel x positif ou nul : 

(Fe +1 x] Je + 1 + x) 
Lx) = = —— #7 dot Druss à 

Nx2+1+x Nx2+1+%x 

(Lorsque x = 0, Yx2+1+x #0.) 

1 
5 admet pour asymptote horizontale la droite 

1 
him g(x) = Him = 0. La courbe représentative de g admet 

X — +00 X— +0 
> 

l'axe (O ; i) pour asymptote au voisinage de +c. 

. Pour tout réel x < 0, /x2+1-—x est la somme de deux réels strictement 

positifs, g(x) > 0 et es mie =) lim (+ x) = +00, 
KE? 00 

gn'est pas majorée sur R. 

On ne peut donc pas répondre. 

ElTout point de coordonnées (kr ; 0) de la courbe représentative de la fonc- 
tion sinus est un centre de symétrie de sa représentation graphique. 

EE] Par exemple : Remarque | 
0 Un autre exemple est la fonction | 

soit f définie sur[0 ;+c[ par f(x) = 1- Le 
TE identité x+— x. 

f est strictement croissante sur [0 ; + cf. nb bss 

soit h définie sur [0 ;+c[ par h(x) = 2 + x?, 

h est strictement croissante sur [0 ; + cf. 

soit g définie sur [0 ;+o[ par g(x) = 1+—— ME 

g est strictement décroissante sur [0 ; + cl. 

Pour tout réel x = 0, f(x) < 1 < g(x), car —. est un réel strictement posi- 

tif. Pour tout réel x de [0 ; + of : 

1 , 1 
pG)=h(G)=-30 = +1 et Vos 40: 

v4 

CORRIGES 
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Donc 6 est croissante sur [0 ;+c[ et (0) =0 donc, pour tout x = 0: 

P(x) = h(x) —g(x) Z 0. 

Donc, pour tout x de R*, f(x) < g(x) < h(x)._ 

Il est donc possible que g ne soit pas strictement croissante. 

EE] 1. La courbe # est l’hyperbole dont les deux branches sont situées dans les 
premier et troisième quadrants. Géométriquement, lorsque x décrit R° de - o à 
+ 0 , le coefficient directeur de la tangente au point d’abscisse x décroît de 0 à — c 
lorsque x varie dans ]- co ; O[ et croît de - à 0 lorsque x varie dans ]0 ; +oof. 

On peut obtenir le résultat en écrivant que, pour tout réel x non nul: 

1 
(x) = — = 

… * 2 
La fonction © est dérivable sur R° et pour tout x de R* œ@’(x) = ne 

% 
Six < 0,@’(x) < 0, donc © décroît sur ]- 0 ; O[. 

Six > 0,@’(x) > 0, donc & croît sur ]0 ; +ol. 

2. Soit @ la représentation graphique de x x?. Géométriquement, lorsque x 
varie de -c à +0, Je coefficient directeur de la tangente décroît de + à 0 
lorsque l’abscisse x varie dans ]- + ; 0 ] et croît de 0 à + lorsque l’abscisse x 
varie dans [0 ; + ol. 

La fonction © est définie dans R par œ(x) = 3x2. 

On connait les variations de x x2. 

œ est donc strictement décroissante sur ]-  ; 0] et strictement croissante 
sur [0 ; +co[. 

EP] 1. La fonction f est une fonction rationnelle ; son dénominateur est un tri- 
nôme du second degré, dont le discriminant est À = 1-4=-3 <0Q. 
Le dénominateur est donc un trinôme sans racine réelle, la fonction f est donc 
définie sur R = ]-c ; + ol, 

La fonction f est dérivable et continue sur ]- c ; + ol ; 

lim x?+x+1=+0 et lim x?+x+1=+0 donc lim f= lim f=0. 
X — +00 X — -00 +00 — co 
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La droite d’équation y = 0 est asymptote à T.. 

PA TG ES ES 

(x2+x+1)2° 
Pour tout x de R, f’(x) = — d’où le tableau de variation de f: 

\ 
un 
LL 
2 
[a 
œ 
(®, 
U 
{: RE je 

Les points À et B ont respectivement pour coordonnées : 

A(0 ; 1) et B É ; :) 

(AB) n'étant pas parallèle à (Oy) , une équation de (AB) s'écrit : 

Rad 
y-1= —(x-0), soit y=-x+ 1. 

f0)=-1 et f(D=- + 
D'où une équation de la tangente en A à Test y— 1 =(—1)(x- 0), soit: 

Une équation de la tangente en B à Test y— : =- :G — 1), soit: 

=_}:+2 RICO 

Le tracé de la droite (AB) et des tangentes à Len À et B est immédiat. 
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un 
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3. Pour étudier la position de la courbe T° et de la droite (AB), on étudie le signe 
de la différence : 

fe (hi) (2,17) 
EE 

XL TI 3 FAP EE 

x2x2-x-1 x(2x+1)(x-1) 
D em sn | = —————— = —————— …— —————: 

Qi Le ' }- 3 x2+x+1 3 x2+x+1 

D'où le tableau de signes, pour tout x de R : 

(2x + _— 1) 

La courbe T° est donc: 

* au-dessus de la droite (AB) si x appartient à | - è o| U [1 ; +ool ; 

* au-dessous de (AB) si x appartient à Fe: CREGSTE 

De même, pour tout x de R: 

1 1+(x-1)(x2+x+1) x? 
ONE EI = = — ———. 

Éio x2+x+1 x2+x+1 x2+x+1 

La courbe T° est donc au-dessus de la tangente en A si x € [0 ; +co[ et est au- 

dessous de la tangente en A si xE ]-c ; 0]. On dit que la courbe traverse la 
tangente. Pour tout x de R: 

à de 14202) + x+ 1) 
x)—|-=x+ —_———— + À | = 
ar - 5) x2+x+1 È à x2+x+1 

1 
= (x$-x2-x-2)+1 
3 ( —x2-x+1 Ii 

"3 GrFrit 

OI) EG= De LR DÉ 0 

3  x2+x+1 3 x2+x+1 

GS DÉS ND _ 1(x-1)2(x+ 1) 

3 xX2+x+1 ET ce 

x2+x+1 
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Pour tout x de]- ; -1], la courbe L est au-dessous de la tangente en B et, 
pour tout x de [-1 ; +, la courbe T° est au-dessus de la tangente en B. 

E 1. La fonction f: x x—2,/x + 1 est la somme des fonctions : 
” 

HR xd et: x D: 

La fonction y, est affine et donc définie sur R, la fonction u, est définie sur R*. 

Donc l’ensemble de définition de fest [0 ; +o[. 
La fonction u, est continue sur R°, ainsi que la fonction w, , la fonction f'est 
donc continue sur R*. 
La fonction w, est dérivable sur R”, la fonction uw, est dérivable sur ]0 ; +col , 

la fonction f est donc dérivable sur ]0 ; +cof. 

Il reste à étudier la dérivabilité de f en 0. 
Pour cela, il faut revenir à la définition, et étudier la limite du taux d’accroissement. 

Pour tout réel x de ]0 ; +col : 

fG-f(0) _x-24x+1-1_x- = MP 
x=—0 X=0 x 

Le réel x étant strictement positif : 

un 
LL) 
2 
[a 4 
[e 4 
(e) 
U 

Remarque 
x _ = «fx : Lesthéorèmes globaux nepermettent | 
X x Nx ne pas de conclure en 0, mais celane | 

DAS rl ri Ho résultat ES ; 
D’où pour tout x de]0 ; +cof : Lis de SA TES 

JUN, 7 lin HD JO - m (1-2)- F3 x—0 x x— 0 ue 

La fonction f n’est pas dérivable en 0 et la courbe représentative de fadmet au 

point d’abscisse 0 une tangente parallèle à (O y). 

Pour tout x de ]0 ; +co{: 

1 NN NN te 2 

Ch:  Gouen 
On peut multiplier le numérateur et le dénominateur par /x + 1 car ce réel est 

non nul pour tout x de ]0 ; +col. 

Pour tout x de ]0 ; 1[, f’(x) < 0 et pour tout x de ]1 ; +cel SE) = 0 

f(0) = 1. 

Pour tout x de]0 ; +oo[: 

f(x) = x (i-2E+ )=x fire) 

; 2 à 1 
lim D car Home — = lim -=0. 

X — +00 x X x — +00 x X—+0 X 
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D'où : 

lim f(x) = +0. 
X — +00 

D'où le tableau de variation de f: 

2. Pour tout x de [0 ; 1], f(x) € [0 ; 1], d’après le tableau de variation ; on peut 
donc calculer f[f(x)]. Pour tout x de [0 ; 1]: 

f ° fG) = fFG)] 
= f(x) 24/0 + 1 =x-2Vx+1-24x 206 TER 

Pour tout réel x positif : 

x—2/x+1= (x) -24/x+1=(/x-1). 
D'où pour tout x de [0 ; 1]: 

fo f(x) = (dx 1) -24(x- 1)? +1. 
Sixe [0;1], alors /xe [0 : 1] et donc 4/x-— 1 < 0 d’où: 

CPR PES ES ENT 
D'où f o f(x) = x= 2 /x + 1-2(1— V/x) + 1 soit: 

La courbe représentative de la restriction de f à [0 ; 1] est symétrique par 
rapport à la droite y = x. 

3. Construction de € 
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1 — x? 

2+x 

+ La fonction f est une fonction rationnelle, le dénominateur étant non nul sur 
Je ; —-2[ U ]-2 ; +of, elle est donc dérivable et donc continue sur R — {-2}. 

14 1. Soit f la fonction définie sur R—{-2} par f(x) = 

un 
Pour tout x de R—{-2}: LU 

©) 
_— — = PAIE — Les) LR 3 ei x+2)(x+2) DAT 40-09 dx d L 

KZ x +2 x +2 Xp2 œ 

O 
f(x) D tee +47 mue 

 . 

2. Pour tout x de R —{-2}, la dérivée de x are est x + re donc : 
x+2 (x +2)? 

a 2 Méthec 
f(x) =-1+ 3 nue a ode 

(x +2)? (x +2)? On utilise les identités remarquables. À 

[V3-(x+2)IL03 +(x+2)] _(V3-2-x)(x+2+ V3) 
(x +2)? (x+2)2 

Le numérateur est un trinôme du second degré dont les racines sont 3-0 4 
—2 — ,/3, le coefficient dominant (coefficient de x2 ) étant négatif. 

fx) = 

° lim Ne et lim so donc 
X — +00 Xx+2 X — — 00 Xx+2 

lim f(x)—(-x+2)=0et lim f(x) —(-x+2)=0. La droite Ÿ est asymptote à €. 
XD +0 ar 

° lim (-x+2)=4. 
x -2 

Le réel x + 2 changeant de signe en -2, il fautétudier lim CT ir er 
F2 AT PRE 

lim (= )#+ >, donc lim f(x)=+ 0. 
ere \ 0x2 x -2- 

lim (-2)5-«, donc lim f(x)=- ce. 
PERS ANR 6 x—-2* 

La droite d’équation x = -2 est asymptote à la courbe représentative € . 

* Pour étudier la position de la droite % et de @ , étudions le signe de la différence : 

fG)-(x+2) == +2 
Si x > — 2, la courbe @ est au-dessous de Ÿ. 

Si x < — 2, la courbe @ est au-dessus de #. 



D'où le tableau de variation et la courbe représentative de f: 

\ 

un 
LL 
= 
[a 
[a a 
© 
U 

Î | 1e | | | 
ai — Sr ne 

| | 

DES CRE PR 
| 
| 

++ 

3. Le point de coordonnées de 25 4 semble être un centre de symétrie de la 
courbe. Bou le démontrer, effectuons “e changement de repère. 

D 

Soit (O ; Ï . l’ancien repère et (I ; à, j) le nouveau repère. Si M est un point 
du plan de coordonnées (x ; y) dans l’ancien repère et de coordonnées (X ; Y) 
un le nouveau, LUE 

D > 
OM = Sn) DOME; +4) +Xi SE = (- 212: + (44. 

Par unicité des coordonnées : Méthode | | 
x=-2+X Fos t ne ' 

équemment en physique. 2° 
Pa SR El 
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> > 
M de coordonnées (x; y) dans (O ; i, j) et de coordonnées (X ; Y) dans 

> > 
(I; 5, j) appartient à @ si et seulement Sy=-x+2- soit : 

X+ 
à ne 3 A 

4+Y=(2-X)+2-==4-X-7—, ‘EU 
X X ®) 

> > _ 
Donc M{(X ; Y) dans le repère (I ; i, j) appartient à @ si et seulement si : Œ 

A 60 [®) Y=-Xx x us 
> > 

€ est la représentation graphique deg: X-- X- L dans le repère (I ; i, j). 

La fonction g est impaire, donc @ est symétrique par rapport à l’origine I du 
repère, ce qu’il fallait démontrer. 

£ à À 1 
5 1. La fonction f est la somme de la fonction polynôme x ie + x) et dela 

1 Fe 
fonction rationnelle x+-> 3, la fonction f est donc dérivable et donc continue 

sur R*. 
2 

+ ULT OUr tél 000 UE CE”, 
AE? PLUS 2 3x2 LE 

Donc, pour tout réel x non nul, f’(x) a le signe de g(x). 

2. La fonction g est une fonction polynôme, elle est donc dérivable sur R et 
pour tout x de R: 

g'(x)= 6x +2x=2%(3x + 1). 

g’ est un trinôme du second degré dont les racines sont — - et 0, le coefficient 

dominant 6 (coefficient de x? ) est strictement positif, limg= lim 2x°=+0 
+ 00 X — +00 

etlimg= lim 2x?=- 00, 
— co x — — co 

D’où le tableau de variation de g: 

g(0)=2x0%+02-1=-1; 
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ETATS 

(2) ES - 5 
a Se Ce ua 27 
Pour tout x de [-;0],g(x) <— u ; donc g(x) est strictement négatif. 

La fonction g est continue, strictement croissante sur [0 ; + œo[ ,g(0)=-1 

et lim g=+ «, donc tout réel de [— 1 ; + œ[ admet un antécédent et un seul 
+00 

appartenant à [0 ; + æ[ ;en particulier 0, donc l'équation g(x) = 0 admet une 

solution et une seule & appartenant à [0 ; + of . 

L'équation g(x) = 0 n’admettant pas de solution sur R , @& est unique solution 
dans R de l'équation g(x) = 0. 
g(0)=-1 etg(1)=2, donc g(0) <g(a) <g(1). 

La fonction ee croissante sur R*, 0 < & < 1. 

3. lim Mer donc lim EAU En. 62 +0 = + oo, 
X—+oo DX X — +00 

° lim = 0, donc _ NOR ee C2 +2) = + oo. 
LE CO) 

° lim 62 + x)= 0 ; le réel 3x changeant de signe en 0, il faut étudier la limite 
LU 

de fen 0” eten 0° : 
: : 1 à 1 
lim f(x) = lim —=+c et lim f(x) = lim —=- oo, 
A x 0+ 3X vins PEN EL 

D'où le tableau de variation de f: 

g(a)=20 Fa =1=0, d'où 20=1-02. 

fa EE +a2+1_20+202+2 1-@+202+2 @+3 ©, 1 
== = — + — , 

60 60 60 6:20 

Si l’on ne = comme valeur de de ©, on obtient : 

re 31 
X) = —+--=— = 

ft) 4 36 Des 

Les points I et J ont pour coordonnées I (1 — ;) et.J(L: 108 
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4, a U : ti d Î # ) Une équation de la droite (IJ) est RERE. RTE. 

1% 1 Avant d'utiliser cette expression, il 
pra 3 faut contrôler que la droite (1J) n'est 

Re 1 =cntt pas parallèle à l'axe des ordonnées : 
As les points l et J n'ont pas la même nt pas \ 

Fe ne DE abscisse. 
SU cd 3 ms 

Le coefficient directeur de la tangente au point J est f/(1) = + La droite (IJ) 

n 
LL 

_ 
œ 
œ 
(®) 
O passe par J et a comme coefficient directeur + La droite (IJ) est donc la tangente 

en J à €. 

b) Une équation de T , est : 

y-(- 3)=fe+ 0 
2 

Y=—-=(x+1)- - 
3 ) : 

He 1 

5. Pour étudier les positions relatives de € et de T, étudions, pour tout x non 

nul, le signe de f(x) — (5 ie 1): 

CARE Vos RE Ce De | 
—=X—-1|=—+-+ =X+I1=—=+—+x+1 

fo (-5x-1)=E 484 à eva 
Lines 9x. (et D 

s 3x LT 

: : (x+1ÿ « 
Le signe de f(x) — -ix- 1} sur R” est le signe de A donc le signe de 

— donc le signe de 3x (x +1), qui est un trinôme du second degré: 
La 

Remarque 
La tangente Ÿ à 6 en | «traverse » 

ss la courbe au point |, on dit que le 
Si-1 <x<0, € est au-dessous de T. HE un point d'inflexion de €. 
Si x > 0, est au-dessus de T. À 

Si x < 1,6 est au-dessus de T. 
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16) La fonction f est définie en tout point de R. Elle est continue et dérivable en 
tout point de R et, pour tout réel x : 
f(x+27) = 2sin(x +27) +1=2sinx+ 1. 

La fonction f est périodique, 27 est une période. 

On étudiera f sur l’ensemble E;= [0 ; 2x] (E, s'appelle l'ensemble d'étude de f). 

Pour tout réel x, f(x) = RE d’où : 

Cherchons les points d’intersection de la courbe avec l’axe des abscisses : 

x) =0 es 2Ssinxr 10 10) Fém8rques 
nee -; ee (- <) - Pour tout x de R, l'équation 

Sina est é valente à no EL 
OUX=T— Ter 

ave de “| 

ee 

er ë a requin 
0 est équivalente à ‘1 

& «ou ur (2 M 

x=n++Kk2R (ke Z). 

PES DER REES RE 

RRRESSENRUE 
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Les réels de E-annulant f sont = et — 

Si6; désigne la courbe représentative de fsur E;, on obtiendra la courbe repré- 
sentative de f sur R en cherchant les images de €, par les translations de vec- 

teurs v, (2x : 0) (où ke Z). 
F4 

| CORRIGÉS 

EE] La fonction fest définie en tout point de R. Elle est continue et dérivable en 
tout point de R et, pour tout réel x, f(x + 7m) = sin(2x +27) = sin2x = f(x). 

f est une fonction périodique dont une période est tr. 

La fonction f étant impaire, on étudiera f sur E,= L ; à HMOVET | = = 0. 

Pour tout réel x, f’(x) = 2cos2x 

°Sixe E;, f(x) = 0 équivaut à 2x = À soit x = x 

D'où le tableau de variation : 

Soit 6, la courbe représentative de fsur L : = , @, la courbe symétrique de €, 

2 à TT 
par rapport à 0 ; @, U €, est la courbe représentative de f sur |- 5 . c'est- 

à-dire sur un intervalle de diamètre x. La courbe représentative de f est la réu- 
> 

nion des images de @, U @, par les translations de vecteurs v,(kn, 0), ke Z. 
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EE] La fonction f est définie en tout point de R tel que cosx + 1 # 0. 
Pour tout réel x, cosx =-1 équivaut à x=(2k+1)roùke Z. 

L'ensemble de définition de fest D}= R-{(2k+1)n, ke 7}. 

La fonction fest continue et dérivable en tout point 
D/(quotient de deux fonctions dérivables, le déno- Remarque | ; 
minateur étant non nul) et, pour tout point de D,: On peut aussi écrire que pourtoutx À 

deR, cosx=-1= cosx, cequiest ! 
f(x +27) = cos (x + 27) = f(x). équivalent à x=7T + 27 ou 

cos(x + 27) + 1 x=-n+k2n (ke Z), cqui 
est équivalent à x= (2K+ 1x, 

27 est une période de la fonction f. RE 7 

La fonction f est paire (quotient de deux fonctions 
paires). 

On étudiera donc les variations de fsur l'intervalle E;= [0 ;[, f(0) = s. 

Pour tout réel x, 1 + cosx = 0 et lim (1 + cosx) = 0, lim cosx = -1. 
X—T X—T 

Donc lim f(x) =—c et la droite d’équation x = x est asymptote à la courbe. 
LPTT 

Pour tout réel x de D,: 

fx) == sinx(cosx + 1) cosx(—sinx) _  —sinx 

(cosx + 1)? (1 + cosx)}? 
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Pour tout x de Dh f(x) = 0 si et seulement si cosx = 0, 

soit x = à + KT, ke Z. 

Soit 6, la courbe représentative, dans un repère orthogonal, de fsur l'intervalle 
[0;xl, 6, la courbe symétrique de @, par rapport à l’axe des ordonnées. 
€, U €, est la courbe représentative de f sur l'intervalle ]-x ; x[ de diamètre 
27. La courbe représentative de f sur D; sera la réunion des images de €, U €, 

LA 

par les translations de vecteurs v,(k2T :0), (ke Z). 

un 
LL] 
= 
[e a 
[a 
(®) 
U 

Remarque 
Toutes les droites d'équation 
x=(2k+ 1)7 sont asymptotes à 
la courbe représentative de (voir 

ex EX. 

FT] 1. Dans le triangle (AMM'), la hauteur relative au sommet A est la droite 

(AH). En effet (MM’)= A ; (AH) = (AA’) ; (AA”) étant orthogonale à A, 

(AH) est orthogonale à (MM') 



Donc l'aire S du triangle (AMM”) est égale à : AHXMM'. 

+ À et H sont deux points de l’axe des abscisses; AH=Îx-1| =1-x car 
xef-1;1}]. 

* Les points M et M’ ont même abscisse x ; ils appartiennent au cercle de centre 
O et de rayon 1, dont une équation est x? + y?= 1. 

x2+ y2 = 1 équivaut à y= /1-—x2 ou —-W1-x°7. Les ordonnées de M et M” 

sont donc ,/1—x2 et —,/1 — x2. La distance MM” est donc égale à 2/1 —x2. 

s=; (1 =x)xX2N1=%x2 soit: 

es 
2. Soit f définie par f(x) = (1-—x)4/1 — x2. 

a) Les fonctions x 1—x et x 1-—x2 sont dérivables sur R (fonctions 

polynômes) ; la fonction x+> /x n’est dérivable que sur R. ë 

La fonction x+> 4/1—x? est donc dérivable sur ]- 1 ; 1[ comme composée 

de fonctions dérivables, car 1 — x? est strictement positif sur ]- 1 ; 1[. Doncf 

est dérivable sur le même intervalle comme produit de fonctions dérivables. 
Pour étudier la dérivabilité de fen 1 et —-1, on étudie la limite du taux d’accrois- 
sement de fen —1 et +1. 

) = - 1-0 10 - CESONES € Remarque 

Hu e èt 
p de concl 

En 1, m(x 

is L 
lim m(x) = ue 0! cela ne préjuge en rien de la réponse | 
x 1 en-leten ee | 
Donc f'est Fee enletf’(1)=0. SAS tte GEAR ir 

La courbe € possède donc au point d’abscisse 1 
une tangente parallèle à l’axe des abscisses. 

Pour tout x de J-1;1[ x+1>0 et x—1 > 0. D'où, en -1: 

ee HS iC 1) _A-x)1-x2_(1-x) (1-2) + x) 
x+1 RENE 

_G=x)VI=x 

AXEL 
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lim (1—x)/1-x= 2,5: 
x —-1 

lim Wx+1=0 et /x+1> 0, 
x —-1l | 

74 

| CORRIGÉS 

ÈS ré est. fée 
at 1. donc lim 

La NE ah | 

finalement lim m(x) = +, 
x—-1l 

Donc f n’est pas dérivable en —-1. La courbe @ possède cependant au point 
d’abscisse —-1 une tangente parallèle à axe des ordonnées. 

b) Pour tout x dans l'intervalle ]-1 ; 1[ : 

f'(x)=-Ni-x24+(1-x).Xx Rd . 
2N1-x2 

_—l+x2-x+x2 2x2-x-1 

Nix 3 HIXE 

f'(x) a le signe du trinôme 2x2-x-—1: 

5 FR 
SET 2 

1F 
9 

PKR D'ere le; U ]1 ;+ oo ; 

EX -l=0ex=;Lovx-- 

2x32-x-1>08xe 551). 

D'où l’on déduit les variations de f sur [—1 ; 1]: 

f(O)=1 et (1-5 Ë- _ 
© Tracé de la courbe @ 
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3. On a démontré dans la question 1. que l’aire du triangle AMM est égale à 

f(x), avec x abscisse de H. Cette aire est donc maximale quand f(x) est maximal, 
2 \ 0 1 c'est-à-dire pour x = — 5e 

Démontrons que pour x = -— - , le triangle AMM est équilatéral. 

.MM==241-x2 QG: 1) Pour =}, MM =2 À 2. 

«La droite (AA) est la médiatrice du segment [MM]; en effet 

(AA”) L(MM”) et le point O appartient à la médiatrice de [MM] car 
OM=OM"=1. 

Donc AM = AM”. Calculons cette longueur. 

AM° = AH°+HM° ;or AH=1-x et HM= W/1-x2, donc: 

M?=(1-x) +(1-x2)=2-2x. 

Pour += >, AM?=2+1=3 et AM = ,/3. 

1 : , : Donc, pour x = — 3? le triangle AMM est un triangle équilatéral de côté ,/3. 

4. fest continue et strictement croissante de [1 : 1 ;- 5 dans 

1 1 5 A -)-prenx( I o2 57-22 
le corollaire du théorème des valeurs intermédiaires, f prend une fois la valeur 

É 
lente-btel 5? pour une valeur de x notée ©. 
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De même, f est continue et strictement décroissante de [5 ; + dans 

dE D-Lou(2-P45 
fprend une fois la valeur 1 entre -; et 1, pour une valeur de x notée . 

2 

æ 

Finalement, l'équation f (x)= 1 admet deux solutions & et B sur [-1 ; 1]: 

ae }-1 #5] et Bef-5:1). 

Remarquons que f(0)=1, donc fB=0. 

(ve 
LL] 
= 
[e a 
[a 
(®) 
® 

On cherche, avec une calculatrice, une valeur approchée de & à 10° près: 

f(-0,8) = 1,08 et f(—0,9) = 0,828 19. 

f(—0,9) < f(a) < f(—-0,8) et fest croissante sur | 1; — A , donc : 

—0,9 < & < —-0,8. 

f(-0,84) = 099836 et f(0,83) = 1,020 71. 

f(- 0,84) < f(x) < f(- 0,83) et fest croissante sur e >| , donc : 

— 0,84 < © < — 0,83. 

f(0,839) = 1,000 66. 

f(-0,84) < f(a) < f(-0,839) et fest croissante sur F1 | , donc : 

— 0,840 < © < —0,839. 

Une valeur approchée de & à 10 près par défaut est —-0,840. 

20 Pour ne N, soit f, la fonction définie sur [0 ; 1] par : 

n+2 1 
Ris 2(1=%x)7 

et @, sa courbe représentative dans un repère orthonormal. 

Partie A - Étude de la fonction f, i i 

1. La fonction f, est définie sur [0 ; 1] par f(x) = x?(1 x)’. 

Le point M de coordonnées (x;y) appartient à , si et seulement si 

Leo 1 
y=x2(1-x)?, c'est-à-dire si et seulement si y Z 0 et y? = x(1 — x). 



\ 

n 
LL) 
= 
[e 4 
[a a 
(®) 
U 

Partner x-x+y=0e(x-5) + y? = F 

L 
On reconnaît l'équation du cercle € de centre af ; o) et de rayon à 

@, est donc l'intersection de ce cercle € et du demi-plan y > 0. 

Or, la droite d’équation y = 0, qui limite ce demi-plan, passe par le centre Q du 
cercle 6. 

€, est donc un demi-cercle de centre of; ; o) et de rayon s: 

1 Ve 

2. a) Soit g, la fonction définie sur ]0 ; 1[ par g, (x) = ES 

g, est le produit d’une fonction monôme dérivable sur ]0 ; +c{ et de la fonc- 
tion racine carré, dérivable sur ]0 ; +c[, donc g, est dérivable sur ]0 ; + cel. 

Pour tout xEe ]0 ; +co! : 

La (x) = nx°7 MR Te le" +3) ra 
5: 

D'autre part, la fonction h définie sur ]0 ; 1[ par h(x) = (1 -— D. est la compo- 

sée des fonctions i, application de ]0 ; 1[ dans ]0 ; 1[ définie par i(x) = 1 — x, et j 
1 

définie sur ]0 ; 1[ par j(x) = x?, i est dérivable sur ]0 ; 1[ (c'est une fonction 

affine), et j également (c’est la fonction x+ x® avec à = : ) ; h est donc déri- 

vable comme composée de deux fonctions dérivables et, pour tout x e ]0; 1[: 

h(x) = Tate) xt). 

1 

Or, pour tout xe J0;1[, (x) =-1 et j’(x) = sx 2 donc : 

, ie ; 
h'(x)= 30 -x) 2x (-1) = (1-2) 2, 

Finalement, f, est dérivable sur ]0 ; 1[, comme produit de deux fonctions déri- 
vables, et pour tout xe ]0;1[: 

f(x) (re an es" "3x( 0?) 
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On transforme l'expression de f/(x) : 

_1 : _1 

fi) = x IC + Dr x) 5x (1-2) il 
1 1 

puisque x 2=x 2Xx. 

+ _1 
HAE (1 EX) [{n +3 Ja 0-37 

1 1 

(1—x)2=(1-x) 2x(1-x), donc : 

æ 

n 
LL 
= 
[s a 
[e 
[®) 
U 

1 
= = 

Pourtoutxe ]J0;1[,x 2>0 et (1—x) 2=——— > 0; 
1 

n-1 _1 
d'oùtée2(1—x) 20 et: 

He trl'et ((n + ;) —(n + ua) ont le même signe. 

b). Pour étudier la dérivabilité de f, en 0, formons m(x) = 
f(x) = fn(0) 

1 1 x—0 
. x) | LA 2 

PD=0erdoncmn(x)=—— = x (1-=x). 

Calculons la limite de men ® 

n étant un entier non nul, n — > 0 et donc lim x ES 0, 
2 x— 0 1 

lim (1-x)?=1,d'où lim m(x)=0, soit: 
x—0 x—0 

in LÉO 
ÆÛ 

f, est donc dérivable en 0 et f,; (0) = 0. 

€, possède au point O une tangente de vecteur directeur 4 

C9) = Q) 

= 0. 

* Pour étudier la dérivabilité def, en 1, formons k,(x) = 
x—]1 

f,() = 0, donc: 
A : "Me : n+3 

De eee (xp € (carxe ]0;1[). 
# x—1 1—-x 1 

(1-x)2 



æ 

un 
LL] 
= 
[e 4 
[e 4 
(®) 
® 

1 1 
. Hit : n+- 

limx 2=1etdonc lim-x 2=-1l; 
x— 1 x— 1 

1 1 1 
lim (1-x) =0 et(1-x)? > 0. 
x—> 1 

FOUR 
D'où lim k.(x) =-— © et lim 

x 1 (x) 48 À - Xl 

f, n’est pas dérivable en 1; néanmoins €, possède une tangente au point 
> 

(1 ; 0) de vecteur directeur j. 

<) Nous avons montré que pour x € J0;1[, f,(x) a le même signe que 

| , ae 
n+=l-(n+1)x.Orin+=|-(n+1)x s'annule pour x =——; (+3) + Dx.0r(n +3) (+ 1x sannule pour += 

1 ] 
n + - n + 2 

on remarque que appartient à 10 ; 1[, donc f! s’annule pour x = . que que = app 10 ; 1 donc f, P Pr 

res 
D'autre part (r + ;) —(n+1)x est strictement positif pour x < a et stric- 

n 
1 

ñ + - 

tement négatif pour x > A On en déduit que f, est strictement croissante 

tie +. 
sur 0 : 2 | et strictement décroissante sur 2 sus 

"n+l n+1° 

On peut maintenant dresser le tableau de variation de f, pour n = 1: 
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1 
n+- 

> 

En X = aa f, possède un maximum et 6, une tangente de vecteur directeur à. 

LA 3 1 

dalf 1) ae 41-227" (1-7) 4" 2(1-2)2(x 1); 
n+10X) — f(x) s’annule pour x=0 etx=1. 

se 
2>0,(1-— D 0 + 1 <0, donc: 

În+109 —-f,@) < 0: 

b) Le résultat de a) signifie que la courbe €, , est en dessous de la courbe €, 

et que les courbes ont deux points communs, les points O(0 ; 0) et A(1 ; 0). 

Pour xe ]0;1[,x 

un 
LL] 
= 
[a a 
[a 
(®) 
U 

©) Pour tracer 6, et @,, on utilise le tableau de variation établi à la question 2. 

Précisons le maximum de f, et celui de f.. 

Pour n= 1: 

1 

(ex fl 38 0,32 To se 

Donc €, est en dessous de @.. 

Dir 
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21) 1. Soit fla fonction définie sur R par f(x) = x° + x? —4. 

a) f est une fonction polynôme, donc f est dérivable sur R et pour tout réel x : 

FC) = XLR = MOT PELT 
Le signe de f’(x) est celui du trinôme x + x(3x + 2), qui admet pour racines 0 

et — = Il est strictement positif, c’est-à-dire du signe de 3 pour tous les réels de 

le ; = U jo a |. Il est strictement négatif pour les réels x de Fi : of À 

f est donc strictement décroissante sur Rs. ; | et strictement croissante sur 

Fe : nl et sur [0 ; + of. 

Le tableau de variation de f est : 

+ lim f(x)= lim (x°+x2-4)=+0, car lim x?=+00 
X— + oc X — + oo X— + © 

et lim x?=+00, 
x — + co 

° lim AR 2 efi4i-£)=e car lim x=-0 
NE nl 20 x X — — © 

et lim a lim 0. 
À =? — 00 x X—— 00 X 

+ D’après le tableau de variation de f, on constate que f admet sur ]- « ; 0] un 

maximum égal à — _ < 0 c'est-à-dire de pour tout réel x de ]- « ; 0]: 

f(x) <- 5 <0. 

L’équation f(x) = 0 n’a donc pas de solution sur ]—  ; 0]. 

+ Sur l'intervalle [0 ; 2], fest continue et strictement croissante. 

(0 ; 21) = [f(0) ; f(2)1 = [- 4; 8]. 
Le nombre 0 appartient à [-— 4; 8], donc 0 admet un unique antécédent a dans 
[0 ; 2] d’après le corollaire du théorème des valeurs intermédiaires. 
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a est l'unique solution de l'équation f(x) = 0 dans [0 ; 2]. 
+ Puisque f est strictement croissante sur R*, si x > 2 alors f(x) > f(2) > 0. 

Donc l'équation f(x) = 0 n’a pas de solution dans [2 ; + of. 

L'équation f(x) = 0 admet dans R une unique solution a appartenant à [0 ; 2]. 

fC(L)=-2 etf(2)=8; donc.f(1)};< 0 < f(2), soit: 

f() < f(a) <f(2). 
Comme f est croissante sur [0 ; 2], on en déduit : 

b) Soit M, le point de T° d’abscisse x, = 2. M, a pour coordonnées (2 ; 8). 
Le coefficient directeur de la tangente à en M, est f”(2) = 16. 

un 
LL 

D 
œ 
œ 
[®) 
Ô 

Une équation de la tangente T, à T'en M, est : 

7=f @)(x — x) + FC) 
y=16(x—2) + 8 

y = 16x24: 

+ T, coupe l’axe des abscisses en un point A, d’abscisse u, solution de : 

É DARRS 
GE 24 — 0, t EE = — = 5 16x = (, soit x FE U; 

3 
PEER 

+ Soit T, la tangente à Len M de coordonnées : 

vue et y=f(u)=f(5)=2 
. . , 3 

Le coefficient directeur de T: est f Ë 

157 

2 

x-5)+ ,. 13 
NE 8 

_ 39 
— x — 13. 

« T, coupe l’axe des abscisses en un point d’abscisse u, solution de : 

tr A 
Lx — 13 = Da en rt 

39 3 

4 
U; = 3. 

) = = Une équation de T, est : 



\ 
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o On pose u,= 2, u, = : et u, = à Calculons f(u,) et f(u;). 

SUR LS 4 4 4 
|=— = — < < 4 fÔ) à etf(3) 77» donc f(1) 0 (5) 

D'où 1<a< : car f est croissante sur [1 ; 2]. 

Donc1l< au <u Su, 

On « vérifie » sur le graphique que u, est plus proche de a que 4. 

d) Soit T, la tangente à Lau point M, d’abscisse u,. 

Une équation de T,, pour n entier naturel, est y = f’(u,)(x— u,) + f(u,). 

Pour tout n de N : 

f'(u,) = 3u2+2u, et f(u,) = u3 + u2—4 (1) 

T, coupe l'axe des abscisses en un point d’abscisse x solution de : 

f'(u,)(x = u,) + f(u,) =0 
, , 

xf (u,)=u,f(u,) —f(u,). Remarque | fu, ï f( ‘ ; Tous les u, sont strictement positifs, À 
ce = Un) donc f’(u,) estnonnulet donc À 
Si f(u,) #0, alorsx=u,-"=u,,;, u, + 1 existe et est strictement positif. | É (u,) n+1 

soit en tenant compte des égalités (1) : 

SE u; + ui —4 Remarque 

On peut montrer parrécurrence que À 
tous les u, sont strictement positifs, | 
doncque f’(u,) estnonnuletdonc | 
Un + 1 existe et est strictement 
positif. 

X'=UU = U. — 
n+1 n 

3U2+2u, 

2uÿ +u2+4 
X = ——. 

3u2+2u, 
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Avec une calculatrice, on obtient les valeurs approchées suivantes : 
4 71 M=25 M=L5; M=5=133; u= 13148; 

808 946 
Me sos © 3146; us = 1,3146. 

2. a) On pose pour tout réel x = 0, @(x) = “ 
XHA 

° Pour tout réel x = 0, @ est dérivable et : 

les 
2 la =" 

Lo (x+1)/x+1 

Pour tout réel x = 0, @’(x) < 0; @ est donc strictement décroissante sur R*. 

° lim @(x)=0, car lim (x+1)=+ 0. 
X — + co X — + 00 

| CORRIGÉS 
gite 2x 

Le tableau de variation de @ est donc: 

O 1 Dex 

Il semble que l'équation @(x) = x a une solution et une seule sur R*. Cette solution 

est l’abscisse du point d’intersection de A et de la courbe représentative de @. 
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1 N 

+ Démontrons que l'équation @(x) = x n’admet qu’une solution sur R*. 

Pour tout réel x = 0, posons g{x) = p(x) — x. 

g est dérivable sur R* et pour tout réel x = 0, g'(x) = p’(x) — 1. 

Comme on vient de voir que pour tout x > 0, (x) < 0, on en déduit que 

g’(x) < 0 pour x réel de R*, 

La fonction gest donc strictement décroissante sur R*et limg=-—c car lim = 0. 
+ 00 + co 

Sur R*, gest dérivable, strictement décroissante, g ([0 ; +co[) = ]-c ; 2]. 

Le réel 0 appartient à |-c ; 2], donc 0 admet un unique antécédent x, dans R*, 
x, est l’unique solution de g(x) = 0 dans R*. 

Sur R}, l'équation g(x) = 0 équivalente à p(x) = x admet une unique solution x, 

dans R*. 

+ Démontrons que x, = a. Pour tout réel x = 0: 

2 
SX 2=x JT 

Nx + 1 

D = XNXE 

&4=x/(x+1) carx et Vx+1 sont positifs sur R* 

& 4 = x5 + x2 

PA)=xe 

> X°FXx7 40) 

Donc l'équation @(x) = x est équivalente dans R* à f(x) = 0. 

Ces deux équations équivalentes ont donc le même ensemble de solutions dans 
R* donc : 

8= Xj 

b) Soit (v,,) la suite définie par v, = 1 et v,,, =Œ@(v,). 
= 1, donc v,e [1:21]. 

Démontrons par récurrence que, pour tout n de N°, v, € ]1;2[. 

2 
7 = (1) = <== ,/2, done PE 0) 1 2 1 

+ Supposons que pour un entier # non nul, v, € ]1 ; 2[. Alors comme @ est stricte- 
ment décroissante sur [1 ; 2]: 

1<v, <26 Q(1) > p(v,) > p(2) 
2 PAR Men PE 
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Donc v, ,, vérifie 1 < v,,, <2 et pour tout n de N*: 

car (a) =a 

c) Pour tout entier naturel n : 

2 2) 
V — 4 = 1 
ee CS EN ER 

AE Pl 

VL+v, N1+a 

DEN 
D — 
f+v, Vi+a(V1+a+,/1+v,) 

car pour tout entier n, /1+a+,/1+v,#0. 

Pour tout entier n, V1+a+,/1+v,= 2D* car a = 1, et pour tout entier n, 

PAT 

D'où pour tout entier n : 

À CORRIGÉS 

[v,:1-4] =2|v,-a 
1 

É EAN E NN EATE IE 0 

D'où |v,,,-a| <2|v,- 
1 2 

CRERTENES soit : 

4 = — 2 
[V1 4 Le TT 

d) On raisonne par récurrence 

+ Sin = 0, l'inégalité (2) s'écrit : 

3 3 
[vo — al < Fa , soit |v9— 4] < 2°. 

\ 

Or v, et a appartiennent à [1 ; 2], donc: 
3 

[vo - al < 1 < 2°. 

L’inégalité (2) est vraie pour l’entier n = 0. 

« Supposons qu'il existe un entier n de N tel que l’inégalité (2) soit vérifiée, 
c’est-à-dire tel que : 

|v, — al PT NEA 
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Alors, d’après l'inégalité obtenue en 0) : 

3 
[v,41— 4] < klv,- al, où k=2 2, 

et en tenant compte de (2) : 

n=1 : n 
[sad <kxk , soitf,,,-al <K. 

Donc si l'inégalité est vraie pour l’entier n, elle est vraie pour l’entier n + 1. 

Donc puisqu'elle est vraie pour l’entier 0, elle est vraie pour tout entier n. 

Donc, pour tout ne N, |v,- a] < k”-1, 

+ Déterminons les valeurs de n (ne N) pour lesquelles l’approximation obtenue 
est inférieure à 10° ou 107“. 

v, est une valeur approchée à 10? de a si: 

[v, - al < 10 P. 

Cette inégalité est réalisée si k"7! < 10". 

Résolvons dans N l’inéquation k" =! < 10"? (p entier donné). 

Pour tout entier n de N et tout p entier naturel : 

3 n-1 3 : 

(2°) D due 

Les deux membres sont strictement positifs et la fonction In est strictement 
croissante sur ]0 ; + co, d’où l’inéquation équivalente : 

(-200 — Lin? <-—pn10& 0 — 1)n2 > plnl0 

2pln 10 /3 
n-1=z = > n ee (Sin s: o) 

2pln 10 

32. 
Sn > 1l+ 

6ln 10 

n2 
Sip =3, 

-3 2 Let De 
Ve al < 10 ° pour les entiers n supérieur à 1 + = 7,6. 

5 
Donc, |v,-4| < 10 ° pour les entiers n > 8. 

Sip=4, [v, — al < 10° pour les entiers n supérieurs à 1 + Se . = 9,8 
n 

LA ; 

Donc, |v,-a| <10 pour les entiers n > 10. 
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Crépin sbneraut Ÿ La Prépa attitude : 
Les fonctions trigonométriques ont de nombreuses applications en 
physique. Le programme étudie les fonctions cosinus et sinus. Dans le 
triangle rectangle, ont été définis dans les classes précédentes le cosinus, 
le sinus et la tangente d’un angle. Le complément de cours comporte 
des résultats sur la fonction tangente ainsi que des formules qui devront 
être mémorisées. 

Prolongement au cours de Term S 

Fonction tangente 

La fonction tangente notée tan est définie sur tout intervalle de R qui ne 

: 5 T > \ 
contient pas un réel de la forme — + kr avec k e Z et l'on a pour tout x où 

sin x 
elle est définie : tan x = : 

COS X 

La fonction tangente est impaire et sa plus petite période positive est 7 , toutes 

les périodes sont k x 7 (x E Z'). 

La fonction tangente est dérivable donc continue sur tout intervalle de R où 

1 
elle est définie et l’on a tan’ = 1+ tan” = Ses 

cos 

On a tan0 =0 et lim tanx = +, Le point O est centre de symétrie de la 

rs 
. b 4 . T 

courbe représentative, les droites d'équations x = + kr avec ke Z sont 

des asymptotes verticales à la courbe représentative de la fonction tangente. 

7 | 
Le tableau de variation de la fonction tan sur L ; | est donné page suivante. 

T \: 

On construit la partie de la courbe sur L ; 1 (en rouge), on complète par 

symétrie par rapport au point O puis par translations de vecteur kti (k € Z') 

à 
LLJ 

ra 
Q 
PA 

O 
UE 
re) 
2 
< 



Formulaire 

0 un nombre réel, cos20 + sin = 1. 
in 0 

0 un nombre réel différent de > kr (ke Z),ona tan0 = a 
S 

0 un nombre réel différent de Tikr (ke Z), on a cos’0 = Er 
ne 2 1 + tan 

Rs an 0 
sin 0 = —————, 

1+ tan 

Valeurs remarquables 

<a 
à. 
LLJ 
œ 
Q 
Z 

O 
È 
cn 
2 
<a 

Symétries. Soit x un nombre réel, on a, lorsque les expressions existent : 

T T 
— X T-XIT+xXx|——-x|—+x 

2 2 

cos x |—cosx|—-cosx| sinx |—sin x 

| sin |-sinx sinx |—-sinx| cosx | cos x 

1 

F 
tan x tan x 
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Formules d’addition. a et b deux nombres réels, on a, lorsque les expressions 
existent : 

cos? a — sin a = 2cosa—1 
cos |cosacosb — sinasinb|cosacosb + sinasinb k 

=]—-2sin a 

sinacosb + cosasinb|sinacosb — cosasinb 2sinacosa 

tana + tanb tan a — tanb 

1—tanatanb 1+tanatanb 

Formules de transformation. a et b deux nombres réels : 

cosacosb = = [cos(a + b) — cos(a — b)| 

sinasinb = “[cos(a _ b) - cos(a — b)| sin? a = = — cos2a) 

J À à 
sinacosa = ne sinacosb = = [sin (a + b) + sin(a — b)] 

p et q deux nombres réels : 

COS p + COsg = 2cos 74 T co sin p + sing = 2in 24 To 

À sin 24 _ sin p — sing = 2sin 21 

ss 
LLI 
œ 
0 
Z 
© 
Le 
Fa 
> 
< 

COS p — cOSg = sin? 
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EXERCICES © Corrigés p. 212 
t — 

512 Soit f la fonction définie par f (x) a D à : . Déterminer, si elle 

existe, la limite de f en O. PRE: 
xsinx , , , 

BA Soit f la fonction définie par f (x) =" Déterminer, siellé existe; 
la limite de f en O. He 

3: 1. a) Étudier les variations de la fonction numérique 4 définie pour tout 

x de Lo: a par : 
? p(x) = tanx — x 

b) En déduire les variations de la fonction numérique f définie pour tout x 

de Lo: 1 par : 3 

= f(x) = tanx-x 7 

2. a) Étudier les variations de la fonction numérique 4# définie pour tout x de 

Lo ; 1 par : 

2 p(x) = tanx — xV2 

On désignera par a le réel unique de b : 1 tel que tana = NET à 

b) En déduire qu'il existe un réel unique B de l’intervalle Ê ; | tel que 
Y(B) = 0. 

EX La fonction f quotient de deux fonctions est définie en tout point où 
numérateur et dénominateur sont définis, le dénominateur étant non nul. La 
fonction cube est définie sur R et non nulle pour tout réel non nul. La fonc- 
tion sinus est . pour tout réel, la fonction tangente est définie pour tout 

réel différent de à + kr avec k € Z. L'ensemble de définition de f est donc 

R° \+m/kez} 

, A . >. T 
Le numérateur est défini sur l'intervalle H 4 qui contient 0. La fonction 

f est donc définie sur H d U b 4 , Chercher la limite en 0 de f est 
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possible, mais cela ne signifie pas que cette limite existe. 

On a limtanx=limsinx =0 donc limftanx-sinx)=0 de plus 
x—0 x—0 x—0 

lim x° = 0, l'étude proposée est celle d’une « forme indéterminée ». 
x—0 

Pour tout x de H (| (ee b 2 

: sin x : (sinx)(1 — cos x) 
tan x — sinx = — SN X = -— 

COS X cos x 

Pour tout x de R, cos2x = 1—2sin?x donc 
Conseil 

1 Il faut modifier l'expression pour 
« lever l'indétermination ». 

Done renemennanmnennen ven oem nrenmennnnennnnnnennnenn annee 

2sin° x = 1—cos2x soit en remplaçant x par 

X 1 ra La . [ 4 

: la propriété étant vraie pour tout réel x, 

l ana sin? :)] 
COS X 2 

e FOIE 
sin Xsin 2 

ae 
2sin°— = | — cos x. 

LA 

Pour tout réel x : tanx—sinx = 

Pour tout x de |-T ;0| U 0 ;7 
2 s 

_ 3 COSX 
f(x) SZ 3 

FES 2X 
line 

d 
LL 
œ Cu 
Z 

O 
É 
rs 
2 
< 

COSX X 5e 

WP 
Motor D 

| 2cosx x À 

2 

in 
DE :1smx en 

DCOSXEX X 

2 
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On a limcosx =cos0 =1 (la fonction cosinus est continue en 0). 
x—0 ue 

sin x k PE 
lim—— = 1, de même lim—=0 donc par composition lim = L'et 
x—0 X 2 x=0 2 x—0 

+ 
sin— 2 

donc lim = 1. Par produit de fonctions ayant une limite en 0, ona: 
HE ; 

a RATES SEE E 
2 Lim — = - 

x—0 x? 2 

[2 | La fonction f quotient de deux fonctions est définie en tout point où 
numérateur et dénominateur sont définis, le dénominateur étant non nul. Le 
numérateur produit de la fonction identité et de la fonction sinus est défini sur 
R . La fonction 1 — cos est définie sur R et non nulle pour tout réel x tel que 
cosx # 1 c'est-à-dire pour tout réel différent de k x (27) avec ke Z. 

D 

LA 4 . 2. T T 0 . . 

Le numérateur est défini sur l'intervalle H cl qui contient 0. La fonction 

s - | Remarque 
f est donc définie sur H d U b 4 . | Chercher la limite en 0 de est | 

| possible, mais cela ne signifie pas 
| que cette limite existe. Ë 

À 

Ona lim x = limsinx = 0 donc lim xsinx = 0 de "ermmeememmeneneet 
x—0 x—0 X—> 0 

plus limcosx = 1 donc Jim (1 = cos x) = 0, l'étude proposée est celle d’une 
x—0 X— SOS 

« forme indéterminée ». | Conseil | 

T T | Ilfaut modifier l'expression pour  ! 
Pour tout x de H d D b al | «lever lindétermination ». 

xsinx 
Télee 1 — cosx 

2 Sinx 

& Æ 

1— cosx 

sin X 

s x 
= Cosx 

2 
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sin x 

ne 
2sin— 

2 
2 

sin x 

Pis 

2sin° — 

we 

sinx ]! 

NIORT 
sin + 

2 
7 

4 

sin x 1 
DE ; 

x 
sin — 

x 

2 

ee : ee a … Sinx 
En utilisant les mêmes remarques qu’à l'exercice précédent, li = let 

EE 5e 
es 
sin — 

lim = 1 et donc: 
x—0 X 

Fe 2 
246 
sin — 

lim =1 
x0| X 

2 

; xsinx 
lim —— = 2 
x=0 1 —cosx 

d 
LI 
[a 
[a 

Z 

O 
FE 
CQ 

2. 
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1. a) La fonction tangente est dérivable sur L 4 donc la fonction w, 

somme de fonctions dérivables sur L ; a est dérivable et donc continue sur 

0 et pour tout x de | 0 ge : 
2 2 

p'(x) =1+tan?x-—1= tan? x 

Donc pour tout x de L 2 ; p'(x)> 0, plus précisement on a pour tout 

T ; : 
x de b 2 p'(x) > 0, la fonction & est donc strictement croissante sur 

T ñ : : : T 
b : 1 et étant continue en 0 est strictement croissante sur L 4 3 

De plus (0) = tan0—0=0 et lim tanx = + donc lim y(x) = +0, D'où 
Éd ue 

le tableau de variations de w. 2 À 

b) La fonction f somme de la fonction tangente et d’une fonction polynôme 

est dérivable et donc continue sur L 4 donc, pour tout x de Lo : 1 ; 

f (x) = 1+tan/x-1-— x? = tan? x — x? 

= (tanx = x)(tanx 2e x) 

= (x) x (tanx + x) 

T 
Pour tout x de b 4 , tanx > 0 donc tanx + x > 0, d’après la question 

précédente p(x) > 0 donc d’après la règle des signes, f ei > 0. La fonction 
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: : T ’ : ‘ 
f est strictement croissante sur b É | et étant continue en 0 est strictement 

: T 
croissante sur L 4 j 

2. a) La fonction Ÿ , somme de la fonction tangente et d’une fonction linéaire 

ue T 
x —xV2, est dérivable et donc continue sur | 0 F3 donc pour tout x de 

GEI 
Ÿ'(x) = 1+ tan? x — V2 

= tan?x (V2 -1) 

Le réel V2 — 1 = 0,414 est strictement positif, d'où pour tout réel x de L ; 1 : 

d’(x) = tan _ V1 ]ftanx + W-1) 

Es 
LLJ 
œ 
[a 

Z 
O 
je 
(na) 

2 
< 

T I LA 
Pour tout réel x de L 4 , le réel tan x + V2 — 1 eststrictement positif, car 

supérieur à V2 —1 = 0,65. 

Pour tout x de Lo 4 ÿ Y'(x) a le signe de tanx — 2 -1. La fonction 

T 
tangente est continue strictement croissante sur L 4 ,on a tan0 = 0 et 

lim tanx = + donc la fonction tangente prend une fois et une seule toutes 
a 

x—— 
2 

. 

les valeurs de [o à ce] , le réel Ve) — 1 appartient à [o da col ,ilexiste donc ÉÈ 



d 
LL 
[a 
[ai 

Z 

O 
si 
aa 

2. 
< 

un unique réel & appartenant à L 2 tel que tana = V2 — 1. On sait que 

tan0 = 0 donc @& appartient à b : : 

T 
La fonction tangente est strictement croissante sur L : donc : 

si0ZSx<a O0<tanx <tana donc tanx— 2 —1<0 donc Y'(x) <0 

SX à tanx = tana donc tanx — V2 —1=0 donc Y'(x) 10 

Si a<x< = tana < tanx donc tanx — te —1>0 donc Y'(x) 0 

On a Y(0) = 0 deplus lim tanx = + donc lim d(x) = +0, 

X—— Eye 
2 

(a) = tana - 2 = 2 -1-av2 

D'où le tableau de variation de . 

b) La fonction 4 est strictement décroissante sur Lo 5@ |, on a (0) = 0 donc 
p(a) 0: 

La fonction # est dérivable donc continue et strictement croissante sur 

T 
Ê ; 2. on à lim dx) = + donc la fonction # prend une fois et une 

x—— 

seule toutes les valeurs de (a) + ce] , le réel O appartient à [Y(a) A col 

donc il existe un unique réel 5 appartenant à aa] tel que Y(B) = 0 mais 

p(a) < 0 donc le réel 5 appartient à l'intervalle le Fu 
2 



Fonctions 
logarithme 
et exponentielle 

DE QUOI S’AGIT-IL? 2 

Dans ce chapitre, il s’agit de définir deux fonctions que 
l’on retrouve en biologie, en physique et en chimie. 



a Fonction exponentielle 

@ Définition 
Il existe une unique fonction f, dérivable sur R, 
telle que f” = f et f(0) = 1. On la nomme fonc- 
tion exponentielle, elle est notée exp. 

Remarque 
On dit exponentielle de x et non e 

« puissance » x. 

Par convention, on note pour tout réel x, expx = e*. 

© Propriétés 
e exp(0)=1; 

e exp est dérivable sur R et (exp)’(x) = (exp)(x) ; Remarque 
Dans les problèmes, respecterles  } 
notations du texte : exp(x) oue’. | e pour tout réel x, (exp)(x) > 0; 

e la fonction exp est strictement croissante sur R. 

© Généralisation 
Quel que soit a > 0, quel que soit x réel : 

a* = e*hna. 

e Formules 

Quels que soient a > 0, b > 0, œet B réels: Remarque 
On peut apprendre les formules en: 
se limitant à a = e > 1. ; 

a%ab = a+; 

(at)P = ab; (ab)® = a%b®. 

© Étude de la fonction : x: a* 
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Représentation graphique de x a* 

V2 

O 

@ Fonction puissance : x x° 
Quels que soient x > 0 et a réel, x2 = ex*lna, Remarque 

00 = 1, mais on ne peut écrire cette 
égalité avec une exponentielle. 



2 La fonction logarithme 

© Définition 
Pour tout x de ]0 ; +oof, l'équation x = e” (dont l’inconnue est y), a une unique 
solution appelée logarithme népérien de x. 

— |] Remarque 
* 

On peut définir la fonction logarithme népérien, comme l'unique fonction fdérivable sur R, telle 

que pour tout x de R., É(X)= e et f(1)=0. 

© Propriétés 

Pour tout x > 0: 

| (In)’(x) =: ét 0: | 

+ Pour tout x > 0, exp(Inx) = x. 

+ Pourtoutx de R, In(expx) = x. 

Ou, avec l’autre notation de la fonction exponentielle : 

° Pour tout x > 0, emx= x. 

- Pour tout x de R, In(e*) = x. 

e Formules 
p L 

Quels que soient a > 0, b>0, use (pe Z,qge N*) en posant a1 = 4/4: 

Inab=Ina+Inb; Ina*= œlna; In =-Inb; my=Ina- ln. 

e Étude de la fonction In 
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Représentation graphique de la fonction 1n 

e Nombre e 

C’est le nombre tel que Ine = 1; e= 2,718 28. 

] Bien retenir 

Pour tout réel y, l'équation Inx= y a une solution et une seule x, ; 

si y > 0, alors x, > 1, siy < 0, alors 0 < x, < 1, si y = 0, alors x, = 1. 

© Fonction logarithme décimal 
+ On appelle fonction logarithme décimal la fonction x me 

In 10 
On la note log. On obtient les mêmes formules que page précédente en rempla- 
çant In par log. Le tableau de variation et la représentation graphique sont ana- 

0g10=1. | | 

logx 1 X 107 
SERR

ES 

, définie sur R}. 

logues aux précédents. 

+ Pour tout a de R et tout x de R°: 

@ Limites remarquables 
Siae N°: 

. «Yiinix 
lim — 

| x—+o X 

H x _, In(x+1)_;, 

LL X PPS X 



© 
EE Formule fondamentale © Corrigé p. 232 

+ LA CA AE. 2) _ ? , 

1. A-t-on pour tout réel x non nul l'égalité Inx? = 2Inx © FBtion 

2. Résoudre dans R, l’équation : Attention à l'ensemble de 
In(1-x2)=In(1-x)+1In(1+x). ass des T0 

un 
Le 
LL] 
= 
=, 
(4) 
= 

LL 

un 
LL] 

n 
U 
[e <$ 
LL] 
>< 
LLI 

FA Lien logarithme - exponentielle © Corrigé p. 232 

1. Soit n un entier relatif, l'équation Inx = n a-t-elledes ffétion  ! 
solutions ? Si oui, quelles sont ces solutions ? Utiliser le point méthode | 

2. Simplifier In(3e?). p.167 durésumé de cours. | 

EX Fonction logarithme © Corrigé p. 233 

1. Comment déduit-on la représentation graphique de f : x > In2x de celle de 
Lx inxt 

2. Quelle est la fonction dérivée de la fonction f définie sur R°* par : 

1 
= In -? f(x) = In = 

4 Limites © Corrigé p. 233 

In ts ; 
1. Calculer lim ——, puis lim xInx?. fAdicetion k 

x1l—-X x—0 lim xinx = 0. 

M MENes. x?2—1 créent 2. Calculer lim —-, puis lim In 4 PNR 
Ne X — +00 2%? 

EX Propriétés de la représentation graphique 
du logarithme © Corrigé p.234 

1. Soit 6 la représentation graphique dela fonction loga- RtBtion 
rithme népérien. Que représente pour @ la droite Ilfaut apprendre à lire 
d’équation y=x-1? les propriétés des fonctions 
2. Existe-t-il des nombres réels x dont le logarithme  ©XPonentielleet logarithme 
népérien est strictement négatif ? népérien sur les courbes 

représentatives. 
A 0 UT 000 
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E Fonction exponentielle © Corrigé p. 234 

1. Peut-on simplifier les expressions Ine* et elnx ? 

2. Quelle est la fonction dérivée de xt e*? 

FA Limites © Corrigé p. 235 
1 

1. Calculer lim 12€", puis lim L e’. 
X— X x—0 X 

e*+2 e* +2 
2. Calculer li ——,puis li Las RENE 

* EX Lien exponentielle, logarithme © Corrigé p. 236 
4 

1. Soit n un entier relatif ; l'équation e* = n a-t-elle des solutions dans R ? 

Si oui, quelles sont ces solutions ? 

2. Simplifier l’écriture de e2m3+1, 

EX Propriétés de la représentation graphique 
de l’exponentielle © Corrigé p. 236 

1. Soit L la représentation graphique de la fonction exponentielle. 
Que représente pour [° la droite À d’équation y = x+1? 

2. La représentation graphique I de la fonction exponentielle admet-elle une 
tangente parallèle à l’axe des abscisses ? 

ET Ensemble de définition © Corrigé p. 236 

Sur quel ensemble %, la fonction f définie dans R par : 

f(x) = In (1-e2*), 

est elle définie ? 

Hi] Suites © Corrigé p. 237 

La suite, définie pour tout entier naturel n par : fadicetion 
1 = e2nt35 Il faut revenir à la définition 

Ê i ou démontrer que tous 
est-elle géométrique ? le termes sont non nuls et 

vérifier alors une propriété 

caractéristique. 
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à Chi 

EF] Simplifications 5 min © Corrigé p. 237 

Calculer les deux nombres réels : 

RUE ,, ASE SRE 
LA \5/128 

7 : ee 

KE] Inéquations € 10 min © Corrigé p.237 

Résoudre dans R l’inéquation : In(3x°-x) < In(x+1). ff@tion | 

Attention à l'ensemble de | 
définition. : 

E] Équations 

1. Soit P le polynôme défini sur R par : 

P(x) = x°— x2— 14x + 24. 

a) Montrer qu'il existe un polynôme Q tel que, pour tout x de R : 

P(x) = (x—2)Q(x). 

b) Résoudre dans R l'équation P(x) = 0. 

ET VS 

0: 15 min © Corrigé p. 238 
uw 

2. En déduire les solutions dans R des équations suivantes : 

a) 2Inx + In(x— 1) = In(14x— 24). 

b)e2*-e*+24e*-14=0. 

EH équations 
em à £ 2 Re} 

d (a 0 min © Corrigé p. 241 

X 

Résoudre dans R l’équation 22*-5*-4*-1+2527 "=0. 

I Limites 

Déterminer les limites suivantes : 

au «57 
Le. 30 min © Corrigé p. 241 

a) lim (x2+1nx); b) lim (x2-Inx); © lim(xinx) ; 
X — +00 X — +00 0) 
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. . nx . 

d) lim Inx : e) lim Re f) lim (e*-x+1); ue 
x—0 X X — +00 X X — +00 

É ; fAdtéotion F 
e 1 L HER 1 

g) lim ER: h) lim xx; i) lim xx. Hire n 
LATE ee sh, mites du résumé de cours LLI 

D ARR TE EE LD 

®) 
œ 
LLI 

*< 
LLI 

« < C2 

EE Fonction logarithme HR {45 min © Corrigé p. 244 

Le but de l'exercice est l’étude de la fonction f définie sur [0 ; + œ[ par: 

1 n 

ee JE Dour X >"0: fnoteation " 
Le dut? L'ensemble de définition de 

fest [0 ; +oof. 
1 rs sein he 2 15] f(0)=; 

f(x) = xin( 

> > 
Le plan est rapporté au repère orthonormal (O ; i, j), unité graphique : 2 cm. 
On désigne par @ la représentation graphique de f. 

Partie A. Étude d’une fonction auxiliaire 
Soit g la fonction définie sur ]0 ; + æ[ par: 

2 1 
x)=In(x+2)-Inx-——+-. g(x) (x +2) Un 

1. Étudier le sens de variation de g. 

2. Déterminer lim g. 
+00 

3. En déduire le signe de g(x) pour tout x de ]0 ; + co. 

Partie B. Étude de la fonction principale 

1. a) Soit la fonction 6 définie sur ]0 ; + œ[ par: 

? 
(x) = xin (2) fadicetion 

D 
Déterminer lim. On pourra poser x = + 

0 



un 
re 
LL] 
mme \ 

=, 
un 
L- 
ELJ 

un 
LL 

_ 
® 
[e 4 
LL 
* 
EU 

b) En déduire lim f. 
0 

2. La fonction f est-elle dérivable en 0 ? 
Donner une interprétation graphique du résultat. 

3. Étudier le sens de variation de f. 

4. a) Démontrer que lim xin(#+2) = 2. 
X — +00 

b) En déduire limf. 
+ co 

1 

0) Soit ® la droite d’équation y = : + 
D | UT 

i) Montrer que lim f(x) — É + :) = 0. 
X — +00 4 2 

ii) Interpréter géométriquement le résultat. 

Indication 

On vérifiera que : 
F0 = 90). ! 

Indication k 
On pourra utiliser le résultat - ! 

. n(1+h) , À 
lim h(+h) —= 1e “$ 

h—0 

> > 
5. Tracer dans le repère (O ; i, j) la droite 3 et la courbe €. 

EE] Fonction logarithme et équation 
Co à 

F £45 min © Corrigé p. 248 
Cu w® 

Soit f la fonction numérique définie sur l'intervalle ]0 ; + c[ par : 

f(x)=x+ : Inx-xInx. 

On note € la courbe représentative de f dans le plan muni d’un repère ortho- 
> > 

normal (O ; à, j) en prenant 2 cm comme unité graphique. 

Partie À - Signe de la dérivée f” 

1. Calculer f’(x) et f(x). 

2. Prouver que l'équation f’(x)=0 admet une solution unique. On note @ 
cette solution. 

Justifier que 1 < & < 1,2. 

3, Déterminer le signe de f’(x) suivant les valeurs de x. 

Partie B - Construction de € 

1. Calculer les limites de fen 0 et en +. 

Donner le tableau de variation de f. 

2. Tracer la courbe €. 

Indication 
lim xinx = 0. 
x—0 

Voir exercice KE 0. 1 
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EE] Fonction logarithme et suite 
n 
2 (45 min © Corrigé p.250 

uw» 

Partie A - Étude d’une fonction 

Dans cette partie, on étudie une fonction et on calcule une aire. 

Soit f la fonction numérique définie sur ]- 1 ; + [ par f(x) =x-In(x+1). 
> > 

On note € la courbe représentative de f dans un repère orthonormé (O ; i, j) 
(unité graphique : 2 cm). 

1. Étudier les variations de la fonction f sur ]- 1 ; + of. 

un 
be 
LL 
— 
_, 
un 
fe 

LLJ 

(4) 
LL 
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Calculer les limites de faux bornes de l’ensemble de définition. 

Former le tableau de variation. 

Préciser le signe de f(x) lorsque x appartient à l'intervalle ]- 1 ; + oo. 

2. On veut étudier la position relative de € et de la courbe P d’équation : 

Le V7; 

Pour cela on introduit la fonction g définie sur ]- 1 ; + c[ par: 

22 
g(x) = f(x) — DS 

Étudier les variations de la fonction g et en déduire le signe de g(x) lorsque x 
appartient à l'intervalle ]- 1 ; + cf. 

Discuter la position relative de € et P. : 

3. Tracer les courbes € et P dans le repère (O ; i, Fe 

Partie B - Étude d’une suite 

Dans cette partie, on étudie la suite (u,,) définie pour tout entier naturel n supé- 
rieur ou égal à 1 par: 

1 1 1 
=fl-|=--Inl1+-| 

< f) n a( 4 

1. a) Déterminer la limite de la suite (u,). 

b) On souhaite préciser la rapidité de convergence de la suite (u,,). 

En utilisant la partie A., démontrer que pour tout entier n > 1 : 

1 

MEET] 
—10 

En déduire un entier n,tel quepourtoutnzn,, u, <10 . 
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2. On va préciser davantage le rapport qui existe entre la suite (u,,) et la suite 

de référence (5) 
27: 

a) Soit la fonction numérique définie sur [0 ; + o[ par: 

“RES SR 
h(x)=f(x) - = +—. (=f(D-2+2 

Étudier les variations de la fonction h et en déduire le signe de h(x) lorsque x 

appartient à l'intervalle [0 ; + of. | 

b) En déduire que pour tout entier n = 1 : 

PTE 1 
mn y U Se (9 

2n2 3n3  2n2 

c) Déterminer la limite de la suite (2n2 x u,) lorsque n tend vers + co. 

EI] Fonction exponentielle xx as min © Corrigé p. 255 

Partie À - Préliminaires 

1. Étudier le sens de variation de la fonction g définie sur R par : 

g(t)=et-t-]1]. 

Quel est le minimum de la fonction g sur l'intervalle ]- co ; + oo[ ? 

2. En déduire les inégalités suivantes : 

a) pour tout réel {4 et=tf+1,et>t et -tet>-]; 

b) pour tout réel f tel que t > —1, In(1+t)<t 

3. En déduire que, pour tout réel x, In(1 — xe*) < -xe * 

Partie B - Étude d’une fonction 

On considère la fonction f définie sur R par : 

f(x) =x2-—21n (e*- x). 

1. Démontrer que f(x) =x2-2x-—21n (1-xe-*). 

Quelle est la limite de fen + ? On admettra que la limite de la nes fen 
— co est + co, 

2. Calculer f’(x) et démontrer que : 

r 2(xX-1)(e*-x-—1 pe ET) 
e*— x 
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Dresser le tableau de variation de la fonction f. 

3. Dans un repère orthonormal (unité 3 cm), on consi- FEtio 

dère la parabole P d’équation y = x? — 2x et 6 la courbe 
représentative de f. 

| É 

Il faut montrer que : | 

Démontrer que P et 6 sont asymptotes en + co. ni à | 

Étudier les positions relatives des courbes P et €. 

4. Donner une équation de chacune des tangentes % et %” respectivement aux 
courbes P et € au point d’abscisse 0. 

5. Tracer, dans un même repère, les courbes P et @ et leurs tangentes et D”. 

lim #09 — (x2—2x) = 0. | 
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1. soit l'égalité Inx? = 21nx où x est un réel Rappel 
non nul. Toujours commencer par chercher 

les ensembles de définition des À 
différentes expressions. F 

Le premier membre de cette égalité existe si x 
est non nul et le second membre existe si x est 
strictement positif. 

L'égalité n’a lieu que si x est strictement positif. 

Pour tout réel x strictement positif : 

2. Soit l'équation In (1—x2)=In(1 — x) + In(1 + x). 

Le premier membre existe si1-x2>0 soit -1<x< 1. 

Le second membre existe si : 

1-x>0 
STE ee 

1+x>0 

Les deux membres sont définis pour tout réel x de l'intervalle ]-1 ; 1f. 

On remarque que pour tout réel x e ]-1 ; 1[, 1—-x2=(1-x)(1+x), 

et1-x2>0;1-x>0et1+x> 0. 

Donc, pour tout réel x de ]-1 ; 1[ : 

In(1-x2)=In(1-x)+1n(1+x). 

L'ensemble des solutions de l'équation est : 

2. 1. Pour tout réel x de R°*: 

In x=ne In x=nlne car Ine=1 
fAdteation l 
On applique les propriétés dela À 

M let a en fonction logarithme : 

* pour tous réels a et b de R**, 
Pour tout entier relatif n, l'équation In x=n nab=Ina+lnb; 

* pour tout réel a de R°* et tout 
entier relatifn, Ina” = nina. 

. +x% 

admet une solution dans R° : 

x = et. 

2. In(3e?) = In3 + Ine? = In3 +2 Ine = In3 + 2. 
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El 1. La fonction f est définie pour tout réel x strictement positif, et pour tout 
réelx 0: 

f(x)= In2x = Inx + In2. 

Donc la représentation graphique de fse déduit de la représentation graphique de g PA 

> > > 
par une translation de vecteur re (In2)j,(0 ; i, j) étant un repère du plan. 

2. Pour tout réel x de R°”, f(x)=An : =-Inx. 

un 
EL 

= 
œ 
Œ 
(®) 
O 

Donc fest dérivable sur R°* et pour tout réel x > 0: 

El. Pour tout réel x > 0, D LE A LU RE LC 7 

On reconnaît le taux d’accroissement de la fonction In entre les réels 1 et x. La 

. 2 lorsque x tend vers 1 est égal au nombre dérivé de 

la fonction In au point 1 soit (In }’(1) = 1. D’où: 

limite du rapport He 

La fonction x xinx2 est définie sur R*. Rappel | 
Six < =D, x = 2in on 

; 2H , 
1% cas : lim xInx°= lim 2xinx =0 car lim xInx=0. 

x — 0 x— 0 x — 0 

x 0 x>0 x>0 

2° cas: lim xInx?= lim xin(-x)? = . Per lim —2(-x)ln(—x) = 0, 
x—0 a — 0 

ERA) x <0 Fu = 

car lorsque x est strictement négatif, -x est strictement positif et (-x)In(-x) a 

pour limite 0 lorsque —x tend vers 0. 

La limite à droite et la limite à gauche en zéro étant égales : 

| Ha (x ax) = 0 | 
x—0 
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2. Lorsque x tend vers + c, x est strictement positif, donc — existe et : 

x 
In x : In 1 is Inx | 1 
= lim ue car lim ——=0"et lim -=0. 
X x—+o ÏX X x—+o ÏX X — +00 

lim 
X — +00 

on de PA TORAMENNE a 
In | existe si —— existe et est strictement positif, c’est-à-dire : 

2% 2x 

x220 *+0 
— & x Ee l-o;-—1[ U]1;+ of... 

CES DT) Xe L'ourx 4 

E 1. En posant pour x > 0, f(x) = Inx et x, = 1, l'équation de la tangente à 
est: 

3 = F0) (x — Xo)+ F(Xo); 

FGo)=ln1=0 et} (x 

d’abscisse 1 est : 
ml 

= 1, donc l'équation est la tangente à € au point 

y=1(x-1)+0. 

y=x-1I. 

2. Tous les réels de l'intervalle ]0 ; 1[ ont un logarithme népérien strictement 
négatif : 

OS xXSTESE LME 

6. 1. Pour tout réel x, 

Pour tout réel x de R‘*, 
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2. La fonction exponentielle de base e est égale à sa fonction dérivée. 

Si, pour tout réel x, f(x)= e* alors, pour tout réel x : 

FA. lim Lure lim -S<S) 
x—0 X x—0 x—0 

On reconnaît le taux d’accroissement de la fonction exponentielle entre les réels 
0 et x. La fonction exponentielle étant dérivable sur R de fonction dérivée 

X Ne ct: 

A] 
un 
LL 
= 
[e a 
[a 2 
O 
U 

ni 

L 1 x AE 
La fonction x -e” est définie sur R*. 

x 

1 
; PE : 1 : u 

1“ cas: lim -e*= lim ue“ enposant ==, lim e =+ donc: 
F9) u — +00 X y +00 
K=0) 

. 1 à . u il . u 2 A 

2° cas: lim -e*= lim we“, enposantu=-; lim we =0 (d’après cours) 
x—0 X u — —c X u—- 

dE 1) 

donc : 

X ; Ce A e : 
2. La fonction x est définie sur R car le numérateur existe pour tout 

réel x, le dénominateur existe pour tout réel x et il est non nul (strictement positif) 

pour tout réel x. On peut donc étudier la limite de cette fonction lorsque x tend 

vers + co et vers — co : 

ef1+2) 
Pa e* +2 ; e- , 1+2e* 

° lim ———== lim —————= Jim ———; L2 

LS rendet X — +oo Je x — +00 2 
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lim e*=0,d'où lim (1+2e-*) =1 d’où: 
X — +oco Er 

« lim e*=0,d'où lim (e*+2)=2 et lim (2e*) = 0 avec 2e* > 0, d’où: 
XI 100 X —> — © X — — co 

8 1. Pour tout réel x, e* est un réel strictement positif. 

«Sin est un entier négatif ou nul, l’équation e* = n n’a pas de solution dans R. 

«Sin est un entier strictement positif, les deux membres de l'équation e*=n 
sont strictement positifs, d'où Ine* = Inn, soit : 

= Inn; 

L’équation e* = n où n est élément de Z, admet une solution si nest stricte- 
ment positif. Cette solution est Inn. 

23+1 ‘21h3 In 3° 2 
2.e ze" Xe=e Xe=3 Xe=9e. 

[9 | 1. La droite A est la tangente à la courbe Rappel 
au point d’abscisse 0. Le coefficient directeur d’une droite 

SALES : arallèle à l'axe des abscisses est À 
2. Il n'existe pas de réel x, tel que e"°=0 donc la etlecoefident directeur dela | 

= 

courbe T° n’admet pas de tangente parallèle à Paxe  tangente à la courbe représentative | 

des abscisses. de la fonction fau point d'abscisse 
is est f” Ouh, 

ET] Soit, pour x réel, f(x) = In (1 —- e2*). 

f est définie si et seulement si 1 — e2* > O. 

Pour tout réel x, l’inéquation précédente est équivalente à e2* < 1, soit e2x* < e0, 

Comme la fonction exponentielle est strictement croissante sur R, on a l’iné- 
quation équivalente suivante 2x < 0, soit x < 0. 

L'ensemble de définition de f est : 
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Hi] Pour tout entier naturel n, 
u = e2(n+1)+3 — 62n+3+2 Remarque 
n+1 ; On peut aussi démontrer que tous 
ou ce cicu. les éléments sont non nuls, puis n+l 

montrer que pour tout entier n, 
La suite (u,), en st une suite géométrique Ke 

æ 

| CORRIGES 

T1 ; À est un réel constant. 
de raison e et de premier terme u, = eÿ. Un 

À 
PARLER RESTES DANSE TAROAERRPRERTE TERRES 

rs Es 

AS 
EP] Soit le réel A défini par A = 216 V8, 0 05 

1 1 4 Lu 13 
12-22; 116-(2*)5223: 8-(2) =25; 0/25 -2%0 

: =: : TEA RS 13 730013 60 DIS SAS Be Ne des Ep ee = 
ou de - 2? 3 5) 30 _ 30 30 _ 30 2 _4 

52 

AÀ=4 

11 ie RE 
5 Sp eg IDR 

DanenecRe 28 22 ne : £ =? 2° re, 

5 /128 A7 ie 21 

(27) 

B=? 

HE] Soit l’inéquation In (3x2- x) < In (x+1). (1) 

Cette inéquation existe si et seulement si les deux membres de l'inéquation 
existent, c’est-à-dire si et seulement si : 

Les x(3x-1)>0 
, c’est-à-dire 

x >—I. x+1>0 

L'ensemble des solutions est donc l'intersection des ensembles solution des 

deux inéquations : 
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(1- c ; O[ U hitel)nci-iitet) 

(la première inéquation est un trinôme du second degré dont les racines sont 0 

et : et dont le coefficient dominant est positif égal à 3). 

L'ensemble de définition de l’inéquation est donc: 

=]-1;0[U É + | eo lie [ “ 

La fonction logarithme étant strictement croissante US MSP 
+% DENT . F1 sur R° , pour tout x de D, linéquation DE ne. 7] 

pores appartenant à l'en l'ensemble | 
fini Le 

In(3x2- x) < In(x+ 1) est équivalente à : 

3x2-x<x+1 
3x2—-2x—1 <0. 

Les réels 1 et = sont racines du trinôme 3x2 —2x— 1; l’inéquation (1) est 

donc équivalente, pour tout x de D, à : 

sx + :e- 1)<0. 

Sur R, l'inéquation (x + 5e — 1) < 0 a comme ensemble de solution : 

[el 5 

l'ensemble des solutions de l’inéquation (1) est donc: 

snp=[-isol ui: 
3 3 

EE] 1. a) Soit P le polynôme défini sur R par P(x) = x? — x2— 14x + 24. 

Le polynôme P est de degré 3, donc le polynôme Q, s’il existe, est de degré 2. 

Le polynôme Q étant de degré 2, il existe trois réels a, b et c tels que pour tout x 
de R, Q(x) = ax? +bx+c. 

On détermine les réels a, b et c par identification. Pour tout réel x: 

P(x) = (x-2)Q(x) 

& xŸ-x2-14x+24=(x-2)(ax2 + bx + c) 

= ax +(—-2a+b)x2+(c—2b)x-2c. 
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Pour tout réel x : 
F7 

a ppel ; Le 

Aie y si leréel x, estracne d'un polynôme, | 

Px)=(x=2)0GTS rap iesste un polynôme Q tel que | + 

c—2b=-14 pourtout réelx, . rt 
PQ = (x —x,)0(). On , 

DC 24 détermine Q par identification. | æ 

[®) 
& <b=-1+2a=1 U 

GA ED =D L Re 

Donc pour tout réel x : 

P(x)=(x-2)(x2+x-— 12). 

b) Pour tout réel x : 

P(x)=0S(x-2)(x2+x-12)=0 

&x=-2=0 ou x?+x-—12=0. 

Le discriminant de l’équation du second degré x? + x — 12 = 0 est: 

A=1-—4(-12) =49 = 72, 

ce discriminant étant strictement positif, l'équation admet deux racines distinctes : 

x = — 7-3 et x == 4. 

Donc l’ensemble des racines de P est : 

2. a) Résolvons dans R, l'équation suivante : 

2In x+ln (x-1)=In (14x-24). (1) 

L’équation précédente est définie pour tout x de R tel que: 

Ke x7 0 
= 

ke 0 c'est-à-dire . - : 

AD AE (0) De _ 
14 

à : RP : : 24 
Ces trois équations sont vérifiées simultanément si et seulement si x > 14 
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L'ensemble de définition est É 5 + œ| E 

Pour tout x > = , l’équation (1) est équivalente successivement à : 

Inx? +In(x-—1)=In(14x-24) 

Inx2(x-— 1) = In(14x— 24). 

Les deux réels x2(x-—1) et (14x-—24) étant strictement positifs, la dernière 

équation est équivalente successivement à : 

x2(x—-1)=(14x-24)& x$-x2-14x+24=0 8 P(x)= 0. 

L'ensemble des solutions de (1) est l’ensemble des racines de P(x) =0 

appartenant à F 5 + œ| , Soit l’ensemble {2 ; 3}. 

b) Soit l'équation e2*—e*+24e-*-14=0. (2) FE tion 

Elle est définie pour tout réel x ; elle est équivalente ®Xe7=e"*t (= 
successivement à : = 

e0 = Ê 

e2*—e*+24e*—14=0 Bee +242 -14=0 
e 

e*(e2%— ex — 14) + 24 
> ————————— ————— — 

ex 

& e*(e2*—-e*-14)+24=0 

& e°* — e2x _ ]4ex + 24=0. 

0 

Posons pour tout réel x, X = e*. 

En remarquant que e%* = (e*)# et e2* = (e*)2, l'équation (2) s’écrit : 

XX _T4X+24=0. 
Les racines de cette équation sont —4, 2 et 3. 

Si X =— 4, alors e* = — 4 ce qui est impossible car e* > O pour tout réel x. 

Si X = 2, alors e* = 2 doncx= In2. 

Si X = 3, alors e* = 3-donc x = In3. 

L'ensemble des solutions de l'équation (2) est : 
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X 

EE] Soit (1) ‘équation 2°*-5"-—4*"1+25? =0,L'équation précédente est 

définie sur R et est équivalente, en utilisant les propriétés des fonctions 
exponentielles, successivement à : is 

2x 2,x-1 2 2 2x2 151) “ 
DOI (Et APCE ET ES =0 ra 

2x 2x—2 x x—2 œ 
2  —-2 —5 +5 0 © 

SD BRIE 5 S =0 

D PNR E 
4 se 

Ceci équivaut pour tout x de R à : 

5 
=27* Sexe Aer 

25 

A At (0) Did 3 ô] 32 
= —5 =— = 

Les deux membres étant strictement positifs, l'équation précédente est équivalente 
à celle obtenue en prenant les logarithmes des deux membres, soit : 

xin(?) = In[5£) =In32-n25 
5 25 

_In32-In25 5ln2-2In5 0e 

In4-In5 2In2-In5 ; 

16 a) La fonction x > x2 + Inx est définie sur ]0 ; + [, on peut donc chercher 
la limite de cette fonction en + co: 

lim x2=+ et lim Inx=+ 0, donc (limite d’une somme) : 
X — +00 X — +00 

lim (x2+1nx) = + oo. 
x — +o 

b) La fonction x x? Inx est définie sur ]0 ; + [ , on peut donc chercher 

la limite de cette fonction en + ©: 

lim x2=+0 et lim Inx=+c; 
x — +00 x — +00 

on ne peut conclure à l’aide des théorèmes sur les opérations sur les limites, 

c’est une forme indéterminée. 
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Pour tout x de ]0 ; + oo! : Rappel = + 

Mie « mx) IL faut choisir un ensemble sur eu Rene 

ei tie ra de /lorsquel' l'on | 
met x en facteur ; 

Inx Inx ' 19, F4 Eu 
lim —- =0 etdonc lim RAS RE 
x—+o X X — +oo X 

d'où lim (xt nx)=" lim xx 2) 
X — +00 X — +00 

lim (x2—Inx) = + co. 
X — +00 

©) La fonction f : x > xInx est définie sur ]0 ; + æ[, on peut donc chercher 
la limite de cette fonction en 0. 

lim x=0 et lim Inx=-, donc on ne peut conclure à l’aide des théorèmes 
EN) FO 

sur les opérations sur les limites, c’est une forme indéterminée. 

1 1 
Posons pour tout x de ]0 ; + c[, X= rousse. 

Le réel X est strictement positif, et, pour tout x € Fa of : 

xinx'= ln E “EE car In — lisux 
AE X X 

La fonction f est donc la composée de la fonction Remarque 
1 In X Le résultat et la démonstration sont | 

x Se = X et dela fonction X — — CA nue 

A 

lim X=+0 et lim _mXx_;, 
X—0 X = +co 

D'où en utilisant le théorème sur la limite d’une fonction composée : 

x—0 

É l _—. 
d) La fonction f:xr- _ est définie sur ]0;+ [, on peut donc chercher la 

limite de cette fonction en 0. lim x = 0 et lim Inx =; 
x—0 x— 0 

/ / . se , 1 fndication : Je À 

le réel x étant strictement positif, Le. = + oo et mn use le thé . 7. surla imite | 

ds LE | 
Inx 

lim — = lim (Inx) = = =— co, 
x—0 X x—0 
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(Inx)° 
2 

la limite de cette fonction en + co. 

e) La fonction f:x est définie sur ]0;+ [, on peut donc chercher 

\ 
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LL 
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: 2 : æ ; 
lim X°=+ et lim (Inx)?= +0, donc on ne peut conclure à l’aide des 

X — +00 x — +00 

théorèmes sur les opérations sur les limites, c’est une forme indéterminée. 
1 

Posons t = x3, c’est-à-dire x = ft? avec t > 0 ; d’où x2 = ff. 

Pour tout x > O0: 

en (ini) = Ce) Inf 

FE Cm =27() 

: Lis : ; os 18 : 
D’après les théorèmes sur les croissances comparées, lim FE 0, d’où: 

t— +00 

(ne) 0 

NS a se 

f) La fonction f:xr>e*-x+1 est définie sur R, on peut donc chercher la 
limite de cette fonction en + ce. 

lim e*=+0 et lim -x+1=-—c, donc on ne peut conclure à l’aide des 
X — +00 X — +0 

théorèmes sur les opérations sur les limites, c’est une forme indéterminée. 
e* 

X 

Pour tout x de ]0;+ eLie-x+i=®-1+3) et lim %=+0 
X X — +00 

(d’après le cours) et lim (1 + Je — 1. Donc, d’après les théorèmes sur 
X — +00 

2 | 
l'addition des fonctions, lim É —]1+ :) = + co : d’où : 

% > +o \ X X 

lim (e*-x+1)= lim x(S-1+5) 

x — +00 x +oo X 

lim (e*—x+1)=+0. 
X — +00 

X 

g) La fonction x = est définie sur ]- c ; O[ U ]0 ; + œ[, on peut donc 
x 

chercher la limite de cette fonction en — ce. 
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lim e*=0et lim x2=4+ 0, donc d’après les théorèmes sur les quotients de 
x — —c X — —c 

limites : 

; ex 
lim KE 0. 

X—-0 X 

Er . < Il 4 

h) La fonction f: x+> x* = e* "” est définie sur ]0; + œ[, on peut donc cher- 

cher la limite en 0. | 
; , nx 

La fonction f est la composée de la fonction x nt de la fonction exponen- 

tielle et : 
C x ; 
lim —==-— et lim e‘=0. 
x—0 XX t— —c 

Donc d’après les théorèmes sur la composition des limites : 

ET 
Ë ; = = a à 
i) La fonction f : xr=> x* = ex "est définie sur 10; + œ[, on peut donc chercher 

la limite en + co. 

; In 
La fonction f est la composée de la fonction x-> — et de la fonction 
exponentielle : | 

ai ÉRX 
lim ——=0 et lim e‘=1. 

X — +0 A A) 

Donc d’après les théorèmes sur la composition des limites : 

1 1 
, = -In x 
lim x*= lim e* = 

X — +0 X — +00 

M7 Partie A 

Soit g la fonction définie sur R, par : 

2 1 
al 1er g(x) = In(x+2)-Inx re 
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1. La fonction gest dérivable sur ]0 ; +c[ car elle est la somme de quatre fonc- 
tions dérivables sur ]0 ; +ce[ et, pour tout x de ]0 ; +co! : 

Te) vil next 2) (#2) + 2x 0 —4 

= x (x+2)2. x(x +2)? x(x +2) 

Pour tout réel x de ]0 ; +c[, g’(x) < 0, et donc la fonction gest strictement 
%k 

décroissante sur R, . 
+2 2 { 

2. Pour tout x > 0, g(x) =In 7-2 +" 
£0) = x x+2 4 

lim ee, et lim ue 
Hoi X +2 X—+o X 

Xe DE Aa te Le ae 
- Donc lim In ren 0, d’après le théorème sur la composition des limites 

X — +00 

: 1 
lim g(x) = -. 

x — +00 4 

y L4 LA L . . l 

3. La fonction g'étant décroissante sur ]0 ; +, et ayant pour limite 4 À +0», 

sachant que In1 = 0. Donc: 

pour tout x de ]0 ; +co[, g(x) > F 

Partie B- Soit f la fonction définie sur R* par: 

%k 

Donc pour tout x de R,, 

f(x) = xin (+44 pour x > 0 

1 fo) =. 

2 
1.a) Soit 6 la fonction définie sur ]0 ; +ce[ par (x) = an( 2 — ) 

2\..In(1+2t 1 
Pour tout x de ]0 ; +c[, (x) = ini + 2} no 20 en posant {= à 

Pour tout {> 0: 

Ÿ In(1+2#) _In(+2t),,1+2f 

t F2 t 

24 

n 
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In X 
Comme lim f=+c (car x>0), . (+29 = + et lim 1 

x—0 X — +oo 

les théorèmes sur la composition des _— permettent d'écrire : 

.. In(1+2#) 
———— = 0. 

LR 1+2f 

lim CHRAIe, donc : 
X — + t 

lim Q(x)= lim Huet SR" 0 
x—+e  1+2f Rips 

lim (x) = 0. 
x— 0 

b) Pour tout x > 0, f(x) = Q(x) + + > et : 

LAN EU 1 
lim o(x)=0 et lim -+-=-- 
ns 2 -NDAANLZ 2 

Donc lim f(x) = L =f (0): 
x 0+ # 

: 1 1 
, donc . foto + +5)- a 

Adtéstion PR: 
La fonction f est donc continue en 0. Pour démontrer la dérivabilité »4 

; ARE e pe: d'une fonction enun point, ilfaut | 
2. Pour démontrer la dérivabilité de f en 0, calcu- user la définition, 50G UE 

lons la limite en 0 du taux d’accroissement défini sm 

pour tout réel x de ]0;+ «[ par: 

rate En ee 
x—0 se X 

JC) — f(0) 7e KAANE A EE 2e 
= = In SR U 12 simplifiant par x, le réel x étant non nul. 

Pour tout réel x de ]0 ; +ool, Int £ = 2) - inf: + à) ; 

Le réel x étant strictement positif, lim : = + et donc: 
— 0 

lim i(1 + +) +, donc lim PE) sf 0) - 
x—0 ND x—0 

La fonction f n’est pas dérivable en 0, la courbe représentative de fadmet au 
point d’abscisse 0 une tangente parallèle à l’axe des ordonnées. 



la fonction f somme de fonctions dérivables sur ]0 ; +c[ est donc dérivable tr 

sur ]0 ; +c[ et pour tout x de ]0 ; +co[ : U 

œ 
FD = (+2) +4 nr + (x) +5 œ 

+2 KT] 24 e) 

: ue U 
= In(x+2)-Inx+ È 14221 [+ 2) + 0 PE SRRÈES 

x+2 x+2 4 me 

_27 
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3. Pour tout réel x de ]0 ; +oo. : 

PNUEX | AR ] x + ) ef a a 
FOIE x Ho xIn(x + 2) xinx +7 +, 

2 2 3 x+2 1 eu ) | LOL AE à 8 Le (3)- Lea Tt 
Fe x à Xrt02: 4 2 * 12 04 8) 

Donc pour tout x de ]0 ; +[, f’(x) > 0 et la fonction f est strictement 
croissante sur ]0 ; +c.. 

4. a) Pour tout x de ]0;+ o[, E(x) = xin(* 2)- xin(1 +?) 

In(1 +h) 

h 

= 1, donc d’après le théorème sur la composi- 

Posons h = L 
x 

, il vient pour tout x > 0, @(x) = FIn(1 +h)=2 

li SNA PRE 
x +o À h=—0 h 

tion des limites : 

lim xin(1 +) 2° 
x — +00 

b) lim 2 : = + , donc en utilisant la question précédente et le théorème 
X — +00 

sur la limite de la somme de deux fonctions : 

lim f(x) = + co. 
x — +00 

di) Pour tout x de R. à 

f(x) - (E+ :)- xn(et)+#+5-[ +3)=4n( 22) -2 = 969 2. 

D’après la question 4.a), de la partie B, lim @(x) = 2, donc: 
X —> +oo 

porn 
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ii) Si M et M sont deux points . et . C7 de Remarque 
même abscisse x È 0, la différence des ordonnées On dit que la droite est 
des points M et M’ tend vers 0. asymptote à la courbe au 

5. Représentation graphique voisinage de + ce, 

HE] Soit f la fonction définie sur ]0 ; +co[ par f(x) = x + - Inx - xinx. 

Partie A 

1. La fonction f est la somme des fonctions x x,x- cinx etxr>-xinx, les 

deux premières sont dérivables car fonction affine et fonction logarithme, la 

troisième est le produit de deux fonctions dérivables sur R. s 

La fonction f est donc dérivable sur R. et pour tout x de ]0 ; +co[ : 

L'l 1 1 1 
"(x)=1+=X=-Inx-xXx-- D NL 

JP) Sur X FVes 8x 

La fonction f” définie sur ]0 ; +c[ est la somme des fonctions x . et 

xr> -Inx qui sont toutes deux dérivables sur ]0 ; +cof. 

2 
8x" * 

. . LA . * . 

La fonction f” est donc strictement négative sur R, , donc la fonction f” est 
strictement décroissante sur ]0 ; +co. 

< : 1 
Ï = EL — —| == 008; 
He @) in (a nx) 

lim gr teet lim -Inx = +, donc: 
x—0+ 0X x—0 

: L 1 
Ï A te = co 

Han lim (ee inx) de 
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D'où le tableau de variation de f”: 

2. La fonction f” est continue sur ]0 ; +c[ car elle est dérivable ; elle est stric- 

tement décroissante ; de plus lim f”=+c et lim f”=- 0e. 
0 +00 

Donc tout réel possède un antécédent et un seul fEfärque k 

par f”, il existe donc un unique & de ]0 ; +œ[ tel 0 peut aussi utiliserle tableau | 
que f’(@)=0. de variation de f”. 

f'D=3 et f/(1,2) = 0,078. ea : 

Donc )Æuf(d).< (1). 

La fonction f” étant décroissante sur ]0 ; +c[, 1 <o < 1,2. 

3. La fonction f” étant strictement décroissante sur ]0 ; +co[ etayant f” (@) = 0: 

OP COLE)" 0" 

SX, f(x) 0: 

six=@,-f'(x)=0. 

Partie B 

1. lim xlnx = 0 et lim Inx =, donc lim f(x)=- ce. 
C0 XX 0 x—0 

La droite d’équation x=0 est asymptote à €. 

Pour tout réel x de ]0 ; +c[ différent de 1 : 

f(x) = dax( + 1). 
8x 

s 1 
lim 0 et lim ere lim Le deep 4 
PIX x — +0 OX Fo De St 

lim xinx=+c,d'où lim f(x) =-c. 
X — +00 X > +0 

Le tableau de variation de f est : 
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fa) = + cinq - in. 

En prenant pour &@ la valeur approchée 1,1 on obtient f(@) = 1,01. 

2. D'où la représentation graphique : 

7 

19 Partie À 

Soit f la fonction définie sur ]- 1 ; + c[ par f(x) =x-—In(1 + x). 

1. fest la différence des fonctions x + x et x In(1 + x), toutes deux définies 

sur |- 1 ; + of. 

La première est affine, donc dérivable sur ]- 1 ; + c[ , la deuxième est la com- 
posée de la fonction affine x += 1 + x qui est dérivable et strictement positive 
sur ]- 1 ; + [ et de la fonction logarithme qui est dérivable sur R°. 

La fonction f est donc dérivable sur ]-1 ; +co[ et, pour tout x de ]-1 ; +ool : 

FC) PES 
RU LEX 

Le réel 1 + x est strictement positif sur ]- 1 ; +c[ , donc f’(x) est du signe de 
x. La fonction f est donc strictement décroissante sur ]- 1 ; 0] et strictement 
croissante sur ]0 ; +col. 

Calculons les limites de fen —1 et en + +. Pour tout x non nul : 

X 

Pour tout x de ]0 ; + c[, les deux réels x et L + 1 sont strictement positifs, 

donc inf + 1) = Inx+]In (; + 1), donc pour tout x de ]0 ; +. : 
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ie infe + 1) ul É : 1) 
ep = EE 4 

x x % 
un 

1 LU 
. lim Aer lim Infi+1) = (car lim (#1) eus Y 
X—+o À X — +00 im | [e a 

[a 8 

in(5+1) | “Gr o 
etdonc Him ————==0, donc lim En = =, d'où: ÉE 

X-> +00 X X — +00 ” 

lim f(x) = + co. 
x — +00 

+ lim x=-1 et a RCE) car a bre 0; 
x—-1l 

et donc lim es = + co, 
x—-1l 

La courbe € admet une asymptote verticale d’équation x = — 1. 

D'où le tableau de variation de f: 

La fonction f admet un minimum absolu en 0 et f(0) = 0. 

Donc pour tout x de ]- 1 ; +c[:| f(x) = 0. 

2. Pour étudier la position relative de € et P, on détermine le signe de la fonc- 
tion g sur ]- 1 ; +c[, et, pour cela, une méthode est de construire le tableau 

de variation de g. 
‘ 

Pour tout x de ]- 1 ; +[, g(x) = f(x) - = 

La fonction g est la somme de deux fonctions dérivables sur ]- 1 ; +o[, la 
2 

fonction f et la fonction x (+) 
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La fonction gest donc dérivable sur ]- 1 ; +c[, etpourtoutxde ]- 1 ; +cel : 

—x2 
PEN PEN en RL CLEA A, 
HAE envie 

Pour tout x non nul de ]- 1 ; +c[, g’(x) est strictement négatif et la fonction 

g est donc strictement décroissante sur ]- 1 ; +c[ ; g(0) = 0. 

D'où le tableau de variation de g': 

La fonction g étant strictement décroissante sur ]— 1 ; + [ et g(0)=0 ,on 
peut en déduire que : 

. g(x) > 0 siet seulement si x € ]- 1 ; 0[ et dans ce cas 6 est au-dessus de P ; 

+ g(x) < 0 si et seulement si x € ]0 ; +1[ et dans ce cas @ est au-dessous 
de P. 

> > 
3. Traçons € et P dans un même repère (O ; i, j). 
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Partie B 

1. Soit (u,) la suite définie pour tout entier non nul par u, = f (3) 

a) lim #,= lim (5) 1m f(x) = f(0) = 0 
LOT ln a) n — +0 LA 

b) Pour tout x = 0, f(x) = 0 et _ <£ 0, 

soit f(x) -— < 0, donc f(x) < 

un 
LL) 
E 
[e a 
[a a 
(®) 
U 

Donc pour tout x = 0: 
2 

0<f(x) <T- 

. 74 l . CPE >. LA . Fa 

Pour tout entier naturel # non nul, le réel nest strictement positif, l'inégalité 

Y'A #7 RER LA 1 

précédente est donc vérifiée en remplaçant x par = 

Donc pour tout entier naturel n non nul: 

1 
0 < = soit 0 < PAST 
ue 2n? 2n? 

. “me 2 Pour réaliser u, <107° il suffit de réaliser Remarque 

1 10 Les inverses de deux réels 
— < 107, c'est-à-dire, les deux membres étant … strictement positifs sont dans 

l'ordre inverse des deux réels. k 2n? 
strictement positifs : 

2n2> 10”, 
(« passage aux inverses » dans une inégalité entre deux réels strictement positifs). 

L’inégalité 2n° > 10° est équivalente successivement à : 

n> 10! = 50 x 10Ÿ, soit n = /50 x 10° = 5/2 x 10°. 

La calculatrice donne 5/2 x 10° = 70 710, 68. Il suffit de choisir n, = 70 AT 

Pour tout n = 70711, u, T0 

2. a) Soit h la fonction définie sur [0 ; +o[ par: 

2 x 
h = _— bÆ + —. GO ICRA 

La fonction h est la somme de la fonction f et de la fonction polynôme 
- DS 
x ee + = toutes deux dérivables sur [0 ; +cof. 
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Donc pour tout x de [0 ; +co[ : 

x 
% a z = + DER RES + 2 R'(X)=NCGIEXTE DEA x+x 

XX EX RE RU 
1+x 1+x 

3 
Pour tout réel x de ]0 ; +oof, . > 0 et donc la fonction h est strictement " 

croissante sur [0 ; +o[, h(0) =0 donc, sur R*: 

: ENS : ; De 
b) Pour tout entier n non nul, le réel n st strictement positif et donc 

1 > \ . . 

H(=) > 0, c’est-à-dire pour tout entier n non nul : 

1 
[fr] +55 2 0 situ, + 20. 

n) 2n2 3n° 2n2 3n° 

1 1 
AINSiU, = —— — —. 

UD n 

On a démontré à la question 1.b) de la partie B que pour tout entier n non nul 
1 : 

u, <= EL donc pour tout entier # non nul : 
n 

1 1 à 
ER 

n 

2n?2 3n° 2n? 

©) Pour tout entier n non nul, le réel 2n° est strictement positif, on peut donc 
multiplier les trois membres de l'inégalité précédente par 2n°, sans changer le 
sens de l'inégalité : 

1 1 
mi . Ji) <2n2u, < 2, soit 1— = < Qniu ds 

Donc lim 2n?u,=1 car lim RE 
X — +00 n— +00 

FE à u 
On peut écrire pour tout entier n non nul, 2n? u,= —. 

sb 
n ND 

ND 
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Le rapport de ces deux suites ayant pour limite 1, les deux suites définies sur 
1 

N',(u,) et ) converge à la «même vitesse » vers 0. 

æ 

20 Partie A - Préliminaires 

1. Soit g la fonction définie sur R par g(f)=et-t+1. 

La fonction g est dérivable sur R et pour tout réel #: 

g(t)=et-1. 

n 
LL 

Me 
œ 
cz 
(®) 
Ü 

Pour tout réel f : 

AU=0 Se = 1: 1=0; 

AU reste 0 

He ee < I ei < 0. 

La fonction g est donc strictement décroissante sur ]- c ; 0] et strictement 

croissante sur [0 ; +cof. 

La fonction g possède donc un minimum absolu en 0 qui vaut g(0) = e°—1 = 0. 

Il en résulte que la fonction g est positive sur R. 

2. a) De la question précédente, il résulte, pour tout réel f, e— 1-1 = 0 etdonc: 

Puisque {+ 1 > f, on a a fortiori, pour tout réel f : 

En multipliant cette inégalité par -e-* (qui est strictement négatif), on obtient, 

pour tout réel f, —ef x et < —te”t, soit : 

b) Pour tout réel {> — 1, et=t+1>0. que | 

On en déduit, puisque la fonction In est croissante c A TE À 

’est-à-di n(1+t) < test à connaître ainsi | t Hu (+1) <te naîtr 

que In (e‘) = In(f+ 1), c’est-à-dire que: quel émonstaton. PPNE 
t = E (t + 1 ) RAPPRRREIRE ER ARR IRENARANENNR PAR EE nent 

3. Soit x un réel quelconque. On sait d’après 2.a) que —-xe* > —1. 

On peut donc appliquer l'inégalité de 2.b) en prenant £=-xe"*. On obtient : 

In(1 - xe*) < -xe*. 
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Partie B- Étude d’une fonction 

On considère la fonction f définie sur R par : 

1(x)=%x2=2Inte 2x); 

Il résulte de la question 2. de la partie A que, pour tout réel, e*—x > 0. 

Donc f est définie sur R. 

1. Limite de fen + 

e*— x = e*(1 —xe*) avec e* > 0, donc pour tout réel x: 

f(x) = x2- 21n(e*(1 —- xe*)) = x2- 21ne*—2In(1 -xe*), 

f(x)=x2-2x-2In(1-xe*). 

lim xe*= lim == 0, donc lim In(1-xe*) = In1 = 0. 
X — +00 X — +00 € X — +00 

Sachant que lim x?2-2x= lim x(x-—2)= +, on en conclut que: 
x — +0 x — + 

| lim f= 
x — +00 

On admet que lim f(x) = + ce. 
X — — où 

>) Point méthode 
X 

Pour démontrer le résultat admis, on écrit pour tout réel x < 0, e* — x = (1 — =) 
—X 

utilise la propriété : si a et b sont deux réels strictements positifs, alors In(ab) = Ina + nb. 

2. La fonction f est dérivable sur R comme somme et composée de fonctions 
dérivables. Pour tout réel x : 

pee l'UE D, = 2((x—1)e*-x2+1) 

e XX (e*— x) (e*— x) k 

DD GE) 

7 (x) 
2(x—-1)(e*-x-—1) 

e*—x | 



Chapitre 5 Fonctions logarithme et exponentielle 

Il résulte de la question 2. de la partie A que pour tout réel x, e*-x > 0 et 
e*—x—1 = 0 (l'inégalité étant stricte si x Z 0). 

On en déduit que f’(x) a le signe de x-—1. 

On conclut : 

.f’s'annuleen0Oeten1; 

HS re Lret X20: 

AC EU CS 

fest décroissante sur ]-  ; 1] et croissante sur [1 ; +col. 

On calcule f(0)= 0 — 21n1 = 0 et f(1)= 1 — 21n (e— 1) = —-0,08. 

On résume l’étude dans un tableau : 

/ CORRIGES 

3. Soit @ la courbe représentative de f dans un repère orthonormal et ® la 
parabole d’équation y = x? 2x. D’après 1., pour tout réel x : 

f(x) — (x2- 2x) = -2In(1 - xe*). 

Il a été vu dans la même question que lim In(1-—xe*) = 0. 
X — +00 

On en déduit que lim [f(x)-(x2-2x)] = 0. 
X — +0 

On en déduit que les courbes € et ® sont asymptotes en +ce. 

Pour étudier les positions relatives de @ et ® , on regarde le signe de : 

f(x)-(x2-2x) =-2In(1-xe*). 

On obtient, pour tout réel x : 

—2In(i-xe*)=0 & 1-xe*=1 Sxe*=0 à x=0. 

—2In(1-xe*) <0 & In(1-xe*)>0 & 1-xe* > 1e x<0, 

car e-* > 0 pour tout réel x. 

—)In(i-xe*)>0 & x>0. 

La courbe & est donc au-dessous de la parabole P sur ]- + ; 0[ et au-des- 

sus sur ]0 ; + [. Les courbes se croisent au point O. 



4. La tangente ®” à @ au point d’abscisse 0 a pour équation y = xf”(0)+ f(0), 
> 

soit y=0 , c'est donc (O ; i), le point O étant un point d’inflexion. 

Si on note g la fonction x — x? 2x, la tangente Ÿ à P au point d’abscisse 0 
a pour équation y = xg’(0) + g(0). 

On obtient g(0) = 0 et g’(0) =— 2, l'équation de Ÿ est : 

> à 
5.On trace €, P, ” et D dans un même repère (O ; i, j). 

Pour tracer P , on écrit y =x?-2x=(x-1)2-1 soit y+1=(x-—1)2. 

\ 
un 
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P est une parabole de sommet S(1 ; -1) et d’équation Y = X° dans le repère 
> > 

(S 3 5, j). 
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w 3 s ÿ 
Y La Prépa attitude : 

Il faut savoir que toute fonction f : R — R définiesur R est lasomme, 
d’une manière unique, d’une fonction paire et d’une fonction impaire. 

_ Prouvonslunicité: sil’on veutpouvoirécrire f sousla forme f = g+h 
avec g paire et h impaire, il faudra que pour tout réel x on ait : 

[to = g(x)+H(x) 
f(x) = 8(x) A (x) 

car g(-x) = g(x) et h(-x) = —h(x). 

Ce qui, par demi-somme et demi-différence, fournit : 

FE Qi AREA, oi ee = dr 

g(x) = Der) _ x) et h(x}= fG)-/Cx) x) 

Ce qui prouve déjà que, si elles existent, g et h sont uniques (puisque 
nécessairement données par ces expressions). 

Pour l'existence, il suffit de vérifier que la fonction posée pour g est 
bien paire, que celle posée pour h est bien impaire et que la somme des 
deux est bien égale à f, ce qui est évident. 

Prolongement au cours de Term S 
La fonction exponentielle n’est ni paire ni impaire, par conséquent elle s'écrit 
comme somme d’une fonction paire et d’une fonction impaire à l’aide de la 
décomposition : 

ss 
LLI 
œ Eu 
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E 
mn 
2. 
<« 

x» © +e—e -e ” 
= —— + — 

2 2 
€ 

D'où les définitions suivantes : 

Définitions 
On appelle fonction sinus hyperbolique, notée sh, et fonction cosinus hyper- 

bolique, notée ch, les fonctions définies sur R par les relations : 

e” —e 

?) 

cru enr 
TL sh(x) = VxeR, ch(x) 
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Ce sont donc les parties paires et impaires de l’exponentielle. 

L'objectif ici est d'étudier ces fonctions et de développer un formulaire de 

trigonométrie hyperbolique. 

D’après les définitions, il est clair que l'on a: 

VxeR, ch(x)+ sh(x) = e”, ch(x) - sx)? 

D'où par multiplication : 

VxeR, ch (x) — sh? (x) = 1 

De même que le point de coordonnées (cosf,sint) décrit le cercle d’équation 

x? + y = 1, le point de coordonnées (echf,shf) (avec € € {-1 + 1}) décrit 

l’hyperbole d’équation x°— y” =1, d’où le nom de « fonctions hyperbo- 
liques » attaché à ces dernières. 

Étude des fonctions hyperboliques 
La fonction ch étant paire et la fonction sh étant impaire, on peut limiter 

notre étude à R, et, après avoir tracé leur représentation graphique sur ce 
domaine, on complétera le graphe par symétrie par rapport à l’axe des ordon- 
nées pour la fonction ch et par symétrie par rapport à l’origine pour la fonc- 
tion sh. 

Les arguments habituels indiquent que les fonctions ch et sh sont continues 
et dérivables sur R. De plus : 

VxeRk, ch'(x) = à du = sh(x), sh'(x) = _ _ ch(x) 

Formules semblables à celles de la trigonométrie classique, mais sans change- 
ment de signe. 

Or, les fonctions sh et ch sont manifestement strictement positives sur R.. 

Par conséquent, les fonctions ch et sh sont strictement croissantes sur R 4 

X =X X —X 

De plus: ch{x)-— = = et: sh(x) -< His, 

Donc lim La) — S = it a) — © = 0 
X—D>+00 
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Enfin ch(0) =, sh(0) = 0, d'où les tableaux de variation et les représenta- 
tions graphiques de ces fonctions : 

EXERCICES © Corrigés p. 263 

RE Discuter, suivant les valeurs du paramètre a, l'existence de solutions pour 

= le système d’inconnues réelles x et y: 

e*e = 

2xy =1 

; x : Las 
Résoudre complètement dans le cas où a = Ve’. 

t 
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2 | Formulaire de trigonométrie hyperbolique 

Démontrer les formules suivantes : 

1. Va, beR, 

ch(a + b) = cha chb + sha shb ch(a - b) = cha chb — sha shb 

sh(a + b) = sha chb + cha shb sh(a - b) = sha chb — cha shb 
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2. Vp,qeR, 

chp + chq = 2 an shp + shq = 2 er pe 

El La fonction Argsh 

1. Montrer que la fonction sh réalise une bijection de R sur R. Elle admet 
donc une fonction réciproque, appelée fonction argument sinus hyperbolique 
et notée Argsh, définie sur R. 

2. Soit x e R. On pose y = Argshx. 

Montrer que chy = vx? +1. 

3. En utilisant le résultat du chapitre précédent sur la dérivée de la fonction 
réciproque, montrer que la fonction Argsh est dérivable sur R et que l’on a: 

1 
Vreh, Argsh'(x) = es 

en | 

4, On reprend les notations de la question 2. 

En remarquant que e7 = shy + chy, montrer : 

VxekR, Argshx = inf x + Vx° + 1) 

4] La fonction Argch 

1. Montrer que la fonction ch réalise une bijection de R, sur [1, + 00 [. Elle 
admet donc une fonction réciproque, appelée fonction argument cosinus 

hyperbolique et notée Argch, définie sur [1, + © L. 

2. Soit x € [1 œo|. On pose y = Argchx. 

Montrer que shy = 4x? —1. 

3. En utilisant le résultat du chapitre précédent sur la dérivée de la fonction 

réciproque, montrer que la fonction Argch est dérivable sur de x œ| et que 
l'on a : 

1 

Ees # 

VxEe LL + œ|, Argch'(x) = 

4. On reprend les notations de la question 2. 

En remarquant que e” = shy + chy, montrer : 

Vx € [1, - œ|, Argchx = is + Nx? - 1). 
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1. Pour tous réels x et y le réel e*e? est strictement positif donc si le réel a 
est négatif ou nul, le système n’a pas de solution. 

Pour tous réels x et y et tout réel a strictement positif, on a les systèmes équi- 
valents : 

CVS NES Lys 7 
ee” =a ja In(e . ) = Ina car les deux membres de la première 
2xy = 1 2x équation sont strictement positifs 

In(e*) —- Infe”) = Ina 

2xy = 1 
car e* et e” sont strictement positifs 

x+2y = Ina x=Ina-2y 

ALP x(2y)=1 

x=ina-27 x=lna-2y 

(Ina —2y)(2y) = 1 4 y + 2(Ina)y —1=0 

x=lIna-2y 

". 2 4y° —2(Ina)y +1=0 

La deuxième équation est une équation du second degré en y, elle admet des 
2 

solutions si et seulement si son discriminant À = [-2(Ina) | —-AX4X1Z0 

c'est-à-dire 4(Ina) — 16 = 0. Pour tout réel a strictement positif 

A(ina) -16 =0& (Ina) -4>0 
= (Ina) 0 

= (Ina — 2)(Ina + 2) z 0 

Pour tout réel a strictement positif, 

Ina-2=0æma-2Sa=e 

et 

Ina+2=0Sm=284a=e 

& 
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Pour tout réel a strictement positif, construisons un tableau de signe de 

(Ina — 2)(Ina + 2) 

na 2]na +2 
La deuxième équation admet des solutions si et seulement si 

(Ina — 2)(Ina +2) > 0 c'est-à-dire 0 < a < e* ou e” < a et donc le système 

admet des solutions si et seulement si a € Jo : e?] U Le? 5 + co. 

Résolution dans le cas où a = Ve° 

Ona 5 > 4 donc la fonction exponentielle étant strictement croissante sur R, 

e° >e* donc sachant que la fonction racine carrée est strictement croissante 

sur R* on a a = Ve° > Ve = e?. 

Le discriminant de la deuxième équation est strictement positif, la deuxième 
équation du système admet deux solutions, elle s’écrit : 

ay 2e)» +1= 0 

+ 5 
Ona lie = Ine2 = se l'équation s’écrit : 

4y° -5y+1=0 

L 1 
Ses racines sont 1 et Fe 

Si y=1 ona x=InVe -2x1= 2. 

1 
. ona x=Inve’ 2x2 22 

Dans le cas où Ne > il y a deux solutions (x; n=( 1) et 

&=f22) 
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BA 1. Soient a et b deux réels. Développons le second membre de l'égalité à 
démontrer : 

a ei b —b a a b —b 

ha cb ab [ ÉLEVÉS . }+fS _ É ee 

es fe e%"b e 4+b + oi “ie por ss e4"b sa e 4tb + re 

ES 4 

Heroes 

4 

ef*tb à e(e*t) 

2 

= ch(a + b) 

Pour la deuxième égalité on change b en —b dans la formule précédente. On 

obtient ainsi : ch(a + (-b)) = cha ch(-b) + sha sh(-b). 

Puis on utilise la parité de la fonction ch : ch(-b) = chb et l’imparité de la 

fonction sh : sh(-b) = -shb. 

D'où l'égalité : ch(a Ë b) = cha chb — sha shb. 

Les autres égalités se traitent de manière similaire. 

2. Soient p et q deux réels. Pour exploiter les formules précédentes, on 
commence par chercher deux réels a et b tels que: 

a+b=p 

ä—-b=q 

Par demi-somme et demi-différence on obtient : 

a = pr4 et b = VS à : 

2 2 
On a alors : 

chp + chq = cha + b)+ ch(a- b) 

= (cha chb + sha shb) " (cha chb — sha shb) 

= 2cha chb = 2 re ; : 

LA 

& 
LUI 
[a 
[a 

Z 

O 
ps 
(aa) 

> 
< 
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De même : 

shp + shg = sh(a + b) + sh(a — b) 

= (sha chb + cha shb) + (sha chb — cha shb) 

= 2sha chb = 

2 Sep PCA 
2 2 

1. La fonction sh est : 

| continue sur R, 

. strictement croissante sur R, 

-et: lim sh(x) = +00 ; lim sh(x) = —0. 
X— +0 X—>—00 

En vertu du théorème de la bijection, elle réalise une bijection de R sur R et 
admet une fonction réciproque, notée Argsh, définie sur R par: 

VxeR,  y= Argshx & shy = x 

2. On sait que : ch’(y) — sh°(y) = 1. Donc ch’(y) = sh°(y) +F1=X +00 
plus chy est toujours positif (et même supérieur ou égal à 1). Donc: 

chy = Vx? +1. 

3. De plus, la fonction f = sh étant dérivable, de dérivée jamais nulle, il a été 
vu et démontré dans le chapitre précédent qu'il en résultait que la fonction 

f7" = Argsh était dérivable sur R. Et de plus, pour tout x réel : 

Argsh’(x) = 
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4. On sait que pour tout réel y, e” =shy+chy. En particulier pour 

y = Argshx, on a shy = x et chy = Vx? +1. 

Donc e7 = x + Vx? +1. Par passage au logarithme : 

= in(x + x" + 1. | Rem QUe 

Comme ici y = Argshx, on conclut : | On voit ainsi que la fonction Argsh 
| se réduit à des fonctions plus 

VxeR, Argshx = in(x + Vx? + \ | classiques. à 

F4 1. La fonction ch est : 

- continue sur R,., 

. strictement croissante sur R 

et: ch(0) = 1% lim ch(x) = +0, 

En vertu du théorème de la bijection, elle réalise une bijection de R, sur 

[1, + | et admet donc une fonction réciproque, notée Argch, définie sur 

[1, + 00 [ par : 

Vx e[L+|, y = Argchx & y = 0 et chy = x 

2. Soit y = Argchx, avec x € [1, + 00 k. 

On sait que : ch’(y)-sh°(y) = 1. Donc sh°(y) = ch’(y)-1 = x 1. 

De plus on a sh(y) Z 0 pour y = 0. Donc: shy = 2 = s 

3.La fonction f =ch est dérivable, de dérivée jamais nulle sur R, 

(ch'(x) = shx) et de plus ch0 = 1. 

En vertu du théorème du chapitre 3 sur la dérivée de la fonction réciproque, 

il en résulte que la fonction : f-! = Argch est dérivable sur 11 = œo| et que 

pour tout x € Î+of on a: 

LL TE PR CRE Se 
fl te (x) É sh(Argchx) 

1 1 

Argch’(x) = 

3 ch? (Argchx) —1 x? —]1 

LA 

& 
LUI 
[a 
[a 

Z 

O 
La 
aa 

> 
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4. On sait que pour tout réel y, e7 = shy + chy. 

En particulier pour y = Argchx, on a chy = x 

et shy = Vx° -1. 

Donc e? = x+Vx?-1. 

Par passage au logarithme : 

Ve inf + Ve 1). 

Comme ici y = Argchx, on conclut : 

Vx e [+ of, Argchx = inf + 1). 

| Remarque | 

| De même que Argsh, lafonction  ! 
: Argch se réduit à des fonctions plus 

| classiques. 



Intégration 

DE quoi S’AGIT-IL? | 

Dans ce Chapitre, il S "agit de définir l'outil réciproque 
de la dérivation et de mettre en place une méthode per- 
mettant de calculer des aires. 



| COURS 
SRE 

fl Intégrale d’une fonction continue 
> > 

Le plan est rapporté à un repère othogonal (O, ÿ, j). 

e Si fest une fonction continue, positive sur [a, b], a < b, l'aire exprimée en 

unité d’aire du domaine défini par : 

a<x<b 

0<y<f(x) 
est appelée l'aire sous la courbe entre a et b et se note [ f(x)dx. 

a 

On lit « intégrale de a et b de f(x)dx ». 

e Si fest continue et négative sur [a, b], (a < b), on se ramène au cas précé- 
dent en considérant la fonction -f; 

L'raax = [food 

e Si fest une fonction continue sur [4, b], a < b, alors: 

[ fax = -[ fGodx. 

2 Primitives et intégrales 

e On démontre qu'une fonction f continue sur un Remarque 
intervalle I admet une infinité de primitives, c’est- On toujours dire « une » 
à-dire des fonctions admettant pour dérivée fsur I. di “ RTS 

e Si l’une des primitives est F, toutes les primitives EE 
de f sur I sont les fonctions F + C, où C est une Fons 
constante réelle arbitraire. L'intégrale J f(t)dt ne dépend 

Il en existe une seule qui prend une valeur arbi-  pasdu choix der. 
traire donnée en un point donné de I. TNT NET En 
e Le nombre F(b) — F(a), a et b étant des éléments quelconques de I, se note 

[E( 5], il s'appelle accroissement de F entre a et b et : 

à 

Car = LR = FC) - F(a). 
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e Si fest une fonction continue sur I et si a € I, la fonction F définie sur I par : 
X 

F(x) = Ï f(t)dt 
a 

est dérivable sur I et a pour dérivée f sur I. 

La fonction F ainsi construite est la primitive de f sur I qui s’annule en 4. q 

>] Bien comprendre 

Lorsque l’on veut déterminer une seule primitive sur un intervalle |, on choisit une primitive prenant 
une valeur donnée en un point donné de I. 

€] Propriétés des intégrales 

Toutes les fonctions considérées dans ce paragraphe sont continues sur I et a, 
b, c sont des points de I. 

@ Relation de Chasles 
b c b 

[ fat=[ fpat+T f(hdf. Remarque 
si cé € Les réels a, b, c peuvent être dans 

n'importe quel ordre. | 

Quel que soit À réel : 
b b b 

[LE +gcoiar = ['rtpdr+ Fe oar: 
b b 
[ [Af()]dt = À] far. 

© Inégalités 
PE ave 

eSif=0 et a < b, alors [ f(t)dt=0; Lorsque l'on veut utiliser les 
a inégalités, on doit toujours vérifier | 

b b que la borne inférieure de l'intégrale 
eSif<g et a< b, alors [ f()dt = f g(t)df.  estinférieure àlabome supérieure. | 

Fr | 
means à ARRETE ARE EIRE DANONE RENE" DS 



@ Inégalités de la moyenne 
Soit fune fonction continue sur un intervalle I et a et b deux éléments de I. 

eSim<f<M surlet si a < b, alors: 

m(b-a) = [ro < M(b- a). 

eSi|f| < M sur L alors: Remarque BH 
b Cette inégalité est valable sans ! 

[ Fi OP < M|b — a. condition sur a et b. Es ar EE 

b 
Le nombre —— | f(t)dt (lorsque a # b) est appelé la valeur moyenne de f 

sur [a ; b] et si a < b, la moyenne de f sur le segment [a ; b]. 

@ intégrales de fonctions continues paires, impaires ou 
périodiques 

eSifest continue et paire sur [—a ; a], [ f(t)dt = 2[" f(0) dt. 
—4 0 

e Si f est continue et impaire sur [—a ; a], 1 f(t)dt= 0. 
—4q 

e Si fest continue sur R et de période P, a étant un réel quelconque : 

Lroa-[" fat. 

>] Bien comprendre 
b 

Sif=0eta<b, [ f(x) dx représente l'aire sous la courbe de fentre a et b exprimée en unités 
d'aire. L 
Si change de signe, on parle alors d'aire algébrique ; les zones situés au-dessus de l'axe des abscisses 
sont comptées positivement et les zones situées au-dessous de l'axe des abscisses sont comptées 

b 
négativement ; la somme algébrique est égale à Ï f(x) dx. 

q 
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4 Primitives usuelles 

I désigne un intervalle de R. 

Domaine 

sur R 

sur R, si a e N 
xa+1 

a " 
œ+1 

sur |, intervalle inclus dans R* : Inlx| + C 

Sur }-3+4r, 212] er tan2x tanx + C 
2 2 cos2x 

fet g ont pour primitives 
Fet G sur un intervalle Foy Poe 

À réel donné, 
fa pour primitive F sur | af 

fet g ont pour dérivées f” et g’ sur | f'g + fg’ 

fet g ont pour dérivées f” et g’ surletgne g—fg" f +c 
S'annule pas sur | g? g 

fa pour dérivée f” et f® est définie sur let fa+1 

x £—1 ol 

LAC 2 72 ! 1e 

fa to Se sur | et fne s'annule pas . In|fl + C 

sur 

fa pour dérivée f” sur! expf x f” exp(f) + C 

sur | intervalle indus dans R * 

siccentier < —1 

ER L=Y 

faf’ + 



un 
k= 

LL] 
Ce 
pe | 
un 
be 
LL 

(F4) 
LLI 

— 
U 
[s 
LI 
*< 
LL 

© 
EX Signe d’une intégrale © Corrigé p. 284 

Donner les signes des nombres : 

TR. CAfr ESA ef nd et J=[ (x + 1)dx. 

FA Primitives © Corrigé p. 284 

1. Soit E une fonction continue sur R. 

Que représente pour ®, la fonction g définie sur R par : 

g0 = [otar? 
2. La fonction f est définie, continue sur R et strictement positive sur R. 

Quel est le sens de variation de la fonction h définie sur R par : 

fAdicetion 
Attention à l'écriture de la 

fonction h. 

POLETO: 

EX Encadrement © Corrigé p. 284 

Si, sur un intervalle I non vide de R : 

ES LE e Î<m<3, fadicetion 
où f et g sont deux fonctions définies et continues sur J, Revoir la remarque sur 
m un réel, a-t-on pour deux réels a et b quelconques de: l'utilisation des inégalités. | 

b b 
[ f(E) dt < m(b-a) <] g(t) dt ? 

EX Valeur moyenne © Corrigé p. 285 

1. Soit a, b et c trois réels tels que a < b < c. Si m; est la valeur moyenne de f 
sur [a ; b] et si m, est la valeur moyenne de fsur [b ; c], quelle est, en fonction 
de m, et m,, la valeur moyenne de fsur [a ; c]? 

2. Si m est la valeur moyenne de fsur [a ; b] (a et b réels tels quea<b)etsiu 

est la valeur moyenne de gsur [a ; b], quelle est la valeur moyenne de f+ g sur 
la: 61e 
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EI Inégalité © Corrigé p. 285 

Si pour tout réel x de [a ; b] (a <b), f(x) = 2g(x), a-t-on: 

f'roa> fear? 

EF Primitives et intervalles © Corrigé p. 285 

Si F est une primitive de f sur la réunion de deux intervalles et si G est une 
primitive de f sur la même réunion des deux mêmes intervalles, existe-t-il un 
réel ktel que G=F+Kk? 

EA Comparaison d'intégrales © Corrigé p. 286 

1. Soit f la fonction définie sur R par : 

RCD ER (sin x)”, 

0 
Comparer les nombres | f(x) dx et fi f(x)dx. 

r 0 

2. Soit f la fonction définie sur R par f(x) = 
x8+1 

0 T fAdicotion 
Comparer les nombres J f(x)dx et [ C0) dx: Utiliser la parité de la 

a fonction f. | 

8. Étude de signes © Corrigé p. 286 

Sans calculer les intégrales, donner le signe de : 

a) I = f (x x2) dx, lorsque & et B sont deux réels tels que 0 < œ <B < 1; 
œ 

b) j = [ (x x2) dx, lorsque à et f sont deux réels tels que 1 < à < B. 

KE] Équation © Corrigé p. 286 

œ 

1. Peut-on trouver un réel : tel que Ï e‘dt soit un entier naturel ? 
0 

Adtcation 

Revenir à la définition de 
l'intégrale. 

2 2 
2. L'égalité Ï f(t)dt = Ï g(t)dt implique-t-elle l'égalité 

: 1 1 

f(t) =g(f) pour tout f de [1; 2]° 

| EXERCICES ET SUJETS 



un 
F- 
LE 
rs | 

=, 
un 
= 
ELI 

un 
Ii 

A 
OU 
[a 
I 
* 
LLI 

El] Domaine non borné © Corrigé p. 287 

Si 3 est une partie illimitée du plan, ® peut-elle avoir une aire égale à un nombre 

réel ? 

4 120 min © Corrigé p. 287 EE] Calculs d'intégrales 

1. Soit la fonction f définie sur R = oit la fonction f définie sur R par f(x) RE 

soit la fonction g définie sur R par g(x) = : £ 

1 
a) Calculer I, =} f(x)dx. 

b) Soit I, sf g(x)dx. Calculer I, +1, et en déduire la valeur de É 

2. a) Déterminer trois réels a, b, c tels que, pour tout w différent ii = 

u2— 1] Æ 
=au+b+ 

2u—1 2u—-1 

b) Calculer LE dx. 

EF] Intégrale et fonctions trigonométriques & 

Soit la fonction f définie par f(x) = sin{x, xe R. 

; nee 

5 (a 15 min © Corrigé p. 289 

1. Exprimer sin2x en fonction de cos2x, puis sin{x en  RS3ppel 
fonction de cos2x et de cos4x. cos 2x = Cos2x — sin2x ; 

LE + Fe =1. 
marre dunes EE 

2. Quelle est la forme générale des primitives de fsurR ? 
T 

3. Calculer [° f(x) dx. 
0 

4 x # e TT sr 

LE] intégrales et système d'équations xx 30 min © Corrigé p. 290 

L'objectif est de calculer les intégrales suivantes : 

dx’ K=[ e+2ax 
ni x2 

Dre 
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1. Calcul de I 

Soit la fonction f définie sur [0 ; 1] par f(x) = In (x+ Vx2 +2). 

a) Calculer la dérivée de la fonction x \/x2 + 2. 

b) En déduire la dérivée f’de f. 

©) Calculer la valeur de I. 

2. Calcul de J et de K 

a) Sans calculer explicitement J et K, vérifier que J+21=K. 

b) Soit h la fonction définie sur [0 ; 1] par: 

hÉX)= xx, 

(i) Montrer que pour tout x de [0;1]: RE me 

x2 Trouver des relations entre | 
h’(x) = Vx2 +2 + fn des intégrales que l'on ne 

x° +2 sait pas calculer est parfois | 

(i) En déduire que K = V3 —J. née) 
c) En déduire les valeurs de J et de K. 

PS 

k 30 min © Corrigé p. 293 
ST A 

EE] intégrales et suites 

1. Soit p un entier naturel non nul. 

À l’aide d’un encadrement de - sur [p ;p +1], déduire les inégalités : 

1 1 | 1 1 1 
SE -dt<- (1) et ——<In(p+1)}-Inp<- (2). mpeg pal € € hip) ohne & 5 (0) 

cu 
2. On pose, pour tout entier naturel n non nul, u, = De 5 

p=n 

Démontrer les inégalités : 

je Lou et nm2+—<u,<ln 2+- 
n n 

3.En déduire lim ,. 
n — +0 

(Ce) 
rues 
LU 
— 

æ, 
un 
-- 
LE 

un 
ELT 

ee 
® 
[e 
ti 
* 
Li 
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LL 
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un 
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= 
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LL] 
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LL] 

em 

) {30 min © Corrigé p. 294 
uw 

KE] Méthodes de calculs d'intégrales 

On se propose de calculer l'intégrale J = [ SE ;dx. 
0(1+e*) 

1. Calculer les deux intégrales : 

A = dx et B= dx. 
CHINE 0 (1+ ex)” 

2. Déterminer trois nombres réels a, b et c tels que, pour tout nombre réel f positif 
ou nul : 

1 bt ct 
= a+ — + 6 

(1+6)? 1+Ét (1+6) 

3. En posant { = e* dans l'égalité (1), calculer l'intégrale : 

1 

D LCI ex)” 

4. a) Soit h la fonction définie sur [0 ; 1] par: 

= 

DATE . 

2(1 +e*)2 

(i) Montrer que pour tout x de [0 ; 1] : 

h(x) = 

(ii) En déduire que : 

TETE SI. 

b) En déduire la valeur de J. À l’aide de la calculatrice, donner une valeur appro- 
chée de J à 10 ‘ près. 

EE Suite d'intégrales 

Les questions 1 et 2 sont indépendantes. 

RC EE HER 

de. 140 min © Corrigé p. 297 

N° est l’ensemble des entiers strictement positifs. 
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: é e 

Pour tout entier n de N°”, on considère l'intégrale 1, = ( (Inx)”"dx. 
1 

1. a) Démontrer que pour tout x dans l'intervalle ]1 ; e[, et pour tout n entier 
naturel non nul : 

un 
be 
LL 
—) 

=, 
un 
[= 
LL 
un 
LU 

4 
U 
œ 
LE 
*< 
LU 

(ne tin 2) 10. Remarque | 
b) En déduire que la suite (J,) est décroissante. Ilfaut ut retenir qu' une | 

RRre | primitive sur R* dela | 
2. a) Calculer sur [1 ; e] la dérivée de la fonction : fonction In est lafona om | 

xt xinx- x. es 

En déduire ].. 

b) Soit h, la fonction définie sur [1 ; e] pour tout n de ae . | 
N° par : La méthode proposée 

= n+1 {s'appelle une intégration | RCE x(NAS. par paris. atio “hs 

tre) (i) Montrer que pour tout n de N° ettout x de [1 ;e]: 

h°,(x)= x) et Ge D)(nx)". 

(ii) En déduire que pour tout n de N°: 

LE, =e=(n+10r: 

©) En déduire I,, I, et 1,. Donner les valeurs exactes, exprimées en fonction de 
e, et les valeurs nn à 107” près par défaut. 

3.a) Démontrer que, pour tout n e N° 

ne > (. 

b) Démontrer que, pour tout n € N° : 

Get) 

©) En déduire la limite de 1, 

d) Déterminer la valeur de n1, + (1, +1,,,) et en déduire la limite de n1,. 

Pre 

40 min © Corrigé p. 299 
ST 

EF] Suites d’intégrales, série 
1 

On considère la suite 1 définie par 1, = Ï e*dx et pour tout entier n = 1: 
0 

tons 
I,=— [ (1-x)"e*dx. 

n! Jo 
1 

1. a) Calculer le (1-x)"dx pour ne N°. 

b) À l’aide de l'encadrement 1 < e* < e, valable sur l'intervalle [0 ; 1], démontrer 

que, pour tout entier n = 1: 



un 
= 

LLJ 
= 
pu, 
un 
= 

LLI 

(e) 
EL} 
® 

U 
œ 
LLJ 
*< 
LLI 

PR dt 
Gr) ON PRE GT El 

©) Démontrer que la suite (J,) est convergente et déterminer sa limite. 

2. a) Calculer I,. 

b) Soit h, la fonction définie pour tout n de N° et tout x de [0 ; 1] par: 

h,(x) =(1-x)"ex. 

(i) Calculer, pour tout n de N° et tout x de [0 ; 1], h”,(x). 

(ii) En déduire que pour tout n de N°: 
1 

el? n\ 

3. On pose, pour tout entier n = 1: 

1 1 

nn 
a) En utilisant les relations (1), exprimer }, à l’aide de Remarque 

Josette Jest appelée la somme de la 
2 SR 

b) En déduire la limite J de la suite (J,). série de terme général = 

c) Justifier l'encadrement : RE Se 

1 e 
a 
Get SE 

KE] Irrationalité du nombre e 
Partie A 

Soit f la fonction numérique de variable réelle définie par : 

TH) = IS" 

On désigne par € la courbe représentative de f dans un plan ® rapporté à un 

ge 
: 140 min © Corrigé p. 302 

repère orthonormé (0 ; ie d'unité graphique 4 cm. 

1. Étudier les variations de f ; on précisera les limites de fen - et en + ce. 

2. Construire la courbe € dans le plan P. 

3. En utilisant la dérivée de la fonction f sur [0 ; 1], montrer que: 

1 
I, =}, f(x)dx = e-2. 

Quelle est l'interprétation géométrique de I; ? 
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Partie B 

Pour tout entier n = 1 on pose: 

1 
LE = | atelarde 

0 

1. a) Démontrer que, pour tout xe [0 ;1], x" < x'el-x< ex, 

b) Exprimer en fonction de l’entier n : 

(4) 
L- 
EL 
—" 

—_ 
un 
F- 
LL 

un 
IL} 

— 
U 
[e 4 
EL 
*< 
EL J,= [ XX. 

©) Déduire de a) et de b) que pour tout # : 

ET | Qupe aide 
n+l  On+1l 

2. Soit h, la fonction définie pour n e N° et tout x de [0 ; 1] par: 

RD) = rer. 

a) Calculer pour tout # de N” et tout x de [0 ;1], h°, (x). 

b) En déduire que : 

JE ape D AE 2 à PO À Ge ù D À 

c) Montrer que pour tout n de N': 

L=(n+1)l,-1. 

3. Pour tout entier n = 1 on pose: 

K,=nle-I],, 

oùn!l=1xX2X3X...Xxn est le produit des n premiers nombres entiers non 
nuls). 

a) Exprimer K, ,, à l’aide de K,. 

b) Calculer K, (on pourra utiliser la question 3. de la partie A). 

En déduire, en procédant par récurrence sur n, que K, est un nombre entier 

pour tout n = I. 

c) Utiliser b) et 1. c) pour démontrer que, quel que soit l'entier n = 2 ,le nombre : 

Hesk sr 

n’est pas un nombre entier. 
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4. a) Soit p et g deux nombres entiers strictement positifs. 

: n!p 
Démontrer que, pour n = q, le nombre i est un nombre entier. 

b) En déduire, à l’aide de 3. b) et ©), que e n’est pas un nombre rationnel. 

HE] Méthode d’Euler 
3,2 

Le plan est muni d’un repère orthogonal (O ; i, j). Remarque 

On s'intéresse aux fonctions f dérivables sur [0 ; + co[ La relation (1) est appelée 

> 

| 140 min © Corrigé p. 306 

une équation différentielle. 
vérifiant les conditions : 

je tout réel x appartenant à [0 ; +oo[,f’(x) =4—(f(x))2 (1) 

JUO)EI0 (2) 

On admet qu’il existe une unique fonction f vérifiant simultanément (1) et 

(2). 
Les deux parties peuvent être traitées de manière indépendante. 

Partie À - Étude d’une suite 
Afin d’obtenir une approximation de la courbe représentative de la fonction f, 
on utilise la méthode itérative d’Euler avec un pas égal à 0,2. 

On obtient ainsi une suite de points notés (M,), d’abscisse x, et d'ordonné y, 
telles que : 

*)—0: et poumtout entier natureln 2x tx; +02; (1) 

Yo=0 et,pourtoutentier natureln, y,,,=-— 0,2y° +7,+0,8 (2) 

1.a) Les coordonnées des premiers points sont consignées dans le tableau ci- 
dessous. Compléter ce tableau. On donnera les résultats à 1074 près. 

ER AMAAR A EAEA NC A A 27 D 
b) Placer, sur un graphique, les points M, pour n entier naturel inférieur ou 

égal à 7. 
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©) D'après ce graphique, que peut-on conjecturer sur le sens de variation de la 
suite (y,) et sur sa convergence ? 

2. a) Pour x réel, on pose p(x) = — 0,2x2 + x + 0,8. 

Montrer que si xe [0 ; 2], alors p(x)e [0 ;2]. 

b) Montrer que pour tout entier naturel n, 0 £ y, < 2. 

© Étudier le sens de variation de la suite (y,). 

d) La suite (y,) est-elle convergente ? 

Partie B - Étude d’une fonction 
AXx _ 

Soit g la fonction définie sur [0 ; +co[ par g(x) = 2 — —. e 

et € g Sa courbe représentative. 

1. Montrer que la fonction g vérifie les conditions (1) et (2). 

2. a) Montrer que € : admet une asymptote À dont on donnera une équation. 

b) Étudier les variations de g sur [0 ; + co. 

3. Déterminer l’abscisse 0: du point d’intersection de A et de la tangente à €, à 
l’origine. 

4, Tracer, dans le repère précédent, la courbe €, et les éléments mis en évi- 

dence dans les questions précédentes de cette partie B. 
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“4. * La borne inférieure —2 est inférieure à la borne supérieure 1 et la fonction 

x _ est strictement négative sur [-2;1], l'intégrale I est donc 
x4+ 

strictement négative. : 
- La borne inférieure de J est supérieure à la borne Méthode 
supérieure, la fonction x+= x+ 1 est strictement Il faut étudierle signe de la fonction - 

positive sur [1;3]. Donc, d’après les propriétés etlapositionrelative desbomes. 
des intégrales : sms PRE 

3 1 3 
Ï (xt + 1)dx > 0, d'où [ (x4+ 1)dx= -[ (x4+ 1)dx < 0. 

1 3 1 

L'intégrale J est strictement négative. 

2 1.gest la primitive de 6 sur R qui s’annule en 0. 

2. Pour tout réel x, H(x) = -[ FO dt - [-foar. 
f est continue sur R, donc — f aussi et R est un intervalle de R, donc — fadmet 
des primitives sur R. Soit F l’une d’elles. Pour tout réel x : 

h(x)=F(x)-F(1) et h’(x)=F'(x) = f(x). 

Comme f est strictement positive sur R, — fest strictement négative sur R. 

Donc h est strictement décroissante sur R. 

FX Pour tout réel { de I, f(t) < m < g(f). 

b b b 
Si a<b, alors | fodt< | mdt=< | g(t)dt. 

b b 
[Odt< m(b-a)< [ gta 

Si b < a, alors [roar < [ mat = Lea 

b b 

d’où : -[ f() dt < m(a-b) = -| g(t)dt 

ete b b 
[FE dt = m (a-b)> [etat 

La réponse à la question posée est « non ». 
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MA 1. Si m, est la valeur moyenne de fsur [a ; b]: Remarque 

1:-r8 b Pour écrire la définition de la valeur! 
m=—— | f(t)dtet | f(#) dt=mi(b-a).  moyemesurla;:blilfautpréciser | 

b-a du. g a#b. | 
À TAPER De même pour m, : 

1 (a re C 

4 [fo ar, d’où [0 dt=m,(c-—b). 

La valeur moyenne 1 de fsur [a ; c] est = [rod 

c b c 
Or [fat = [rad + [war = m(b-a)+m,(c-—b), d'où: 

m.(b-a)+m,(c-b) 

c—a = fwar- 

2. La valeur moyenne de f + g est le nombre M tel que : 

b b 

M= = JU +aar= = Pratt [etai 

5. Déterminons le signe de : Méthode 4 

b b b Pour comparer deux membres, on 

( fdr-| g(Hdt=| (f(#) -g(t))dt Re PEU : 
a a a D men 

b b 
= £ (2g(#) - g(t))dt = [star 

b 
Puisque a < b, le signe Ï g(t)dt dépend de la fonction g. 

Cette intégrale peut être positive, négative ou nulle. On ne peut donc pas 
répondre à la question posée. 

6. Soit F définie : 

1 
sur J-æ;0[ par F(x)=--+2; Remarque 

Le ETS està retenir. | 
} 

a 

sur ]J0 ; +o[ par F(x)=- +1, 
x 

un 
LL 
| 
[a 
[e a 
(®) 
U 

ee 
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sur ]—-c ;0[ par CG) =2284; 
x 

et soit G définie 

sur |0 ; +o[ par Gx=-2+3. 
% 

Il n'existe pas de constante K telle que, pour tout “+ xdeR',F=G+k et 

pourtant, pour tout réel x de R°, F’(x) = G’(x) = — L sf). 

7. 1. La fonction f est impaire, car pour tout réel x : 

f(x) = (x) - [sin (x) = —x5 + (sin x)° = -f(x). 
0 

f étant impaire, les nombres J f(x)dx et 1e f(x)dx sont opposés : 
r 0 

[_ fax = -[ FCax. 

2. La fonction f est paire. 

En effet, pour tout réel x, -x . à l’ensemble de définition de f et : 

f(x) = = f(x). 
(x+1 Se DR RéMarque | 

ia a er eve er, Le à 
Les nombres f : f(x)dx et [' f(x)dx sont égaux : 

= 0 

0 3 ee ssià 

J fOax= |] f(x)dx. bu de déni bn 2 

18 À Sur l'intervalle 10 ; 1[,x> x2, donc x-x2 > 0. 

B 
Si0<a<f$< 1 , alors | (x—x2) dx > 0. 

œ 

b) De même, pour tout réel x > 1, x < x2, 
donc xx? < 0. 

Si1<a<$,alors fe) dx < 0. 
œ 

El 1. Calculons jee etdt = Lei], — ]. 

e%— 1 est un entier naturel si e% est un entier naturel supérieur ou égal à 1. 
Cherchons œtel que e%=n,ne N*. 
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Cette égalité est équivalente à à« = Inn. 
4 œ 

Il suffit de choisir & = Inn, où n e N”, pour que Ï e‘df soitun entier naturel. 
0 

2. Soit f définie sur [1 ;, 2] par f(x)=2-x et g définie sur [1;2] par 
g(x)=x-1. 

2-2 fadteation 
Alors Ï : (2 — x)dx = É — 2 = . Il faut essayer de retenir les contre- | 

1 2 1 2 exemples. | 

et x dx À -x| = -. 
J 1 ) 2 a D W 

2 2 
Donc [ FCodx = [ g(x)dx et f4g. 

La réponse à question posée est donc non. 

M0) On considère la partie A(a) du plan limitée par la courbe représentative @ 

de la fonction exponentielle, l’axe des abscisses et les droites d'équations x = a 

etx=0oùae R° . L'aire H(a) de A(a) exprimée en unités d’aire est : 

0 0 
(a) = | ef dx = fe], =e0=e=1-e. 

a 

Lorsque a tend vers — , la partie A est illimitée et l'aire 54 de A a pour limite 1. 

À est donc une partie illimitée du plan dont laire est un nombre réel. 

EM] 1. 2) La fonction fest continue sur R, car f est une fonction rationnelle dont 
le dénominateur est toujours non nul, elle admet donc des primitives sur 
[0% 1]; l'intégrale I, existe'et : 

L € Loi 22E lrrLO 2x 
le dx= = ——dx=- dx: 
L pa o 21+x2 re 

[0; 1J—R 

x 1 + x2. 
Posons 1 : 

Pour tout x de [0 ; 1}, or 62) 
1+x2 4) 

[0 ; 1] est x In(1 + x2), car pour tout réel x, 1 + x? > 0. 

ne ie 2% 
d’où une primitive de x-> : 

+ 

\ 

n 
EL] 

9 
Œ 
œ 
(®) 
O 
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1 
D'où 1, = ;[in(l +0) = s(In2- Dir In 

I; = ;In2. 

b) La fonction gest une fonction rationnelle définie sur R, donc continue sur R, 
l'intégrale I, existe. 

LR ENT 
l+l= [ Tee de + | ra ah 

1 3 1 2 1 
_ J 2e dx= | At qx = | xdx carl+x2z0 

0 1 + x? o l+x? 0 

SL Remarque Ai 
pee La méthode est souvent proposée | 
Ë e 2 dans les exercices. 

D'où = : — I, soit: 

a ——— —"——"— — 2 ———————— — ————— —  …—— ———————— — . 

2u—] 2u—1 2u-1 

2 
Par identification, pour tout u #1, PR RS 

2 Dusde Paie 

l 
de 

due 2 

si et seulement si 42b—-a=0 , c’est à dire RL 
4 

—b+c=-1 
3 

se 
4 

D'où pour tout u Æ ; : 

u2—] 
Le 

PIE 

1 = =y + = 
ue 04 
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2 6 LÉ , x’—1 : À Rémer . 
b) La fonction x est une fonction ration- que 

2x—1 Une fonction rationnelle est le 
quotient de deux fonctions = 
polynômes. 

2 

fonction est continue sur tout intervalle inclus dans 

son ensemble de définition, donc sur [1 ; 0], l'intégrale proposée existe : 

‘CE Pl 0 
Ï : dr= | C4 1 Jex 
2x 2 4 42x-1 

0 0 . 

NZ 4). APT er 5x = n. 

JT Sp 2 
=—|=—--|-=| ——4 È ;) Ares 

=] :0 R 
soi: | Le 

x2x-1 

nelle définie sur | co : 5 U Ë 5 + CE Cette 
\ 

un 
LL 

_ 
œ 
œ 
(®) 
Ü 

2 __hG@) 
2x = "h(x) 

Pour tout x de [-1 ;0],2x-1%#0 et 

Donc une primitive de Le = : sur [1 ;:0] estx->In(|2x-1|). 
X — 

D'où = x = [n(|2x-1/)]{, =In1-1n3 = -In3. D'où: 

Glen 2 3 
an = In3)=21n35. 

EP] 1. pour tout réel x : 

cos2x = cos2x—sin2x soit cos2x = 2cos2x — 1 = 1 —2sin?x. 

D'où 2sin2x = 1 — cos2x et donc: 

sin?x= el — cos2x). 

sin#x = (sin2x)? = ;0 — cos2x)? = :0 _ 2 cos2x + cos” 2x). 
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cos2a = 2cos2a-1, RSppel oo 
ie L 

soit, pour a = 2x, cos 4x = 2cos?2x-— 1. sin2x nn 

| Den a ea RT 
D'où-cos?2x= = (cos4x +1) et: cos/x = re) | 

: 1 1 1 1/3 1 
4x = =| 1—2cos2x + = 4x + - = (5-2c052x + 3 cosax) sin{x I cos2x + cos ) AE ; 

l ul 1 | rate “14e ue = 
Sd Fi Ÿ ha 4%: La méthode proposée s'appelle une : 

linéarisation. Ë É 
SPORT OT AIRE ENST ERA REGEEIET À 

On pose f(x) = sinx. 

2. On sait que, si u est définie sur R par u(x) = cos(ax + b) , une primitive de u 
sur R est U définie par : 

U(x) = - =sin(ax + b). 

De plus, une primitive sur un intervalle d’une somme de fonctions est obtenue 
en faisant la somme des primitives des fonctions sur le même intervalle, donc f 
a pour primitives sur R les fonctions F définies par : 

+K, ke: 
Écie # 1sin2x 1 sin 4x 

8 D? 8 

FE - Au + L sin4x + k, ke KR. 
one 32 | 

Li 

3. F étant une primitive quelconque de F TC) dx st (a) — F(0). 
0 

Choisissons k = 0. 

FE JÈxE doin Enix EP x-dr 42,1 
DUO NO SUR 22 9 MO te 

F(0)=0, car sin0=0 d'où: 

EE] 1. 2) Notons v la fonction x+> /x2+ 2 et u, la fonction définie sur R par 
HE 2. 



Chapitre6 Intégration 

u, est dérivable sur R car c’est une fonction polynôme et y, est strictement posi- 

tive sur R. u = Ju, est donc dérivable sur R et : 

NE Uj £ (Ju) Em 

u(x) 2x 
= — soit : 

2,Ju,(x) 24x2+2 

\ 

un 
LL 
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Pour tout réel x, u’(x) = 

u”(x) = 
x 

\/x2 +2 

b) Pour tout x de [0 ; 1], x + W(x2 +2) > 0, donc In (x + /x2 + 2) existe. 

Posons v(x) = x + /x2+2=x+u(x). 

vest dérivable sur [0 ; 1], car somme de deux fonctions dérivables sur [0 ; 1] 

et vest strictement positive sur [0 ; 1]. 
, 

Donc f= In v est dérivable sur [0 ; 1] Time 

Pour tout réel x de [0 ; 1] : 

HO LEO — Nasa x+24#x, 1 

VQ)  x+ /x2+2 x+x2+2 x2+2 x+Nx2+2 

ee. car X+ Wx2+2%40. 
x2+2 

Pour tout réel x de [0 ; 1] : 

d) L'égalité précédente prouve que, sur l'intervalle [0 ; 1], fest une primitive de 

1 

Nx2 + 2 

| = = 0-0 =1n (0) En Ne): 

Pour tous réels strictement positifs a et b, In(a) — In(b) = in(? , donc : 

la fonction x+> ; et par conséquent : 

b 
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A e Ti de 
2. a) J + 21 = dx +2 : 

L NX? +2 \ Nx2 + 2 

En utilisant la linéarité de l'intégration : 

J+21= LE re dx =[ Ji +2dx2K, 
0 Ne +2 

après simplification par (/x2 +2) non nul. D’où:. 

b) (i) La fonction h est le produit des deux fonctions x+= x (identité sur [0 ; 1]) 

etxr— x? +2. 

Ces deux fonctions sont Pa sur [0 ; “é . ; 

NÉS EME AE = Vx2+2+ 
x2+2 x2+2 

Remarque 1 je sl 2 

(it) [ Hridr= [ Nx2 + 2 dx + [ _. dx DA se | 

x Je +2, nee 21 
RG) = RAI = à ‘ 

sont continues sur rie ë 

D'où K=[x4/x2 + 24 —] 

Kk=.5-7 

OJ+21=K etK=4/3-J,donc}+21=/3-]J. 

D'où 27 = 3 -21= 3-21 (° = et 

jui (Ba re 5-7 )+ È 

En conclusion : 
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14 1. Pour tout f de [p ,p+1], p<t<p+1, l’entier p étant non nul, les 
trois réels p, ft, et p + 1 sont strictement positifs et les inverses de ces trois réels 
sont dans l’ordre inverse d’où : 

let 2 
POP} TD) 

Les trois fonctions tr Pi à à, ee sont continues sur [p ;p+ 1] = 

(p < p + 1), les intégrales sont donc dans le même ordre que les fonctions : © 

font nue <f sa 

p 
p+l Ée p+l 

Has P p 
1 | = 

DES tn CD: 

Mais ne = [in AE =In(p+1)-Inp,d'où: 

hat < In (p+1)-Inp < L 
p+l P 

2n 
à 1 

2. On pose, pour tout entier n non nul, u, = D: —. 

p=n 

Écrivons la double inégalité (2) pour p=n...2n-1: 
1 1 

su mire, Remarque | | 

On obtient ce que l'on appelle | 

DUREE In(n+2)-In (n+1)< parois u une somme télescopique. | 
+ 2 n on RER TH ARNO DRE 

+ <In2n-In(2n-1) < rs 
2n 21 

D'où en sommant toutes ces inégalités de même sens : 

Line, 
LE tea arDr 

"E il 20 

D u,—-<In—<u, - —. 
74 En n n 2n 
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, 1 
À partir de l'inégalité de gauche : u, < In2 + SS 

2 30 Le CP . 1 " 

et à partir de l’inégalité de droite : In 2 + A EN TR 

D'où pour tout entier n non nul : 

3, Les deux suites nr In 2 + —- et rein + : ont pour limite In2, donc 
n 

d’après le théorème d'encadrement : 

lim w,=In2. 
n — +00 

e* 

[E1. Calcul de À = [= ai et B=| ——dx 
o (1+e*)? 

X e* 

* Les fonctions x+> —— et x sont définies sur R, car pour tout 
1+e* (Læ (1+e*) 

réel x, 1 + e* > 1 (car e* > 0) ; elles sont continues sur R comme quotients de 

fonctions continues, le dénominateur étant non nul sur R. 

Donc les intégrales A et B sont définies. 

+ On remarque que la fonction u: x+=> (1 +e*) a pour dérivée y” : xt ex. 
% F2) 

e | ET Ho 
La fonction x ea st donc égale à AT elle a donc pour primitive 

In © u (car u est strictement positive) sur R. D’où : 

A=[lneu(x)]}=In(u(1))- In(u(0))=(In(1+e)-In(1+1))=In — 

l+e 
A=ln -— 

7 

; , e u’ 
* On reconnaît de même dans la fonction x+> = Ja fonction #- 5€ ’est- 

1 (I ar ex)? 

à-dire la dérivée de — _ 
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D'où : 

pen 1e CE 
HA Put u(0)e à Le 25 2(1+e) 

e—l Ÿ 
B = : 

2(1:he) 

2. Déterminons a, b, c tels que pour tout f de [0 ;+ cl : 

1 Dre bt RE 

(1+t) CET) 

un 
LL] 

2 
œ 
œ 
(®) 
O 

Cette égalité équivaut pour f = 0, à: 

1=a(1+t) +bt(1+t)+ ct, c’est-à-dire 1 = a +2at+at2+bt+bt?+ ct, 

pour t=0, (a+b)t?+(2a+b+c)t+a-1=0. 

Cette égalité est vérifiée pour tout {> 0 si: 

a + b 10 ai 

2a+b+c=0 S&<b=-a=-1 

Ho =0 20 b=-1. 

Donc, pour tout f de [0 ; +col : 

3. Pour tout x de R, e* > 0, donc on peut prendre {= e* dans l'égalité (1). 

D'où, pour tout x de R : 

PRE us NPC 
(1 + e*)? e*+1 (1+e*)? 

La fonction x EURE est définie et continue sur R, d’où : 
(NEC) 

1 Ë En ce 
= | ——dx= 1-1 

. Pons > Fi e*+1 (1+e*)? . 
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Par linéarité de l'intégrale : 
1 X 

L= [ax -[ def PET 

On connaît les valeurs de ces trois intégrales : 

fax=: [= de [ ——ux-8- 
2 (e*+1)? CSN 

l+e e—l l+e e +3 

DIEM re (= }+ NET). 

l+e e +3 

an (ES een 

4. a) Soit h la fonction définie sur [0 ; 1] par: 

% 
h(x) = ———. 
Go 2(1+e*)? 

(i) La fonction h est le produit de deux fonctions noi Re 
Le ; ; ; Si u est non nulle et dérivable sur | 

dérivables sur [0 ; 1], le dénominateur étant non (0:11: A 

nul sur [0 ; 1]: 

X X < 

Remarque + 

e Mae s Un . On simplifie par 1+e”,carsurR,  } 

2(1+e*)2 (1+e*)} 1+€#0. À 

(ii) Les fonctions h”, x NS en etxr _ sai se . 1 ne : 2(1+e*)? (1 +e*)3 , 
où : 

[ hd Î Lis ee 

[h(x)]o =  — _ — —— dx 
Te (iber)? 

el x Let 
DO 

AÉrer) + SL. 
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b) On remplace I par la valeur trouvée dans 3. : 

Se diet Co Cd) ES) 1, flre 

: 2(1 + e)? ju ( 2 ee 4(1+e) jm ( 2 ) 

e2+d4e+l 1]! (==) racer 
4A(1+e) 2 

À l’aide de la calculatrice, on trouve J = 0, 04. 

16 Pour tout n dans N°, on pose I, = ['Anxyrdx. 
1 

1, existe car la fonction x > (Inx)" est définie et dérivable sur l'intervalle [1 ; e]. 

1.a) Pour tout n e N° et x dans Hhoele 

(Inx)"— (Inx)"+1= (Inx)"(1 -(Inx)). 

° xappartient à |1 ; + [, donc Inx > 0 et (Inx)" > 0; 

. xest inférieur à e, donc Inx < Ine, soit Inx < 1, et donc 1-Inx > 0. 

On en déduit que pour tout x de ]1 ; el: 

(Inx)"-(Inx)"*1> 0. 

b) De plus, pour x = 1, (Inx)"-(Inx)}*!=0-—-0=0, 

etpour x=e, (Inx)"-(Inx)"+*!=1-1=0. 

Donc, pour tout n de N° ettoutxde[1;el: 

(Inx)"-(Inx)"*12> 0. 

D’après la propriété de positivité de l'intégrale (1 < e), on en déduit que: 
e 

Ï ((inx)"-(Inx)"+ dx > 0, 
1 

puis par linéarité que : 
€ 

['Anx)"dx- is (Inx)#*1dx > 0, c’est-à-dire I,-I,,, = 0. 

la suite Remarque “is 
Sachant que pourtoutxdans]1;e[,  ? 
(In) = (In +1> 0, onpeut | 

En fait, (1, est strictement décroissante. en déduire que /, > 1, ; 1. 

2.a) La fonction h: x xinx-x est dérivable 

sur R}, donc sur [1 ; e] et: 

Donc, pour tout n de N°,1,=1,,:; 
(I,) est décroissante. 

h(=Inx+xxE 1 Inx 



La fonction h est une primitive de la fonction In sur [1 ; e] donc: 

Le f Inxdx= [xx xl elne-e-—(-1) 

b) Posons pour tout n de N° ettoutx de [1;e]: 

RD = AU 

(i) La fonction h, est le produit de fonctions dérivables sur [1 ; e] et: 

\ 
un 
LLJ 

= 
Œ 
Œ 
[®) 
O 

ho(x) = (ns) EE C +1)(nx)" x :) 

h/(x) = (Inx}"+1+(n+1)(Inx)”. 

(ii) Les trois fonction h}, x (Inx)" et x (n+1)(Inx)" sont continues 

sur [1;e], d’où: 

fn, Goax E ['Anxy"+ ldx + ik (n+1)(Inx)" dx. 
1 1 1 

Lh,Gx)1 =1,,,+(n+ 1, d'où: 
x Remarqu ; è 

LCL (AE OI, os ut | | 
ASE de AT 06 

= [x(nx)t #1] = (n+1)1, 

=exi"ti 0-(n+1),. 

Fee HD 

©) On en déduit : 

I,=e-21, =e-—2; 

1=e-31,=e-3e+6=-2e+6; 

I1,=e-41,;=e+8e-24=-9e-724. 

D'où, grâce à la calculatrice, des valeurs approchées à 107° près par défaut : 

I, =0,718;1, = 0, 563;1, = 0, 464. 

3. a) Pour tout n de N° et tout x de [1 :e], Inx > 0 et donc (Inx)" > 0. 

Par positivité de l'intégrale, I, = 0. 
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b) D’après 2. b}, pour tout n de N°,1,,,=e-(n+1)l,. 
D’après a) pour tout n de N°,1,= 0, et donc, pour tout n de N°: 

1 Z 0. 

Donc, pour tout n de N°, e-(n+1)1, = 0 c’est-à-dire: : 

e 
I, < 
MSinHl 

c) On déduit des questions a) et b) que pour tout n de N°, 0 <1, < . = “ 

| CORRIGÉS e 
lim 4-0. donc, d’après le théorème sur les encadrements : 

n — +00 

lim 1,=0. 
n — +00 

d)Pourtoutn de N°,1,,,=e-(n+1)l,. 
On en déduit que pour tout n de N°, nl,=e-1,-1,,;. 

La suite (1,) converge vers 0. 

Ho" lim le}: 0"dônc" 
n— +c n— +0 

lim n1l,=e. 
n — +0 

1 
17] Soit I la suite définie par I, = [ e*dx et pour ne N°: 

0 
tee 

Le sl (1-x)"e*dx. 

1. a) La dérivée de la fonction x+ (1 — x)"+1 est la fonction : 

x (nb) (1x) 

Une primitive de la fonction x (1 - x)” est donc la fonction : 

1 n+l 
= = ——(]—-x : 

4 PS ) 

1 Sn 
D'où j: CR) dé EE +) ce 

1 "q l 

Passe 
b). La fonction xr= e* est croissante sur R. 

Donc, pour x dans [0 ;1],e°<e*< el, c’est-à-dire 1 <e*<e. 
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+ Pour x dans [0 ; 1], (1—x)" est positif. On en déduit pour xe [0 ; 1] que: 

(1—x)" <= e*(1- x)" = e(1-x}". 

Les fonctions x+> (1-—x)" et x e*(1-—x)" étant continues sur [0 ; 1] et 

0 < 1, on peut intégrer ces inégalités sur [0 ; 1]. On obtient : 

1 1 1 
[ G-x"dx< | e*(1-x)"dx= | e(1-x)"dx. 
0 0 0 

1 
Il a été démontré précédemment que [ (1-x)"dx= on 

0 
1 

On en déduit que ne e(1-x)"dx = ut 
0 

c] Peru je 2 

D'où l'encadrement = -<f e*(1— x)" dx < —— n 

En divisant par n!, on obtient un encadrement de 1, 

LE ee. 
(n+l)n! " (n+l)n! 

Sachant que (n + 1)n! =(n+1)!, on en déduit, pour n > 1: 

er ee é 

(n+Dh (ar D 

c) La suite de terme général converge vers 0. 
1 

(n +1)! 

1 2 1 , 

(n+1)! n+1 
En effet, pour tout n e N, 0 < 

; 1 : 
La suite ——— convergeant vers 0, on en déduit que 

1 
D moi converge vers (. 

1 e 
Donc lim ———=0 et lim —— 

n—+(n+1)! n—+o(n + STE 

La suite I qui est encadrée par deux suites convergeant vers 0, converge elle 
aussi vers 0 : 

lim: 1 -= 0: 
n — +0 

2. a) La fonction exponentielle étant sa propre dérivée : 
1 

L= |] e*dx= Lex], =e—l. 
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b) Soit h, la fonction définie pour tout n de N° et tout n de [0 ; 1] par: 

HAE ae. 

(i) Pour tout n de N°, la fonction h, est le produit d’une fonction polynôme 
x>(1-x) et dela fonction exponentielle, toutes deux dérivables sur [0 ; 1]. 

Pour tout n de N°: Remarque 
h,;(x) =n(1-x)"-1(-1)e* + (1-x)"e* Si u est une fonction dérivable sur 

un intervalle | et n un entier non 

É 

É 

(= Ur: F 

h,(x) = n(1-x)"-le"+(1-x}'ex. ne ah | Ras 

(ii) Les fonctions h/ , x->(1-x)"-le" et x (1- x)"e” sont continues sur 
[0 ;1], d’où: 

1 1 2 1 
[ h;(x) dx= | —n(1-x)""Île dx+ | (1—x)'"e* dx 
0 0 0 

[h,CI =-nf (x) ter dx + ll, Remarque l 
0 Utiliser la linéarité de l'intégrale. 

Remarque 
n étant un entier non nul, 0” = 0. 

EPP à RUES PARA pe PP NOR 

[Axel = n[(n— 111, ,]+ nl, | 
Ofe=—1'e0=-niI, ,+nll, 

—-1=-n!l, ,+n!l,. 

Pour tout n de N°: 
nl(1,-1,_;,)=-1 

CR 

; Remarque 
TEL = =— RE # m. .N A0. | 
APR n! HEAR TNNRT éèst che it +) 

1 
bike 

3. Pour n appartenant à N°, on ose J, D AU" 9107, 1 
à PP PER 1e 21 n! 

a) Remplaçons dans l'expression de J, chaque terme de la forme = 7 (oùkestun 

entier entre 1 et n) par l'expression trouvée en fonction des + de la suite I 

(relation (1)) : 
1 Les , : 
1! 5g=h-hies cl pere 

On additionne ces n égalités. Dans le membre de droite, ue termes s’éliminent 

deux à deux sauf le premier et le dernier. D'où, pour n e N° 

Haut F Hi HAE <= 1, 

=1,-1 

L] 
un 
LLI 

5 
œ 
œ 
(®) 
Ô 
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b) Dans 1., nous avons démontré que la suite (1) 
converge vers 0; 1+ I, étant une constante, nous 

pouvons en déduire que (J,) converge vers 
FI. 

Dans 2., nous avons calculé 1, =e—1, c’est-à-dire 1,+1=e. 

La suite (J,) converge donc vers e. 

©) La relation démontrée dans a) peut s’écrire, pour ne N°, J,=e-1I,, cequi 
équivaut à 1,=e-J,, pour ne N°. 

. Fr. . *% 11 LE < € 

Dans 1. b), il a été établi que, pour ne N?, ee Le TETE 

Nous en déduisons, pour tout n € N°: 

1 
ne 
PRES 

où e est la limite de la suite J,. 

18 Partie A 

1. L'ensemble de définition de la fonction f définie par f(x) = xe!-* est R. 
Calculons les limites de faux bornes de R. 

lim f(x) = —c car lim x=—c et lim el-*= +0, 

ra. He X — — 00 

impf(r)= limorele =" hmiel ces qi ie e)}( Xe) =0, 
X — +00 X — +00 X — +00 

en posant X = - 

Les fonctions x 1-—x et x+> e* sont dérivables sur R. Donc la composée 
xr el-x est dérivable sur R et le produit des fonctions dérivables x x et 
x el-x est dérivable sur R. 

Donc pour tout x de R : 

f'(x)=e-xel-x=(1-x)e1-x. 

f'(x) a le signe de 1—x car, pour tout réel x, el-x > 0, d’où le tableau de 
variation de f: 
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F4 

un 
LL) 
= 
[a a 
[a 
(®) 
OU 

3. Calcul d’aire Pel EN 

Pourtourre 10; 1] f(x)2"et-"xelsr Si u'est dérivable sur un sr | 
t dériva let(eY = = éd. | 

D'où : 

1 1 1 FGo=-f et-*C1)dx- 5 =- fer, 
d’où : 

Deer, 

I, est en unités d’aire, l'aire de l’ensemble des ss EM 
de l'a cn _. Fe de Points M(x ; y) tels que: 

L ie toujours vérifier que la 

0O<x<1et0<7y< f(x). 'stposivesur 0; Lu 
a 
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Si l’on voulait l'aire géométrique sf ainsi définie, exprimée en cm’, on aurait : 

HENG' I En 

Partie B 

1.a) Soit, pour tout réel x, g(x) =e!-*, alors g'(x) =-el-* qui est négatif, 

donc g est une fonction décroissante sur R. Si x est élément de[0;1]: 

g(1) < g(x) <= g(0), soit 1<el-*< e. 

Comme x’ = 0 sur [0 ; 1], on obtient: 

xt = x'el-x < ext. 

b) Pour tout n de N°: 

n+1-1 1 Le : 
Dit x'udx = = 3 soit : 

ue 
Jn n+1 

©) À la question B.1. a) on a vu que x" < x"el-* < ex" et 0 < 1, donc: 

1 1 1 
[ x" dx < [ (x'el=-1)dx = [ ex"dx, 
0 0 0 

soit, pour tout n de N°,J,<1,<e], c’est-à-dire: 

1 Re 

n+l Tr oon+ 
J\ 

nd 

. 

1 

? A EE = | éode dc. 
0 

a) La fonction h, ,, est le produit d’une fonction monôme : x+> x"*l et dela 
fonction xr> e!-*, toutes deux dérivables sur [0 ; 1], donc pour tout entier n 

de N°: 

he) Sn + De ER ENTER 

Pour tout x de [0 ; 1], et tout n de N°: 

h}, 4102) = (+ Dh) =h, 00); 
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b) Les fonctions h,, h,,,et h° ,, sont continues sur [0 ; 1] d’où: 

1 1 
1x h°,,1 (x)dx = [ ((n+1)h,(x)—h,,1(x)) dx 

he (I =(n+ D h, (x) ax [ He (r)dx 

=(#n+1)1,-1,,.. 

D’où pour tout n de N: 

pers = (n 35 Hit) + h,,1(0). 

«) Pour tout n de N°: Rappel 

Ps CEE 0e ne N°, donc 07=0. 

[,,,=(n+1)1,-1. 

3. a) Pour tout n de N°, K,=nle-1,, donc: 
K,,1=(n+l)le-1,,, =(n+1)nle+1-(n+1)1,=1+(n+1)(nle-I,), 

Koss dt (nEDK,. 

K, est un nombre entier. 

Si on suppose que K, est un entier, alors 1+(n+1)K,=K,,, est aussi un 
entier. D’après le principe de récurrence, pour tout # = 1, K, est un entier. 

dDonc, pour n=2,n+12>3: 

I, est élément de ]0 ; 1[, il ne peut pas être un entier. Comme K, est un entier, 
si on suppose 1, + K, entier, alors (1,+K,)-—K,=1, est un entier, ce qui est 
en contradiction avec ce que l’on vient de démontrer. 

Donc n'e=1,+XK, n’est pas un nombre entier. 

4. a)Si n > q, n!est le produit de tous les entiers naturels compris entre 1 et n, 
nlp 

et g est l’un d’entre eux, donc n ! est divisible par g, donc mn est un entier. 

b) Si e était un nombre rationnel, on pourrait le mettre sous la forme É et en 

choisissant un entier n supérieur à g, on aurait n! q— nle, qui serait un entier, 

À 
un 
LL 
= 
[e 
[ea 
(® 
® 

F. à 



ce qui est en contradiction avec la question 3. 6), era A 
donc e n’est pas un nombre rationnel. On dit que e est un irrationnel. 

\ 

(a) 
LL] 
= 
[a 4 
[e 
(®) 
© Partie À 

1. a) Tableau complété 

ue Droles 
RANCE ENS 
EE on an uso [or 

b) On place les points M, sur un graphique. 

Li 

«) D’après le graphique, la suite (y,) semble être croissante et converger vers 2. 
2.a)Sixe [0;2], alors p(x) e [0 ;2]. 
La fonction p est dérivable sur [0 ; 2] et pour tout xe [0 ;:2]: 

p'(x) =-0,4x + 1. 
Sixe [0;2], 0,4x < 0,8, donc p’(x) > 0. 

La fonction p est strictement croissante sur [0 ; 2]. 
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Donc, pour tout x e [0 ;2], p(x) e [p(0) ; p(2)]. 

Comme p(0)=0,8 et p(2)=2, [p(0);p(2)]C[0;2], donc, pour tout 

xe [0;2]: 

b) Pour tout ne N, y,,, =p(y,). 
On montre par récurrence sur n que y, € [0 ;2] pourtoutne N. 

æ 

Par hypothèse y, = 0 € [0 ;2]. 

Si y,€ [0;2], alors y,,,=p(y,)€ [0;2] d’après a). Cela termine la 
démonstration par récurrence. 

un 
LL 

- 
œ 
œ 
(®, 
Ô 

Pour tout entier naturel n : 

c)Pour tout ne N: 

Vie M D. + 0,8 = 0,2(- y; + 4). 

Siy,e-[0;2], alors y; < 4 et 4 y Z 0. 

Ainsi, pourtout ne N, y,,,-7,= 0. 

_ La suite (y,) est croissante. 

d) La suite (y,) est croissante et majorée par 2, donc elle converge. 

Soit € = “hnye D’après les théorèmes sur les limites : 

lim y,,,= lim (-0,2y, + y, + 0,8) = 0,2€2+ € + 0,8. 
— +00 4 or n 

lim y,,,=4€, d'où {=-0,2€2+€+0,8 soit €2=4. 
n — +00 

La suite est à valeurs dans [0 ; 2], donc { = 0 et € = 2. 

La suite (y,) converge vers 2. 

Partie B 

1. La fonction g est dérivable sur [0 ; +c[ et pour x Z 0: 

; 4e#*(et* + 1)— 4e#x(e#*— 1) 
DR | g (x) (+1) 

A TE 1M6ef 
g (x) = (+1? 

Or: 
* 4x_])2 A((e{x+ 1)2-— (e4*-—1)2) 
à D A (er + D) (er) 
Ho (e*+1)2 (e* +1)? 
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4((e4x)2 + 1 + 2e4x— (e4x)2— 1 +2e4*) _ 166% 

(e#*+1)? (ex +1)? 

g'(x)=4- (8x). 

4 (8x) = 

Donc, pour tout x e R: 

1 0 

De plus g(0) = 2—= = 0. e plus g(0) ol 

La fonction g vérifie les conditions (1) et (2). 

2. a) Pour tout x de R, e4* est non nul, d’où : 

2e (ie) lee 
Pme Te cire") Pre 

Comme lim —4x=-c, on en déduit lim e-#*=0 et: 
X — +00 X— too 

lim g(x) = 2. 
X — +o 

La droite À d’équation y = 2 est asymptote à €,. 

16e4* 
b) On a vu précédemment que, pour tout réel x de [0 ; +oo[, g’(x) = ———, P que: p Li +ef, (= ne 
donc: 

gx) 0 

La fonction g est strictement croissante sur R.. 

3. La tangente à l’origine a pour équation y = g(0) + xg’(0). 

g(0) = 0 et g’(0) = : = 4, donc cette équation est : 

y = 4x. 

L'abscisse & du point d’intersection de A et de la tangente à l’origine vérifie 
2 =40 soit : 

ds 
2 

4, On trace la courbe représentative de g, la droite A et la tangente à l'origine sur 
la figure précédente. 
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ÿ La Prépa attitude À 
_ Sans méthode particulière ni modification de l'expression, il est difficile 
_de déterminer des primitives d’un produit de fonctions. Le complément 
de cours propose une méthode lorsque la fonction à intégrer LE être 
_ écrite sous une forme particulière. 

_ Peu d’intégrales sont calculables à l’aide de primitives, mais on peut 
souvent construire une suite dont la limite est l'intégrale à calculer. Le 
complément de cours propose de telles suites. 

OT AUTRE CR CL LUE 

Intégration par parties 

@ Théorème 

Si deux fonctions f et g admettent des dérivées continues sur un segment 

[ab] alors : 

Le’ toer - [re] -[rDe(oar 
Cette formule qui permet de modifier l’expression à intégrer (1° membre fg” 
et 2° membre f£ ) est à employer dans des cas particuliers mais n'est pas une 

méthode universelle. 

@ Cas classiques d'utilisation de l'intégration par parties 

e Construction d’une formule de récurrence vérifiée par une suite d’intégrales. 

e La fonction à intégrer est de la forme P(t)cost ,où P est une fonction poly- 

nôme on pose alors f (+) = P(+) et g'(t) = cost et on renouvelle l'opération 

si nécessaire. De même pour une expression de la forme P(t}sint ou P(t}e' 

e La fonction à intégrer est de la forme P(f)Int ,où P est une fonction poly- 

nôme, on pose alors f(t)= Int et g'(t) = P(t). 
2 

© Exemple : calcul de [ tintdt 

La fonction à intégrer se présente sous la forme du produit d'une fonction 

polynôme et de la fonction logarithme, on est dans l’un des cas d'utilisation de 

la formule d’intégration par parties. 

a 
ai 
LL 
[a 
[al 

Z 
O 
E 
(aa) 

2 
< 



à 
mm 
[a a 
[a 

Z 

O 
ms 
(aa 
2 
< 

[1:2] — R [1:2] — : 

DH PO eue LE RH Int on a Fate: RH : 

qe 2 
OH POSTE Lee + t onchoisit £g: t re 4 

Les fonctions f, g, f” et g” sont continues sur le segment FE2/ on peut 

donc utiliser la méthode d’intégration par parties. 

2 1 
frinear = E ine| £ je x -df 
. 12 t 

-($ }n re Fra (ne fa 
2 2h 

? 

Lin ehes eprssdféenh) 
22] 21272) 

2 3 
Ï tIntdt = 21n2 — — 
1 4 

Sommes de Riemann 

© Théorème 

Soit f une fonction continue sur le segment [a ; b] , pour tout # non nul, on 

note S, et S/ les deux nombres. 

ba b-a ba b—a 
= ) DE let Se > f + k 

n Dr n Je \ n Ê We | KE 

Les deux suites (s,) et (5;) ainsi définies sur N°, appelées sommes de Riemann, 
b 

convergent et ont pour limite lorsque n tend vers +c le réel [ f (jar. 
a 

@ Cas particulier où a=0 etb=1 

On a alors pour tout entier naturel non nul # : 

roue 29e -+70 
Huet Nr (M 

© Utilisation des sommes de Riemann 

e Lorsque l’on connaît l'intervalle Fes et la fonction f , les sommes S, et 

S”_ sont des valeurs approchées de [#1 (6) 
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Exemple : En partageant [0; : 1 en cinq segments de même longueur LE (2 

E dé: 
NE 

’ 1 
La fonction {+ res de [0:1] dans R est continue et strictement 

l+É 

déterminer une valeur approchée de I = fe 

décroissante sur [Oo : 1] , on note C sa courbe représentative. 

On pose : 

20. . 2)+ f(0,4)+ f(0,6) + f(0,8) + f(1)] = 0,895 

S; = 0,2] f(0)+ (0,2) + f(0,4)+ f(0,6)+ (0,8) ] = 0,953 
Les deux sommes $, et $ peuvent s’interpréter comme la somme des aires 

de rectangles. 

En lisant le graphique de gauche, on remarque que 0,2f (0,2) est l'aire du 
premier rectangle (à gauche sous la courbe), 0,2 f (0,4) est l’aire du deuxième, 
0,2f (0,6) ; 0,2 f (0,8) éL02 (1) sont les aires des trois autres rectangles, ainsi 
la somme S; est la somme des aires des rectangles situés sous la courbe. Si 
4 est l’aire en unité d’aire du domaine limité par la courbe € et les droites 
d’équation x = 0 et x =1,on a par lecture graphique Si < 4. 

De même la somme S: est la somme des aires des rectangles de la figure de 
droite donc par lecture graphique 4 <S.. 

» » 

Donc 0,89 < I < 0,%. 

e Pour déterminer la limite d’une suite de « type » 
(s,) lorsque n tend vers +, on peut essayer de | Remarque 

trouver le « bon » segment | 4;b | et la «bonne» | Uncassouventrencontré est a—0, 

fonction f continue sur [ab] pour que $,, soit [b=I. DORE 

une somme de Riemann. 

@ Exemple 

Déterminer la limite de la suite (u 2) définie pour tout entier naturel n non 

nul par : _ ++. M 
y MON UES COURS 

n nn 

& 
LL] 
œ 
Q 
Z 
O 
E 
es 
> 
< 



ss 
LL) 
[a a 
[a 

Z 

O 
sx 
[aa 

2 
« 

Pour tout entier naturel n non nul: 

a 
En posant a = 0, b = 1 eten choisissant pour f la fonction racine carrée qui 

est continue sur |[0;1|,ona u, =S;. 
1 

lim 1$ = [rar _ Le dx 

1 
3 

A Si TE 1 

x2 

EXERCICES © Corrigés p. 313 

He Calculer Fe + 1]Intdr. 

Calculer [(# = 5)e' dt à 

El Calculer lim É + nue pra +2) 
n h—+c0 n+l 2n 

EX soit (x,) la suite définie pour tout entier naturel non nul # par 
n n+k 

n — 

k=1 71 + k° 

1. Montrer que pour tout entier naturel non nul #n, kŸ 

she le X, 

nË : 
fe) : no (é) 

n n FAN es: 
1 

2.On pose pour tout entier naturel non nul #, Pie =Y - 3 
Déterminer lim y,. nr, (K 

n—+c0 1+| — 

3. Montrer que pour tout entier naturel non nul n, Lx, — 7e . En déduire 
la limite de la suite (x, 
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EX La fonction à intégrer se présente sous la forme du produit d’une fonction 
polynôme et de la fonction logarithme, on est dans l’un des cas d'utilisation de 
la formule d’intégration par parties. 

[1 ; 2 | > R [1 3 2 | > R 

onpose f: t = Int on a Je t > : 

, 1 1 
onpose gg: LÉ + t#/+1 on choisit nE t h . DE 

Les fonctions f, g, f” et g” sont continues sur le segment [1:2], on peut 
. donc utiliser la méthode d'intégration par parties. 

2 

Fe "+ 1)Intdt = 1,3 ++ [Int ne 1 de 
1 3 eme t 

; É à 2]n2 yes FC + Ljr 
3 Et 3 

2 3 
14 l 

ME ne 2 Re Le 
3 9 3 9 9 

14 
PR USE 

k < 16 2 14 
Î (? +1]intdt Jo 
1 3 9 

Fa La fonction à intégrer se présente sous la forme du produit d'une fonction 
polynôme et de la fonction exponentielle, on est dans l’un des cas d'utilisation 
de la formule d’intégration par parties. 

[031] — R [031] — R 

D posen fruit H  3t+5  ona JS ONE H 3 

Onpose gi 1 # + e onchoisit g: t He! 

donc utiliser la méthode d'intégration par parties. 

[+ + 5)e' dt = [ (3 + 5)e' | - [ (3)e' dt 

= (8)e’ — 5e° — sf dt 
1 

= 8e-5-—3[e'] o 8e—5—3(e-1) 

(84 + 5)e' dt = 5e —2 
0 

& 
LL) 
[a A 
[a 

Z 

O 
È 
(aa) 

2 
« 



LA 

Es 
LUI 
[a 
[a 

Z 

O 
Les 
(aa) 
2 
< 

1 1 
+ + ++ —. 

n+1l n+2 2n 
Posons pour tout entier naturel n non nul, u, 

eh nn 1 Pre ru 
Fun o\n+l..n+2 2n 

1 1 1 
= — + Dé +. Na 

é +2) r(1+2) te 
n n 

ES EE 1 
= -+- + —— =- 
Ant LH 184 nat 

n n 

Posons pour tout entier naturel non nul #, v,, = Eÿ , On peut recon- 

RARES 
naître une expression de S/ dans le cas où a =0, b= Ÿ en choisissant la 

: 1 | 
fonction définie sur Lo : 1 par f (x) He La fonction f est continue sur 

FIX 

[oO ; 1] car c'est une fonction rationnelle, le dénominateur étant non nul sur 

[O : 1 car supérieur ou égal à 1 sur D: ; 1}, Donc : 

lim v, = lim D LC -[— 
n—+æ n—>+co nE 

dx 
1+x 

La fonction f définie sur on . POGPE 

valle [oO ; 1 , elle y admet donc des primitives dont x + In(1 _. x) < 

lim v, = = [In( 1:+ x)] 
n—+co 

est continue sur l’inter- 

= in? 
: Il 1 

On a pour tout entier n non nul, u, = — mt v,. Ona lim —=0et lim v, = In2. 
î n—+c h—+c 

La suite (u,) est la somme de deux Suites convergentes, elle est donc conver- 
gente et a pour limite la somme des limites. 

lim u, = In2 
h—+co 

E 1. Pour tout entier naturel n non nul : 
2 

n n n n LA Eu ge 1{ Le n k2 

=D AGE) ; SR der 
3 k17 

33 3 3 Fe OU k k,;n; 
3 3 

n n n n 



Chapitre 6 Intégration 

; 1 
2. Pour tout entier naturel #n non nul,ona y, = — 

fs (#) : 

n 

On peut reconnaître une expression de S/ dans le cas où a=0, b=1 en 

choisissant la fonction définie sur [o:1] par f (x) Ses ;- La fonction f 
LE 

est continue sur [o;1] car c’est une fonction rationnelle, le dénominateur 

étant non nul sur [o ; 1] car supérieur ou égal à 1 sur Lo ; 1] . Donc: 
k 2 

n—+c0 7 non [7 É | 

1E|- 
n 

Los fee 1+x° 1+x° 

2 

; est continue sur Lo ; 1] , elle y admet donc des primi- 
EX 2 ; 

tives. On a pour tout x de Ê : 1] . = a si l’on pose u(x) = 1+x. 

sur [o;1] est x In(1 + à car le réel 1 + x° 

La fonction x H 

3x 
Une primitive de x Lu 

x 

est strictement positif sur [oO ; 1] . D'où : 

2 1 1 AE 
[ s dx = =[m(+ x) ==In2 
01+x 5 0 42 

il 
li = —]n2 im y, ù 
n—+c0 

3. On a, pour tout entier naturel non nul n : 

ns ; | 
1€ n 1\ 6e 1 1 1 ee 
hr k LEE. LE METRE 1 1+1— 1H de 

n n n 

AS 

LA 

& 
LI 
[a 
[a 

Z 

O 
CE 
(aa) 

> 
< 



LA 

& 
LLI 
œ à 
Z 

O 
FE 
mn 
> 
< 

Donc pour tout entier naturel non nul n, 
2 n 

1 1 

5,» =(à) D TE 

RARE 
n° 

1 LEP EVE 

Fa ne : are 
n n 

Pour tout entier naturel non nul n et tout entier naturel k compris entre 1 et 
3 k 1 

ñ, et donc pre et donc : 
n 

1 + — 
S) 

n 
n 

1 

> ES 

Fit 
ñ 

Donc en multipliant les deux membres de l’inégalité précédente par le réel 

positif () , On obtient : 
2e 2 

1 CParaok n) = ox n 

n 

ci. 

RER 
MA: 
= Il 1 

Donc pour tout entier naturel n non nul: 

x, = },] < = et donc 0 < ke — y,| _ 
> | 

En utilisant le théorème d'encadrement, sachant que lim 5 =(0,ona: 
; n—>+0c fl 

lim Le = + | = 0 
n n—+c0 

2 SE La suite ( Y) étant convergente et de limite —In2, la suite (x,) est conver- 

gente et de même limite que ( Y) soit =In2. 



Les nombres 

complexes 

DE QUOI S’AGIT-IL? | 

Ce chapitre traite de nombres appelés complexes et 
parfois imaginaires, qui ne sont ni plus complexes, ni 
plus imaginaires que les autres ! Ces nombres consti- 
tuent un outil très puissant en géométrie. 



Ensemble des nombres complexes 

© Définition 
L'ensemble des nombres complexes, noté €, est Le A 
l’ensemble des éléments notés z = x +iz, oùxet y A 
sont des réels quelconques et i un nombre vérifiant is | 
SD. manne nnnnnnpnenrenemnninl nine 

1 = —1. 

e Les règles de calcul dans R s'appliquent dans €. En particulier : 

(x+iy)+(x"+iy)=x+x +i(y +) 

(x +iy) X (x° + ip”) = xx" — yy" + i(xy" + 7x). 

e L'écriture z= x + iy est la forme algébrique ou 
cartésienne du nombre complexe z. rque , 

x = Re(z) est la partie réelle de z. La partie imaginaire d'un nombre | 
Li 3 RÉ est un nombre réel. 

y = Im(z) est la partie imaginaire de z. RER ER, TC 

Si y = 0, zest réel. 

Si x = 0, zest imaginaire pur. 

Quels que soient les réels x, y, x’, y’: Remarque ; 
REC et.pourtoutze C: | 
zeRs de Imz= 0. | 
A 

Fab 
sriy=x ty | ne 

ET 

2% x DA e Dans un plan rapporté à un repère orthonormal (O ; #,v), z=x+ iy à 
. . 

EVA pour image le point M(x ; y) ou le vecteur OM. Remarque 

On dit aussi que z est l’affixe de M ou de OM. Le SUN NON ÉNRLSE 
>, 

. | 

© Nombres conjugués 
Les nombres complexes z= x+iy et Z = x-iy sont dits conjugués. 
Quels que soient les nombres z et z’: 

Z+z'=2+7 ;27 =27/:siz 20, 

Z+Z Z—Z 
Rez = 277; Imz = 5 mz 

a 
z réel si et seulement si z=Z ; 
z imaginaire pur si et seulement si z=-zZ. 



Chapitre7 Les nombres complexes 

© Module d’un nombre complexe 

Le module de z=x+iy est [2 = /zz = /x2 + y?= lon. 

Quels que soient les nombres complexes z et z’: 

È 

|] 5 PEAR RO TER LCA ET OPI DER PE RÉ 4 aa, 2 

ete z=0; [z+ 2 < |2] + ]z/|; Remarque | 
Le module d'un nombre complexe Ê 

D. nel est un nombre réel positif. 
‘3 > 

© Argument d’un nombre complexe non nul 
: c ; 7 : c Rare : 

e Soit un plan orienté rapporté à un repère orthonormal direct (O ; #,v). Si 
: Et xeSe 

z est non nul, un argument de z= x+iy est argz = (u, OM). 

Appelons 8 cet argument : FE:que J 

<os0 = X Le nombre complexe (réel) 0 a un 
fx? + y2 module égal à 0, mais n'a pas al 

? d'argument. 

sine = —? means 
NX? + y? 

Posons 4/x? + y? =r, alors: 

< NA: ne 
——— +i—— |=7r(cos8 +isin8), 
DE +y2  Nx?+ D 

noté rei®, 

L'écriture r(cos + isin@) est la forme trigonométrique et rei° est la forme 
exponentielle du nombre complexe non nul z. 

>] Bien comprendre 

Avant de déterminer un argument d’un nombre complexe, il faut montrer que ce nombre est non nul. 

e Quels que soient les réels 8 et 8” et les réels r > 0 et r’ > 0: 



Quels que soient les nombres complexes non nuls z et 7 et les réels 8 et 0”: 

arg(zz’) = argz+ argz’ [27]; arg( à) = argz—argz’ [27]; 

: , ei® É ’ 

ei 

© Formule de Moivre 
Quels que soient le réel 8 et l’entier relatif n : FER rque 

0e = Cette formule permet de calculer 
(cos0 +isin0)" = cosn0 +isinn® sn td en function de 

en x puissances de cos@ et sin, par 
qui s écrit aussi : 

exemple cos28 et sin28. 

Q Formules d’Euler 

Quel que soit le réel 0 : 

Dre 
cos = RTE et sin0 = 

@ Équation du second degré 
Soit l'équation az2+bz+c=0 (1) où a, b, c sont des réels (aZ0) etzest 
l’inconnue complexe. Soit À = b2 — 4ac. 
Si À > 0, l'équation (1) a deux racines réelles : 

Si À = 0, l'équation (1) a une racine double réelle : 

SR 

2a 

Si À < 0, l'équation (1) a deux racines non réelles, complexes conjuguées : 

Re 
a 

LS TANER z” ct 
2a 2 



Chapitre 7 Les nombres complexes 

© 
Dans toutes ces questions, on considère un plan orienté rapporté à un repère 

je DE : LOS 
orthonormé direct (O ; u, v). Les points du plan sont définis par leurs affixes. 

EX Propriété du module © Corrigé p. 329 

Quels sont les nombres complexes z = a + ib (a et b réels) tels que : 

a) || = |al ? b) |z| = a? 0 |zl = |al + |b| ? 

FA Ensemble de points © Corrigé p. 329 

1. Déterminer, sans calcul, l’ensemble des complexes ffdtéation : 
z tels que: Utiliser une interprétation | 

géométrique du module. À a)|z—il=lz+il?  b)|z-il =1z +il. 

2. On donne trois complexes a, b et c, deux à deux distincts. 

Existe-t-il un complexe z tel que : 

lzal=lz26l =l2= dd? 

EX Inégalité triangulaire © Corrigé p. 329 

Montrer que, pour tous complexes z et æl: 

I —1211 < 12 + 71 

EX Module et argument © Corrigé p. 330 

1. Soit zet 7 deux complexes non nuls. Démontrer fadication : 
que : + Deux réels positifs sont égaux si et 

_ . 2 l 

2421-11 +118 Re(z7) = 17/4 es leurs carrés le sont. | 
0 = a Ë 

& argz = argz" [2x]. RE AU Cu 

2. Soitze C,zÆ0.A-t-on arg(-z)=-argz [27]? fndtcotion È 

3. Quels sont les nombres complexes z#Otelsque 77 GENE ie de tait à 

2 
z 

4, Soit ze C,zÆ0, et z°= : Est-il vrai que : 

= Let argz’ = argz [27] 
[zl 

un 
qe 
LL 
— 
æ 
(’e) 

F- 
LL 

un 
LL 

- 
® 
[e + 
LL} 
*X 
LL] 



un 
“ 
LL] 
—) 

— 
un 
L- 
LL 

un 
En 

_ 
U 
[e'a 
LL] 
*< 
LL 

5. Quels sont les nombres complexes non nuls z tels que : 

arg : = arp 22 ? 

5. Calcul dans C © Corrigé p.330 

1. Un nombre réel strictement négatif a-t-il des racines carrées dans € ? 

2. Simplifier (1 + à)? 0. 

M Nombre complexe et produit scalaire © Corrigé p. 330 
> > 

Soit w et w” deux vecteurs d’affixes respectives z et z”. 

a) Démontrer que : 
wW -W'=Re(zz’). 

b) On suppose z # 0. 

Démontrer que w et w’ sont orthogonaux si et seulement si a est imaginaire 

pur. di 

FA Ensemble de points © Corrigé p.331 

Soit A et B deux points distincts d’affixes a et b. Soit M un point d’affixe z, avec 
24270. 

Démontrer que M appartient au cercle de diamètre [AB] si et seulement si : 

Di-bptedl > IE. 
—— est imaginaire pur. 

F3 Limite © Corrigé p. 331 

Soit ze C. À quelle condition nécessaire et suffisante la suite (|z"|) a-t-elle une 
limite? 

Quelle est alors cette limite ? 

7 * Cube 

EX Forme algébrique d’un nombre complexe  £ 5 min © Corrigé p.331 
sw» 

Déterminer la forme algébrique des trois nombres complexes suivants : 

ZA 20)C FD CZ (DOS Al EE E+0G +0, 
| 



Chapitre 7 Les nombres complexes 

EE Application d'une partie de C dans C da 0 min © Corrigé p. 332 

On considère l’application f de C — {3} dans C: 

1—3z 
ES : 

3-7 

On pose z= x+iy et f(z) = X +iY avec x, y, X et Y réels. 

1. Calculer X et Y en fonction de x et y. 

2. À quelles conditions, nécessaires et suffisantes, le nombre f(z) est-il : 

réel ? imaginaire pur ? 

2 . Cube 

11 Equation 10 min © Corrigé p. 332 

Résoudre dans € l’équation : 

2z—-(1+i)z =—1 + 5i. JA 

Calcul d'une somme GR {15 min © Corrigé p. 332 
Es 

Démontrer par récurrence que, pour tout entier naturel n non nul : 

—(n+l)iftl-ni+;i 

2 

En déduire, pour tout entier naturel k: Indicotion 
FR à 

55 2er 1)'Ck+1)=(- D (K+ 1): Dee pen) | 
i entifie parties réelles et imaginaires. ë 

Z 

1+2i+3i2+..+ni-l= 

2—4+6—...4(-I)FT12k = 

> 

EF] Ensembles de points 10 min © Corrigé p.333 

Dans le plan rapporté à un repère orthonormé (O ; ü,v ), déterminer l’ensemble 
des points M dont l’affixe z vérifie : 

a)|z-il =5; b)|z +il =5; A 

d|(1+i)z+2il =3; d)iz-il =|z- 1 +2il. 

mn 
* K10 min © Corrigé p. 333 EE] équation 

1. Dans un plan rapporté à un repère orthonormé, déterminer l’ensemble des 
points M d’affixe z telle que |z-— 1| =[z +1. 

2. Soit ne N°. Résoudre dans C l'équation (z— 1)" = (z +1)". 

n 
ee 
LLI 
— 
æ, 
n 
be 
Li 

n 
LL 

a 
U 
[e 4 
EL 
PK 
LLI 



(te) 
ps 
LL 
=) 

=, 
un 
LH 
LU 

un 
Li 

— 
U 
œ 
LU) 
*< 
LL 

# 27 

410 min © Corrigé p. 334 
ST 

EH Égalité et ensemble de points 
1. Soit zet 7 deux nombres complexes. Démontrer FE tion 

que : _. _ 242702 Pour tout complexe 7: 
[z+ 2{2+1z- 27/2 = 2/22 + 2/7). 1-2. 

2. Démontrer que [z+1|2=2|{2&|z-1/2=2. commen LI à 

; > > 
3. Le plan complexe est rapporté au repère orthonormé (O ; u, v). Soit A et B 

les deux points d’affixes respectives —1 et 1. 

Quel est l’ensemble des points M du plan tels que AM = /20M ? 

M» ! 

HA Calcul pratique {10 min © Corrigé p.334 

DE i,/3 30 fAdteation È 

Calculer À = (is) À Utiliser la forme trigonométrique ou | 
1+i exponentielle. ] 

SRARNIERATEE RAT IRNEENNNRE PERD E TREREONETRRLO RE nn 

em 

Remarques sur les puissances d’un nombre 6 {10 min © corrigé p. 334 
es 

Comment faut-il choisir l’entier relatif n pour que 
Ne p q Indication 

(3 +4) Soit 

a)réel? bjréelpositif? © imaginaire pur ? 

EU la forme RNA | È 

Cole, 2 

LE Module et argument 15 min © Corrigé p. 335 
Soit € [0, 2r[. Déterminer modules etarguments ffdtestion 
des nombres : 

EE] Application trigonométrique 10 min © Corrigé p. 336 

On donne le nombre complexe 4 : 

UC ENPANC PERTE. 
1. Calculer w? et u‘. 

Calculer le module et un argument de u#. / 

En déduire le module et un argument de w. A 
rt : 

2. En déduire les valeurs de cos = et sin T, puis de cos Resa 
8 



Chapitre7 Les nombres complexes 

EN Application trigonométrique 

6-2 
2 

1e che 

0 : 10 min © Corrigé p. 337 
«uw» 

Soit les nombres complexes z, = 2 =1l-i 

1. Mettre sous forme trigonométrique z,, z, et Z = - 
Z 

R _J6+N2 à . x: N6-42 2. En déduire — = —— — que cos 12 4 et sin D 7 

3. Résoudre l'équation d’inconnue réelle x : 

(V6 + N2)cosx + (V6 : W2}sinx a 2: 

EX] Expression de cos“x en fonction de cos4x et de cos2x 
Le: 

* 10 min © Corrigé p.338 

un 
ben 
LL) 
— 
=, 
un 
Le 
LL 

un 
LLS 

vu 
®, 
[a a 
LL] 
*< 
ELI 

Linéariser cos{x. 

] Indications 

< Exprimer cos“ en fonction de cos4x et cos2x s'appelle linéariser cos“. 
e Utiliser la formule : 

| (a+b)"= a" + 40h + 6a°b? + 4ab° + b* (a et b nombres complexes quelconques) 
et utiliser la formule d'Euler. 

4 Cu 

7] Formule de Moivre D {10 min © Corrigé p.338 

Calculer cos 59 en fonction de cos. 

En déduire la valeur de cos a 

> LULU 

Si a et b dont deux nombres complexes : (a + b)° = a° + 5a*b + 10a°b? + 10a/b° +5ab* + b°. 

PAL 

}6 10 min © Corrigé p. 339 
uw» 

PE] Calcul de sommes 

1. Calculer les sommes : 

107 127 
= cos 2 + cos À + cos + cos + cos = + co eo 

107, . 127 
S' = sin 2 + sin À + sin +4 sin À + sin = + sin . 

6T 
2. En déduire 2 = cos . + COS . + COS À 



un 
re 
EL — 
æ, 
un 
-- 
LL) 

un 
EU 

= 
U 
[ea 
Li 
* 
LL] 

PA Calcul de sommes À 

Soit n un entier strictement positif, 8 un réel appartenant à ]0 ; rl. 

On considère les sommes : 

$, = cos? + cos28cos28 +. + cos Ocosp8 + -- + cos” Ocos nb ; 

S7 = cosOsin@ + cos 6sin28 +... + cosOsinp0 + --. + cos" 6sinn0 ; 

RS Hi S x 

1. Démontrer que X, est la somme des premiers termes d’une suite géométrique 

complexe dont on donnera le premier terme et la raison. 

em 

)£ 10 min © Corrigé p. 339 
LT a 

2. En déduire la valeur de X,, puis celles de S, et de S; en fonction de n et de 6. 

2 £ mn 

25 Equation GR {10 min © Corrigé p. 340 
ST 

.2T 

On pose z, = es. 

1. Démontrer que 1 + z, + L + z + CA = 0. 

2.On pose & = z9+ 29 et B=25+ zs. Calculer à + B et aÿ. 

En déduire que ot et f sont les racines du trinôme X°?+X—1. 

3. Exprimer © en fonction de cos . En déduire la valeur de cos Ls 

EM équation 

On se propose de déterminer les nombres complexes y tels que : 
n) : 

He= il 20 

se, D 4 15 min © Corrigé p. 341 
uw 

1. Soit u un tel nombre. 
Montrer que u est solution de l'équation bicarrée à coefficients réels : 

2° — 427 +841=0. 
2. En écrivant : 

2° — 42z° + 841 = (2° + 29)? — 100z?, 
résoudre, dans €, l'équation : 

z°— 427" + 841=0. 
3. Déterminer les nombres complexes u. 

: Cube 

EP Calculs sur les nombres complexes {10 min © Corrigé p. 341 

On considère dans C les complexes z; et z, de module 1 et d'arguments respectifs 
ox et £. 

; (Z +22) 
Démontrer que us est un réel positif ou nul. 

122 



Chapitre 7 Les nombres complexes 

EE Équations et ensemble de points 
LS 

5 { 60 min © Corrigé p. 342 
ST Se 

Le plan complexe est rapporté à un repère orthonormal direct (O ; à, y ) 
(unité graphique 1 cm). 

On considère dans l’ensemble des nombres complexes, l'équation (E) d’inconnue z 
suivante : 

z$+(—-8+i)z? + (17 —8i)z + 17i= 0. 

Partie A - Résolution de l'équation (E) 

1. Montrer que —i est solution de (E). 

2. Déterminer les nombres réels a, b, c tels que : 

Zi+(—-8+i)z2+(17 —8i)z+ 17i-=(z+i)(az? + bz+c). 

3. Résoudre l'équation (E) dans l’ensemble des nombres complexes. 

Partie B 

On appelle A, B et C les points d’affixes respectives 4 + i, 4 — i, —i, 

1. Placer les points sur une figure que l’on complètera dans la suite de l’exercice. 

2. Soit r l'application du plan dans lui-même qui, à tout point M d’affixe z, associe 
le point M” d’affixe z” telle que z” = iz-2i +2. 

Le point (2 est le point d’affixe 2. On appelle S l’image de A par r. 

Calculer l’affixe s de S. 

3. Démontrer que les points B, A, S, C appartiennent à un même cercle € dont 

on déterminera le centre et le rayon. Tracer €. 

4. À tout point M d’affixe z 2, on associe le point M’ d’affixe : 

LES ja r0s2i 

Z—2 

a) Déterminer les affixes des points A”, B’, C’ associés respectivement aux 
points A, Bet C. 

b) Vérifier que A’, B’, C’ appartiennent à un cercle 6” de centre P, d’affixe i. 
Déterminer son rayon et tracer €”. 

c) Pour tout nombre complexe z 4 2, exprimer |z’— il en fonction de z. 

d) Soit M un point d’affixe z appartenant au cercle €. 

Démontrer que |z — il = 2/5. 

e) En déduire à quel ensemble appartiennent les points M” associés aux points 
M du cercle €. 
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3 PHP 

* 140 min © Corrigé p. 345 1] Application géométrique 

On considère le plan complexe P rapporté à un repère orthonormal direct 

(O: ü ; ÿ ). P\{O} désigne le plan P privé du point origine O. 

1. Question de cours 

On prend comme prérequis les résultats suivants : 

« Si zet z sont deux nombres complexes non nuls, alors : 

arg(zz’) = arg(z) + arg(z’) à 2kmprès, ke 7 

« Pour tout vecteur W non nul d’affixe z: 

arg(z) = (4 ; W) à 2kn près, ke Z. 

a) Soit z et 7 des nombres complexes non nuls, démontrer que : 

arg(£) = arg(z) - arg(z’) à 2kn près, ke Z. 

b) Démontrer que si A, B, C sont trois points du plan, deux à deux distincts, 
Le — — 

d’affixes respectives a, b, c, arg(r +) = (AB, AC) à 2kn près, avec k entier 

relatif. 
2. On considère l'application fde P\{O} dans P\{O} qui, au point M du plan 

d’affixe z, associe le point M’ l’affixe 7 définie par z’ = : 
z 

On appelle U et V les points du plan d’affixes respectives 1 et i. 

a) Démontrer que pour zÆ0, arg(z”) = arg(z) à 2kn près, ke Z. 

En déduire que, pour tout point M de P\{O}, les points M et M’ = f(M) 
appartiennent à une même demi-droite d’origine O. 

b) Déterminer l'ensemble des points M de P\{O} tels que f(M) = M. 

0) M est un point du plan ® distinct de O, U et V, on admet que M’ est aussi 

distinct de O, U et V. Établir l'égalité 2 = - (=) £ (£) 
CEE OZ Fi 

En déduire une relation entre arg( = +) et are(—) 
LE Z—1 

3. a) Soit z un nombre complexe tel que z # 1 et z Zi et soit M le point d’affixe 

z. Démontrer que M est sur la droite (UV) privée de U et de V si, et seulement 

. LL 1 / 

si, —— est un nombre réel non nul. 
2-1 

b) Déterminer l’image par f de la droite (UV) privée de U et de V. 
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Ma) 2 = la & 112 = 42 & a2 + b2 = 02 Remarque 
l1 = al & b=0 Deux nombres réels positifs sont \ 
2 = al & z est réel. égaux si et seulement si leurs carrés 

bllA=24e]|1=lal et az0 EE LR PURE 
[2] = a & z est réel positif ou nul. 

dd =la+|b&|d2=42+b2+2|abl (|d > 0 et [al + |b| > 0) 
[2 = al +jbl & labl 0 ab=0 
[2 = |a| + |b| & z est réel ou imaginaire pur. 

| CORRIGÉS 

BA 1.) Soit M, I et les points d’affixes respectives Remarque 
z,iet—i. Si a et b sont les affixes respectives 

lz—il=|z+il &IM-=1IM des points À et B : 
€ M appartient à la médiatrice de  q(A,B) = Jaël =|b- dl. 

[IT’] (axe des abscisses). nn 
Par suite, |z2— il = |z+ il & z est réel. 

b)Comme (z-i)=Zz+i, tous les nombres complexes z sont tels que 
lz— cl =|z+ d, donc: 

z-il=|z2+il 82e C. 

2. Soit À, B et C les points d’affixes respectives a, b | ou Rappel 
et c. Soit M un point d’affixe z. or, | 

La médiatrice d'un segment est  : 
[za] =|2-b|=|z2-c > MA = MB = MC. l'ensemble des points équidistants 

Siles trois points À, B et C ne sont pas alignés, il ya des extrémités du segment. | 
un seul point qui vérifie ces conditions : le centre notices 
du cercle circonscrit au triangle ABC, point de concours des trois médiatrices. 
Si À, Bet C sont alignés, toutes les médiatrices sont parallèles, donc il n’y a pas 
de solution. 

EX Pour tous z et 7 complexes : Remarque 
ll =|z+2z-21 <|z+ 271 +17 4171 < 12-72 @r | 

LA -121 < |2+ 211. z-z1=l2+ (7) 
De la même façon [z’|—|2 <|z+z/|, d’où et |-z| =17/|. } 
finalement : mnt nes 

la —171 < 12+ 21. 

>] Bien retenir 

Pour tousz et z complexes ||21—17/|| < |z+2| <|z| +|7’|. 



Miz+21-11+1721e 124212 = (14 +121) 
e(z+7)+2)=142+1712+ 2|z|z’| 

ezz+zz =2|4À|7| 

&7z+72z-2|7|f7| 

es Re(z'z)=|77| 

ce qui fait que z z est réel positif (cf. exercice HE). etenie } 

Enfin, z/z est réel positif équivaut à : nne pe sas | 

arg(z')— arg(2) =0 [27] our dE os PE RES 
Z et z étant non nuls. 

7 

n 
LL 

ue 
œ 
œ 
(®) 
w 

2. arg(—z) = argz + arg(—1) = argz+n [27], donc la réponse est non. 

delete est de module 1. 
4 

4. |z| = |1| = À mais argz’ = arg[: =-—argz [27]. 
A |A Z 

5. D’après la question précédente : Remarque 
en de: 

1 argz=kn, ke Z équivaut à dire L 

arg(=) = argz [2] & -argz=argz+2kn, ke Z que zestréelnonnul. À 

= |argz=Kkn, ke Z. 

5. 1. Bien sûr ! Si © est réel strictement négatif, ses deux racines carrées dans C 

sont : 

iQ et —-i4-01. 

.T 

2.(1 + i) a pour module N2 et pour argument . doné‘l+i= 2e: ets 

m, 2016 
(1+i)2016 = CHE CS) he (EEE ne 

(1 +i)2016 = 21008(e2iT)252 = 21008. 

MA a) On pose z= x+iy et z =x’+iy” (avec x, y, x’, y’ réels). 

Alors Re(zz”) = Re((x-—iy)(x" + iy”)) = xx’ + yy” soit : 

Ë ST 
Re(zz’) = ww’. 

Donc : 

w' = Re(Zz’)= Re(zz’) car ZZ’ et zz’ sont conjugués. 
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b) En particulier : 

HAUT Poe | 
wW:Ww =0<e 27" est imaginaire pur 

= NA 

7 24 . . . ES # 

 —— est imaginaire pur (zz est un réel non nul car z z (0). 
22 

, 

PAU E : 17 ‘ ses 
Donc w : w”= 0 si et seulement si — est imaginaire pur. 

Z 

MA C'est essentiellement la même propriété que RSppel 
précédemment : Les complexes z — a etz—b sont 
ER a. non nuls, on peut donc calculer 

pue imaginaire pur leurs arguments. 

= arg(b—z)- arg(a-z) = +kn, ke Z. 

b-7 . a : Rave re Re A 
Donc 2e est imaginaire pur si et seulement si (MA ; MB) = 2 

F Comme |z"| = |z/", la suite donnée est géométrique. Le réel |z| est positif. 

° Si |zl < 1, la suite tend vers 0. 

+ Si |z] = 1, la suite est constante. En particulier, elle tend vers 1. 

e Si |zl > 1, la suite tend vers + co. 

Donc la suite |z"| a une limite si et seulement si [1 < 1. 

AZ -Gi+22)(4+4i+12) = (G3i-2)( +4i)=9i+12i2—6-—8i=-18+i. Ê Z,=-18+i 

Z,=iG+2)(2+i)=-i(3-2i)(2-i)2 = Z), d'où: 

NZ Z _G+2)0+iY où 2 : sie dos 
2 _(2-i)(2+i) 5 

PA 

un 
LL] 

2 
œ 
œ 
(®) 
O 



EU] 1. Pour z#3: 

fe = 1=22- 55 O= 34-3962 #iy) _ SH IP CEE ET. 
 3—x-iy (3-x—iy)(3-x+iy) (3=-x)2+y2 

Donc : R3Ppet ” 

# 

Et 3x2 + 3y? — 10x +3 Te ET 8y L'ensemble des points M(7=x+i
}) 4 

DEC TPE TG-x)+y tesque3e + y” 10+b=0este | 

“cercle de centre | 21) dereyon 2 À 

2. f(2) est réel si, seulement si, z # 3 Y=0 donc: 

f(x) est réel si et seulement sizz3ety=0. 

f(2) est imaginaire pur si, et seulement si, Z# 3 et 3x2 + 3y7 — 10x +3 = 0. 

un 
LLI 

- 
œ 
œ 
(®) 
O 

1 Posons z= x + iy avec x et y réels. L'équation s'écrit successivement : 

2(x+iy)—(1+i)(x—iy) =-1+51 

2x+2iy-x+iy-ix-y=-1+5i 

x—-y+i(-x+3y)=-1+51. 

POSE à “_|x-y=-1 J Lil 
Ce qui équivaut à soit encore 

—Xx+3y=5 y = 

L'équation possède donc l’unique solution : 

2) PRET . 

Œ pourn=1: 2-1. 

+ Supposons la formule vraie pour un rang n > 1. Alors: 
1+2i+...+nitl+ +l)if 

< 

ee Remarque re 
1 . . 

es Û s 

— (ri + Lirtl nit+i ii” Û Î 

UE ent 
2 

aie de + mrgues pie = HDI ES URRRERREr 
2 

La formule est donc vraie au rang n + 1 et, d’après le principe de récurrence, elle 
est vraie pour tout # non nul. 

En donnant à n la valeur 2k + 1 dans la formule précédente : 

Cl OK+ = EDCÉ ED iQ CAGE 0) 
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En identifiant les parties réelles et imaginaires des deux membres, on trouve: 

1—3+5-7+..+(—1)K(2k+1)=(-1)(k+ 1); 

1+(—1)£+1(2k + 1) 

2 
2—-4+6—..+(-1)-12k = 

. . , . = 

KE] a) Soit I le point d’affixe i. Le vecteur IM a Bterretenir 
pour affixe z— i. Par suite z-il=5 IM=5. Le cercle de centre C2(7,) et de 
L'ensemble cherché est donc le cercle centré en I 

et de rayon 5. M(2) tels que |z-z9] = A. 
RERO ARR A DRE A ADR re 

b) Puisque z—i=z+iet|z-il=|z-il, |(z—il =|z +il. 
L'ensemble cherché est donc le même que celui du a). 

©) On se ramène à la situation du a) en divisant par |1 + i| = 42: 

2i 3 k 
Le CEST ET ET | 
ent f+i B 

SCIE 
L'ensemble cherché est donc le cercle centré au point d’affixe — 1 -i et de 

|((1+z+2i=3e |z+ 

3 
rayon —- 

N2 
d) Soit A le point d’affixe 1—2i: [z—i| =|z-1+2i]  IM = AM. 

L'ensemble cherché est donc la médiatrice du segment [IA] qui existe car I z A. 

z+1|=|2+1|=|2+1| donc: LE. 
z-11=/2+11e 12-11 =|2+1|. 

L'ensemble cherché est donc la médiatrice du segment dont les extrémités 

sont les points d’affixes 1 et —1, c’est-à-dire « l’axe des imaginaires purs ». 

2. Une solution z de l'équation proposée vérifie [z—1|"=|Z+1|" et, par 

conséquent, |[z— 1| = |z + 1] car c’est une égalité entre nombres positifs. D'après la 

question précédente, z est imaginaire pur. 
Posons donc maintenant z=iy avec y e R: 

G-1} = (+1) Se Giy-1)= (ip +1" = (1) Gy- 1. 
Comme pour tout réel y, iy — 1 # 0, ceci équivaut encore à 1 = (-1 JE 

Si n est pair, cette condition est toujours vérifiée, donc, si n est pair, les solutions 

sont les nombres iy où y est un réel arbitraire. 

Si nest impair, cette condition n’est pas vérifiée, donc, si n est impair, l'équation 

proposée n’a pas de solution. 

rayon À est l'ensemble des points ! 

333 

ES 
U 
[a 8 
œ 

[®) 
U 



1. z/2 = ZZ, donc: 

lz+2/2+1z2-27/2=(2+2)(Z +27) +(2-2 (7-27 

=(2Z +27 +277 +77/)+(2z -22"-277 +277) 
\ 
un 
LL] 

S 
œ 
cz 
(®) 
Ô 

2271272 

= 2]z/2 + 2]z|2. 

2. En appliquant la formule précédente avec 7 = 1 : 

lz+12=2|42e |z-1/2=2. 

—>  — CE 
3. Les affixes des vecteurs AM et BM sont respectivement z + 1 et z— 1, d’où : 

AM = /20M & AM? = 20M2 
& |z+1|2= 2/22. 

D’après la question précédente, la condition |z + 1|2 = 2|z|?, est équivalente à : 
|z— 1|2=2 ou encore à BM= /2. 

L'ensemble cherché est donc le cercle de centre B et de rayon 5e 

l+i48 
1+i 

16) Écrivons le nombre APE 

«1+i43= 25 + +È) 22 

FRS 

Ainsi - ; te = 2e (&- +) Be, et enfin : 

sous forme trigonométrique : 

1307 67 7 
30 2 D 3 2 ANS (2) e 1222915812 2915e 22915; 

; 3 7 | 17 N3+i= a{$ Hi ;)= 2e 6. Par suite, un argument de (,/3 + i)" est _ 
D'où : 
a) ANT réel > arg(V3 +iy” =0+kn, keZ 

Silexiste ke Z, . Hdi 

(V3 +i)" réel & nest un multiple de 6. 
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b) (43 +i)” est réel positif arg(/3+i)"=k27, ke Z 

& ilexiste ke Z, e Dr. 

(V2) 
(3 + i)” réel positif & n est un multiple de 12. LU 

(©) 

0) (4/3 + i)" est imaginaire pur arg(\/3 +i)” = S +kn, ke Z É 

© 
&ilexiste ke Z, ER U 

S (n-3)n=6kn, ke 7. 

(4/3 + i)" imaginaire pur & n — 3 est un multiple de 6. 

18 On utilise les formules d’Euler : 
ei + e-ix ; eiX — e-it 

COUT CSA: 
2 21 

= ce et 19 p (+5) 
a=e-1=(e?-e ? Je? = 2isin Se ? = 2sin $e HS 

Comme 0 < Ÿ < x, sin $ > 0 et : 

Si0=0, = 0 etz, n'a pas d'argument. Si 6 0 : 

argzs = 9 +2 + K27, ke Z. 

ae D & 
2-+1 (cire je e?=2c0s 2e ?. 

. (9) 5] . ., es 

Cette fois, cos; n est pas toujours positif. Il faut 84 L . se À 

donc faire une discussion. =, 0 m°= = 0 etz,=0, | 

doncz, n'a pas d'rgument. | 6 , 
Si0<8<7r, |z,] =2cos 5 Si OZ7, SRE GARE 

argz, = : +k2n, ke Z. 

.(e 
DEEENT 

Sir <6<27, z,=-20cos ‘e Ê ] d’où : 



[| = -2cos ‘ et argz, = ‘ +T+ k2x, ke Z. 

| Bien comprendre 

Ce n'est pas parce qu'un nombre complexe s'écrit œeï® que son module est ox et un argument @, 
il faut discuter selon le signe de @ ; si @ > 0, |œteï®| = œ et arg(œei®) = Û + kr (ke 2): 
sio < 0 œei8 = Ça)Ce) = (—-a)ei(8 +7) | œe V|= a et arg(oe")=6+17+427 
(ke Z). Enfinsi a =0, |œe* |=0et œeŸ n'a pas d'argument. 

C4 

Meo]l:1: 11e 

Mis-c2-2-ih+h) -c2-1)-a2+./2)-2i/872 
=-2,/2-2i,/2 =-2,/2(1 +i). 

uf = (-2,/2)° (1 + i}2 = 16i. 

| u2=-2,/2(1 +i) et uf= 
L 

l6i. 

D'où : 

On en déduit : PS LÉ 

Appelons @ un argument de u : 

4Q= argu* == + K2x, ke Z &ilexiste ke Z tel que p=r+ 

Cela nous donne quatre valeurs éventuelles (modulo 2x) de @. Mais, comme on | 
sait que cos@ > 0 et sin@ < 0, la valeur à retenir est : 

| 
p=-+km ke Z. 

2. Donc : 

puis : 
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Iz1= 42, donc: 

LA 

[22] = 2, donc : 

n 
LL] 

= 
œ 
œ 
(®) 
O 

Z1 = e = F2 = afcos : — isin 2) 

Æ 
Z=el, 

2. On peut également donner la forme algébrique de Z : 

FMC) IEEE) 
GR) 

En comparant les deux expressions de Z trouvées, il vient : 

3. Compte tenu de ce qui précède, l'équation précédente se met sous la forme : 

cos COSX + no sin x = ! soit cos (x — a) = COS : 
12 12 7 12 3 

Les solutions sont donc les réels tels que : 

OT Dh Ver ones lyon, Le Z 
12503 12 3 

x= 27 +k27, AE x= T4 ln, CEA 



Pl On utilise la formule d’Euler : 

eix* + e-ix 4 

COS4x = (a ; 

LA et on développe ensuite : 

COSix = 7 Ci + 4e2ix + 6 + 4e”2ix + e—4ix) 

(Va) 
LL) 
= 
[a 4 
[a 
O 
U 

_ 1 fetix + e-4ix . ne + e-2ix ) 

1459 2 2 

cost x = <(cos4x + 4cos2x + 3). 

Pr] Appliquons la formule de Moivre et développons ensuite : 

cos 5 +isin5@ = (cosp + isinp)* 

= cos” + 5icos*@sinp — 10 cos @sin?@ — 10icos?@sin?@ 

+ 5cospsin{@ + isin’@. 
Les parties réelles des deux membres étant égales : 

cos 54 = cos” @ — 10cos*psin2@ + 5cospsint P P Sin” Sin" p 

= cos” @ — 10 cos (1 — cos?@) + 5cosp(1 — cos)? 

= 16cos°6 — 20 cos @ + 5 cos. 

1 
Calculons maintenant cos 10 Nous remarquons que : 

T T 
5 = — = é cos a.) cos 5 0 

Donc, d’après la formule précédente : 

T T T T COS — = 0 = 16cos° — — peut EL 10 cos 10 20 cos 10 * © 10 

On simplifie par cos - Z 0 et on obtient : 

T T 
16 cost — — 20 cos2 — - S 10 COS 10 +5=0: 

: T : 
ce qui montre que cos? Jo St Une racine de l'équation : 

16x2—20x+5=0. 

5 æ 545. 
8 

à 5 — 
Ces racines sont —— 



Chapitre7 Les nombres complexes 

T TT 2 A 

Comme 0 <<, us 0 d’où : 
10 10 pi 

fr _1 
2 es 2 = cos? 7 > cos => a 

\LLI 
+ 

Or, ? 5 > À alors que = 5 kdoné dog Le 2 5. ÿ 
8 7 JDE =g> 
: [a 

ÉL/COs Ti étant positif : ë 

U 

2 Le ou jiieaes Rs 
10 8 

BE 1. Calculons S + is’: 

2 je jé j8e jt x 
Sie de bel te ue 7 re 7. 

DT Fe 
On reconnaît une somme géométrique de raison e 7? 1 et de premier terme 

.2T 27 7 
i— (ee 

e 7, donc sachant que le 7) ir 

.2T TA À 
eo ln Ale ST 

nt Fa pe : 

ZT 

1 er Fee 

S=S 1 ét15"=10: 

12T 
2. On remarque que cos æ- = COS (2x — Æ)- ECS et, de façon analogue : 

Pie 2m -Ÿ)- cos its RES cos 27%) = cos 
To CE Er 7 7 7 

Donc S = 22 et, par suite: 

SSSR Lx s'lson ont même partie réel € même | 

D'où : 

PA 1. ZX, = cos@ei® + cos20e2i9 + .… + cos Bei?® + .… + cos" Oeir®. 

Z,-= cosBei® + (cosBei®)? +. + (cosBei)? + .… + (cosBei®)". 

Sous cette forme, À, Res comme la somme des n premiers termes de la 

suite géométrique de premier terme cos Bei® et de raison q = cos@ei?. 



A 

un 
LL 
= 
[a 4 
œ 
(®) 
® 

2. La raison g ne peut être égale à 1; en effet, LT 

8€ ]0; ri implique: 

gl = |cos@eit| = |cos@| < 1. 

On a donc: 

Z,=qg+q + + hestg" = aq(lÆqe ti" 7) 
1 — (cos8ei®)" 

1 — cos6ei9 } 

Pourtout réel 6, lei] = 1. | 

1—g" ; 
=qxX= T = cosbeii| 

Or, 1 — cosBei = 1 — cos28 — isinOcos0 = sin20 — isin0 cos0 = -isinOei? ; 

d’où finalement : 

__icosO 

sn Q 
(1 — cos" Bei), 

Les parties réelles et imaginaires des deux membres étant égales respectivement, 
on obtient : 

_ cos” +l6sinn8 
sin0 

_ cosO(1 — cos"Ocosn0) 
S t S’=— 

< sinO n n 

5 » RE Vin. 
25] 1. On remarque que z,=1. D'autre part, 1+z,+2,+2z5+2Z est une 
somme géométrique de raison z, # 1. Donc: 

INA te ne 
one tte - 

Sa CAT 
1 +20 +20 + Zo + Zo = 0. 

2. œ et B sont les racines du trinôme : 

(X—a)(X-—B) = X2-(a+B)X + af. 

Or, d’après ce qui précède, & + B =-1 et: 

> ALT IN CRE Re A 
OP = (20 + Zo)(Zo + Zo) = Zo + 20 + 29 +20 = 2 +20 +20+2=—1. | 

Donc & et B sont les racines du trinôme X2 + X— 1. 
.2T .8T .2T .2T 
i— i— i— —i— 

SU=e/+e —=e +e 5» = 2c0s 

D’autre part, les solutions de l’équation X? + X — 1 = 0 sont : 

AR RE, 
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27 _ mr 27 
Comme 2 cos 5. est strictement positif, 2 cos — r os 

2 na +5 
5 4 

PA 1. u vérifie 1? — 21 = -20i, d’où par élévation au carré : 

(u2— 21)? = 400 
u#— 42u? + 441 = —400 

— A2u? + 841 = 0. 

2. Effectivement, en développant, on trouve bien : 

(Z2 + 29)? — 10072 = (z4 + 841 + 5822) — 10072 

= 74-4272 + 841. 

On peut donc factoriser : 

— 4222 + 841 = (22 + 29 — 10z)(z2 + 29 + 102). 
Les racines des deux trinômes 2? — 10z+ 29 et z2+ 10z+ 29 sont respective- 
ment : 

5+2i, 5—2i et —-5+2i, —5— 21. 

3. Reste à vérifier réciproquement, parmi ces qua- 
tre nombres, quels sont ceux dont le carré vaut Remarque 
21 — 20i. On trouve ainsi : Les deux autres no ombres trouvés 

tree 2isont les deux racines - 

S 2; et 5 Pi carrées de 21 + 20i. 

27) 2 cette el; d'où: 

SE 
(+2) +2 +222 

Z122 Z122 

AE 

Z Z 

= eita-B) + eitB-a) + 2 

= 2cos(o— f) +2 

: ; (+2) : De 
La dernière forme trouvée montre bien que est un réel positif ou nul. 

Z122 

\ 
un 
LL) 
= 
[ea 
[a 
(® 
® 
en: 



À 
un 
LU 
S 
[a 4 
[sa 
(® 
®, 

28 Partie A 

1. Montrons que (-i) est solution de (E) : 

(5 + (- 8+i)()2+(17.—8i)(—i) + 17i=it 8 i 1718. +417i=0. 
f 

Le nombre -i est bien solution de l’équation (E). 

2. Pour tout nombre complexe z: 

(z+i)(az2+bz+c)=a2 +(ai+b)z2+(bi+c)z+ic. 

L'égalité : 

z3+(—-8+i)z2+(17-—8i)z+17i= az +(ai+b)z2+(bi+c)z+ic 

est vraie pour tout complexe z si et seulement si : 

A 

aitb=-8+i 

bit+c=17-8i 
ic = 171 

On en déduit immédiatement a = 1 et c= 17, puis, en reportant ces valeurs 
dans les deuxième et troisième équations, on obtient b = —8. 

Donc, pour tout complexe z : 

z3+(—-8+i)z2+(17—8i)z + 17i=(z+1)(z2—8z+ 17). 

3. Pour tout complexe z, l'équation (E) est équivalente à : 

(z+i)(z2—-8z+17)=0 

età: 

z+i=0 ouz?-8z+17=0. 

L'équation z + i = 0 est équivalente à z = -i. 

L’équation z? — 8z + 17 = 0 est une équation du second degré dont le discrimi- 
nant est À = 824 x 17 =—4,. 

L’équation z? — 8z + 17 = 0 admet donc deux racines complexes conjuguées : 

821 DA 
Z1 = =4+;i; = DRE ROUE 

L’équation (E) admet donc trois solutions, les nombres 4 + i ; 4 - i ; -i. 

=4—i, 
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Partie B 

À, B, C sont les points d’affixes 4+i;4-i;-i. 

1. Les points A, B, C ont respectivement pour coordonnées : 

(4 ; 1), (4; —1) et (0 ; -1). LA 

1 

IN CORRIGÉS 

2. L'image S du point A par l'application r a pour affixe s telle que : 

s=i(4+i)-2i+2=4i-1-2i+2 

s=1+2i. 

Le point S image de A par l’application r a pour affixe s = 1 + 2i. 

3.QA={4+i-2|=[2+il = 5; 

GB=4-i 2221-15; 

QC=/i-2|=[|2+i = 5; 

QS=|1+2i-2|=|-1+2i] = V5. 

QA = QB = QC = QS. Donc, les quatre points À, B, CetS appartiennent au 

cercle @ de centre Q d’affixe 2 et de rayon N5. 

4. À tout point M d’affixe z # 2, on associe le point M” d’affixe 7”. 



7 

un 
LL 
= 
[a 4 
[a 4 
[® 
®) 

a) Le point A’ a pour affixe z,, telle que : 
_i(4+D+10-21:9%#21 

MAN ND 
: NOHIDC =) SPA 

HP) 5 

RE 

Le point B’ a pour affixe : 
 -i@=i)+10-2i_11+2i_ (11+2i)(2+i) 
PPT A ES CP DO St RS) 
F1 Fil Da 

5 5 
Le point C” a pour affixe : 

= 4 + 31. 

DE EE ————————— = 

Les points A”, B’ et C” ont pour affixe : 

Zar=4-i; Zp = 4+3i; Zc'=—4+3i. 

b)PA'={z4-29 =|4-i-il =2/2-il = 245; 
PB'=|z5 29 =|4+3i-il =2|2+il = 245; 
PC’=fze- 29 =|-4+3i-i =2|-2+i] =2/2-i| = 245. 
Les trois points A’, B” et C’ appartiennent donc au cercle €’ de centre P et 

de rayon 2/5. 

c) Pour tout complexe z 2: 

iz+10—2i 
—2 

iz+10—-2i-iz+72i 

<= 2 

[z’ —i| = 

[z’— il = 
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d) Soit M un point d’affixe z appartenant au cercle @ de centre Q d’affixe 
za = 2 et de rayon 4/5, donc |[z- 2] = ,/5. 
Pour tout point M de €, z42 (car |z-2| #0) et: 

2-2 
À 
un 
LL] 

= 
Œ 
Œ 
(®) 
Ü 

e) D’après d), si M est un point du cercle €, alors le point M’ d’affixe z’, associé 
à M, est tel que |z’— i| = 24/5, donc M’ appartient au cercle €’ de centre P et de 
rayon 2 W5. 

L'ensemble des points M associés aux points M de & est inclus dans le cercle 

€’ de centre P et de rayon 2,/5. 

{ 

[29 1. a)z et 7 sont deux nombres complexes non nuls et : 

Z , 
PES RON 

Z 

En utilisant le prérequis concernant l’argument d’un produit : 

arg(z) = arg(£) + arg(z”) à 2kn près, ke Z. 

arg(&) = arg(z)— arg(z’) à 2kn près, ke Z. 

b) D’après le résultat précédent, les complexes (c — a) et (b — a) n'étant pas nuls : 

arg( 5) = arg(c—a)-— arg(b-a) à 2kn près. 

Le nombre complexe c — a est l’affixe du vecteur AC donc: 
—> 

arg(c—a) = (4 ; AC) à 2kn près. 

De même : 
SEE à 

arg(b—a)={(u ; AB) à 2kn près. 

s — — 
arg( 5) = (4 ; AC)-(4 ; AB) à 2kx près. 

b-a 
Æ — — 

arg(5—) = & ; AC) + (AB ; ü) à 2kn près. 

D’après la relation de Chasles : 
> 

arg( 5) = (AB ; AC) à 2kn près, ke Z. 



F2 

un 
LLJ 
“ 
[es « 
[a 4 
(®, 
® 

2. a)z n’est pas nul, notons r le module de z et & un argument de z: 

z = r(cosa +isin®) = reit. 
1 1 

— =eit, 

feu t 
On sait qu’alors z = re-i® et que, z étant non nul, z° = 

NII 

z’ a pour module : et pour argument O!. 

On en déduit que z et z’ ont même argument, à 2Xn près, k entier relatif. 

Pour zÆ0, arg(z’) = arg(z) à 2kn près, ke Z. 

. Interprétation géométrique 

> 3 — 
z est l’affixe du vecteur OM, donc arg(z) = (u ; OM). 

— s — 
z’ est l’affixe du vecteur OM”, donc arg(z’) = (u ; OM”). 

D” en : À 
(u ; OM) = (4 ; OM”) à 2kn près, ke Z. Donc, pour tout point M de P, O, 

M et M sont alignés sur une demi-droite d’origine O. 

b) f(M) = M équivaut à z’ = z. 

M € P\{O} équivaut à zz0. 

Avec les mêmes notations que dans la question 2.a), pour tout z 4 0: 

/ L4 . \ 1) 1 

z = z équivaut à -e'*= re!®, 
r 

En simplifiant par le nombre ei®* qui est non nul: 

1e Re À £ 
A = rel% équivaut à dt 

k 

r est le module de z, c’est un réel strictement positif. 

He Héquiautar= 

z est l’affixe du point M et r = OM. 

L'ensemble cherché est l’ensemble des points M tels que OM = 1, c’est-à-dire 
le cercle de centre O de rayon 1. 

Donc l’ensemble des points invariants par fest le cercle de centre O de rayon 1. 

c) z est distinct de 0, de i et de 1 ; z’ aussi d’après l'énoncé. 

nr peler. 2-1 

Z Z 72) 

UN le ir iGt 
ZL—i1=--i= = ———— = ——————. 

Z 2 VA, Fa 
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Par quotient, z’—i étant non nul : 

En | ti 
2 een ii) 

121, donc i?= 1 et i-- 

sue NI! | D'autre part, si z est réel, z = z et si z est imaginaire pur, Z =—z donc: 

Z-1=2Z2-letz+i-Zz-i. 

n 
LE 

_ 
cz 
cz 
(®) 
O 

Enfin le conjugué d’une différence est la différence des conjugués et le conjugué 
d'un quotient est le quotient des conjugués : 

En utilisant le résultat arg(zz”) = arg(z) + arg(z”) à 2kn près, avec zZ 0 et 

7 +0: 

arg £ = arg(—i) + arg = à KT près. 
z'-i z-i 

Un argument de z est -arg(z) et un argument de (—i) est (- 3) donc : 

| Zy — Zm A : 
D’après la question 1.b), DE ne }= (MV ; MU) à 2kn près; 

Zy — Zum 

ra e R° idRe MU) = 0 à KT près, 
Zi 

Ge à 0 f L 

 MV et MU sont colinéaires et non nuls. 



A] 
un 
LL 

= 
œ 
œ 
(®) 
Ü 

Donc — e R* si, et seulement si, M appartient à la droite (UV) privée de 
z-i 

U et V. 

. st 1 * > A . 

b) M appartient à (UV) privée U et V si, et seulement, _—. € R”, c’est-à-dire 

arg(£ =): 0 à kn près. Or, d’après la question 2.0) : 

«e(T—) = 5 _ are(— +) à 2kr près, ke Z. 
i 

M’ appartient à l’image par f de la droite (UV) privée de U et V si, et seulement si : 

ug(T—) =-; à kn près, ke Z. 

Comme précédemment, ars( = )= (MY V; M MU) à 2kn près, ke Z. 

L'image par f de la droite (UV) privée de U et V est l’ensemble des points M’ tels que 
—> — 
(M'V ; M'U) est un angle droit : c’est le cercle de diamètre [UV] privé de U et V. 

Donc l’image par f de la droite (UV) privée de U et V est le cercle de diamètre 
[UV] privé de U et V. 
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CC 

ÿ { La Prépa attitude À 
: “Historiquement, C a été introduit au xvi‘ siècle afin de trouver des 
_ racines carrées pour les nombres strictement négatifs. Ce faisant, nous 
allons voir que nous avons obtenu quelque chose de beaucoup plus 
agréable : tous les nombres complexes non nuls ont exactement deux 
racines carrées, trois racines cubiques et même n racines n -ièmes. Le 

but est ici de préciser tout cela et de progresser dans la résolution des 
équations à coefficients complexes. 

Racines carrées d’un nombre complexe 

Théorème 

Soit À un nombre complexe quelconque non nul. Alors A possède exacte- 
ment deux racines carrées, c'est-à-dire deux nombres complexes z” et z” 

PR, > solutions de l'équation z° = A. 

1" démonstration 

Supposons A écrit sous forme algébrique : À = a + Ib, et phéchons 4 
également sous forme algébrique : z = x +iy. Alors =x- de + : 2ixy, € et 
donc : AE Ni L 

ne Ae 

ss 
LLI 
[a 
[a 

Z 

O 
FE 
CQ 

>] 
< 7 

= q : [Remarque 

. Pour faciliter la réso- | On utilise le terme « racine carrée » 

: co a 2 | | pour parler d’une solution de l'équa- 
lution ajoutons l’égalité des modules : k | = |A]. | tionz2= A mais le symbole 4/4 n'a 

2 | plus aucun sens (us 
Or Le?) = [zl = x? + y ét |A] = Va? +b?. Ona —— nee 

donc : 
x? + y? = Va? + b? 

2=1AS x —y =4 

2xy = b 

2 Va? + b? +a 
Des deux premières équations, on tire : x = ST et 

Po = 7 
Va = Noos has: sait que a? + b? > a? donc Va” +b° > (al et comme 

2 



(al z a et (al > a, les deux réels Va? + b° + a et Va? + b° — a sont positifs. 
On obtient donc deux valeurs possibles pour x et deux pour y. 

Attention ! Cela ne conduit pas à obtenir quatre racines carrées pour À. En 
effet, il ne faut pas oublier la relation 2xy = b qui induit une connexion entre 
les signes de x et de y, et donc l'existence de deux racines carrées opposées. 

2° démonstration 

Supposons À écrit sous forme trigonométrique À = re” et cherchons z 
également sous forme trigonométrique : z = pe”. Alors z? = p?e? , et donc: 

Je nr 
2 1e ff r 

29 = aan] |e = Ur] one à 

Les deux racines sont donc : 
(87 [82 (7 

i : (EU i— : 
z'=Vre? et z'=Vre"2 / 2 re? (car eT = -1). \ 

& 
LLJ 

œ 
Q 
£. Fr 

5 ré dans C 

re 

ca 
> 
< 

Corollaire 

Soit az° +bz+c=0, a #0 une équation du second degré à coefficients dans 
C. Alors: 

2 rs Si À = b° — 4ac est non nul, cette équation admet deux racines distinctes. 
Si À = 0, elle admet une racine double. 

Démonstration : 

m+htesteda ++ = () 
a a 

2 b b? 2 2 ic 

ef:+2) = — +20 ef pe) 

CPE. 24 (24) (24) 
eSi A#0, À admet, d'après le théorème précédent, deux racines carrées 
opposées : à et —-6.On a donc: 

D Ÿ 2 br PRE PRET 
z+—| =|—| etlonen déduit FAR Re 2 2q Il s’agit, ni plus, ni moins, 

| | de la décomposition canonique 
z+— = +—, d'où les deux racines : | du trinôme vue en seconde. | 24a 24 
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—b + 6 —b — 6 
A A HTAË 

2a 2a senenins 

2 | Remarque 

e Si A=0, alors É + z) = 0. Il existe donc | La résolution est donc formellement 
se b : la même que dans le cas réel, 

une racine double : z = —-—. . à la recherche des racines carrées 
2a : de À près. 

Racines n-ièmes d’un comr 

Théorème 
2 *% * à 5 °\ 

Soit AEC et neN . Alors À possède exactement n racines n-ièmes, 
c'est-à-dire que l’équation en z : z” = À possède n solutions distinctes. 

Démonstration 

Nous sommes obligés dans ce scas cntnser la forme trigonométrique des 
nombres ue A= re et z = pe? . L’équation z° = À s'écrit alors : 

n ni0 
p € = TELE SOI: ù eur 

PR LE ; 

Ê = a[2r| = eæ| 
n n 

Les solutions de l’équation z” = A sont donc les complexes de la forme 
{a 2kr 
PES RE 

Z = Yre\" "/ avec ke Z. Mais si l'on remarque que l’on a : 

2k 2 
BH = E+ 2e à Pr] k= pin] 

on en déduit que Z5, Z; .…; Z,_. sont les n racines distinctes de A. 

Cas particulier : les racines n-ièmes de l'unité 

Appliquons le résultat précédent au cas A =1. Les racines n-ièmes du 
2ikr 

nombre 1 (de l’unité, donc) sont les complexes w, =e " ,pourke [o, n— 1]. 
On note U, l’ensemble des racines n -ièmes de l'unité. On a donc: 

2ix 2ikr 2i(n-1)r 

U, = {z aGr— 1} = ARR RRENE RD ds iDene re 

à 
LI 
[a 
Q. 

Z 

O 
Ë 
aa 

>] 
< 



& 
LLI 
[sa 
[ai 

Z 

O 
as 
aa 

2 
< 

k 
On remarquera que W, = W, . 2im k 1 

On a par exemple : U, = {1-1}, U, = L5ÿ} avec j=e ;, 

2im Aix Ain 2ir 

DHL be ,e ,er5.er 

Remarque 

Soit a une racine n-ième particulière du 
nombre complexe A ie a” = A. L’équa- 
tion z* = A peut alors s’écrire z” = 4” ou 

n 

Z : 
encore : (= = 1]. On obtient donc comme 

a 

z , ne 
solutions —=uw,, ie. z=auw,. D'où le 

q 
critère pratique suivant : on obtient toutes les Représentation de Us 

racines n -ièmes d’un nombre complexe en multipliant l’une d’elles par toutes 
les racines n -ièmes de l’unité. 

EXERCICES © Corrigés p. 353 

EUR Résoudre dans C les équations suivantes : 

il z/+2z+1=0. 

ü. 2° +(1+i)z+i=0. 

M 
ei. 

iv. 2° —(5-14i)z° —2(5i+12) = 0. 
CRT NT ET v. z°—i=6(2+i) (indication : on pourra remarquer que —i = i’). 

FA Calculer la somme des racines n -ièmes de l'unité. 
2ir e 

E Soit = 0 © Es 

1. a) Calculer 1+ j + jÿ*. Calculer jj . Exprimer 1+ j en fonction de j. 
b) Exprimer j” en fonction du reste de la division de n par 3. 

n LE DZ 
2. On pose :r = El — Er 2 É : | [n] désignant la partie entière de n. 

et n entier naturel quelconque. 



Chapitre 7 Les nombres complexes 

6 Ten n Rs n Me n 

Done or Ce2.,.| k=0 k=0 k=0 
a) Montrer que A, + B,+C, =(1+1)". 

b) Calculer de même A, + jB, + j°C, puis À, + j?B, + jC, . 

©) Résoudre le système en À, , B, ,C, ainsi obtenu et exprimer À, , B, etC, 
le plus simplement possible. 

2 
El i. Résolvons 2? +z+1=0: A=1/-4=-3- (V3) . Les deux racines 

+8 1-15 NS ee 
Mon du nn . On reconnaît ici j = 2 

On aurait d’ailleurs pu dire que 1+ j+ j” est la somme des racines cubiques 

sont 

de l'unité (en effet, U, = { À ÿh et donc si l’on se réfère à l'exercice 3 la 

somme 1+j+ 7j est nulle. Donc j est une racine du trinôme 2° +z+1. 

Son conjugué j étant aussi racine, on confirme ainsi que les solutions de 
2° +z+1=0 sont j et j. 

ii. Résolvons 2° + (1 + i)z +i=0: —1 est racine évidente et le produit des 

racines est = = i. Donc l’autre racine est -i. Mais pour ceux qui préfèrent les 

calculs, on dt aussi tenir le raisonnement habituel : 

A=(1+5) —4=1+2+/-4i= 2i=(1-i). 
Donc, les deux racines sont : 

(+= (0-7 62e —(1+i)+(1-5) 2 
Z = 1 et 2, = = = 

5 2 2 2 2 

ne. 8 145 ER PET 
iii. Résolvons z° = Fa et pour cela commençons par écrire À = Je 

oi Sent 
sous forme trigonométrique : 

Si Cest le point d’affixe 1+ 5, il est clair que OC = 2 (diagonale du carré 

unité) et que (Ox,oc) = ne donc : [L + fl = OC = V2 et arg(1 TE i) = Te ce 

.T 11 
qui donne : 1+i=V2et. 

LA 

& 
LLJ 
œ à 
Z 

O 
Le 
mn 
> 
a 



LA 

& 
Tr 
œ 
0. 

Z 

O 
ns 
aa) 

Z 
< 

TU 27 
Donc V3 -i=2e 6, ce qui donne 

Pa 5 T . 

Dot 
2 

À = . Les huit racines huitièmes de À sont donc: 

26 (5x 2kr . (5+24k 
last Are | 

les nombres z, = he — De avec ke [o, 7] è 

216 

iv. Résolvons z° — (5 = 14i)z _ 2(5i Æ 12) = 0. Une telle équation s'appelle 
une équation bi-carrée (z n'intervient que par son carré). 

On commence par poser Z = z° pour se ramener à une équation du second 
degré : Z° - (5 — 14i)Z - 2(5i + 12) = 0, ce qui donnera (en principe) deux 
solutions Z, et Z, . Ensuite on résoudra z° = Z, puis ce Z, ce qui devrait 

fournir en tout quatre solutions pour z : 

Z=7" et 
z°—(5-14i)z? -2(5i+12)=0 & 

Z°-(5-14)Z -2(5i+12) =0 

e Résolution de Z° —(5-—14i)Z - 2(5i+12)= 0: 
2 A=(5-14i) +8(5i+12)=-75-100i = 25(-3-4i). Pour trouver une 

racine carrée de À, cherchons en une de —3—4i. Soit u = x+iy une telle 

FaciDe du x — Va + 2ixy et |-3 = ai] _ (3) ce (4) = 5. Donc: 

yes 

uw =-3-4e RS LS 

2xy = —4 

Les deux premières équations fournissent x? =1 et y? = 4. Mais, d’après 
la troisième équation, x et y doivent être de signes contraires, par exemple 
x = 1 et y = -2. Donc y = 1-72; est une racine carrée de —3 — 4j (ce qu'on 
vérifie aisément : (1- 2i) = 1-44 -3—4i), Ce qui permet d'écrire À 
sous forme d’un carré : À = (s(1 — 2i) = 6? en posant 8 = 5—10i. 

Les racines de Z? - (5 = 14i)Z = 2(5i + 12) = 0 sont donc: 
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5—14i+(5-—10i) 10-24; 
Homes 

5=1di (510) 4; 
et me = ni 0). # 

= 5-12; 

e Résolution de z° = Z,. Soit z = x+iy une racine carrée de Z, = 5—12i. 

z = x" y" +2ixy et |5—12i = V5? +12? = V169 = 13, donc: 
x? + y = 13 

z=5-1àe AS 

2xy = —12 

Donc, d’après les deux premières équations : x? = 9 et y” = 4. Avec xy < 0, 
On a : Éo ») = (-3,2) ou x, y) = (3-2) . Les racines carrées de Z, sont donc: 

Ze 2 eh —-3+21——7;. 

e Résolution de Es = Z,.Utilisons à présent la forme trigonométrique : 

Z, = -2i= 2e 2. Les racines carrées de Z, sont donc : 
T 

Z5 be diet Ge let. 

En résumé, les racines de l'équation z° — (5 = l4i)z° — 2(5i 12) = 0 sont: 

Am do Z. JF, = lrtetz — li. 

v. Résolution de z° — i = 6(z +i). 
On constate que à” = -i, donc z° -i= 2 +5. On connaît l'identité remar- 
quable : a° + b° = (a + b) a° — ab + b° |. Elle donne ici : 

2 i=z +i= z + i)(2° —iz 1). 

Il en résulte une factorisation par z +i : 

r -i=6(z+i) (z+i)(2 —iz-1)-6(2+5) 

> (z+i)(2 —iz-7)=0 

2e 1OUZ 12.57 = 0 

Ilreste à résoudre z”° — iz -7 =0 :A= Es —4x(-7)=27=9x3- (3,3) 

135 _33+i ir 33 +i 
2 2 2 2: 

Les solutions de l’équation 2° —i = 6(z+ i) sont ainsi : 

+; , 3V3+i 
2 2 

0 

2 

Les racines sont donc : 

2 

LA 

& 
LL) 
[a 
Q. 
Z 

O 
LR 
CQ 
=. 
< 



L 

& 
LL) 
[a 
[a 

pa 

O 
FE 
(aa 

>] 
< 

Il s’agit ici de calculer S, = 5. z. Or on sait que l’ensemble U,, possède n 
zeU, 
2ikr 

éléments qui s’écrivent w, =e " , pour k e 0,n—1. Et l’on sait aussi que 
L 2im n-1 n-1 k 

Wy = () avec w, =e" .DoncsS, = 37 . Y(w) : 
k=0 k=0 

0 
k ARE 

Lofsqnesn =Lw -e =lLes- Y (uw) = 1, ce qui est normal puisque 
k=0 

U, , l’ensemble des solutions de l’équation z = 1, n'a ici qu'un seul élément : 1. 

# eu Liu) Pour. 122,10, =e"Æl “et Se ya) =——-, Mais uw, eU,, 
ra 1-u, 

donc w, est une solution de l’équation z” = 1. Bref (w, ik = e7 = 1 et donc 
S, = 0. Conclusion : 

listen 1 
S, = | 

0 si n=l 

1.a.1+j+7° est la somme des racines cubiques de l’unité, donc 
OÿE =0. 

3 
Mais on peut aussi refaire le calcul : 1+ j + j? = ei -=0 car Ÿ =1(j: 
racine cubique de l'unité). + 

ee [2 

11e te 
AÎT 2iT 4 2 
SN ei T T _ f=es =e 3 car ==" [27], donc f = j.Or1+j+ÿ =0 donc 

Ro D 
b. En effectuant la division euclidienne de n par 3 on trouve un quotient 
geN etunrest re {0,12}: n =3q+r.On écrit aussi :n = r[3]. 

:3q+r .n Ve 2 è Alors’ ÿ = 7j = = j car ÿ =1. Donc: 

1 sin= 0[3] 

f effet) à n=1B] 

f si n= 2[3] 
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n ‘s n 

2. Selon la formule du binôme : (1 +5 1) = De) Séparons les termes de 

| p=0 
cette somme en fonction du reste de la division de p par 3. Posons à cet effet : 

Ro ={pef0 nl/p= 03}; 
R, = {pe[o. n]/p=1[3}, 

R,={pel0r|/p=23}. 
Let à 

On peut alors scinder la somme S| en 3 : 
p=0 

ei pi: n n n 

p=0\P) per \P/ per \P) per, \P 
Or les éléments de R, sont les entiers naturels p type 3k pour 3k < n, soit 

n FES OCR fl 
O<RKk< —. Le plus grand entier k vérifiant cette inégalité est k =|—|=r. 

Le changement d'indice p = 3k dans la première somme conduit à : 
n fer 2) Eu) peR, 1 k=0 

De même les éléments p de R, s’écrivent 3k+1 avec 3k+1< n, soit 
me as 

k < —. Le plus grand entier k vérifiant cette inégalité est k = et) =S$. 

Le changement d’indice p = 3k +1 dans la deuxième somme conduit à : 

EU a) 
Enfin, les éléments p de R, s’écrivent 3k+2 pour 3k+2<n, soit 

a ne 
k < _— . Le plus grand entier k vérifiant cette inégalité est k = 2 = {. 

Le changement d’indice p = 3k +2 dans la troisième somme conduit à : 

x) ; D 
À Le, 

& 
LL) 
[a a 
[a 

Z 

O 
FE 
aa 

> 
< 



& 
Li 
“a 
@ 
Z 
. 
ns 
em 
S. 
< 

| Donc: A +B, +0 =2 

| De même la formule du binôme permet d'écrire : 

ar 2} s(re (re 2) 
| Les changements de variables expliqués ci-dessus s'appliquent exactement de 

la même façon : 
ner SR ETS Het 

es si) DER DER 

.3k+I BEM _ = _ = 15 Mais: j* = 1,donc 2 [ 1 = À,, j " = j donc 2 da JP, 

et ÿ 2 "donc ei j"2= ÿC..Etdonc: 

A, + jB, +j C, =(j+1). 
| En prenant le conjugué des deux membres on obtient une troisième relation : 

À + ÿB, + jC, = =: +1). 

| Eneffet, A,, B, et C, sont des réels et j = j” et j” = j. 

On est donc en présence d’un système à trois équations et trois inconnues : 

AD, CO 02 

(S) 44, + jB, + ÿC, =(j+1) 

A, + PB, + 0, = (ÿ +1) 
En additionnant les trois relations et compte tenu delarelation 1+ j + j =0,on 

2+(j+1)" + (7 +1) 
RSR RE Ce 

On observe que ( + 1) = ÿ + 1) = (- j) = (1) j” et donc: 

2nix 
(+1) + ÿ + 1) = 2Rel(-1) ñ Or =eute cos[ 2e | + os 2 

3 

done : Re((-1)"j") = (1) cos 22 | es 

2" + 2(-1) cos 27 | 

obtient: 34, =2"+{(j+1)" + (? : 1) , Soit À, = 

AL 
ñn 
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En multipliant la deuxième équation de (S) par j” etlatroisième par j eten | 
faisant la somme des trois équations, on obtient : 

(1+ ÿ +j)A, +3B, +(1+ j' + PC, =2"+ÿ(j+1) + j(? +1). 

2 + (+1) + (7 +1) 
RS 

En observant que Fe (j A 1)" = il? je 1) = j(-j) = (1) j* ,ona: 

2 2Rel(-1)" Li 

Or1+ÿ+j=1+ "+ =0. Donc B, = 

B, = : | 

2(n+1)7 
2" +2(-1) co se) 

soit : Le - < 
En multipliant la deuxième relation par j et ! Conseil ‘ % 

la troisième par j* et en faisant la somme on | Ces démonstrations sont à savoir par | MS 
obtient cette fois : | cœur en prépa. _ 

n 

3C, =2" + j(j+1) + ÿ(ÿ +1) O 

Ja ñ 2/2 fe Der n n+2 : A: = 
On a à présent : j( +1) = j (5 +1) = j (-j) = (-1) j} ,cequiconduit | on 

dc 
2(n+2)r = 

2" + 2(—1)" cos| ———— | hé  ÉE 
C, = RÉ 

ne 2nT 2(n+1)r | 
On peut calculer plus précisément cos ent C0 Pere 

2(n+2)r 
3 

2(n+1)T 2T 1 | 
COS ui = cos(2kr) si Nr COS 2e +1)r = cos! 2kT + — | = ——- et 

3 3 3 2) | 

2(n +2 1 
cos ar | = cos[ 24 + æ) = ce , et dans ce cas: 

. Par exemple, si n = 3k : 

3 

#91) 2" -(-1) 



7 

& 
LL 
[a 
[a 1 

Z 
O 
Ë 
CQ 

2 
< 

Idem pour les deux autres cas : 
2 2(n+1)7T 1 2(n+2)r 

Pour n= 1[3] : cos 27 | = co ) |: aol 3 ) 158 et 
3 

dans ce cas : 

PCA) 2 +3( 10 JE ES 

Pour n =2[3|: co[ 2) - (2) + cos Aer. ee 1, et 
3 5 2 

dans ce cas : 

LE Qu À n _4Ÿ de 1) Fee _ 1) 



Géométrie 
dans l’espace 

TES TOUTE À 

rase ce sers il s agit d'étudier les positions 

relatives de droites et de plans et de définir des outils 

permettant d'y parvenir. 



gl Repère cartésien 

© Définition 
e Soient O, I, J, K quatre points de l’espace distincts deux à deux tels que les droites 

5  — . 
(OI), (OT) et (OK) ne soient pas coplanaires. Le quadruplet (O, OI, OJ, OK) est 

appelé un repère cartésien de l’espace. 
> > > 

e Soient i, j, k trois vecteurs non nuls et O, I, J, K quatre points verifiant 
> > > — > — 
HO: =O0Jetr= ok 

Si les droites (OI), (OJ), et (OK) sont non coplanaires, les quadruplets 
> > > = — — 

(O;i,j,k) et (O, OI OJ, OK) désignent un même repère cartésien de 
l’espace. 

© Coordonnées d’un point, d’un vecteur 
> > > 

e Soit (O ; i, j,k) un repère cartésien de E. Si M est un point quelconque de 

l’espace E, il existe un triplet unique (x, y, z) de nombres réels tels que : 

—> > > > 
OM=xi+yj+zk. 

> > > 
x, y, z sont les coordonnées de M dans le repère (O ; i, j, k) oules coordonnées 

Se DEN 

du vecteur v = OM dans la base (à, j, k). 

a b ba 
_ 

Soit A! a” | et B| b’ |, alors AB! b’- a’ | 
14 b” b” 1e nié. 

et les coordonnées du milieu I du segment [AB] sont : 

a+b 

2 

a’ +b’ 
dl 

a” +b” 
2 
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e Vecteurs colinéaires 
> > ! PART : à 

Deux vecteurs 4 et y sont dits colinéaires si et seulement si l’un des vecteurs 

est le produit de l’autre par un réel. On démontre que : 

x L xy x" y=0 
2 à ee Far 
u|y|etv|y| colinéaires & 4 yz’-y’z=0 

xXz = x'z=0 

a [è Il ps ce qui est équivalent 
?. , 

2 
= + lorsque x”, y”, z’ sont non nuls. 

z 

] Bien comprendre, 
> > 

Pour démontrer que trois points À, B, Csont alignés, on démontre que les vecteurs AB et AC sont colinéaires. 

@ Droites et plans 
e Droite définie par un point et un vecteur 

X0 œ 

Soit un point A] y, | et un vecteur non nul ü B |. La droite passant par A et 

Zo Y 

de vecteur directeur # , notée ®(A, u), est l’ensemble des points M de E tels 

ue : 

à AM=A2 oùkeR. 
Une représentation paramétrique de ® est définie par : 

le paramètre À décrivant R. 

e Plan défini par un point et deux vecteurs 

X0 œ œ” 
: : ne > APE 

Soit un point A| y, | et deux vecteurs non colinéaires | B | et v| B” |. 

Zo Ÿ ÿ 



> > 
Le plan ® passant par A et de vecteurs directeurs 4 et y, que nous noterons 

PCA, ü ; ÿ ) est l’ensemble des points M de E tels que: 

ae 7 LA , AM = Àu +N\/v où (A, l')e RZ. 

Une représentation paramétrique de P est définie par : 

x= x +À0 +0 

y = Yo + ÀB + \’P” 

z=20+ÀY+ÀY" 

les paramètres À et l’ décrivant R. 

e Orthogonalité 

On dit que les droites % et ® de l’espace sont Réfarque me 
orthogonales si et seulement les parallèles à ® et Aulieude«orthogonal»onditaussi ! 

%’ menées par un point de l’espace sont orthogo-  ‘perpendiculaire». 
nales dans le plan qu’elles déterminent. 

On dit qu’une droite % est orthogonale à un plan P si et seulement si elle est 
orthogonale à toute droite du plan P. 

On démontre qu’une droite ® est orthogonale à un plan Ÿ si et seulement si elle 
est orthogonale à deux droites sécantes de P. 

On dit que deux plans sont orthogonaux si et seulement si l’un contient une 
droite orthogonale à l’autre. 

>) Bien retenir 

Etant donnée une droite % (resp. un plan P) et un point À, il existe un plan (resp. une droite) et un 
seul passant par À orthogonale à ® (resp. à P). 

2 Produit scalaire 

© Définitions 
Soit 4 et Ÿ deux vecteurs et A un point de l’espace. 

Te M A SM 
Soit B et C Les points définis par # = AB et v = AC. 

à ‘ > > , SNS 

e Le produit scalaire des vecteurs u et v est le réel noté y : v défini par: 
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_—— SU SE > 

= AB - AC = AB x AC x cosBAC si u 40 et v 40. 

_— — — — —)2 —2 
eSi AB = AC, on note AB : AC = AB ,et AB = AB x AB x cos0 = AB2. 

— —2 — 
La norme du vecteur AB est AB = WAB , que l’on note LAB]. 

‘ ne > es 
e On dit que le vecteur # de l’espace est unitaire si | | si: 

© Propriétés 
e Si À, B, C sont trois points (A # B) de l’espace, 
alors : Remarque k 

OnditqueHestle projeté orthogonal | | 
nd | 
AB . AC = AB. AH RARES se, | 

où H est l'intersection de la droite (AB) avec le plan orthogonal à la droite (AB) 
passant par C. 

e Soit A, B, C trois points alignés distincts deux à deux. 
Tr 

Si les vecteurs AB et AC sont de même sens : 
ASUS 
AB-:-AC=ABXAC. 

ns | 
Si les vecteurs AB et AC sont de sens contraire : 

nn 
AB-:AC=-ABXx AC. 

e Linéarité 
— — . 1 ; 

Quels que soient les vecteurs #, v, w de l’espace et quel que soit le réel À : 

e Symétrie 



; ANT SAT » 
Quels que soient les vecteurs # et y de l’espace: 

a CU D 2 
(u FEV Ju EU. VE, : 
D 2 32 > > 22 
(u-v) =u -2U-V+V ; 
D à > 5 +2 +2 
(u+v)-(u—-v)=u -v. 

© Produit scalaire et orthogonalité 
5 — 

e Un vecteur AB est orthogonal à un vecteur AC si l’un au moins de ces deux 
vecteurs est nul ou si, dans le cas où aucun des deux vecteurs n’est nul, la droite 
(AB) est orthogonale à la droite (AC). 
> > > > > > 

e Si u est orthogonal à v, alors v est orthogonal à #. On dit alors que # et v 
sont orthogonaux. On démontre que : 

> 2 À LD mo 
- u et v sont orthogonaux si et seulement si # - y =0 ; 

: D Re ; 6 
- les droites %(A, u ) et Z'’(A”, #”) sont orthogonales si et seulement si : 

> > 
PAU 

- D D 
- la droite D(A, u ) est orthogonale au plan P(A’, W’, v’) si et seulement si : 

D ses 
utu= 0 etouwvi=0;: 

Calculs dans un repère orthonormal 

@ Définitions 
mue: k > > — > 

# Chi dit qu'un repère (O ; OI, OJ, OK) est orthogonal si les vecteurs OI, OJ, 

et OK sont orthogonaux deux à deux. 
. > 4% SL x ERA e On dit qu'un repère (O ; OI, OJ, OK) est orthonormal s’il est orthogonal et 

OI OP=OK =: 

2 FA x > > > Dans la suite, l'espace est rapporté à un repère orthonormal (O : i, FO). 

@ Produit scalaire, norme, distance 
1 Ty D , 2 » eSoit u(x;y;z) et v(x"; y; z’) deux vecteurs de l’espace, le produit sca- 

< No x 
laire de u et v est: 

SR MAL | 
UV =Xxx" +yy +27. 
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ce > > e Soit u(x; y; z) un vecteur de l’espace, la norme du vecteur # est : 
z 

Fr | = NX +Y2 +77. 

e Soit A(a ; a”; a”) et B(b ; b’ ; b”) deux points de l’espace, la distance des 
points À et B est: 

AB= (ba) + (ba) + (ba). 

© Plan 
e Il existe un unique plan de l’espace passant parle Méthode 
point A(x ; Yo: Zo) etorthogonalau vecteurnon  Cettepropriétéserasouventutilisée | 

dans les exercices ; il faudra toujours | nul n(a;b;c); c'est l’ensemble des points 
SN Tr 2 

M{(x ; y; z) tels que n - AM=0. 

C’est encore l’ensemble des points M(x ; y ; z) tels que: 

7 ge 
vérifier que nest non nul. 

a(x — Xo) + b(y — yo) + cz — 25) = 0. 

e Soit a, b, c trois réels non tous nuls ; l’ensemble des points M(x ; y ; z) qui véri- 
fient la relation ax + by + cz + d = 0 (1) est un plan P orthogonal au vecteur 

ñ (asc) 

On dit que (1) est une équation du plan P. 

On dit que ñ est un vecteur normal au plan. 
À 4 > fa 

e n étant un vecteur non nul normal au plan P, n’ étant un vecteur non nul 
normal au plan P”: 

; Rhope: 
— les plans P et P” sont orthogonaux si et seulement n et #” sont orthogonaux ; 

, : : À > DANS 
— les plans P et P” sont parallèles si et seulement n et n° sont colinéaires. 

>] Bien comprendre 

Si les plans P et P” sont parallèles et si ax + by + cz+ d =0 est une équation de P, une équation 
de P” estax+by+cz+d'=0. 

© Sphère Move 

La sphère de centre C(a; b; c) et de rayon RÆ 0  Cetterelation estl'équation de la 
est l’ensemble des points M(x;7y;z) tels que  sphèredecentreC(a;b;cetde 
CM=R. C'est aussi l’ensemble des points rayonr roue PRE CE AIR POS ENS 

(x—a)?2+(y—b)?+(2z-c)2= R? 



@ Droites et plans 
e Distance d’un point à une droite, à un plan 

Dans un repère orthonormal du plan ® (resp. espace €), la distance du point À 

de coordonnées (x, ; Yo) (resp. (xo; Yo; Zo)) à la droite 3 d’équation 

ax+by+c=0 (resp. au plan d’équation ax + by + cz + d=0) est: 

laxo + byo + c| | ges 
—_—____— | esp. ————_— | 

N'a? + b? Na? + b? + c? 

e Positions relatives d’une droite et d’un plan, de deux plans, de trois plans 

P,et®, confondus P.etP, disjoints(P, / P.) 

2 Æ 5e 
aucun point commun 
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EX Colinéarité de vecteurs © Corrigé p. 376 
> > > 

Dans l’espace rapporté au repère (O ; i, j, k), étudier, suivant les valeurs de 
m, Si les vecteurs sont colinéaires dans chacun des cas suivants : 

m? 1 
> > ; 

Tu mk, v|l1| (m paramètre réel). 

3 1 

m m +1 

2u|l2m|, v|im-l 

3m 1 

FA Colinéarité de vecteurs © Corrigé p. 376 

Déterminer suivant les valeurs de m si les vecteurs suivants sont colinéaires. 
; ; Sn S 

Dans l’affirmative, trouver la relation entre w et v: 

6m +3 m+l 
> > 
ul m+3 |, vim-1| 

m + 8 m 

F1 Propriétés de la norme © Corrigé p. 377 
RE > » 

Soit 4 et v deux vecteurs de l’espace. 

lé +204 12-0208 + PI. 
a) Démontrer que : 

b) Démontrer que : 

2 + 217 < 2 +151. 
Dans quel cas a-t-on l'égalité ? 

EX Condition sur les normes © Corrigé p. 377 
sr > > 

Soit 4 et v deux vecteurs de l’espace. 

À quelle condition nécessaire et suffisante a-t-on l'égalité : 

3 > > >] 2 
u +v|={u -v| 

| E 

un 
= 

LL] 
ee 
—J 
un 
F- 

LL 

un 
[En 

- 
YU 
[a a 
LL 
*X 
LL 



un 
Le 
it] 
Lun | 

æ, 
un 
-- 
EL 

un 
LLI 

= 
U 
[e « 
LI 
>< 
al 

FX Ensemble de points © Corrigé p. 378 
: s » 2 RS 

Soit À un point de l’espace et 4 un vecteur non Rappel 

nul. On appelle la droite (A ; nr ) passant par À Un paint apparent à (A; )s1 

et dirigée par u. existe un réel À tel que AH = hi ex 

Quel est l’ensemble IT, des points M de l’espace ET 
tels que : Re 

AM :u=0? 
>? > 

Montrer qu’il existe un unique point H de Ÿ tel que AH - 4 = k (k réel donné). 

Quel est l’ensemble IT, des points M de l’espace tels que : 
> > 

AM -u =k (k réel donné) ? 

M Plan médiateur © Corrigé p. 378 

Soit À et B deux points distincts de l’espace. FBtion - 

Montrer que l’ensemble des points M équidistants de Le pjan médiateur d'un segment PA 
A et B est le plan passant par le milieu I de [AB] et RARE Mde 
orthogonal à la droite (AB) (plan médiateur de [AB]). l'espace tels que MA=MI _ 

FA Ensemble de points © Corrigé p. 378 
Soit À et B deux points distincts de l’espace. 

Quel est l’ensemble des points M de l’espace tels que : 
—> — 
MA -MB=0? 

Positions relatives de deux plans © Corrigé p. 378 
Dans l'espace rapporté à un repère orthonormal, on considère les trois plans P, 
P” et P” d'équations : 

P:2x-y-7+2=-0; P':-4x+2y+2z+3=0; 
HR 275 = 0. 

Les plans P et P” sont-ils parallèles ou orthogonaux ? 
Les plans P et P” sont-ils parallèles ou orthogonaux ? 

EX Droites et plan © Corrigé p. 379 
On se place dans l’espace rapporté à un repère orthonormal. 
La droite (AB) joignant les deux points A(1 ;0;2) et B(-2;1;3) est-elle parallèle 
au plan  d'équation x+2y+z+5=07? 
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EE Distance d’un point à un plan © Corrigé p. 379 
Dans l’espace rapporté à un repère orthonormal, on IMdtéstion 

considère le point A(3 ; -1 ; 2) et le plan P d'équa- Revoirle rappel de Cours. | 
tion 2x+y-2+3=0. LUS in oies ee 

Quelle est la distance du point A au plan P ? 

r e LR] y HA En Fat HE] Représentation paramétrique d’une droite % £ 10 min © Corrigé p. 379 
| > > > 

Soit 6 l’espace rapporté à un repère (O ; i, j, k). 

Soit P le plan de & d’équation x — y + 3z= 2. 
; : c ve , 

Soit A le point de coordonnées (1 ; 0; 1)et x le vecteur de coordonnées (-3 ; 1 ; 0). 

1. Donner une représentation paramétrique de la 
tio on TETE, n 

SiA'estlesymétrique de A parapport 

2. Calculer les coordonnées du point I d’intersec- àl 1, le point este mi Loge 
tion de Ÿ et de P ainsi que les coordonnées du jui 
point A”, symétrique de A par rapport à I. 

. e D f À 

droite % passant par A et dirigée par 4. 

LT se 

Intersection d’une droite et de plans DE 10 min © Corrigé p. 380 
> > > 

Soit 6 l’espace rapporté à un repère (O ; i, j, k). Soit A le point de coordonnées 
(1 ; 1 ;2) et B le point de coordonnées (- 1 ; 2 ; 1). 

1. Donner une représentation paramétrique de la droite Ÿ passant par A et B. 

2. Déterminer les points d’intersection de ® avec chacun des trois plans de 
> à > > > > 

roordonnees (0: Dm (O ; 7,x) et (O ; 1, K). 

em 

Droite intersection de deux plans GER {20 min © Corrigé p. 380 

On donne A(3 ; 3 ; 1), le plan Ÿ d’équation x — 3y + 3z+ 1 = 0 et la droite Ÿ 
définie par : 

x+y—10=0 fAdicetion | 

On pourra calculer x etzen fonction | 
su dei 6:=0 dy. F 

4 

n 
ques 
LL) 
a 
en | 
un 
F- 
LLJ 

un 
LL 

= 
YU 
[ea 
LLI 
* 
LL 



un 
je 

LLI 
— 

=, 
(a) 
= 

LL 
n 
LLI 
A 
U 
[se 4 
LLI 
*< 
LL 

1. Donner une représentation paramétrique de Ÿ. 

2. Quelle est la réunion des droites passant par A et parallèles au plan P ? 

3. Donner une construction géométrique de la droite À passant par À, parallèle 

à P et rencontrant Ÿ. 

4. Donner une représentation paramétrique de À. 

Chu 

HE] Intersection d'une droite et d’un plan 6610 min © Corrigé p.382 

On donne A(1;1;1), B(0;2;3) et le plan P REBition sil 

Gpanon: Écrire une représentation ska 

2x+y-7z+4=0. paramétrique de la droite (AB). | 

Calculer les coordonnées du point d’intersection 
de (AB) et de P. 

EF équations d'un plan * 10 min © Corrigé p. 382 

On donne A(1 ; 0 ; 0), B(0 ; 1 ; —1), C(1 ; —1 ; 0). 

1. Montrer que A, B, C ne sont pas alignés. 

2. Donner une représentation paramétrique du plan (ABC). 

3. Donner une équation cartésienne du plan (ABC). 

A ‘ ee ARCS 

IE Représentation paramétrique d’un plan SG : 15 min © Corrigé p. 383 ah 

On donne A(1 ; 0 ; 0), A/(0 ; 1 ;—2), B(2;—1 ; 3), 4 (1;131), #'(-1:0;5). 
1. Donner une construction géométrique du plan ® passant par B et parallèle 

aux droites ® (A, u ) et ®’(A, u”). 

2. Donner une représentation paramétrique de P. 

HF] Famille de plans 
us 

Lo 20 min © Corrigé p. 384 

Soit P., le plan d’équation : Remarque 

mx-y+(2-mz+m+4=0 Décrire les valeurs de m pour 

(m paramètre réel). Quand m décrit R, on obtient lesquelles l'équation proposée est : 
une famille de plans. N'éqpation dun pin à 

1. Montrer que Ÿ,, contient une droite fixe % dont on donnera une représenta- 
tion paramétrique de paramètre z. 

2. Montrer que la droite d’intersection À, d’un plan P,, et du plan ®’ d’équation 
x+y+2= 1 passe par un point fixe dont on déterminera les coordonnées. 
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EE Utilisation du produit scalaire 
Pr 

* 410 min © Corrigé p.385 

Soit À et B deux points distincts de l’espace. Soit I FRE ci 
le milieu de [AB]. On pose AB = 24. Soit k un SL 

, Utiliser la relation de Chasles et 
nombre réel. 

wtoduie le spoini à É 
Déterminer l'ensemble S des points M de l’espace … emmmmeemmemt 

— — 
tels que MA - MB = k. 

E : << 

HE] Équations de plans M {15 min © Corrigé p. 385 
: ST A > > > 

L'espace est muni d’un repère orthonormé (O ; i, j, k). On demande de 
déterminer une équation cartésienne du plan Ÿ dans chacun des cas suivants. 

a)P est le plan contenant la droite A définie par A(1 ; 1 ; 2) et le vecteur 

u(—1 ;1;1) et orthogonal au plan II d’équation x-y+2z+2=0. 

cé f Q A \ Ra \ 

On pourra d’abord déterminer un vecteur v non nul orthogonal à 4 et à 
> 

n(1;-1;1). 
b)P est le plan passant par le point A(- 1 ; 0 ; 2) et contenant la droite À de 
représentation paramétrique : 

x=1-2t 

y=t , te-R: 

z=3+t 

A] Équation d’un plan 
em 
» 4 15 min © Corrigé p. 386 

: HOT 
L'espace est muni d’un repère orthonormé (O ; i, j,k). 

On demande de déterminer une équation cartésienne du plan ® dans chacun 
des cas suivants. 

1.® est le plan passant par A(1 ; 0 ; 2) et orthogonal à la droite passant par les 
deux points B(2 ; - 1 ; 0) et C(1 ; 1 ; 1). 

2. a) P est le plan passant par A(1 ; - 1 ; 1) et ortho- indicotion 
gonal à la droite À intersection des deux plansITet Le pointH est l'intersection de la 
IT” d'équations : 

hiyhz- 1l=0 et 2% y+<+2=0. 

b) Déterminer les coordonnées du projeté also H de A sur la droite A. En 
déduire la distance du point A à la droite A. 

à À RES pat! ie 
droite À et du plan Sins | 
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PE] Plans orthogonaux 415 min © Corrigé p.387 
> > > 

L'espace est muni d’un repère orthonormé (O ; ï, j, k). Soit ® et P” les plans 

d'équations respectives : 

4x+3y+1=0 et 6x-3y+2z+2=0. 

Démontrer que l’ensemble des points de l’espace équidistants des deux plans 

précédents est la réunion de deux plans IT et I”. | 

Démontrer que les deux plans II et IT” sont orthogonaux. 

PA] Points équidistants de deux droites di 630 min © Corrigé p. 387 

On se propose dans ce problème d’étudier l’ensemble, noté X, des points de 
l’espace équidistants de deux droites % et %” non coplanaires et orthogonales. 

> > > 
L'espace est rapporté à un repère orthonormé À =(O ; i,j,k). 

La droite ® passe par le point A de coordonnées (0 ; 0 ; 1) et admet le vecteur 
> > 

H=i+ j pour vecteur directeur. 

La droite ®” passe par le point A” de coordonnées (0 ; 0 ; -1) et admet le vecteur 

n'= F - : pour vecteur directeur. 

1. Vérifier que ® et ” sont orthogonales et non coplanaires. 

Démontrer que le point O appartient à X. 

2. Démontrer qu'une représentation paramétrique de D est : 

t 

ALLER: 

(SD 

Il t 

1 

Soit M(x ; y ; 2) un point quelconque de l’espace. 

Calculer la distance de M à la droite % en fonction de x, y et z. 

3. Calculer de même la distance de M à la droite ’. 

4. En déduire que M appartient à Z si et seulement si xy + 2z= 0. 
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e e e à. ee 

PF] Distance minimale 30 min © Corrigé p.389 
u 

> > > 
Dans l’espace muni d’un repère orthonormal, (O ; i, j, k), on considère les 

points À, B et C de coordonnées (0 ;6;0),(0;0;8)et(4;0;8). 

1. a) Faire une figure que l’on complétera au fur et à mesure (unité graphique : 
1 cm). 

b) Démontrer que : 

+ les droites (BC) et (BA) sont orthogonales ; fndtéation 
: Revoir la formule du volume d’un 

+ les droites (CO) et (OA) sont orthogonales ; tétraèdre. 

+ la droite (BC) est orthogonale au plan (OAB). 

©) Déterminer, en cm”, le volume du tétraèdre OABC. 

d) Démontrer que les quatre points O, A, B et C se trouvent sur une sphère dont 
on déterminera le centre et le rayon. 

2. À tout réel a de l'intervalle ouvert ]0 ; 8[ est associé le point M(0 ; 0 ; a). Le 

plan IT qui contient M et est orthogonal à la droite (OB) rencontre les droites 
(OC), (AC) et (AB) respectivement en N, P et Q. 

a) Déterminer la nature du quadrilatère MNPQ. 

b) La droite (PM) est-elle orthogonale à la droite (OB) ? Pour quelle valeur de a, 

la droite (MP) est-elle orthogonale à la droite (AC) ? 

©) Déterminer MP? en fonction de a. 

Pour quelle valeur de a, la distance MP est-elle minimale ? 

un 
Le 
LLJ 
ms 
J 
n 
= 
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(ve) 
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U 
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un 
LLJ 

: 
rez 
Œ 
(®) 
O 

m? 1 
>, - > nd Es 

“h 1. Le vecteur v étant non nul, | m | et v| 1 | sont colinéaires si et seulement 

3 1 

= AE) 

s’il existe un réel À tel que u = AY c'est-à-dire | m=A (2). 

3= hate) 

D'après (2) et (3), m=À=3, mais on ne peut Remarque 
s > > AL PES POSE : 1 

avoir (1), donc u et v ne sont pas colinéaires. L'écriture à = ÀV pesoushhque ! 
parce que le vecteur ÿ estnonnul.  ! 

m m+l 

2.4|2m|, Ÿ|m-—1 |. Utilisonsla propriété rappelée dans le cours p. 277, ü etv 

3m 1 

sont colinéaires si et seulement si : 

A,=m(m-1)-2m(m+1)=-m(m+3)=0 

À,=2m-3m(m-1)=m(-3m+5)=0 

A,=m-3m(im+1)=-m(3m+2)=0 

; A > > AS > > 
Sim=0, u =0, donc u et y sont colinéaires (4 = 0 : v). 

m+3=0 

Si m #0, le système est équivalent à 4—3m+5=0. 

3H+2=0 

> 4 des 
Donc u et y ne sont pas colinéaires. 

6m + 3 m + 1 
> > Pos : 

2 | Les vecteurs u| m+3 | et v| m— 1 | sont colinéaires, si et seulement si, 

m +8 1 
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A,=(6m+3)(m—1)-(m+3)(m+1)=5m-7m-6=0 

ÀA,=(m+3)}m-(m+8)(m-1)=-4m+8=0 

A,=(6m+3)m-(m+8)(m+1)=5m-6m-8=0 
PA 

(m-2)(5m+3)=0 

4m-2=0 

(m-2)(5m+4)=0 

n 
LLJ 

S 
œ 
Œ 
(®) 
Ô 15 & 

SL IN = 2, A et Ÿ sont colinéaires et 4 | et ) donc 1 æ 5p. 

10 2 
5 : ; : ; & 

Si m #2, le système n’a pas de solution (2° équation), les vecteurs # et ÿ ne 
sont pas colinéaires. 

3. a) Il suffit de développer : 

le 42012 -2122(lRl +227 +12) + (2-22. 4710) 
(RP). 88 | 

ll? =d?= à 2. Sid «tv 
sont deux vecteurs quelconques : 

+) =ÿ +2 0 +07. | 

b) En utilisant l'égalité précédente, on trouve : EE A 
L [2 : >|? 55 (|#f k HA} Pour tout vecteurs à et Ÿ : | 
> >| 

D > > > ? >  >|2 lo vf > 0. 
DAV y = 0er alors Qu =v| 0 don 

4 e Ÿ 4 VAR f La A A 

l'égalité est vérifiée si u = v. 

4 En élevant au carré et en développant : 

l2+21-12-51e lt +,P 212-007 RP | 
‘29 NOUS LUS Deux réels positifs sont égaux siet À 
| u | + FE | +2u :v seulement si leurs carrés le sont. 

V 
312 22 > 

={u| +v| —-2u: 

ss 
œu:v =0. 

LP +9 | = LP+ - ÿ | si, et seulement si, les deux vecteurs sont orthogonaux. 



El IT, est le plan passant par A et orthogonal à %. 
Il existe un unique point H de Ÿ tel que : 

— 
Au À 

—> <; 

En effet, si AH = Àu : 24 

CORRIGES 

Mu RS Cu) PEN METRE 2|7 #0). (l 
FF 

Des équivalences : 

AM-2=k@ AM à -AH-8 © HM-2=0. 
L'ensemble IT, est donc le plan passant par H et orthogonal à %. 

] 

6 Pour tout point M de l’espace : 

MA = MB & MA? = MB? 

ee. se). 
&|MI+IA) =|MI+IB 

D 
MI +1A2+2MI:IA=MI +1B2+2MI:IB 

Tr Ve 
& MI -IA=MI:IB 

mn rm. 
 MI:AB=0: 

L'ensemble des points M équidistants de A et B Remarque 
est donc le plan passant par le milieu I de [AB]  Ladroite(AB)existecarA#B. | 
et orthogonal à la droite (AB). ren 

A Soit 1 le milieu de [AB]. Pour tout point M de l’espace : 
—> — — = — = 
MA -MB=0(MI+IA):(MI+IB)=0 

= = > 
& (MI+IA):(MI-IA)=0 

© MP = IA? 
L'ensemble cherché est donc la sphère centrée en I de diamètre [AB]. 

A 7 D y . A Les vecteurs MST); "1564 :2:0) et 41:02) sont respective- 
ment orthogonaux aux plans P, P’ et P”. 

1] 

FA me ” ” = —= >" 3 b è 

Comme n : n°”=0, les plans ® et P” sontortho- in CE 
gonaux. 

> >, mr : 
Comme # et n” sont colinéaires, les plans ® et P _. 
sont parallèles. rque 
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—> 

E La droite (AB) est dirigée par le vecteur AB(-3;1;1). Le vecteur 

n (1 52; 1) est normal au plan Ÿ. 
—> 

Comme AB : n = 0, la droite (AB) est parallèle au plan Ÿ. 

rA 

10) La distance d du point A au plan Ÿ est donnée par la formule : 

de D Ce) 6 
N22+(-1)2 +12 N6 

un 
LL 

= 
œ 
œ 
(®) 
Ô 

1 1, Un point M de coordonnées (x ; y ; z) de l’espace 6 appartient à la droite ® 
: : s Me SA Ne 

si, et seulement si, les vecteurs AM et # sont colinéaires, ce qui s'écrit, le vecteur 

AD, 
u étant non nul: 

Me RE 

Me DS ilexist te R <y=t 

z—1=0 

Une représentation paramétrique de % est donc: 

2. Le point M de paramètre f de la droite ® appartient à ® si, et seulement si, 
ses coordonnées vérifient l’équation donnée de Ÿ, soit : 

1-31-1+3=2@ 125 

Les coordonnées de I sont donc: 



ES V4 

LÀ CORRIG 

RE er 
OA’ =20I-OA, d’où les coordonnées REBTRe ë 
KAVisaide A Ur ME. | (x :y 32) IA + IA =0, donc: } 

= > > > > È 

+ OÀ + 10 + OA’ = 0 É 

12) 1. Un point M de coordonnées (x ; y ; z) de l’espace 6 appartient à la droite 

® si, et seulement si, les vecteurs AM et AB sont colinéaires, ce qui s'écrit : 

x—1=-2t Rappel 

Me ilexiste te R4y-1=# Le vecteur AB à pour coordonnées 
7) et (—2;1;-1). | 

ARR DRE CENSSAOESES 

Une représentation paramétrique de Ÿ est donc : 

x=1-2t 

y=1l+t,teR. 

Le Let 

> > 
2. Un point M de Ÿ appartient au plan (O ; à, j) si, et seulement si, sa cote z 

est nulle, ce qui se produit pour {= 2. Les coordonnées du point d’intersec- 

tion de Ÿ et du plan (0 ; ;. 5) sont donc (-3 ; 3 ; 0). 

En procédant de façon analogue, on voit que le paramètre du point d’intersec- 

tion de Ÿ avec le plan (or) estt= >. a 

Les coordonnées du point d’intersection de ® avec le plan (O ; j,k) sont 

(o ; : ; :) De même, le paramètre du point d’intersection de ® avec le plan 

(07 Fe £ ) est {= —1 et les coordonnées du point d’intersection de D avec le 
> > 

plan (O ; i,k) sont (3;:0;3). 

*—10 Remarque Ë 

HE. f Lo S{ly=y Bien retenir la méthode ci-contre pour | 
y+z-6=0 écrire les équations paramétriques | 

SR en d'une droite. ; 
x =Xp+ AO pe .. 

de la forme 4y=y5+ÀB, 

22) +ÀY 
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le paramètre étant À = y, avec: 

(Xg : Yo Zo) = (10: 0 ; 6) et (a ; B ; Y) = (-1 ; 1 ; ss 

est la droite passant par B(10 ; 0 ; 6) et de vecteur directeur # (-1 ; 1; -1). 

2. La réunion des droites passant par A et parallèles au plan P est le plan P’ 
passant par A et parallèle à P. 

3. Analyse 

\ 

un 
LLj 

© 
œ 
œ 
(®) 
Ü 

Lee 

AC ®” et, comme À rencontre ®, le point d’intersection A’ de A et 3 appar- 
tient à P”. 

Synthèse 

D'où les constructions : 

- le plan Ÿ” mené par A et parallèle à P, 

_{A’}=9n®P’, 
— (AA”) est la droite À cherchée. 

(9) 

A) 

4. Cherchons d’abord une équation cartésienne de P”. Puisque Ÿ’ est parallèle 
à P, les vecteurs directeurs de ces deux plans sont les mêmes, donc le plan P a 
pour équation x — 3y + 3z+ 1 = 0. 

Le plan P” a une équation de la forme x —3y + 3z+d=0. 

P” passe par A(3 ;3; 1), donc 3-3x3+3X1+4d=0, d'où d=3. 

Une équation de P’ est x — 3y + 3z+ 3 = 0. 

+ A’(x; y; z) est un point d’intersection de % et ” si et seulement si : 

x=10-7y x=10-7y 

z=6-7y 1z=6-7y 

x—3y+3z+3=0 (10—-y)—3y+3(6-—7y)+3=0 

39191 A1 
L | On trouve A : 7 ; +) 
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—_—— et 

« À est la droite (AA). C’est l’ensemble des points M(x; y ; z) tels que AM = À AA 

(À décrivant R) : 

La droite (AB) est l’ensemble des points M(x ; y ; z) tels que: 
—> 
AM = À AB 

(À décrivant R) soit : 
x-1 0-1 x=1-À 

y-1|=N2-1|S4y=1+2 

z—1 3-1 z=1+2À. 

Un point C(x ; y ; z) de la droite (AB) appartient à Ÿ si et seulement si: 

x=1-À 

y=1+À 

2h27 

2X4+Y-72HRE-0. 

Le paramètre À associé à C est solution de l'équation : 

2(1=À)+(1+À)-(1+2À)+4=0. 

D'où À= 2: et CAC SO) 

>] Méthode 

Pour déterminer les coordonnées du point d'intersection d’une droite et d’un plan, le plus efficace est 
d'écrire les équations paramétriques de la droite et une équation cartésienne du plan. 

—1 0 
mn — 

15) 1. AB| 1 |, AC) -1 | 

—1 0 
— 

Par exemple, (-1)(-1) - (1)(0) = 1, donc AB et AC ne sont pas colinéaires. 

Les points A, B, C ne sont pas alignés. 
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2.M(x ; y ; 2) appartient au plan (ABC) si et seulement s’il existe (À ; À’) e R2 
Riel que : RS neue = 

AM = À AB + \’AC, 
KE —] 0 

rt D AE AEIET (T, 
Z —] 0 œ ES an ë 

est “une représentation +: (1j y=N= XX IN)EeRZ. paramétrique du plan (Bo. É LU 
z=-A ons 

3. Une relation entre les coordonnées, indépendante de À et À”, est : 

X= IE Z 

c’est-à-dire: 

(2) x—z-1=0. 

Réciproquement, soit un point M{(x ; y ; z) tel qu’on ait (2). 

En prenant À =-z et À’ =À-— y, ona (1). 

Une équation cartésienne du plan (ABC) est donc: 

a 0 y Page à : : 
1. Les vecteurs w et 4” ne sont pas colinéaires, donc existe et est unique. 

P est parallèle à si et seulement s’il contient une parallèle à ® et le plan P est 
parallèle à ®” si et seulement s’il contient une parallèle à %”. 

_ DoncŸ est le plan contenant les deux droites À et A’ passant par B et parallèles 
respectivement à ® et ®’. 

ue 



PA 

(val 
LL] 
E 
[a a 
[e a 
(®) 
® 

2.M(x; y ; z) appartient à P si et seulement si : 
7 _\ > à 

BM=Au+lu’, (A; l')e R? 

x—2 1 —] 

y+11=N1|+01 0 | G:A)eR? 
2—3 1 5 

x=2+À-\ 

y=-I1+X ,(Q;:09e R2. 

z=3+À+5À 

Pl 1. Pourtout m, mx-y+(2-m)z+m+4=0 Méthode k 

est une équation d’un plan car le coefficient deyest  w+py+a@+d=0est l'équation} 
non nul. d'unplansi(a;b;0#(0;0;0), + 

Pour tout m, mx-y+(2-m)z+m+4=0 est toujoursle vérifier. 
équivalente à : a Se 

-{ 
I : 

m(x-z+1)-y+2z+4=0. 

Cette équation est vérifiée quel que soit m si et seulement si : 

x=-1+2z 
x-z+1=0 ee 

c'est-à-dire 4y=4+2z. 
—y+2z+4=0 

Z=2Z 

On reconnaît, sous cette dernière forme, une représentation paramétrique de 
; > 

droite ® passant par A(-1 ; 4 ; 0) et de vecteur # (1 ; 2 ; 1), le paramètre étant z. 

0 L A 

Les plans Ÿ,, contiennent donc tous cette droite 3 (A ; u). 

Point méthode 

Dire qu'une équation Am + B = 0 est vérifiée pour tout m, équivaut à dire que cette équation admet 
une infinité de solutions, ce qui est équivalent à écrire À = B= 0. 

2. La droite À,, passe par le point B d’intersection de ® et P”. Les coordonnées 
x, y, z de B sont solutions du système : 

x=-1l+z 

y=4+2Z soit: B(-:35-)) 
2 2h 

x+y+z=l 
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6 
PEN] 
—> — 

18) Transformons MA - MB en introduisant le point I: 
— —= = = — = 
MA : MB = (MI+IA)-(MI+IB) 

r4 

un 
LL) 
= 
[e 4 
[e 4 
(®, 
U 

— = — 
= (MI+1A)-(MI-IÀ) 

MI2- IA2. 
Par suite : LRO RE TE 

MA-MB=-keMI=Kk+a2. 

La discussion est donc la suivante : 

Si k + a2 < 0, Sest vide. 

Sik+a2=0, S={I}. 

Si k + a? > 0, S est la sphère de centre I et de rayon \k + a2. 

19 a) Le vecteur # (1 ; —1 ; 1) est orthogonal au plan II. Le plan Ÿ cherché est 

donc le plan (A ; ü ; ñn). Un vecteur ÿ (0 ; B ; y) est orthogonal à u etàn si 

Vu =0 UE 
soit 

a-B+y=0. 

5 

n 
= 

‘u 
et seulement si 4, > 

v:n=0 

On peut prendre le vecteur ÿ H450): 

Le plan Ÿ est le plan passant par A et admettant ÿ pour vecteur normal. 
Il admet donc pour équation cartésienne (x— 1) +(y—1)=0 soit: 

b) La droite À passe par le point B(1 ;0;3), elle est dirigée par le vecteur 

ü (—2 ; 1; 1). Le plan P est donc le plan (A ; AB, a). On cherche un vecteur 

ÿ (@ : B ; y) 20 orthogonal aux deux vecteurs ABC *0sH)iet 1. 

ie ue 

tite 0 _-20+B+y=0 
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On peut prendre le vecteur ÿ(1 54; —2). 

Le plan P passe par A et admet le vecteur ÿ pour vecteur normal. Il admet donc 
pour équation cartésienne (x + 1) +4y—2(z-2)=0 soit: 

x+4y—-2x+5=0. 

20 1.Le vecteur BC a pour coordonnées Fute 

(-1;2;1). Le plan P est le PO passant par À et  Levecteur sc est non nul. 
nent 

admettant pour vecteur normal BC, il admet donc 
pour équation : 

—(x-1)+2y+(2-2)=0 

x-2y—z+1=0. 

2. a) Notons d’abord que les deux plans IT et IT” sont bien sécants puisque les 
\ 2 2 

vecteurs normaux à ces deux plans n(1;2;1) et n°(2;-1;1) ne sont pas 

colinéaires. 

On cherche deux points distincts de la droite A. On peut choisir, par exemple, 
B(-3 ; 0 ; 4) et C(0 ; 1 ; -1). 

On est maintenant ramené au problème traité à la question précédente : 

déterminer une équation du plan passant par A et orthogonal à la droite (BC). 

Le vecteur BC(3 ; 1 ; -5) est normal au plan Ÿ qui admet donc pour équation : 

3(x-1)+(y+1)-5(2-1)=0 

34 EY 52320 

b) Le point H est l'intersection de la droite A et du plan Ÿ. Ses coordonnées véri- 
fient donc le système : 

ce 
É 35 

M2 p rez l=0 XF2Y+Fz-1-=0 XF2YES- L=0 

2x-y+27+2=0 &i-5y-z+4=0 &i-5y-z+4=0 y=À 

3x+y—-5z+3=0 —5y—8z+6=0 12 20 2 
He. 

EU 626085 : : Le vecteur AH a pour coordonnées 35350 3) La distance de A à la 

droite À est donc AH = V6 + 612 + 252 soit : 

an=3 PE 
35 
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21) Rappelons que la distance du point M,(x, ; yo : Zo) au plan d’équation : 

ax+by+cz+d=0, 
est donnée par la formule : 

[ax + byo + czo + d| 

a+ b2+0c2 

Par conséquent, M{(x ; y ; z) est équidistant de P et P” si, et seulement si : 

PS lee 59272) 
5 7 

7(4x+3y+1)=5(6x-3y+2z+2) 

[ou 7(4x+3y+1)=-5(6x-3y+22z+2). 

Après simplification, on trouve donc que l’ensemble étudié est la réunion des 
deux plans IT et Il” d'équations respectives : 

2x5 967 #+102+3=0.et58x+6y+107F17=0. 
> 

U t ] lan IT 5 36: 10). n vecteur normal au plan IT est n (2 ; -36 ; 10) FET-que 

Un vecteur normal au plan Il” est ñ ’(58;:6;10). Les plansTfet sont appelés plans 
bissecteurs des deux plans P et P 

un Ils sont orthogonaux et contiennent 
n:n'=2X58+(-36)X6 + 10 x 10 =0. e nn la droite À intersection de 

et P”. 

Due : 
Or n et n°” sont orthogonaux puisque : 

Les deux plans IT et IT’ sont donc bien orthogonaux. 

PP] 1. Les vecteurs directeurs 4 et 4” des deux droites et 3’ sont orthogo- 

naux puisque LH =1-1=0. 

Les deux droites et %” sont donc orthogonales. 

Les droites Ÿ et D” n’ont pas de point commun puisqu'elles se trouvent dans 
les deux plans parallèles distincts d'équations : 

Z=d euz== |. 

Ces droites ne peuvent donc être coplanaires (sinon, étant orthogonales, elles 
seraient sécantes). 

a > 
Le vecteur OA est orthogonal au vecteur #. Par suite, A est le projeté ortho- 
gonal de O sur ®. La distance de O à A est donc égale à 1. 

De façon analogue, la distance de O à %” est égale à 1, donc O appartient à >. 
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2. Soit M un point quelconque de l’espace de coordonnées (x ; y ; z). Pour que 
— 

M appartienne à ®, il faut et il suffit qu’il existe fe R tel que AM = tu, ce qui 

x=t 

se traduit par : il existe {€ R tel que 4 y=t 

z= I. 

Soit encore M un point quelconque de l’espace et H le point d’intersection de 
et du plan perpendiculaire à ® passant par M. Le paramètre f du point H sur la 

—— 
droite ® est déterminé par la condition # + HM = 0, qui se traduit par : 

x+y 
(x-t)+(y-1)=0et- 3 

Les coordonnées de H sont donc ve ; . .. 1) et la distance de M à la 

droite ® est la distance de H à M: 

3. De façon analogue, une représentation paramétrique de ®’ est : 

HE tE 

y=-#t,tleR. 

z=-1l 

Un point quelconque M de l’espace se projette orthogonalement en H” sur Ÿ’. 
— 

Le paramètre f” de H” sur ®” est déterminé par la condition ü-H'M=0, ce 

_—. 
2 

qui donne f” = 

Enfin, la distance de M à ®’ est : 

4, Le point M est sur Z si et seulement si HM? = H’M2, ce qui se traduit par : 

UN + (a 1) 2 (x + y} + (a+ 12 
1 
SOA +7) xp + 2224 1 2 52 + 2) + xp + 22 + 1 +22, 



Chapitre 8 Géométrie dans l'espace 
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— > > > 
b) Puisque BC = 4i, la droite (BC) est orthogonale au plan (O ; j, k) et,en 
particulier, la droite (BC) est orthogonale à la droite (BA). 

—> > > > 
Puisque OA = 6j, la droite (OA) est orthogonale au plan (O ; i, k) et, en 
particulier, la droite (OA) est orthogonale à la droite (OC). 

> > 
La droite (BC) est orthogonale au plan (O ; j, k) qui n’est autre que le plan 
(OAB), donc (BC) est orthogonale à (OAB). 

() Le triangle OAB est rectangle en O et OA = 6 cm, OB=8 cm. 

L’aire du triangle OAB est donc - x 6 X 8 cm? = 24 cm2. 

Comme la droite (BC) est orthogonale au plan (OAB) et que BC = 4 cm, le 
volume du tétraèdre OABC est : 

V=3x24x84 cm°.=32;cm°?. 

d) Soit I le milieu de [AC]. Le triangle ABC étant rectangle en B: 

IA=IB =IC. 

De façon analogue, comme le triangle OAC est rectangle en O: 

10 =TA=IC. 

Les quatre points O, A, B et C sont donc sur la sphère de centre I(2 ; 3 ; 4) et 

de rayon R = 10 = ,/4 +9 + 16 = 29. 

2. a) La droite (OA) est parallèle au plan II. Par suite, l'intersection du plan IT 
et d’un plan quelconque passant par (OA) est parallèle à (OA). Il en est ainsi 
pour la droite (MQ) (intersection de (OAB) et de IT) et pour la droite (NP) 

(intersection de (OAC) et de IT). 
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De même, la droite (BC) étant parallèle à IT, la droite (MN) (intersection de 

(OBC) et de IT) et la droite (PQ) (intersection de (ABC) et de II) sont 

parallèles à (BC). 

Le quadrilatère MNPQ ayant ses côtés opposés parallèles est un parallélo- 
gramme. Mais, comme les droites (OA) et (BC), donc aussi les droites (MQ) 

et (MN), sont orthogonales, le quadrilatère MNPQ est un rectangle. 

b) La droite (OB) étant orthogonale au plan IT est orthogonale à toutes les 
droites de ce plan et, en particulier à la droite (MP). 

Cherchons les coordonnées de P en fonction de 4. La droite (AC) passe par 
—> 

A(0 ;6;0) et est dirigée par AC qui a pour coordonnées (4 ; —-6 ; 8). 

Une représentation paramétrique de la droite (AC) est donc: 

NA 

y=6-6t, teR. 

OL 

Comme la cote de P est a, le paramètre du point P est {= : et ses coordonnées 

a 3a 
td —:6—-—;0a|. sont donc É 6 1 a) 

; ce 3a Le 
Les coordonnées du vecteur MP sont . OIE A 50 |, d’où: 

Re 
MP.AC= 4x8 6x (6-1) - 28-36. 

2 4 D 

Par suite, (MP) est orthogonale à (AC) si, et seulement si :| a = . 

On note que cette valeur est bien comprise entre 0 et 8. 

3a 5 
AL Ge NANTERRE ) ; | =) Se | 

Appelons f l'application de ]0 ; 8[ dans R définie par f(a) = a? = 9g 4.26. 

LA 13 D r 

f'(a) = 4e 9. Cette dérivée est nulle pour a = =. négative sur lo: Al et 

7 72 : 
positive sur lÉ 2 sl Par suite, la valeur minimale de f, donc aussi de MP, est 

72 
obtenue pour 4 = 5 Notons que, pour cette même valeur de a, la droite 

(MP) est orthogonale à la droite (AC). 



Conditionnement 
et Indépendance. 
Variables aléatoires 
discrètes 

DE QUOI S’AGIT-IL? | 

Are un Per at des probabilités vues en classe de 
première, nous compléterons cette notion par celle de 
probabilité conditionnelle. Enfin, cet outil nous per- 
mettra de définir la notion d'indépendance entre 
événements. 



à Probabilités 

@ Vocabulaire 
e Soit Q un ensemble associé à une expérience aléatoire. Les éléments de (2 sont 
appelés les issues ou les cas possibles. 

e Un événement est une partie de (2. 

e La partie pleine (2 est appelée l'événement certain. 

La partie vide © est appelée l’événement impossible. 

Le complémentaire dans Q de l'événement (partie) A est appelé l’événement con- 
traire de A, on le note A. 

eANB est événement conjonction des événe- RERSrque 

ments À et B, on lit « A et B ». À U B est l’événe- Pour que À U B soit réalisé, ilfaut À 

ment disjonction inclusive des événements A et B,  queAsoitréalisé ouqueBlesoitou À 

on lit « À ou B ». éventuellement les deux È 

e Si A N B = @, on dit que A et B sont deux évé- Cid re - 
nements incompatibles. 

© Probabilité 
Une probabilité est une application définie sur l’ensemble de tous les événements, 
à valeurs dans R, et vérifiant : 

e p(Q) = 1. 

* Pour tout couple (A, B) d'événements incompatibles (A N B = ©): 

P(A U B) = p(A) + p(B). 

© Propriétés d’une probabilité 
e Pour tout événement A : p(A) € [0, 1] et | p(A) =1-p(A). 

e Si A;, À;, .…, À, sont des événements incompatibles deux à deux : 
P 

P(AU AU... UA,)= Ÿ p(A;). 
i=1 

e Quels que soient les événements A et B: 

ACBCQ= p(A)<p(B), 

p(A U B)=p(A) +p(B)-p(A NB). 



Chapitre9 Conditionnement et indépendance. Variables aléatoires discrètes 

©Q Équiprobabilité Braque 
Un événement élémentaire est un 
événement qui ne contient qu'un 
cas possible. 

On dit qu'il y a équiprobabilité si tous les événements 
élémentaires ont la même probabilité. Lorsqu'il y a 
équiprobabilité : 

cardA _ nombre de cas favorables 

cardQ nombre de cas possibles p(A) = 

2 Probabilité conditionnelle 

Soit p une probabilité définie sur un univers (2. Rémarque 
Sion a à la fois p(A) Æ Oetp(B) 0, 
on peut écrire au choix : 

© Définition PCA NB) = p(A) X pa(B) 

Ê 

| 
| 

= p(B) x PACA) | Soit À un événement de probabilité non nulle. 

On appelle probabilité conditionnelle sachant A l'application, notée Pa qui à à 
tout événement B associe le réel : 

Hess FMTiaue | 
à p(A) ot) ou sn P(BIA). l 

D'où : [PCA NB)=p(A) xp,(B). 

© Propriétés Remarque 
Considérer la probabilité 

Une probabilité conditionnelle p, est une proba- conditionnelle p, revient à 

bilité. Elle en a donc toutes les propriétés. restreindre l'univers à À. 
acné: BPCO 

de pe 

Pa(B) = 1 -pA(B) He que 

Pa(B)e [0,1]; L'événement À sachant B n'a aucun 
; sens ; il n’existe pas d'événement  ! 

BCC= pA(B) < pa(C); conditionnel ; c'est la probabilité qui À 

pA(B U C) = pA(B) + pa(C) dès que ce mieu pas PO à 

BANC=S. 



@ Formule des probabilités totales 
e Lorsque des événements A;, A;, .…., À, consti- RS 

tuent une partition de l’univers (2 (ils sont deux à (AA) ue das pletà 

deux incompatibles et leur réunion est égale à jeux événements. | 

l'univers Q), on dit que (A,, A;, …., À,) est un Sys- mme 

tème complet d'événements. 

e Soit (A,, A, …, À,) un système complet d'événements vérifiant p(A;) # 0 

pour tout ie {1,2,...,n}. 

Alors, pour tout événement B : 

p(B) = > p(AÏpA (B). 
LEA) 

Par exemple, si p(A) e J0 ; 1[ : " 

p(B) = p(A) x pA(B) + p(A) x p;(B). 

© Indépendance 
e Définitions | sx 
On dit que deux événements À et B sontindépen- || conviendrait de dire : . 
dants si, et seulement si : l'indépendance pour la probabilitép | 

ANB)=p(A)Xx p(B). car l'indépendance dépend dela ! 
p{ ans P e e Re ou ‘ 

Lorsque p(A) #0, A et B sont indépendants si et. emmener 
seulement si p,(B) = p(B). 

e Propriété 

Lorsque deux événements A et B sont indépendants, alors A et B le sont aussi, de 

même que À et B et que À et B. 

)] Bien comprendre 

L'indépendance est acquise dans le cas suivants : lancers successifs d’un dé, d’une pièce, tirages avec 
remise dans une urne, dans un jeu de cartes. Dans les autres cas, l'indépendance doit être démontrée 
grâce à la définition. 
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© 
EX Dénombrements © Corrigé p. 404 

On considère une urne contenant trois boules blanches et cinq boules noires. 

1. Combien y a-t-il de tirages équiprobables distincts possibles d’une boule ? 

2. Combien y a-t-il de tirages équiprobables distincts possibles de deux boules 
de couleurs différentes ? 
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3. Combien y a-t-il de tirages de deux boules, quand on les tire successivement 
avec remise ? 

4. Combien y a-t-il de tirages de deux boules blan-  fAdteation 
ches quand on tire les deux boules successivement  Pourles questions 4. et 5., on peut 
avec remise. utiliser un arbre. 

5. Même question que 4. pour le tirage de deux 
boules de couleurs différentes. 

2. Probabilité (révision) © Corrigé p. 404 

1. En probabilité, que signifient les mots «on tire au hasard » et «le dé est 
équilibré » ? 

2. On tire au hasard un domino dans un jeu de domi- ladtcations 
nos. Quelle est la probabilité d'obtenir un double ? 2. Calculer le nombre de dominos 

dans un jeu. 

3. Faire la liste des multiple de 3. 

| ; 6. Utiliser les propriétés d'une 
4. Combien y a-t-il de cas possibles lorsqu'on lance probabilité. 

deux dés cubiques ? 

3. Quelle est la probabilité d'obtenir un multiple de 
3 en lançant un dé parfait ? 

5. Quelle est la probabilité d'obtenir « face » en lançant une pièce truquée de 
telle sorte que la probabilité d'obtenir face soit le double de celle d'obtenir pile ? 

6. Comment calcule-t-on la probabilité de la réunion de deux événements ? 

EX Probabilité conditionnelle, indépendance © Corrigé p. 405 

1. Comment calcule-t-on la probabilité de l'intersection de deux événements ? 

2. À quelle condition, deux événements sont-ils indépendants ? 

3. Deux événements peuvent-ils être à la fois indépendants et incompatibles ? 

4. Si A et B sont deux événements indépendants, a-t-on A et B indépendants ? 

À et B indépendants ? 
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EN Variable aléatoire 

1. Quelle propriété possède la loi d’une variable 
aléatoire prenant un nombre fini de valeurs ? 

2. On considère une variable aléatoire X dont on 

donne la loi sous forme d’un tableau : 

5 | 1 | 57 
- 1 DIRES 

a) Calculer a = p([X = 5]). 

b) Calculer p([X <2]) et p([X < 0]). 

c) Calculer l'espérance mathématique de X. 

d) Calculer la variance et l’écart type de X. 

NI BR 

FA Loi binomiale 

1. La variable aléatoire X suit une loi binomiale de 

paramètre n =5 et p = à 

Calculer l'espérance mathématique et la variance 
de X. 

2. La variable aléatoire X suit une loi binomiale de paramètres n = 50 et p = 

Calculer la probabilité p([X = 1]). 

3. On tire successivement et sans remise les boules 

d’une urne qui en contient n, (ne N*). 

Peut-on parler d’un schéma de Bernoulli ? 

4, On lance trois fois de suite un dé. Soit X la variable 

aléatoire égale au nombre de six obtenus au cours 
des trois lancers. 

Quelle est la loi de X ? 

© Corrigé p. 405 

Remarque 
Cette propriété est utilisée dans de! 
nombreux exercices. . 

fadication 
Utiliser la propriété précédente. 

PRSSERE PIRE 

© Corrigé p. 407 

Rappel È 

On note X > as ;) 1 

1 
4 

Indtcotion 

Revoir le cours sur le schéma de 
Bernoulli. 

Indication 

Il faut avoir un analyse “concrète” 
du lancer de dés. 



Chapitre9 Conditionnement et indépendance. Variables aléatoires discrètes 

M Lancers de dés 

On lance trois fois de suite un dé et on note les résultats dans l’ordre obtenu. 

Déterminer la probabilité d'obtenir : 

1. trois fois de suite le même résultat ; 

2. des nombres distincts dans l’ordre croissant ; 

3.uniquement des nombres pairs ; 

4. exactement deux fois un as. 

EA Tirage dans une urne 
Soit n un nombre entier supérieur à 1. 

On considère une urne dans laquelle se trouvent : 

. une boule portant le numéro 1 ; 

- deux boules portant le numéro 2 ; 

- trois boules portant le numéro 3 ; 

° n boules portant le numéro n. 

1. Combien l’urne contient-elle de boules ? 

2. On tire au hasard une boule dans l’urne, tous les 
tirages sont supposés équiprobables. 

On suppose dans cette question que ñ est pair. 

Exprimer en fonction de n la probabilité pour que 
la boule tirée porte : 

a) un numéro pair ; 

b)un numéro impair. 

FX Conditionnement et indépendance 

Marc lance un dé parfait à six faces. S'il obtient 
un nombre strictement supérieur à 4, il tire une 
carte d’un jeu de 32 cartes ; sinon il relance le dé 
une deuxième fois, s’il obtient alors un nombre 
supérieur à 4, il tire une carte, sinon le jeu s'arrête. 

Quelle est la probabilité que Marc obtienne un as ? 

" Vas 

D 4 15 min © Corrigé p. 407 
u w® 

indication 

Revoir le nombre de lancers Ë 

fs ex. BA question 2.). 
ee. 

PRE 
Len 20 min © Corrigé p. 408 

Rappel | 
Pour tout n € N°: 

1+2+...+n 

RSR 

Indication 
Il faut dénombrer le nombre de k 

boules portant un numéro pair. 
IN NARRIRNPARINRIERERIENNENENER Ne A NA 

=. 3 min © Corrigé p. 408 

Indication 

Il faut construire un arbre. 
RRSIPANNIANNENINNNANAN  oErre 

_1(n+1) l 

Tee SEE CAGE à 2 CUS 

age 

un 
je 

LL 
= 
= 
un 
Ë= 

LLS 

un 
LLI 

— 
® 
œ 
LL 
* 
LL 



(Ce) 
res 
EL] 
un) 

me | 
un 
FL 
LLj 

un 
LD 

_ 
U 
[s 
LL 
* 
LES 

EX Conditionnement, formule se 
des probabilités totales | 5 min © Corrigé p. 409 

Monique hésite entre deux plateaux, À et B pour indication 
choisir au hasard un bonbon. Utliserur un arbre. | À 

Sur le plateau A, sont offerts en quantité égale des bonbons au chocolat noir et 
au chocolat au lait. Sur le plateau B, sont offerts en quantité égale des bonbons 
au chocolat noir, au chocolat au lait fourré à l’orange et au chocolat au lait 
fourré à l’abricot. 

Pour se décider, elle lance une pièce de monnaie : si c’est face, elle choisit le 
plateau A, sinon elle choisit B. 

Quelle est la probabilité, qu’en prenant un bonbon au hasard dans le plateau 
choisi, Monique ait un chocolat noir ? 

EE] Probabilités et suites 

Une urne contient 5 boules noires et 5 boules blanches. On en prélève n successi- 
vement et avec remise, n étant un entier naturel supérieur ou égal à 2. On considère 
les deux événements suivants : 

2 

(A 25 min © Corrigé p.410 

A « on obtient des boules des deux couleurs », 

B « on obtient au plus une blanche ». 

1. a) Calculer la probabilité de l'événement « toutes les boules tirées sont de même 
couleur ». 

b) Calculer la probabilité de l'événement «on obtient exactement une boule 
blanche ». 

©) En déduire que les probabilités p(A N B), p(A), p(B) sont: 

=. 
POP mn PONENES —,p(B)= 

2. Démontrer que p(A N . = p(A)p(B) si, et seulement si, 21-1=n+1. 

3. Soit (u,) la suite définie pour tout n entier naturel supérieur ou égal à deux 

par à, =29 Le(n+T) 

Calculer w,, u, et u,4. Démontrer que (u,) est strictement croissante. 

4. En déduire la valeur de l’entier n tel que les événements A et B soient indé- 
pendants. 
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ge # e De EH] Probabilités et suites 40 min © Corrigé p.411 
1. Soit a un nombre réel. On considère la suite SET. 
(u,) de nombres réels définie pour tout entier Hi loué ; 
naturel n = 1 par la relation de récurrence : a oran LA arithmético- “game | 

ire arlatt Sopai SES RROSEE 

10 10 

et par la condition initiale u, = 4. 

a) Soit (v,,) la suite de nombres réels définie pour tout entier naturel n > 1 par 
v, = 13u, -4. 

Démontrer que (v,) est une suite géométrique et déterminer sa raison g. 
Exprimer (v,) en fonction de net a. 

b) Prouver que pour tout entier naturel n > 1: 

©) Déterminer la limite de la suite (u,). 

2. Un professeur oublie fréquemment les clés de sa Rappel | LE 
salle de classe. Pour tout entier naturel n = 1,on  Pourtoutentiernnonnul,E,et E, 

forment un système coupler note E, l'événement « le professeur oublie ses clés ,,. ë 
d'événements, on utilisera la 

le jour n » et E, l'événement contraire de 7 fomule de prob totls 

Soit p, la probabilité de E, et q, celle de E.. ss 

On suppose que la probabilité p, qu’il oublie ses clés le premier jour est égale à a. 
On suppose en outre que les deux conditions suivantes sont réalisées : 

« Sile jour r, il oublie ses clés, la probabilité qu’il les oublie encore le jour suivant 
1 

Hipest—. n ssh 

. Sile jour n, il n'oublie pas ses clés, la probabilité qu’il les oublie le jour suivant 
4 

+ Lest.=—: n es 10 

4 
a) Démontrer que, pour tout n > 1, p,,,= Ps + 10" 

Pour cela, on pourra d’abord calculer les probabilités conditionnelles : 

PE CE, + 1) et PE (Es 1). 

En déduire l'expression de p,,, en fonction de p,.. 

b) À l’aide des résultats de la question 1., donner l'expression de p, en fonction 
deaetn. 

La limite p de p, dépend-elle de la condition initiale p, = a ? 
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& £ 40 min © Corrigé p. 413 
au w® 

EP] Variables aléatoires 

Soit À et B deux dés tétraédriques équilibrés, dont les faces sont numérotées 1, 
2:0, 4: 

Soit X la variable aléatoire qui prend la valeur 0 si le numéro lu sur le dé A est 
pair et 1 si le numéro lu sur le dé A est impair. 

Soit Y la variable aléatoire égale à la valeur absolue de la différence des nombres 
lus sur les dés A et B. 

1. Déterminer la loi de X. 

2. a) Déterminer l’ensemble des valeurs prises par Y. 

b) Déterminer la loi de Y. 

3, Déterminer les probabilités des événements [X = x] MN [Y = y], où xest une 

valeur prise par X et y une valeur prise par Y. On pourra construire un tableau 
à double entrée contenant toutes les probabilités précédentes. 

4. Les événements [X = x] et [Y = y] sont-ils toujours indépendants ? 

e # e. sed 

HE] Variables aléatoires {20 min © Corrigé p.415 

Une urne contient deux boules rouges et m boules noires (m entier naturel non 
A 

nul), indiscernables au toucher, et ayant chacune la même probabilité d’être tirée. 

1. On tire trois boules successivement avec remise. On désigne par X la variable 
aléatoire égale au nombre de boules rouges tirées. 

Donner la loi de X, puis calculer E(X) et déterminer m pour que l'espérance de 
X soit 1,2. 

2. Dans la suite de l'exercice, on prend m=3. On RéMerque 
tire maintenant les cinq boules de l’urne successi- Les tirages étant sans remise, il n'ya 

vement sans remise. On désigne par Y la variable pas indépendance des résultats. 
aléatoire égale au rang de la première boule noire "eme à 
tirée. 

Par exemple, en désignant la couleur rouge par KR, et la couleur noire par N, 
pour le tirage (R, N, N, R, N),Y prend la valeur 2. 

a) Déterminer la loi de probabilité de Y. 

b) Calculer l'espérance mathématique et la variance de Y. 
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Fi 

€ 40 min © Corrigé p. 417 
ST 

HE] Service de maintenance ‘ 

Dans une entreprise, on fait appel à un technicien lors de ses passages hebdo- 
madaires, pour l'entretien des machines. 

Chaque semaine, on décide donc, pour chaque appareil, de faire appel ou non 
au technicien. Pour un certain type de machines, le technicien constate : 

* qu'il doit intervenir la première semaine, 

* que s’il est intervenu la n-ième semaine, la probabilité qu'il intervienne la 
1 . £, Ft 3 

(n + D-ième semaine est égale à re 

* que s’il n'est pas intervenu la n-ième semaine, la probabilité qu’il intervienne 
ON . / 3 1 

la (n + D-ième semaine est égale à 10 

On désigne par E, l'événement « le technicien intervient la n-ième semaine » 
et par p, la probabilité de cet événement E,. 

1. Déterminer les nombres p(E,), pr (E,,1) et PE (Es+ 1 

puis en fonction de p,, p(E,.11NE,) et p(E,,1NE,). 

1 : à 13 
2. En déduire que pour tout entier # non nul, p, ,, = NAME 

3. On pose qg, = p,- = 

Remarque î 

Démontrer que la suite est une suite géomé- ô 
| q (qn) 8 La suite (p,) est | 

trique. arithmético-géométrique. 

En déduire l'expression de p, en fonction de n. bn à nn RER 

Pour quelles valeurs de l’entier n, la probabilité que le technicien intervienne la 
1 . , LM 4 \ £ 

n-ième semaine, est-elle inférieure ou égale à TS 

D 
L ? 30 min © Corrigé p.419 

Cu w® 
EE Un jeu de boules 
Au cours d’une fête, le jeu suivant est proposé au public. 

Dans une urne, se trouvent placées 7 boules noires et 3 boules rouges, indiscer- 
nables au toucher. 

Le joueur prend une boule au hasard ; si cette boule est noire, le jeu s'arrête ; si 

la boule est rouge, le joueur prend une deuxième boule (sans remettre la première 

boule tirée dans l’urne) et le jeu s'arrête. 
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Une boule noire tirée rapporte au joueur 1 € et chaque boule rouge 2 €. 

Pour un jeu, le joueur paye 2 €. On désigne par X la variable aléatoire associée 
au gain algébrique du joueur (c’est-à-dire la différence entre la somme rapportée 
par les boules tirées et le prix du jeu). 

1. à) Quelles sont les valeurs que X peut prendre ? 

b) Déterminer la loi de probabilité de X, puis son espérance mathématique. 

2. Un joueur fait trois jeux. Ceux-ci se déroulent dans des conditions identiques. 
(Après chaque jeu, les boules tirées sont remises dans l’urne). 

Déterminer la probabilité des événements suivants : EE LA A ace 

À : le joueur perd 3 € ; Un jeu est dit équitable si son 
B : le joueur perd 1 €; espérance est nulle. | 

C : le gain du joueur est nul. RE SENTIR eve 

(On donnera les résultats à 107! près.) 

En déduire la probabilité de l’événement D «le joueur a un gain strictement 
positif ». 

Pr 

40 min © Corrigé p. 421 
ST A 

HA Pannes et accidents 

Une entreprise de location de voitures relève dans sa comptabilité les frais de répa- 
ration des pannes d’origine mécanique et ceux de remise en état de la carrosserie. 

Elle a observé que pour une voiture louée une semaine : 

+ la probabilité de panne mécanique est 0,32, 

+ la probabilité de dégâts à la carrosserie est 0,54. 

D'autre part, la probabilité qu'une voiture ayant une panne mécanique présente 
également des dégâts à la carrosserie est de 0,45. 

1. Calculer la probabilité qu’une voiture : 

a) ait une panne mécanique et présente des dégâts à la carrosserie ; 

b) ait seulement une panne mécanique ; 

«) présente seulement des dégâts à la carrosserie ; 

d) n’ait ni panne mécanique, ni dégâts à la carrosserie. 

2. Calculer la probabilité qu’une voiture louée pendant les cinquante-deux semaines 
d’une année n'ait ni panne mécanique, ni dégâts à la carrosserie pendant exactement 

52 
vingt-six semaines. On donne 0) = 5X 1014, 

3. Pour une voiture louée une semaine, les frais s'élèvent en moyenne à 300 € en 
cas de panne mécanique et à 500 € en cas de dégâts à la carrosserie. 
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Soit X la variable aléatoire qui prend pour valeur le montant moyen en euros 
des frais hebdomadaires pour une voiture. 

Calculer l'espérance mathématique de X. 

EF] Les fléchettes 
> > 

On rapporte le plan à un repère orthonormal (O ; i, j) (unité graphique: 
3 cm). On considère les points I(1 ; 0) et J(0 ; 1), puis on construit le carré OIKT]. 

em 

k 140 min © Corrigé p.424 

1. On considère les fonctions f et g définies sur [0 ; 1] par: 

féoantet e(x)= Nix. 

Construire les courbes représentatives et €, des fonctions f et g. On ne 
demande pas l'étude des fonctions. 
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Les courbes €; et 6, déterminent dans le carré OUK trois régions: la région 
délimitée par les segments [OI], [IK] et la courbe €; notée %,, la région com- 
prise entre les courbes 6; et 6, notée ®, et enfin D; comprise entre les segments 
[OJ], [JK] et la courbe Ce. 

Calculer en unités d’aire les aires de ces trois régions. 

2. Le carré OIJK sert de cible à un jeu de fléchettes. Pierre lance une fléchette. 
La probabilité qu’il atteigne la cible est 0,6. 

On admet que les probabilités d’atteindre les régions ®,, ®, et Ÿ, sont propor- 
tionnelles aux aires, exprimées en unités d’aire, de ces trois domaines. 

a) Calculer la probabilité que Pierre rate la cible. Remarque 

b) Démontrer que les probabilités pour que Pierre  Sionsimulele lancer de fléchettes, | 
À ; 3 JL lesstatistiquessurleszonesatteintes | 

atteigne %,, D, et D, sont respectivement 20” 4  permettentd'évaluerles airesdes | 
1 différentes zones. 

3. Pierre marque 1 point s’ilatteint D,, 2 points s’il atteint ®,, 3 points s’il atteint 
,, 0 point s’il rate la cible. 
Il lance deux fléchettes successivement et dans les mêmes conditions. 

a) Quelle est la probabilité qu’il marque au moins 1 point ? 

b) Quelle est la probabilité qu’il marque exactement 3 points ? 
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1 ER y a huit boules dans l’urne, il y a donc huit tirages possibles d’une boule. 

2. Il y a trois boules blanches et cinq boules noires. On associe l’une des trois boules 
blanches à l’une des cinq boules noires et on obtient 3 X 5 = 15 tirages possibles 
de deux boules de couleurs distinctes. 

3. Avec remise, il y a 8 x 8 = 64 tirages possibles. 

4.1l ya 3 x 3 =9 tirages de deux boules blanches. 

5.Ilya 3 X 5 tirages pour lesquels la première boule Er # 
est blanche et la seconde est noire, et il y a aussi rave 
5x3=15 tirages pour lesquels la première est 
noire et la seconde est blanche. 
Soit au total 15 + 15 = 30 tirages de deux boules de couleurs distinctes. 

& 

On peut utiliser un arbre. | 

FA 1. L'expression « on tire au hasard » signifie que EE. 
les événements élémentaires sont équiprobables. POLAR 

à , ; é eue On dit aussi indiscernable au È 
De même, l'expression «le dé est équilibré » où +: her nonbiseauté ! 
« parfait » signifie que les entiers 1, 2, 3, 4, 5, 6 EE Le Er see EE 
ont la même probabilité d’apparaître. 

2. II y a 28 dominos dans un jeu de dominos. Il y a 7 doubles. Tous les tirages 
sont équiprobables puisqu'on tire au hasard. 

Donc la probabilité d'obtenir un double est — = . 

3. II y a six résultats possibles, tous équiprobables. Il y a deux résultats possibles 

multiples de 3 : 3 et 6, donc la probabilité d'obtenir un multiple de 3 est ; = . 

4. Lorsqu'on lance deux dés cubiques, il y a trente-six Remarque 

cas possibles soit 36 événements élémentaires. Cette réponse est très importante ; 
s'ily a trois dés : 6. 
ER Re 

A CAT EL 

5. Quand on lance une pièce, il y a deux résultats qu’on peut noter P et F Ces 
deux résultats ne sont pas équiprobables car, par hypothèse, p(F) = 2p(P). 

Mais les événements P et F étant deux événements contraires, p(F) +p(P)=1; 

d'où 3p(P) = 1 soit p(P)= : et p(F) = + 

La probabilité d'obtenir face est +. 
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6. Dans le cas général, la probabilité de la réunion de deux événements A et B est : 

P(A UB)=p(A)+p(B)-p(ANB). 

El 1.12 probabilité p(A N B) peut être difficile à calculer, sauf si l’on sait que 
À et B sont indépendants ou incompatibles. 

Si A et B sont indépendants, p(A N B) = p(A) x p(B). 

Si A et B sont incompatibles, p(A N B) = 0. 

2. Deux événements sont indépendants si : Remarque 
Si p(A) # 0,AetBsontindépendants 

p(A NB)=p(A) x p(B). si et seulement si p(B) = pA(B). 

3. Si deux événements A et B sont indépendants : 

p(A NB) =p(A) xp(B); 
et s’ils sont incompatibles p(A N B) = 0. 

Donc A et B sont à la fois incompatibles et indépendants si et seulement si 
p(A) x p(B) = 0 ce qui équivaut à p(A) =0 ou p(B)=0. 

A et B sont à la fois incompatibles et indépendants si et seulement si l’un des 
deux événements a une probabilité nulle. 

Remarque 
4. A et B étant deux événements : 

A=(BUB)NA=(BNA)U(BNA). 
D’où puisque (B N A) et (B N A) sont incompatibles : 

p(A)=p(BNA)+p(BNA). (1) 
Par hypothèse p(B N A) = p(B) x p(A) puisque A et B sont indépendants. 

L'égalité (1) s'écrit alors : 

p(A) = p(A) x p(B) +p(B N A), soit p(A)—p(A) x p(B) = p(B N A), 
d’où p(A N B) = p(A)(1-p(B)) = p(A) x p(B). 
Les événements A et B sont donc indépendants. 

Retenir la méthode. 

Appliquons ce résultat aux événements B et A; B et A sont indépendants, 

donc B et À le sont aussi. 

Donc si A et B sont indépendants, alors A et B sont indépendants, ainsi que 

A et B. 

El 1. soit Xp X» … %, les valeurs prises par la variable aléatoire X, les nombres 
réels p,=p([IX=x,]), p,=p([X=xl), …, p,=p(X=x,]) appartiennent à 
[0 ; 1] et vérifient : 

PitPit-+p,=l 
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2. a) On sait que p([X=-3])+p([X=1])+p(IX=5])=1. 

D'où a=p([X= 51e TLhiX 22) peine 1-52 ne 

b) L'événement [X < 2] est l'événement [X =-3] U[X=1], d’où, puisque 

ces deux événements sont incompatibles : R 

He 1027 pUEX < 2)=p(X=-3JU IX = 1])=p(lX = -3)) +p(IX = 11)=5+ 22€ 

21 X<2)=< p(X < 2) = 

L'événement [X < 0] est l'événement [X =-3]. p(LX=-3]) = - d’où : 

4 
p(IX< 0])= 7 

c) L’espérance mathématique de la variable aléatoire X est : 

FO) rs en 
1600 35 4 5724397 

—13 
E(X) = —. Q= = 

d) La variance V(X) s'obtient en calculant V(X) = E(X2) -[E(X)]? soit : 

2 
VO=9x5+2+25x 2 -[5) 

1h D Ab 

Fri S 1 NIUE 

13 376 Rappel A 
VONE 10,92 Toujours contrôler que là variance est À 

35 un réel positif. 

L'écart type G(X) est : 

(x) = VOD = * _—_. = 3,30. 
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| Hs X suit une loi binomiale de paramètres Remarque 

HrSretp— à l'espérance mathématique de X est: SV (np) alors (0) = mp. 
3 et (9 = pp) =npa, 

et la variance de X est : 

© | UT 

jl 2: 10 
X ES V(X) = npq= XX ur 

2. X suit une loi binomiale de paramètres n = 50 et p = F L'événement [X > 1] 

est l'événement contraire de [X = 0], d’où: ES 
tion 

PPEMENS pK = 07), Les valeurs prises par X sont tous les 

entiers naturels, donc l'événement 

p(IX Z 1|)=1- G) 
SE me 1] FEU =01. |

 

3. Puisqu'’il n’y a pas de remise, l’urne se modifie au cours des tirages successifs, 
donc les conditions des tirages ne restent pas identiques. 

On ne peut donc pas parler d’un schéma de Bernoulli. 

4, On répète 3 fois dans les mêmes conditions et de façon indépendantes les 
unes des autres, le lancer d’un dé. À chaque lancer, soit on obtient un six (succès), 

soit on ne l’obtient pas (échec). Le nombre X de six obtenus suit donc une loi 

binomiale de paramètres n = 3 et p = c. 

6. L'univers est l’ensemble Q = { 1, 2, 3, 4, 5,6}°, ensemble des suites ordon- 

nées de trois éléments pris dans {1, 2, 3, 4, 5,6}, il y a « équiprobabilité » et 
cardQ = 6. 

GA 
1. II y a six cas favorables, d’où :| p = AT 

2. II y a vingt cas favorables, d’où : | p = 5 = _ 
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n°74 
3. II y a 3 résultats pairs, donc 3° cas favorables, d’où : | p = e Ti 

4. II y a 3 manières de placer deux as parmi les trois résultats et le dernier résultat 
doit être un nombre différent de 1 (il y en a cinq), d’où 5 X 3 = 15 cas favorables 

donc : 

ÉEO 
Rs 672 

MA 1.11 y a donc dans l’urne (1+2+-..+n) Rappel 
boules (n e N°), soit: Les deux démonstrations de cette À 

n(n+1) formule sont à connaître : parrécur- 4 
1+2+--+n= 10 rence ou en utilisant la somme de 

termes consécutifs d'une suite 
2. à) n étant un entier naturel pair, il existe un entier “se 00 de raison 1. | 
p(p = 1) tel que n = 2p. re re 

: ES D n(n +1 
L'univers associé à l'expérience est l’ensemble des ——— ( 3 ) boules. 

Le nombre de boules portant un numéro pair est : 

2+44+64-+2p=2(1#24 + p) = 22 BD 

=po+1)= 5541) n+2) 
La probabilité p, de tirer une boule portant un numéro pair est, puisqu'il y a 
équiprobabilité des tirages : 

n(n +2) 

soit : sites 
os) | PM 5n+1) 

2 

b) L'événement « tirer une boule portant un numéro impair » est l'événement 
contraire du précédent, d’où : 

2(n+1)-(n+2) 

RE Sr 2(n+1) 

BURN LLRES, 
PT 3(n+ 0 

EX soit D l'événement « le nombre obtenu est strictement supérieur à 4», D 
l'événement «le nombre obtenu est inférieur ou égal à 4», À l'événement 
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_ «Marctireun as », A l'événement « Marc ne tire pas un as », E l'événement « un as 

a été tiré au cours du jeu ». Construisons un arbre qui décrit le déroulement du jeu : 

1“ étape 2*étape 3° étape 

E est réalisé 

UD IN UD | + 
OI Ü 

Re JE 

Ü > 

ss \n- 

>| 

A Eest réalisé 

pas het soit : 
36318 ; 

Remarque 
On indique sur chaque branche la 
probabilité correspondante, par 

exemple p,(A) = Lu donc on écrit 

: sur la branche D — A. 

EX Construisons un arbre qui décrit le déroulement du choix de Monique. Soit 
N l'événement « Monique tire un chocolat noir ». 

Choix Choix 
du plateau du bonbon 

1 
2 noir 

1 EU 
2 1 lait 

2 

Lu noir N est réalisé 
1 

2 3 3 B orange 

1 à 
= bricot 3 abrico 

> à RE PSN cie =-X=+-x= soit: D'où p(N) XS ES 3 Si 

N est réalisé fadication 
À] 

pe(noir) = 3 

14 
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ET] 1. Le résultat d’un tirage est un n-uplet dont chaque élément appartient à 
l’ensemble des dix boules. L'univers Q@ est donc de cardinal 10”. 

a) Soit C l'événement « toutes les boules tirées sont de FRE A de 

même couleur ». C est la réunion des deux événe-  Lh setrouve cet exercice avec de 

ments incompatibles C, « toutes les boules tirées nombreuses ‘histoires’ différentes. | 
sont noires » et C, «toutes les boules tirées sont sommet 
blanches ». 
CardC, = CardC, = 5” (il s’agit de n-uplets d'éléments pris dans l’ensemble 
des 5 boules noires ou dans l’ensemble des 5 boules blanches). 

NES 

L 

on=1 

ee sl : Fe 
D'où p(C.) = p(C;) = _ der puis p(C)=2X _ soit : | p(C) = 

b) Soit D l'événement « on obtient exactement une boule blanche ». 

D est l’ensemble des n-uplets comportant une boule blanche et n — 1 boules noires. 

Il y a n places possibles pour le tirage blanc. 

Donc Card(D) = n5"-1x5, carilyaencore 5-1 choix pour les boules noires 

et 5 choix pour la boule blanche d’où : 

H-X SSH Die ee 
POI ge 2x 

c) L'événement A N B est D car on doit avoir au moins une boule blanche et au 

plus une boule blanche, donc exactement une boule blanche, donc p(ANB)= 

A est l'événement contraire de C, donc p(A)=1 — p(C)=1 - Tu avec n = 2. 

B est la réunion des événements incompatibles C, («il n’y a pas de boules 
blanches ») et D (« il y a une boule blanche exactement »). D’où : 

= LL p(B)=p(C;)+p(D)= ++ 

n +l 

ie 

2. On déduit de la question précédente les équivalences suivantes : 

p(A NB) = p(A)Xp(B) & à = É ; =) 
 n2%-1=(21%-1)(n +1) 

p(B)= 

En développant : 

nr l)(r + ns (ra) 21) 

> 21e p41. 
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p(ANB)=p(A)p(B)S 2"-l=n+1. 

3.Pour n =2, u,=2"-l-(n+1) et donc en particulier: (a) 

u,=21=-3=-1], u,=22-4=0 et u,=22-5=3. U 

Démontrons que (u,) est strictement croissante. Pour n = 2: œ 

ui u,=2"-(n+2)-2"-l+n+1=2"-12 1]. & 
U Sachant que n = 2, on obtient 2"-1=2! et doncu,,,-u,=1>0. 

La suite (u,,) est donc strictement croissante. 

4. Les événements A et B sont indépendants si p(A N B) = p(A)p(B). 

D’après ce qui précède, cela équivaut à 2-1 = n+1, c’est-à-dire u, = 0. 

d EU 

D’après la question 3., u, Z0, u, =0 et u, #0. 

La suite (u,) étant croissante, pour n = 4, u, = u, > 0. 

Finalement u, n’est nul que pour n = 3. 

Les événements A et B sont donc indépendants pour n = 3. 

El 1. La suite (u,) est définie par la condition ini- Rappel su eus À 

(a) estune suite arithmético- A #4 tiale u, = a et la relation de récurrence, pour tout 
ame géométrique. g' £'ire SAT IT 

a) Soit (v,) la suite de terme ns v,=13u, -4. 

Pour n > 1, v,,,=13u,,,-—4, ce qui donne, compte tenu de la relation de 

récurrence : 

RS) 39 12 = 13 AU += e Es 5) 1041110 
| v,) +4 ; 

Sachant que y, = 13u,-—4, on obtient u, = 3 » Puis: 

= LRRENA ARE c'est-à-dire v 1 eee TS 10 ne OT OS HIO 

Donc pourtoutn = 1, v,,, =— 7 : la suite (v,), =, est une suite géomé- 
10 

tri de raison — —- rique de ra 10 

Le premier terme est v, = 13u, = 13a —4. 
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Donc, pour tout n de N”, v, = (5) : Rappel 
Si (v,),e ny estune suite 3 

c’est-à-dire pour tout n de N°: géométrique de raison q, pour tout 
nnon nul, v, = v1q"=1. 

, = (13a-4( 5) k 

pot 
b) Sachant que pour n dans N”, w,, = 7 0n déduit de a) que pour n dans N”, 

EE NTSA ES ; 
Ce EVE (- 2 F5: qui peut encore s’écrire, pour tout n de N°”: 

Ci TA IE» LL) ed 

ol donc lim (5) = et : 
10 pe 1514010 ; 

2. Pour n dans N°, on noteE, l'événement « le professeur oublie ses clés le jour n », 

et E, l'événement contraire. On pose p, = p(E,), q, = p(E,) et a = p.. 

a) Les hypothèses sont : 

si Le jour n, il oublie ses clés, la probabilité qu’il les oublie le jour suivant est . ; 

si le jour n, il n'oublie pas ses clés, la probabilité qu’il les oublie le jour suivant 

est 10° 

Cela se traduit en termes de probabilités conditionnelles par : 

1 4 
PE (En +1) = 10 et PE (Es+ D= 10 pour n> 1. 

(E,, E,) forme une partition (un système complet d'événements). 
>= . Donc, pour n = 1: ; RBtion = 

PEs41) = PE41NE,) + PE, AN E,), Les événements E, et E, sont 
c'est-à-dire : incompatibles, donc les événements 

A HÉSMNEPEE LR 

Du: = PE (En D XPCE,)+ PE En )X PES). 
Compte tenu des hypothèses, cela se traduit par, pour n > 1: 

al 4 
Prrie 10 Pts dd 
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E, étant l'événement contraire de E,, on en déduit que g, = 1-p,, puis: 

EEE 
Pn+1 = gr * joÙ Le 2 

Finalement, on obtient pour n = 1:|p,,,= — Pa 

b) Les suites (p,),-, et (u,),=, vérifient la même relation de récurrence ; 

4 

de plus p, = u,. On en déduit que ces suites sont égales. 
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On a donc, pour tout n deN”, p, = u,, c’est-à-dire: 

CA Pn 13 13 10 

3 Fe \ 2e 2 AY ES appartient à l'intervalle ]-1 ; 1[, d’où: Remarque | 

: 3-1 Sin est « grand » la probabilité 

lim (a — 2 - si = 0, puis: d'oublier ses clés le n'°"° jour ne ; 

n— + 13/1010 dépend pas de ce qui s'est passéle | 
L 4 premier. ; 
im = —. | cn : 

La limite de la suite (p,), - , est indépendante de la condition initiale p, = a. 

M] 1. La variable X prend deux valeurs, 0 et 1. 

Si le nombre lu est 1 ou 3, X = 1 et si le nombre lu est 2 ou 4, X = 0. 

Le dé étant équilibré : 

. ARE p(IX=01)=;| et |p(X=1)=; 
2. a) Écrivons le résultat d’un lancer : À affiche a et B affiche b sous la forme d’un 

couple (a, b). Il y a 16 couples possibles: (1,1); (1,2); (2,1); (1,3); 

nd (42803);:(52} (224); (42)7(3/4); (4.3); (2, 2); 
(3, 3); (4, 4). Il y a quatre valeurs possibles pour Y : 0, 1, 2, 3. 

b) Écrivons les différents événements possibles : 

[Y=0]=1{(1, 1); (2,2); (3,3); (4,4); 
[Y=1]=4{(1,2); (2, D) ; (2,3) ; (3,2) ; (3,4) ; (3,4); 
PF=21=-{(13);(3;1);(24): (42); 

De 3)=\(14) (41); 
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Les dés étant équilibrés, la probabilité de faire apparaître un couple quelconque 

est se D’où la loi de Y : Remarque S + 16 Faro | 
PORRPERRES 

1616" 76 16 * | 

3. On peut construire un tableau à 2 lignes et 4 colonnes résumant toutes les 
valeurs prises par X et Y: | 

nn: 
16 16 

p(HX=01NTIY=0)) p(HX=1INIY=0)) 

p(KX=0]NTY=1)) p(HX=TINIY=1)) 

p(X=0]N[Y=21) p(LX= 0 NIY=2)) 

p([X=0)NIY=3]) p(X=11N[Y=3]) 

Écrivons les différents événements : 

[X=0]N[Y=0]:«le dé À est pair et les deux dés prennent la même valeur » 

= {(2,2); (4,4); 

[X=0N[IY=1]= {(2, 3); (2, 1) ; (4,3); 

BÉSUPERTE RC, 0062) 

LÉO ENS (ED 

RE EI NIE= 01-10 D;(0,3)} 

PÉNPSrE=102);6,2) C4} 

REMOTE MER GS)ECANLNE 

ÉSELNA PEESTE RCE; 
Le tableau suivant peut donc être construit : 

4. Les variables aléatoires X et Y sont indépendantes si pour tout x et tout y: 

P(LX = x] NY = yl) = p(EX = xD x p(LY = y}). 
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Il y a huit vérifications à effectuer : 

ESA 4 
DÉS OLN Ir Op = + = a: p(IX= ODAULTEDDESX: RE 2 

pUxX=0N(Y= 11) 22; px =0Pp(Y=1)=1xÉ - À; ii 
DD GIE [&) 

Le ER OST RE EPP SR RNA ER Le es . 

PESUReND or 25 PUX = 1Dp(LY = 3]) = SX O 

Les huit contrôles étant Pal on peut affirmer que les variables X et Y ins a 
sont indépendantes. 

E Une urne contient deux boules rouges et m boules noires. 

1. L'expérience consiste à tirer successivement avec remise trois boules de 
l’urne. La variable aléatoire X associe à chaque tirage de trois boules, le nombre 
de boules rouges tirées. 

On a ici un schéma de Bernoulli. Trois tirages indépendants réalisés dans les 
mêmes conditions : chaque tirage conduit à une boule rouge (succès) avec la 

probabilité 2 ou à une boule noire (échec) avec la probabilité a 
n°42 m +2 

X prend les valeurs 0, 1, 2 et 3. 
3 

pAx= 0) = (2). 
m YŸ m? 

px=1)=3x 2x () - APRES E 

HE “LR m 

pUx=2)=3x( TE) (en 
0) 1 

p(IX = 3]) = (= +) Er 

D’où l'espérance mathématique de X : 
3) m 6m? 12m 8 

OX X — +2X + 
AE ee (m +2) (m+2} (m +2) 

6 

Hs m + x 

= 12 d'où: E(X) = 1,2 si, et seulement si È 
HE 

E(X) = 1,2 si, et seulement si, m = 3. 
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2. Tirages sans remise 
\ L'expérience consiste à tirer cinq boules successivement et sans remise. 

Y est la variable aléatoire qui, aux cinq tirages, associe le rang de la première 
boule noire tirée. 

L’urne ne comportant que deux boules rouges, une boule noire est nécessairement 
tirée parmi les trois premières. 

Les valeurs prises par Y sont donc 1, 2 ou 3. 

a) Loi de Y 
Construisons un arbre qui décrit les tirages possibles jusqu'à ce que l’on 
obtienne la première boule noire : 

1 boule  2*boule 3° boule 
tirée tirée tirée 

- 1 

événement probabilité 

pont N° °{Y=51" p((rE 3) 

es Fan [Y=2]  p(Y=21)= 
4 

: N FRÉTTOAG RENE 

Remarque 
L'espérance d'une variable aléatoire 
est toujours comprise entre la plus À 
petite et la plus grande valeur 

U1I cris) ni 

2e sr 

prise par la variable : É e [1;3] Ë 

b) L'espérance s'écrit : 

E(N)=1XÈ+2X 2 + 3x 
10 

VOD = x + 2x +32x 

La variance V(Y) est égale à : 

= —————————_—_—_— — == . 
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14 Soit E, l'événement « le technicien intervient la n-ième semaine » (n e N*) 

et p, la probabilité de E,.. 

1. Traduisons en terme de probabilités les données de l'énoncé. 

+ « Le technicien doit intervenir la première semaine » se traduit par « la proba- 
bilité de l'événement E, est égale à 1 » soit p(E,) = 1. 

+ Si le technicien est intervenu la n-ième semaine, la probabilité qu'il inter- 

vienne la (n + 1) -ième semaine est égale à 2 signifie : 

3 
PE, CE, + 1) = 4 

+ De même, « si le technicien n’est pas intervenu la n-ième semaine, la probabi- 

lité qu’il intervienne la (n + 1) -ième semaine est égale à . » se traduit par : 

1 
P E, (E, + 1) 5 10 j 

p(A NB) Par définition de la probabilité conditionnelle, p,(A) = HER 

et donc p(A N B) = pe(A) Xp(B). D'où: 

PCs 41 NE) =Pr, (En 1) XP(E,) et p(En 41 NE )=Py (En 1) XP(E,). 
p(E,)=p, et p(E,) = 1-—p, par définition. On a finalement : 

= 1 
PE, +: n E,) = p, et PE n E,) = 10Ù ep): 

2.E, et E, forment un système complet d'événements (une partition) (ce sont 
. des événements disjoints, dont la réunion est l'univers tout entier). D'où : 

Es = (E,+1 N E,) U (Es: n E,). 

La probabilité de la réunion de deux événements Rue 
disjoints étant la somme des probabilités des deux à événements Eset E; sont | 

événements, on en déduit : incompatibles, doncles événements … | 
ESUTE, etE7,,M E aussi | 

Pn+1 =pP(E, 1) 

=P(E,.1NE,)+P(E,.10E,) 

\ 

n 
ELI 

L 
œ 
œ 
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donc d’après 1., p,,, = : p,+ = — p,) soit, après simplification : 

Démontrons que la suite (g,) est géométrique. 

He 
re Pn+1 = 50 10 

© : 2 
mA 3.Onposepourtoutentier ne N', An =Pn= 7 
œ 
(®, 
® e 2 2 A Pour tout entier n € N°, q,,; ha. et d’après 2. : 
TRES 

— 15 + 2% = 2 soit — 13 = 15 
An+1 7 50Pn 10 7° dn+1 30 Pr 70 

En mettant = en facteur, on obtient : 
20 

15 A ue 13 
An+17 5% Pa; > c’est-à-dire An+1 = 5g4n: 

La suite (q,) est géométrique de raison . 

n-]l 

On en déduit que, pour tout entier n € N°, q,= (5) 4e 
20 

Org, =p;- : = 1- - = :, d’où l'expression de q, pour tout entier n € N°: 

13 n—1 5 

An — 20 X 7. 

Or, par définition de q,, 4, =p,- : 

On en déduit l'expression de p,, pour tout entier 

ne N° :p,=9q,+ - c’est-à-dire : 

Déterminons n tel que p, soit inférieure ou égale 

à = Pour tout entiern € N°: 

3 RAT AR RE 
<= |— Sr res 

Pr 10 (5) Ar 10 

ù 
7 

Fe 
e(5) X 
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ve ; 3 | 13 
. En utilisant les logarithmes, on obtient (n — 1)In 50 < —In(50), soit : 

n-1>- 22 soit n > 1 + 150 fear nf = In 25) 

in In ce 3 _ 
20 13 

In50 
1 + — = 10,08. 

ne 
13 

Pour que p, soit inférieure ou égale à _ il faut prendre n = 11. 

15 1. Variable aléatoire X 

a) Valeurs prises par X 

Le jeu peut être décrit par le schéma suivant : 

Les valeurs prises par la variable aléatoire X égale 
au gain algébrique du joueur sont les nombres —1, 
let. 

b) Loi de la variable aléatoire 

Le joueur tire une boule parmi 10. La probabilité 

1" tirage 

N 

2° tirage 

dd 

Rue 
fi ARE 

de tirer une noire est T et la probabilité de tirer 

une rouge est —- BD 
Si la boule est noire, le jeu s'arrête et le joueur gagne 1-2 =-1€. 

Si la boule est rouge, le joueur garde la boule tirée et tire une deuxième boule 

parmi les 9 restantes : la probabilité de tirer alors une boule noire est 5 le gain 
2 

est de 1 €, et celle de tirer une boule rouge est 5 et le gain est 2 €. 
Construisons un arbre : 

1% tirage 2° tirage gain probabilité 
vi 

“4 N -1]€ 10 

10 

Z LT DE | 
3 9 — X = = — 

10 R need ie 10 9 30 

rte CRE URE 
— X — = — 

- F 2e FAR PRE ES À 

\ 

un 
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D'où le tableau donnant la loi de X : 

un 
LL 

= 
[a de TT SE 

—+—+—= œ On vérifie que TETE 

(WE  L'espérance mathématique de X est : 

7 7 1 = (-1)x + Ne E(X) = ( DRE TE 

À chaque partie, le joueur perd, en moyenne, un tiers d'euro. 

Remarque 
+ Soit A l'événement «le joueur perd 3 Er Lévénapges X le gain du joueur au 
nement À est donc l'événement « le joueur perd 1% jeu ; X, le gain dujoueurau 2 À 
1 € à chacune des trois parties ». Lestrois partiesse jeu; X, le gaindujoueurau3*jeu. À 
déroulent dans les mêmes conditions. rene 

2. Un joueur fait trois jeux 

Donc la probabilité de perdre 1 € est toujours égale à 0,7 et les résultats des trois 
parties sont indépendants les uns des autres. Donc: 

p(A)=p(X=-1]N[IX=-11]N [X=-1]) = [p(LX=-1])]* = (0,7) soit: 

+ Soit B l'événement : « le joueur perd 1 € ». L'événement B est réalisé unique- 
ment dans le cas où il a perdu 1 € au cours de deux parties et gagné 1 € au cours 
d’une partie. La partie au cours de laquelle le joueur gagne 1 € peut être la pre- 
mière, la seconde ou la troisième, (il y a 3 possibilités) d’où, avec les hypothèses 
faites précédemment : 

p(B)=3p([X, =-1]N [X, =-1] N [X, = +1]) = 3x (07/X 2 

+ L'événement C est « le gain du joueur est nul ». 

L'événement C est réalisé si le joueur perd deux fois 1 € et gagne une fois 2 €. 
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La partie au cours de laquelle le joueur gagne 2 € peut être la première, la seconde 
ou la troisième. Les parties étant faites dans les mêmes conditions et de façon 
indépendante les unes des autres : 

DCS = IT = LX =21=3X (0,7) % (4) 

+ L'événement D est « le joueur a un gain strictement positif ». Le gain Y du 
joueur à l'issue des trois jeux est négatif ou nul dans les deux cas suivants : ARS 

\ 
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. il perd trois fois 1 € : événement A ; 

. il perd deux fois 1 € : événement B ou C. 

S'il ne perd qu'une seule fois 1 €, Y est strictement positif. S'il ne perd jamais 1 €, 
Y est évidemment strictement positif. Donc, puisque l'événement [ Y > 0] est 
l'événement contraire de l'événement [ Y < 0] et que l'événement [ Y < 0] est 

égal à la réunion A U BU C: 

p(D)=p(flY > 01) =1-p([Y < 01) =1-p(A UB U C). 

Les événements A, B et C sont incompatibles deux à deux. Donc: 

p(D)=1-p(A)-p(B)-p(C) = 1-2 x 0,343 — 0,098 

16) Pour une voiture louée une semaine, on considère les événements suivants : 

M « la voiture a une panne mécanique » ; 

M «la voiture n’a pas de panne mécanique » ; 

C « la voiture présente des dégâts à la carrosserie ». 

C événement contraire de C. 

D’après le texte : 

p(M) = 0,32, donc p(M) = 1 — p(M) = 0,68; 

p(C) = 0,54, donc p(C) = 1 p(C) = 0,46. 
D'autre part, le texte précise que la probabilité pour qu'une voiture ayant une 
panne mécanique ait des dégâts à la carrosserie est 0,45. 

Il s’agit de la probabilité de l'événement C sachant l'événement M est réalisé. 

1. a) La probabilité qu’une voiture ait une panne et des dégâts est : 

p(M N C) = pu(C) x p(M) = 0,45 X 0,32 soit: 
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b) La probabilité qu’une voiture ait seulement une panne mécanique » est l'évé- 

nement (M et C ). 

Or, l'événement M est la réunion de deux événements incompatibles : 

+ avoir une panne mécanique et des dégâts à la carrosserie : M et C ; 

° avoir une panne mécanique et pas de dégâts : M et (1e 

M=(MNC)U(MNC) d'où: FM eaue à 

p(M)=p((MN C)U (MNC)), MNCeMNC sont Ë 

donc p(MNC)=p(M)-p(MAN C). incompatibles | 
Mnonmno | 

p(M NC) = 0,32 — 0,144 = 0,176. MN CNO=MN2=0. | 
c) L'événement « la voiture a seulement des dégâts 
de carrosserie » est l'événement (C et M ). da 

Comme précédemment, C =(C\NM)U(CNM), 

et p(C)=p(CNM)+p(C NM) d'où: 
p(ECNM)=p(C)-p(CNM)=0,54-0,144 = 0,396. 

p(CNM)= 0,396. Remarque ne | 
p(Cn M } = 0,396. (Demême M A € et Hi N & sont | 

LATE lu. incompatibles. FA es É #73] | 

d) Comme M =(M NC)U(MNC) a 

pMNC)=p(M)-p(M N C) = 0,68 — 0,396 = 0,284. 

p(CNM)= 0,284. 

>] Autre méthode 

Après avoir calculé p(C et M), on peut se servir d'un tableau à double entrée que l’on remplit de 
proche en proche. Ce que l'on sait : 

ja 
C l déduit e que | on en dequIt : EE LE 
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2. On répète chaque semaine, pendant 52 semaines, l'épreuve consistant à exa- 
miner l’état mécanique et l’état de la carrosserie de la voiture louée. En admet- 
tant que les 52 examens sont indépendants les uns des autres, on reconnaît un 
schéma de Bernoulli. 

À chaque examen, ou bien l'événement (M et C) est réalisé, ou bien il ne l’est 

pas. La variable aléatoire Y égale au nombre de semaines pendant lesquelles la 
voiture ne présente ni panne ni dégâts suit une loi binomiale de paramètres 

n = 52 et p = p(M et C) = 0,284. 
Pour tout entier À compris entre 0 et 52: 

p(LY = K]) = CE) 0280 _ 0,284) 4, 

On cherche la probabilité de l’événement [ Y = 26]: 

p([Y = 261) = De Jo284707167 

2)... 14 < Gé) 5x0 , donc: 

p(LY = 26]) = 0,000 5. 

3. Le montant moyen des frais est : 

« en cas de panne mécanique, 300 €, et la probabilité d’une panne mécanique 
est0,32 ; 

- en cas de dégâts à la carrosserie, 500 €, pour une probabilité de 0,54. 

Donc le montant moyen des frais hebdomadaires est : 

E(X) = 300 x 0,32 + 500 x 0,54 = 366 €. Remarque ; 

ir CE 
Indiquons la loi de probabilité de X : ce | 

p([X = 0]) = p(M et C) = 0,284; frais. 

p{LX = 300]) = p(M et C) = 0,176; sa 
(EX = 500]) = p(C et M) = 0,3%; 

p(LX = 800]) = p(C et M) = 0,144. 

On retrouve l’espérance mathématique de X : 

E(X) = Op(X = 0) + 300p(X = 300) + 500p(X = 500) + 800p(X = 800) 
E(X) = 300 x 0,176 + 500 X 0,396 + 800 x 0,144 

E(X) = 366. 

SRE ENREREE 

LA 

CORRIGES 
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17) 1. Construction de €; et €,. 

Les fonctions f et g sont croissantes sur [0 ; 1]. 

f(0) = g(0) = 0 et f(1) =g(1)= 1. 
6, et 6, onten commun les points O et K(1 ; 1);en O, 

€; a pour tangente (OI) et €, a pour tangente (OJ), 

Pour tout x de [0 ; 1]: 

0 < x3 < x = < 

[OI] est au-dessous de Gp qui est au-dessous de , 

qui est au-dessous de [K]J]. 

+ Aire de ®., notée a, 

Ÿ, est l’ensemble des points M du plan dont les coordonnées (x ; y) vérifient : 

O0<x<l 

0<y<f(x) 
1 1 

En unités d’aires, l'aire de ®,, notée 4,, est Ï f(x) dx = E soit : 
0 0 

di — 

+ Aire de #,, notée a, 

De même, M(x ; y) appartient à ®., si et seulement si : 

O<x<]1 

f(x) < y < g() 
1 1 1 

4, = [ (g(x) — f(x)) dx = [ 809 dx JFG) dx. 

[ g(x) dx = [A dx = fa x = — 

Remarque 
. Aire de Ÿ,, notée a, On vérifie que la somme de cestrois À 
De même, M(x ; y) appartient à ,, si et seulement si : … les estl'aire du carré OIK, c'est-à- 1 

dire une unité d'aire : 
_. Le ER» 6 ef 

11 34 
gx)<y<1 ee 
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1 1 ; 
a,= [| (=) dx= [ 1 dx [ gx) dre (lo -3 =1-< soit : 

2 = —: 

APS 

2. a) L'événement « Pierre rate la cible » est l'événement contraire de « Pierre 

atteint la cible ». Sa probabilité est donc 1 — 0,6, c’est-à-dire 0,4. 
La probabilité pour que Pierre rate la cible est : 

b) Pierre atteint ®,, D, ou D. 
Soit : 
° E, l'événement « Pierre atteint ®, » de probabilité p, ; 

° E, l'événement « Pierre atteint Ÿ,, de probabilité p, ; 

+ E, l'événement « Pierre atteint ®, » de probabilité p; ; 
E,, E, et E, sont trois événements deux à deux incompatibles dont la réunion 

est l'événement E « Pierre atteint la cible », donc : 

Pi + Pat P3 = P(E) = 0,6. (1) 
De plus, p,, p, et p; sont proportionnelles aux aires de ®,, ®, et ;. Cela signifie 

qu'il existe un réel k tel que : FE oque 

1 Il y à d'autres façons de rédiger 

Pie ui cette question. On peut écrire : 
Pi=kXxa; Pi _Pi_P3_PitPi+P 
P=kXa, soit Pr= DK (2) NP RIRE 

0,6 
P:=KkX a; 1 A7 = 

PE 3k et en déduire p., p, et p, ; ou bien 
faire un tableau de proportionnalité. 

Remplaçons dans l'égalité (1) : G i 3) = 0,6 d’où k = = et, remplaçant 

dans les égalités (2) : 

+ — 

£\ 1873 

3. La probabilité que Pierre marque un point lors d’un lancer est p,, qu'il mar- 
que 2 points est p,, qu’il marque 3 points est p,. Notons p, la probabilité qu'il 
rate la cible, c’est-à-dire qu’il marque 0 point. 
On répète deux fois l’épreuve consistant à lancer une fléchette, dans les mêmes 
conditions, et on suppose que le résultat du 2° lancer est indépendant du résultat du 

1% lancer. 

À 
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a) Soit N le nombre de points marqués au cours des 2 lancers. 
On cherche la probabilité de l'événement « Pierre marque au moins un point » 
soit[N= 11]. 

L'événement contraire de [N = 1] est [N =0], c’est-à-dire « Pierre ne marque 

aucun point ». 

Soit n, le nombre de points marqués au premier lancer et n, le nombre de points 
marqués au deuxième lancer. 

[N=0] est l'événement « Pierre ne marque ni au premier ni au deuxième 
lancer » ; 

[N = 0] est l'événement [n, = 0] N [n, = 0]. 

Puisque les résultats des deux lancers sont indépendants, la probabilité de cette 
intersection est le produit des probabilités. 

pPl(N=0)1=p(fn; =0]N[n,=01]) =p(fn, = 01) xp([n, =0]); 

PULN = 01) = po X Po = (0,4)? = 0,16; 

PUNZ1])=p(N=0])=1-pIN=0)) =1-0,16; 

p{IN > 1]) = 0,84. 

b) L'événement « Pierre marque exactement trois points » soit [N = 3] est la 
réunion de quatre événements deux à deux incompatibles : 
°[N;=1]NIN, =2] de probabilité p, xp, puisqu'il y a indépendance des 
résultats des deux lancers ; 

°[N;,=2]NIN,=1] de probabilité p, x p, ; 

°[N,=0JNIN, = 3] de probabilité p, x p,; 

°[N,=3]NIN,=0] de probabilité p, x ps. 

La probabilité de [N = 3] est la somme de ces 4 probabilités : 

1 1 PUN = 31) =2(p; Xp; + po XP) = {$ x FU 0,4 x :) = 2(0,0375 + 0,08) 

PIN = 3h) = 0,235. 
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(4 Ÿ 
à 4 . 4 Ÿ La Prépa attitude 
Dénombrer un ensemble, c’est compter le nombre de ses éléments. 
On se propose ici de dénombrer, en fonction du cardinal de l’ensemble 
E, certains ensembles associés à E : ensemble de parties, d'applications, 
de listes, de combinaisons, de permutations .. puis d’appliquer ces 
résultats aux différents modes de tirage dans une urne. 

Prolongement au cours de Term S 

Notations 

Parties d’un ensemble : LE ) désigne l’ensemble des parties de l’ensemble E. 

Applications : A( EF ) désigne l’ensemble de toutes les applications de E vers F. 

Cardinal : on dit qu’un ensemble E est fini s’il est vide ou s’il existe un entier 

ne N° et une bijection de [L n] vers E. C'est cette bijection qui permet 

de numéroter les éléments de E de 1à n: E = He. not On pose 

card(E) = n ; nest aussi le nombre d’éléments de E. 

Les premiers résultats 

Ici, E et F sont des ensembles finis. 

card(E x F) = card(E)card(F) 

card{F? ) = (card(r))” (peN) 

ard 
card(A(E,F)) = (card(F)) He 

Démonstration 

La première formule est le principe de la multiplication. 

La deuxième se démontre à partir dela première par récurrencesur p : la formule 

est évidente pour p = 1. Si on l’admet au rang p,alorsona FP*Ÿ =ExF en 

posant E = F?. Il suffit alors d'appliquer la première formule : 

card(F”*!) = card{F?) x card(F) = (card(F)) x card(F) = (card(F)Ÿ”. 

z 

ss 
LLI 
[a 2 
[a 

PA 

O 
FE 
ma) 

2 
< 



à 
LL 
Fz 
© 
Z 

O 
ras 
Fa 
> 
< 

Pour la troisième on peut supposer que E possède p éléments, par exemple 

Ë= [1 p]] Toute application J : [L pl] — F peut s'identifier à l'élément 

(f(),f (2)... f(p)) de FP. On voit ainsi qu’il y a autant d’éléments dans 

#(1p,F) que dans FP. 

Nombre de parties d’un ensemble fini 
° Si E = © alors P(E) = {2} et cardP(E) es ag 

eSiE = {a} alors PE) _ {3,{a}} et cardP(E) = 2, | Remarque 
| Bien distinguer id entre : 

HE = {ab} alors P(E) 7 {2,{a},{b},E} et | (2 qui est un ensemble à 0 
cardP(E) = 4. | élément, 

| et {D} qui est un ensembie à | 

| Télément. 

cardP(E ) no ni te Ar 00 ! (EME 

| 

e Si E est un ensemble fini : 

Démonstration 

Montrons par récurrence sur n la proposition suivante : 

H,.: « card®(E) = 2" lorsque E possède n éléments. » 

On vient de voir que la propriété est vraie pour n = 0, 1 ou 2. 

Soit n un entier naturel quelconque tel que H,, est vraie. Montrons H,,.. 

Soit F un ensemble à n +1 éléments. Fixons un élément a de F et posons 

E=F\{a}. 
On a donc F=EU {a} avec card(E) = n. Les parties de F sont de deux 
types : 

- celles qui ne contiennent pas l’élément 4. Ce sont alors des parties de E | il y 

en a donc 2” d’après la proposition H, ; 

- celles qui contiennent 4. Lorsqu'on retire 4 à une telle partie on retrouve une 

partie quelconque de E. Il y a donc également 2” parties qui contiennent a. 

Et donc cardP(F) ste lodonEs 

Ce qui établit la propriété H, pour tout entier naturel n. 
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Liste, liste d'éléments distincts, 
permutation, combinaison 

Ici E est un ensemble fini possédant n éléments et p est un entier naturel. 

Définitions 

e On appelle p -liste d'éléments de E tout élément x = ee de E?. 

Le nombre de ces p -listes est donc card{EP | =n?, 

On appelle p-liste d'éléments distincts de Æ toute p-liste 

x = fe xanrise 7 dans laquelle les éléments x,,x,, …., x, sont deux à deux P 
distincts. d 

On note A? le nombre de p listes d’éléments distincts de E. [a 
= D mi dd mé LT 

+ On appelle permutation de E toute n-liste | Remarque | re 

d'éléments distincts de E. | Une permutation de E est une n-liste E ©. 
On note n! le nombre de permutations de E. | contenant tous les éléments de E. _ 

+ On appelle p -combinaison de E (ou combi- PR ee De. e) 
naison de E à p éléments) toute partie de E contenant exactement p M 
éléments. É 

n _. CQ 
On note le nombre de combinaisons de E à p éléments. s 

Par convention, on pose : A° =] pour tout | Remarque pds | < 

n € N. En particulier : 0! = 1. | De façon évidente : 

De même, on pose Af = 0 pour tout pe N. | Si p>n alors 4 =0. | 

Attention ! On prendra garde à bien distinguer combinaison et liste : 

+ Une combinaison de E est une partie de E. On l'écrit entre accolades. Par 

exemple X = {1, 3, 4, 9} est une combinaison à 4 éléments de E = [o, 20]. 

+ Dans une combinaison, l’ordre des éléments n'intervient pas. Par exemple 

ve {4, 9,3, 1} est la même combinaison que X car X et Y sont 2 ensembles 

constitués des mêmes éléments, on peut donc écrire X = Y : l’ordre n'inter- 
vient pas. 

+ Une liste s'écrit entre parenthèses. Par exemple x = (1, 3, 4, 9) est une 

4-liste d'éléments distincts de E = [o, 20]. 
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° Au contraire d’une combinaison, dans une liste on tient compte de 

l’ordre dans lequel sont écrits les éléments. Par exemple x = (4 3, 4, 9) et 

y = (4, PAS 1) sont deux listes différentes, ne'serait-ce que parce que x, = 1 

et y, = 4. 

+ Deux p-listes x = He A ; et y = (92 aa sont égales si et 

seulement si: Vi € [L p|; x; = y, C'est-à-dire si et seulement si les termes . 

deux listes sont identiques et écrits dans le même ordre. 

VnpeN etp<n AP =n(n-1).(n-p+1) 

VneN, nl=A=1x2x..x(n-1)xn 

0 si p>n 

vpn | 2 | ‘ 
PP p ET en ue si0<p<n 

pln-p)! 

Démonstration 

Soient n et p deux entiers tels que 1 <p <n. Pour former une p -liste 

d'éléments distincts x = (5 rs d) de E, il faut d’abord choisir un premier 

élément x, dans E : 

Xe ie LAS (ER 2) .I ya n façons de faire ce choix. 

Puis ensuite, un autre élément x, dans E \ {x} A — ls ARCS _) , Soit 

n — 1 choix possibles pour x, . Ce qui fait déjà n(n — 1) choix possibles pour 

RECU 

On réitère ce processus. Lorsqu'on aura fixé x,, x,, .., x, ilrestera à choisir 

x, dans E\ ER de, me soit n — (p = 1) =n—p+1 choix possibles pour 

x, . D'où la formule : 

Pourl<p<n, A? =n(n-1)..(n-p+1) 

On remarque que la formule tient pour p>n puisque dans ce cas 
n— p+1 est négatif, et donc 0 figure entre n— p+1 et n. Ainsi, le produit 

n(n — 1h (n — p+ 1) contient le facteur 0, donc il est nul. 
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La seconde formule : n!=1x2x...x (n <1) x n nest autre que la précédente 
lorsque p=n. 

. iv BAR 
Pour la dernière formule : = ee , il suffit de remarquer qu’à partir d’une 

partie X de E à p éléments, on peut former, en permutant les éléments de X, 
p! listes d'éléments distincts. Il y a donc p! fois plus de listes que de combi- 

n 
naisons et: A? = Pl | 

p 

Les trois modes de tirage dans une urne 
Soit U une urne contenant n boules numérotées de 1 à n. On veut extraire 
p boules de cette urne. On distingue trois façons différentes de faire un tel 
tirage : 

+ Le tirage successif avec remise : à chaque boule tirée on note son numéro et on 
la remet dans l’urne. Puis on mélange le tout avant de procéder au tirage suivant. 

On constitue ainsi une p-liste x = ER CEE Sa d'éléments de [1 n] qui 

caractérise ce tirage ( x, : n° de la première boule tirée, x, : n° de la deuxième..….). 

Il ya n? tirages avec remise de p boules dans une urne qui en contient n. 
, a n . Ts 3 . 2 

Par exemple, lorsqu'on on jette 3 fois de suite un dé, ily a 6” = 216 suites de résul- 
tats différents possibles. Car lancer un dé 3 fois revient à tirer successivement avec 
remise 3 boules dans une urne contenant 6 boules numérotées de 1 à 6. 

«Le tirage successif sans remise (ou tirage Rem Eee 

exhaustif) : dans ce cas les boules tirées ne sont pas | Lorsque p=n, onvide entièrement : 
remises dans l’urne, les boules obtenues sont toutes | l'urne. 
distinctes et la liste représentant ce tirage sera une | I|yadoncn! façons de viderune 

p -liste d'éléments distincts de [L n|, donc: | urne contenant n boules distinctes. 

Ilya A? tirages exhaustifs de p boules dans RE CORTE MINES 
une urne qui en contient n. 

Par exemple, au départ d’une course hippique de 10 chevaux, on peut miser 
FA = 10 x9 x 8 = 720 «tiercés » différents. 

+ Le tirage en une seule fois (ou tirage simultané) : ici on plonge dans l'urne 
une louche d’une capacité de p boules et on extrait en une seule fois p boules. 

LA 

< à. 
LL] 
œ 
Q 
Z 

O 
ë 
cn 
2 
< 



& 
LL) 
[a a 
[a M 

Z 

O 
a 
(aa) 

Z 
< 

Il n'y a pas d'ordre sur les boules tirées, le tirage se fait en une seule fois. Un tel 

tirage s'apparente à une p -combinaison de [2 n| , et donc: 

n . . 

Ilya tirages simultanés de p boules dans une urne qui en contient #. 

Me 32 x 31 x 30 x 29 x 28 
Par exemple, il y a = 201 376 mains différentes 

5 5xX4x3x2x1 

au poker car une « main » au poker est un tirage simultané de 5 cartes dans 

un jeu de 32. 

EXERCICES © Corrigés p. 433 

EE Vingt chevaux sont au départ d’une course. 

Combien y a-t-il de tiercés possibles dans l’ordre ? Combien y a-t-il de manière 
de désigner les trois premiers chevaux sans tenir compte de l’ordre d'arrivée ? 

[2 On lance 3 fois de suite une pièce de monnaie. On écrit un résultat de cette 

expérience sous forme d’un triplet (x, 32) dans lequel x est le résultat du 
1‘ lancer ( P sipile, F si face), y celui du 2° lancer et z celui du 3°. 

1. Combien y a-t-il de résultats différents possibles ? 

2. Combien y a-t-il de résultats comportant une fois pile exactement ? 

3. Combien y a-t-il de résultats comportant au plus une fois pile ? 

13. Un sac contient 20 jetons numérotés de 1 à 20. 

1. On tire successivement et avec remise 3 jetons. 

a) Combien y a-t-il de tirages différents possibles ? 
b) Combien de tirages pour lesquels les numéros tirés sont impairs ? 

2. Mêmes questions dans le cas d’un tirage successif sans remise de 3 jetons. 

Æ Quel est le nombre de façons d'obtenir au moins un roi en tirant simulta- 
nément 2 cartes d’un jeu de 32 ? 

EX 1. On écrit les lettres du mot LIVRE sur cinq cartes. Combien de mots de 
3 lettres peut-on former en utilisant trois cartes ? 

2. Même question avec le mot VIVRE ? 
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T: On peut convenir de numéroter les chevaux au départ de 1 à 20. Un tiercé 
dans l’ordre revient à former une 3-liste (x, x, x3) d’éléments distincts de 
[2 20] (x, désignant le cheval arrivé en premier, x, le deuxième etx, le 
troisième). 

Il y en a donc AŸ, = 20 x 19 x 18 = 6 840. 

Désigner les 3 chevaux arrivés en tête sans préciser l’ordre de leur arrivée 
revient à écrire une combinaison {x,, x,, x;} à 3 éléments de [1 20]. Il yen 
a donc: 

201 4 
| ]-42 - 80 -in0 

3 3! 6 

1, Un résultat possible de l'expérience est ici une 3-liste d’éléments de l’en- 
semble à 2 éléments {P, F }. Il y en a donc 2° = 8. 

2. Sur les huit résultats possibles, trois comprennent un pile exactement : 
IPF ER (EP,F)et (FE P), 

3. Au plus un pile signifie un pile ou aucun. Il y a un unique résultat ne compre- 
nant aucun pile, à savoir (F, F,F ). Ce qui fait, avec les trois résultats précé- 
dents pour un pile exactement, 4 possibilités d’avoir au plus un pile. 

E 1. On tire successivement et avec remise 3 jetons. 

a) Un résultat possible de l'expérience est ici une 3-liste de [L, 20] $ 

Il y a donc 20° = 8000 résultats différents possibles. 

b) Soit I l’ensemble des nombres impairs entre 1 et 20 : I = {1, Ce 19}. 
card] = 10. Un tirage de 3 numéros impairs est une 3-liste d'éléments de I. Il 
y a donc 10° = 1000 tirages de 3 numéros impairs. 

2. On tire successivement et sans remise 3 jetons. 

a) Un résultat possible de l’expérience est ici une 3-liste d'éléments distincts 

de [1, 20]. 
Il y a donc A7, = 20 x 19 x 18 = 6840 résultats différents possibles. 

b) Un tirage de 3 numéros impairs est ici une 3-liste d'éléments distincts de I. 
Il yen a donc A7, = 10 x9 x 8 = 720. 
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Le raisonnement qui dit : « Choisissons un roi parmi les 4 du jeu, puis une 
carte quelconque parmi les 31 restantes donc le nombre est 4 x 31 = 124 » est 
faux ! 

En effet, les couples (roi Bi, roi M) et (roi I, roi M) fournissent la même combi- 

naison {roi BB, roi M}, qui serait comptée deux fois. Par contre, la combinaison 

{roi M, 10 M} ne serait comptée qu’une seule fois. Il faut donc procéder diffé- 
remment. 

1" méthode : 

Comptons séparément le nombre de tirages amenant exactement 1 roi et le 
nombre de tirages amenant 2 rois : ; 

Tirages de 2 cartes contenant 1 seul roi : 

+ On choisit 1 roi : 4 choix possibles. 

+ On choisit 1 carte parmi les 28 qui ne sont pas des rois : 28 choix. 

Soit 4 x 28 = 112 tirages de 2 cartes amenant un roi exactement. 

4 
Tirages de 2 cartes contenant 2 rois :ilya A = 6 tirages possibles de 2 rois. 

Le nombre de tirages amenant au moins 1 roi est donc 112 +6 = 118. 

2° méthode : 

Il peut être plus simple, dans certains cas, de dénombrer le complémentaire, 
c'est-à-dire ici de chercher le nombre de tirages n’amenant aucun roi, soit 

28 72 
| ; = 378 tirages de ce type. Comme il existe au total | : = 496 tirages 

possibles de 2 cartes, ilexiste par conséquent 496 — 378 = 118 tirages amenant 
au moins un roi. 

El 1. Le mot LIVRE contient 5 lettres distinctes. Un « mot de 3 lettres » est 
ici une 3-liste d'éléments distincts de l’ensemble {Z,1 »V,R;E}. Il y en a donc 
À = 5x4x3 = 60. 

2. Le mot VIVRE contient 2 lettres identiques et 3 lettres distinctes. On 
distingue : 

a) Les mots contenant deux fois la lettre V et 1 autre lettre quelconque. On 
choisit une lettre parmi {L RE} 3 choix et on place cette lettre dans le mot de 
3 lettres (- - -). Il y a trois places possibles donc au final, ilya 3x 3 =9 possibi- 
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lités d'écrire une lettre autre que V et de compléter le mot avec les deux lettres 
V. D'où 9 mots contenant deux fois la lettre V. 

b) Les mots contenant une fois la lettre V et deux autres lettres autre que V. 

3 
Il ya É) = 3 choix possibles de deux lettres choisies dans {I, R;E} puis il y a 

3! = 6 façons d’écrire ces deux lettres et la lettre V dans un ordre pour obtenir 
un mot. D'où 3 x 3! =18 mots de trois lettres contenant une fois V. 

c)Les mots ne contenant pas la lettre V : il y a trois lettres possibles et donc 
3! = 6 mots possibles 

Le nombre de mots de 3 lettres que l’on peut former avec les lettres du mot 
_ VIVRE est donc: 

9+18+6 = 33 
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Variables aléatoires 
à densité 

DE QUOI S’AGIT-IL? 4 

I s'agit ici d'étudier des variables aléatoires dont 

l’ensemble des valeurs prises n’est pas un ensemble fini 

{x,, %, .… x,} mais un intervalle de R, par exemple, 

X(Q) = [a ; b] ou X(Q) = R*+ ou X(Q)=R. 



A Notion de variable aléatoire à densité 

@ Notation 

Soit un ensemble ( appelé univers des issues associé à une expérience aléatoire, 

p une probabilité sur Q, X une application de Q dans R. 

Si J désigne un intervalle inclus dans R, on note [Xe J] la partie de Q : 

{oe Q/X(o)E J}. 

© Définitions 
X est une variable aléatoire à densité sur Q si l’on peut lui associer une fonction 

positive définie sur R et vérifiant, pour J intervalle de R : 

p{[X € J]) = Aire {M(x, y)/(xEe J) et 0 < y < f(x) }. 

p(IX € Jl) Remarque 
SiJ estun intervalle [a :b] ou [a: o 
ou Ja; b] ou Ja; dl 

pe 11) = [ f(bdt. 

>] Bien comprendre 

SiJ = [a; b] et fest continue sur [a ; b] : 
b 

p=([a<X<b]) = | f(bdt. 

La fonction f ainsi définie est appelée une densité de probabilité de X. 

© Propriétés de f 
La fonction f est positive et continue sur R, sauf Remarque k | 
peut être en un nombre fini de points et : On admettra que les conditions | 

contre sont nécessaires et suffisantes | 
Aire{M(x,y)/xeRet0<y<f(x)}= 1. pour qu'une fonction soit une + 

Far 4 ee & ETES 
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@ Notations 

L'événement [x e J] sera noté : 

OX <bTSL)=la;:0bl; 

1, AN ES ES IE 

(X< a] siJ= 1e ; a] et p(IX < a])= lim [ro noté f: f(bdt : 

[X > a] si J = Ja ; +oe[ et p([X > al) =. lim [ro noté ['rcar. 

@ Ensemble des valeurs prises par X 
Lorsque X est une variable aléatoire admettant f Rémarque 
pour densité de probabilité, l’ensemble X({2) est Dans la plupart des exercices, X(Q) 
défini par : est un intervalle de R. 

X(Q)={xe R/f(x)z0}. 

Fonction de répartition d’une variable 
aléatoire X 

© Définition 
On appelle fonction de répartition d’une variable Remarque 
aléatoire X admettant la fonction f pour densité de 
probabilité la fonction notée F, définie sur R, telle 
que pour tout x de R: 

F(x) = p(lX < x) = lim [ f(D4r. 

Bien remarquer que F est définie 
sur R. 
ERNEST EEE Nes need 



© Propriétés de la fonction F 
e Fest croissante sur R. Aretenir 

En tout point x où Fest dérivable : | 

FO) =f(0. ! 
e Fest continue sur R. 

eme = 0 et lim F(X)=1. 
XH — co XH> + 00 

>] Bien comprendre 

F(X)) est l'aire sous la courbe 6,du domaine { M(x, y}/(x = x,) et0 < y < f(x) }. 

3 Lois dassiques à densité 

© Loi uniforme sur un segment 

On dit que la variable aléatoire X suit la loi uniforme sur [a, b] (a < b) si une 
densité de probabilité associée à X est la fonction f définie sur R par : 

= sixe [a, b] Remarque —) 
fx) = en Ne o OnnoteX cc. %([a;b]). k. 

La fonction de répartition F est alors définie par : 

0 Six Remarque ur 
ue La fonction Fest continue sur R,  ! 

F(x) = . Sia<x< b. dérivable en tout point différent de | 
Eu. a et b et a pour dérivé f. À 
TSX 26 

Exemple :a=-1etb=3 

Cr 
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L'espérance de X est le réel noté E(X) définie par : 

a+b b 

E(X) = [ tf(hdt= —— 

© Loi exponentielle 

e Définition 

Soit À un réel strictement positif, on dit que la variable aléatoire X suit la loi 
exponentielle de paramètre À, si une densité de probabilité de X est la fonction 
f définie sur R par : 

0 Si X < 0 Remarque 

f(x) = PR EN OnnoteX > 8 | 

Remarque 
La fonction fn'est pas continue en 0. | 

e Fonction de répartition 

La fonction de répartition F est définie sur R par : Remarque | 
0 AE à La fonction F est continue sur R, est 

F(x)= ne dérivable en tout point différent deO } 

1-eMsix=0 et F(x) = f (0). 

e Espérance de X 

Si X est une variable aléatoire qui suit une loi exponentielle de paramètre À, 
| l’espérance E(X) de X est : 

E(X) = lim IMICTER 

e Propriété de durée de vie sans vieillissement Fe que 
marqu 

Si T suit une loi exponentielle de paramètre À, alors Comme festune variable à densité, | 

pour tous réels positifs f et h : on peut remplacer des inégalités 
strictes par des inégalités larges. ! 

Prr>a(T > t+h])=p(ÎT > h)). | 



] Interprétation 

Si T représente la durée de vie, en années, d'un organisme vivant, [T > t] représente alors l'événe- 

ment « l'organisme vit à l'instant t ». Sachant que l'organisme vit à l'instant f, la probabilité qu'il vive h 
années de plus ne dépend que de h. L'organisme ne connaît pas le vieillissement. On dit que la loi 
exponentielle décrit un processus sans mémoire. 

© La loi normale centrée réduite 

e Définition sr 

On admet que la fonction @: x Le est une fonction de densité de pro- 
27 

babilité. Si X est une variable aléatoire ayant pour fonction de densité de proba- 
bilité la fonction @, on dit que X suit la loi normale centrée réduite. 

Notation F4] 
ee FE. FU 

e Espérance 

On appelle espérance de X et on note E(X) le réel : 

E(X) = lim [ to(t)dt+ lim [ to(#)dt. 
X——-co%x Y — + “0 

On démontre que, si X suit la loi normale centrée FEMraue à 
réduite : Comme E(X) = is daeree | 

E(X) = 0. FR 
e Variance 

On appelle variance de X, et on note V(X), le réel E((X— E(X))?). 

On admet que si X suit la loi normale centrée Reirise 
réduite : rque 

“ire à =1,0n suc 
ph SE: 
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e Fonction de répartition 

X étant une variable aléatoire qui suit 
la loi normale centrée réduite, on 
note ® la fonction de répartition de X 
et, pour tout réel x : 

D(x)= lim ['o(Hdr. 
y *y 

Pour tout réel x, D(—x) = 1 — D(x) car l'aire totale sous la courbe est égale à 1 
et la fonction f est paire. 

Les domaines colorés ci-dessous sont symétriques l’un de l’autre par rapport à 
Oy, donc leurs aires sont égales. 

Donc, pour tout réel a positif ou nul, si U suit la loi N'(0, 1): 

p(l-a <U< al) =2d(a)-1. 

Remarque 
La fonction @ est continue sur R, la 
fonction D est dérivable sur R et 
 D’=6. 
ROGTERNNNENNENNINNNNNNNAIO ANNEE RAIN RTE 

On donne parfois des tables donnant les valeurs de (x) pour x > 0 ; la formule 
D(-x) = 1- (x) permet de calculer D(x) pour x < 0. 

] Bien retenir 

La fonction ® est continue et strictement croissante sur R et (IR) = ]0;1[. Pourtoutyde ]0;1[, 
ilexiste un unique x de R tel que (x) = y. L'application qui à y associe x sera notée Ÿ par la suite. 

@ Loi normale : cas général 

e Définition 

Soitue Retoe R.. On dit qu’une variable aléa- Remarque 
toire X suit la loi normale N'(l1, 6?) sila variable  Onditdans ce cas queXestune 
y variable gaussienne. 

ne TR À suit la loi N'(0, 1). Rene 



Pour tout réel a = 0: Remarque ? 1 

pllu-as<X<p+ao])=p(a<x'<a)) AN= = 0 } 
= p([X" <a])- p(LX* <-a)) 
= (a) - D(-a) 
= 2®(a)-1. 

En particulier : 

p(lu-06<X<u+0])=20(1)-1=0,6826; 
p(lu-26<X<uH+206])=2%(2)-1=0,9544; 

p{[u-36 <X<u+30])=20(3)-1 = 0,9973. 

HG 068>p+0  : 
U — 264———0,95— > + 20 ! 

D — "30e 0,997 = #ù +30 

e Calcul avec la loi normale N(u, o?) 

On souhaite ici calculer F,;(x), où X suit la loi N(u, 6?) et F, désigne sa fonc- 
tion de répartition. 

Il existe trois possibilités : 

- En utilisant la table de D: 

Sachant que X* = LR suit la loi N(0, 1), on écrit: 

ue > . 
Fa) = (IX < xD = p{[ÈE < EH) EE) (e] (e] 

— En utilisant un tableur : Remarque 

Dans Excel par exemple, on tapera dans une cellule:  VRAlrenvoie la fonction de 
+ 

= Loi. NORMALE (4 800 ; 5 000 ; 400 ; VRAI) et A " a 

on obtiendra la valeur 0,308537539. renvoie la densité enx. 
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— En utilisant une calculatrice : 

_ Attention ! Les calculatrices ne fournissent pas p([X<x]), mais p([a <X<b]); 

de sorte que si l’on veut F,(x) on appliquera la règle suivante : 

Si XZ=H: 

Fx(x) =p([X < x]) =p(IX < L]) + p([u < X € x])=0,5 + p([u < X< x]) 
eSiX< |: 

Fx(x) =p(IX< x])=p(IX <u])-p(Ix <X<u])=0,5-p([x< X<y]). 
Pour = 5 000, 6 = 400 et x = 4 800: 

Avec la TEXAS 83 Plus (et +): Avec la CASIO 35+ (et +): 

0,5 — normal F Rép (4 800, 5 000, 
5 000, 400) 

affichage : 0,3085375 

400 ; : 5 000 
Affichage : Normal C.D.prob = 0,19147 

puis : 0,5 — 0,19147 

puis : 0,30853 

>] Méthode 

Si l'on ne dispose que de la fonction p([a < X < b]) pour calculer p([X < x]), on calcule 
p([a < X< x]) en prenant pour a une valeur très inférieure à m — 56, par exemple —10°. 

© Pratiquement : 

Les calculatrices comportent une « fonction inverse » qui permet de calculer x 
tel que p([X < x]) = y avec ye ]0 ; 1[ donné. Par exemple sur CASIO : 

(MENU) (SraT) »- [Dist) > (NORM) >> [invni 
choisir Tail: Left 

choisir Area:y 

choisir G: 4/62 

choisir U:Mm 

choisir Execute. 



4 Théorème de MOIVRE — LAPLACE 

eSoitpe ]0;1[; pourtout ne N”, considérons REMFrque 
X, une variable aléatoire suivant la loi B(n, p). EUX) = 0 :X, est centrée 

X=n NE ; | 
nes VOX, ) = 1:X, est réduite. | 
In p(1 = p) ie 

Alors + s’appelle la variable centrée réduite associée à X,. 

e Théorème de MOIVRE - LAPLACE. Pour tout x réel : 

lim p([X, < x]) = (x) 

e Concrètement, cela signifie que pour n assez grand, 0 suit approximative- 

ment la loi N(0, 1) et par voie de conséquence que, pour n grand, toute varia- 
ble aléatoire suivant une loi binomiale B(n,p) suit approximativement la loi 

N(np,np(1-p)). 
Pratiquement, on considère que n est suffisamment grand lorsque l’on a 
simultanément : 

* 

Posons X,, = 

RS np 56 Ln(l = p}=S: 

Lorsque ces conditions sont réalisées, on peut remplacer tout calcul sur la loi de 
X, par un calcul de loi normale. On dit qu’on fait l’approximation de la loi 
binomiale par la loi normale. 

e Correction de continuité 

Lorsqu'on fait l’approximation d’une loi binomiale par une loi normale, on 
obtient, comme pour toute variable à densité, P([X = k]) = 0 pour toute valeur 
de l’entier k. 

Pour obtenir une meilleure approximation, on remplacera l'événement [ X = K] 
1 1 : : E 

par Lk = <X<Kk+ ;| de façon à obtenir une probabilité non nulle. 

Ainsi, si a et b sont des entiers (a < b) on écrira : 

pla<x<b)=n[a-i<x<b+;])-5{6+1)r fa 1 
P([a <X< = fari<x<s-})=n(6-;)-rfa+) 

ce qui rétablira une légère différence entre ces deux probabilités. 
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© 
EX Loi uniforme © Corrigé p. 454 

1. Soit X une variable aléatoire suivant uneloiuni-  ladieetion 

forme [1 ; 10]. Quelle est la probabilité de l’évé- On peut écrire «de l'événement 

nement [Xe [2:;5]]? D <X<5}». 

2. La variable aléatoire X suit une loi uniforme sur 

[5 ; 5]. Calculer la probabilité p([|X| > 1]). lAdicotion 

3. La variable aléatoire Y suit une loi uniforme sur Écrire autrement l'événement 
[—-10 ; 10]. Calculer la probabilité p([ Y? < 4]). Lx n 1. 

FA Loi exponentielle © Corrigé p. 454 

1. Que signifie « la loi exponentielle décrit un processus sans mémoire » ? 

2. X est une variable aléatoire quisuituneloiexpo- ffgteation 
nentielle de paramètre À = 0,001. PIX < 30]) = 1—e-Àx 2. 

Calculer p([X = 30]). 

3. Avec les hypothèses de la question 2., calculer p([X = 50]). 

4. Avec les hypothèses de la question 2. calculer p([X > 50]). 

EX Fonction de densité © Corrigé p. 455 

1. Soit f la fonction définie sur R par : 

SIN E L : h f(x) = sinx fadication 
2 Revoir la remarque du résumé de 

cours sur les propriétés de f. 
si xe Wie F69=0 

fest-elle une densité de probabilité ? 

2. Même question pour la fonction f définie par : 

six = 0, AC) ie? 

Si x < 0; f(x) = 0 , 

EX Loi exponentielle © Corrigé p. 455 

X suit une loi exponentielle. 

Quel est le paramètre de cette loi sachant que p([X = 1007) = 0,06 € 
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EX Fonction de densité de probabilité © Corrigé p.455 

Soit f une densité de probabilité vérifiant f(x) = 0 si x é [a ; b]. Quelle est la 
b 

valeur de | f(Hdt. 

E Loi exponentielle 

X est une variable aléatoire qui suit une loi expo- 
nentielle. 

Déterminer f pour que p([X = #]) = p([X > f]). 

FA Probabilité conditionnelle 

1. X est une variable aléatoire qui suit une loi expo- 
nentielle de paramètre À. 

Calculer px = 20) (EX Z 601). 

2. X est une variable aléatoire qui suit une loi uni- 
forme sur l'intervalle [0 ; 20]. 

Calculer px > 107 (EX > 12]). 

EX Loi normale 

Xc> N(p, 62). Déterminer une fonction f, de 
densité de probabilité de X. 

EX Utilisation d’un moyen de calcul 

© Corrigé p.455 

fndteation 
Le réel t dépend du paramètre dela À 
loi exponentielle. 

© Corrigé p. 456 

fndication 
Utiliser la propriété de processus 
sans mémoire. 

© Corrigé p.456 

indication 

Il faut déterminer la fonction de 
répartition F, de X'et utiliserle lien À 
entre F,et fr. "+ 

© Corrigé p. 456 

1. Soit X une variable aléatoire suivant la loi N(8,16). 

Calculer p([X < 7,5]) et p([X > 8,5]). 

2. Sous la même hypothèse, calculer p([6,5 < X < 10]), Pix > s(EX > 61). 

EN] Espérance, variance © Corrigé p. 457 

Soit X une variable gaussienne, déterminer son espérance et sa variance sachant 
que : 

fe <—1])=0,05 

PIX >3]))=0,12 | 

Déterminer alors p([X > 0]). 
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HE Loi normale © Corrigé p. 458 

Soit U une variable suivant la loi normale centrée réduite. 
1. Montrer que pour tout réel «€ ]0, 1[, il existe un unique réel u, > 0 tel 
que p([IU| < 4,1) = 1-0. 

2. Déterminer u,, pour © = 0,1 ; & = 0,05 ; & = 0,01. 

e du 7 + Cul 

EF] Fonction de densité ME5Smin © Corrigé p.458 
à ST" A 

Soit X une variable aléatoire prenant ses valeurs sur Rottion | 

[0 ;+oof, de densité définie par f(x) = xex. Calculer deux réels tels que la ; 
Déterminer p([1 < X < 2]). fonction x+> (ax+bje-* soit  } 

; : une primitive de fsur [0 ; + cf. 
PTE ANT RE ERP NORD LOTO DE EISÉ* 

e e LA D, ee 

EE] Fonctions de densité M5 min © Corrigé p.459 

Soit X une variable aléatoire prenant ses valeurs sur [1 ; 2], de densité définie 

par f(x) = kx°? pour x €e [1 ; 2]. Déterminer k. 

Calculer CIE <X< :]) 

em 

+ £5 min © Corrigé p. 459 
É uw 

EE] Loi exponentielle 

X est une variable aléatoire suivant une loi exponentielle de paramètre À. 
Calculer À sachant que p[X < 100] est égale à 0,1. 

em 

EF Loi exponentielle 9 {10 min © Corrigé p. 460 

La durée de vie d’un composant est une variable aléatoire T (exprimée en jours) 
qui suit la loi exponentielle de paramètre 0,0003. 

1. Calculer p([T = 100]). 

2. Sachant que le composant fonctionne après 100 jours, quelle est la probabilité 
qu'il fonctionne encore pendant 300 jours ? 

I Durée de vie 

Soit un montage M comportant deux circuits C, et C, montés en série. La durée 
de vie de chacun d’eux est une variable aléatoire T (exprimée en jours) qui suit 
la loi exponentielle de paramètre 0,0003. 

90 : 15 min © Corrigé p. 460 
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La panne de l’un d’eux entraîne la panne de montage. 

Si T, est la durée de vie de C, et T, la durée de vie de C,, on suppose que T, et 
T, sont des variables indépendantes. 

1. Calculer p([T, = 200]). 

2. Calculer la probabilité que les deux circuits fonctionnent après 200 jours et 
donc que le montage fonctionne après 200 jours. 

EF] Durée de vie 

Reprendre l'exercice précédent dans le cas où les deux circuits sont montés en 
parallèle. Le montage M fonctionne dès que l’un des circuits fonctionne. 

1. Calculer p([T, < 200]). 

2. Si T désigne la durée de vie du montage M, démontrer que: 

p{[T < 200]) = p([T, < 200]) x p([T, < 200]). 

3. En déduire la probabilité que le montage fonctionne après 200 jours. 

ET jé 
| 

0 : 15 min © Corrigé p. 460 
us 

e ex e r pm 

KE Partie entière - Partie décimale GK 20 min © Corrigé p. 461 

Soit X une variable aléatoire suivant la loi exponen- R3ppet x + 
tielle de paramètre À (À > 0). Soit un nombre e à 1 estle | 

On pose N = | X | la partie entière de X. plus grand entier inférieur es L n 
Montrer que N prend ses valeurs dans N déterminer . fi Le LI Ari LOF |: 
la loi de N. 

e # °,0 TRAITER TP 

HE] Fonction de répartition KA {30 min © Corrigé p. 461 

Soit f la fonction définie sur R par : 

Osix<-loux>l 

Lol rsirel-I1 01: 

1-xsixe [0;1] 

1. Montrer que f est une densité de probabilité. 

>] Méthode 

Il faut vérifier que est définie sur R, positive et continue, sauf éventuellement en un nombre fini de 
#1 

points et que ( : f(t)dt = 1, car fest nulle en dehors de [-1 ; +1]. 

Soit X une variable aléatoire de densité f. 
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2. Déterminer la fonction de répartition de X. 

3.a) Déterminer p([|X| > a]) (ae R). 

b) Pour quelles valeurs de a, a-t-on p([|X| > a]) < _ 
a 

e e ones 7 SD, ee 

A Approximation d’une probabilité SA {10 min © Corrigé p. 462 

Un dé régulier est lancé 9 000 fois. 

Déterminer la probabilité d'obtenir entre 1 400 et 1 600 fois la face 6. 

El Approximation d’une probabilité PEN 'égeé 
kX 415 min © Corrigé p. 463 

Un joueur lance une pièce équilibrée ; lorsqu'il obtient pile, il gagne 1€ et 
lorsqu'il obtient face, il perd 1 €. 

Quel est le nombre maximal de lancers à effectuer pour que le joueur ait 95 % 
de chances de perdre au plus 20 € ? 

nn 
GA 1,40 min © Corrigé p. 464 

LT 
EF] Loi exponentielle 

Partie À 

Soit X une variable aléatoire continue qui suit une loi exponentielle de paramètre À. 

On rappelle que p([X < a]) = [ ke-Mdt. 

La courbe ci-dessous représente la fonction densité associée. 
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1. Interpréter sur le graphique la probabilité p(X < 1). 

2. Indiquer sur le graphique où se lit directement le paramètre À. 

Partie B 

On pose À = 1,5. 

1. Calculer p([X < 1]), en donner une valeur exacte, puis une valeur appro- 
chée à 107 près par excès. 

2. Calculer p([X > 2]). 

3. Déduire des calculs précédents l'égalité suivante ; 

p([i<X<2])=0,173 à 10 près. 

4. Calculer l'intégrale G(x) = F 1,5te-lS'dt pour tout réel x positif. 
0 

>] Méthode 

Déterminer une fonction g: t + (at + b)e-'“t telle que pour tout t = 0, g’(x) = 1,5te- 15, 

Déterminer la limite quand x tend vers +c de G(x); on obtient ainsi l’espé- 
rance mathématique de la variable X. 

Partie C 

Une machine outil fabrique des cylindres. On mesure l'écart en dixièmes de milli- 
mètres, entre le diamètre des cylindres et la valeur de réglage de la machine. 

On suppose que cet écart suit une loi exponentielle de paramètre À = 1,5. Si 
l'écart est inférieur à 1, le cylindre est accepté. Si l’écart est compris entre 1 et 2, 
on procède à une rectification qui permet d’accepter le cylindre dans 80 % des 
cas. Si l'écart est supérieur à 2, le cylindre est refusé. 

1. On prélève au hasard un cylindre dans la production. 

a) Montrer que la probabilité qu'il soit accepté est égale à 0,915 à 107 près. 

b) Sachant qu'il est accepté, quelle est la probabilité qu’il ait subi une rectification ? 

2. On prélève de manière indépendante dix cylindres de la production. On suppose 
le nombre de cylindres suffisamment important pour assimiler ce tirage à un 
tirage successif avec remise. 

a) Quelle est la probabilité que les dix cylindres soient acceptés ? 

b) Quelle est la probabilité qu'au moins un cylindre soit refusé ? 

FE] QCM * ) 40 min © Corrigé p. 467 
x uw 

Cet exercice est un questionnaire à choix multiples constitué de six questions : 
chacune comporte trois réponses, une et une seule étant exacte. 
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. Vous devez déterminer la réponse correcte pour chaque question. 

Toute réponse ambiguë sera considérée comme une absence de réponse. Toute 
réponse exacte entraîne une bonification, toute erreur est pénalisée. 

On s'intéresse à la durée de vie, exprimée en années, d’un appareil ménager 
avant la première panne. On peut modéliser cette situation par une loi de pro- 
babilité p de durée de vie sans vieillissement, définie sur l'intervalle [0 ; +oo[. 

Ainsi, la probabilité d’un intervalle [0 ; f[, notée p([0 ; #[), est la probabilité que 
l'appareil ménager tombe en panne avant l'instant f. 

(5 

Cette loi est telle que p([0 ; #[) = Ï he-dx, où f est un nombre réel positif repré- 
0 

sentant le nombre d’années (loi exponentielle de paramètre À, avec À > 0). 

1. Pour { > O0, la valeur exacte de p([f ; +c[) est : 

a) 1—eX"; b) e-À'; d1+et. 

2. La valeur de f pour laquelle on a p([0 ; #[) = p{[f ; +co[) est : 

In2 À À 
a) Fe ; b) In2 ; 0) 3: 

3. D’après une étude statistique, la probabilité que l’appareil tombe en panne 
avant la fin de la première année est 0,18. La valeur exacte de À est alors : 

ain (E) b) in ) 0 TO 

4, Sachant que cet appareil n’a connu aucune panne au cours des deux premières 
années après sa mise en service, la probabilité qu'il ne connaisse aucune panne 
l’année suivante est : 

a)p([1; +o[); b)p(3; +0);  Op([2;3D. 

Dans la suite de l'exercice on prendra À = 0,2. 

5. La probabilité que l'appareil n’ait pas eu de panne au cours des trois premières 
années, arrondie à 107* près est : 

a) 0,5523 ; b) 0,5488 ; ©) 0,4512. 

6. Dix appareils neufs de ce type ont été mis en service en même temps. On dési- 
gne par X la variable aléatoire égale au nombre d'appareils qui n’ont pas de 
panne au cours de trois premières années. 

4 

La valeur la plus proche de la probabilité de l'événement « X = 4 » est : 

a) 0,5555 ; b) 0,8022 ; ©) 0,1607. 
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LE 1. Si X est une variable aléatoire qui suit une loi uniforme sur [1 ; 10]: 

p{IXe (2 ; 511) = p(12 < X < 51) = 2 = 

1 Remarque Le . Lou k 

pÜixe (2:51) = 3 Ne pas oublier que X(Q2) = [5 ; 5]. ; 

2. La condition |X| > 1 équivautà-5 <X<-loul <X<S5. 

D'où p([IX > 11)=pl-5 <X<-1]U[1<X<S5] 

= Ds ex Il rpil- Des PpE 
10 10 | 

| 4 Les événements [-5 <X<1]et 
> = —- "ER à gr: 

PURE tb 5 [<X < 5] sont incompatibles. 
+} 

3. La condition Y? < 4 est équivalente à -2 < Y < 2. 
D'où, puisque Y suit une loi uniforme sur [—10 ; 10]: 

p(IY? < 4) = p(i-2 < Y <2])=% 

p(LY? < 4) = 2 

12 1. La loi exponentielle est un processus sans mémoire signifie que, pour tous 

réels positifs s et £ : 

PaxzsDUXZ t+5s]) = p([XZ t]). 

2. X suit une loi exponentielle de paramètre À = 0,001, d’où : 

p{IX< 30]) = (1 e-0001x30), 
p{[X = 30]) = 1-p([X < 30]) = 1-p([X <& 30]) = 1 —-(1—-e-0%) soit : 

p(IX > 30]) = e-0. 

3. p([X & 50]) = 1-e001x50 d'où :|p([X <50]) =1=e 005, 

4. p([X > 50])=1-p([X < 50]) d’où :| p([X > 50]) = e-0%5. 
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El 1. fest une fonction positive sur R, continue sur R— El nulle sur R\ o ; ; ; 

T T 

1 sin f dt = | cost P = = COS : + cos0 = 1. 
0 

Re 

un 
e LI f LE LA Li f . SLLJ 

f est donc une fonction de densité de probabilité d’une tre URE TT 

2. fest positive sur R, continue sur R*, nulle sur ph Ed | œ 
]-c ; O[ et: lim e*= 0. tv Le 

We —0S, } [e)] 

U X 

lim Ï e-tdt= lim ([-e-‘lo)= lim (-e*+1)=1. 
X — +co #() X > +09 X — +oo 

Donc f est une fonction de densité de probabilité d’une variable aléatoire. 

4 Soit À le paramètre de la loi exponentielle. 
Par définition, p([X < 100]) = 1 —e-À*100, 

p([X < 100]) = 0,06 & 1 — e-190À = 0,06 
ee L00N= 0/94. 

Les deux membres étant strictement positifs, on a l’équivalence : 

p{[X < 100]) = 0,06 & —-100À = In0,94 
eu In0,94 

—100 
d’où À = 6,19 x 1074. 

Le paramètre À est égal à 6,19 x 10 “environ. 

Ls | Si f est une fonction de densité de probabilité : RSPBeL is: É 

eb 

? 

= 

Î HUM Frot p([a<X< m. | 
El A r4 ”_ + } 

ARMES RON NIET VERRE SRE TIRRE EURE EN 

MA Si x suit une loi exponentielle de paramètre À : 

BLESSE) =dserhhretip(lX 6) = et 

Hp IN=tD=r(Xr te 1-eht-etesenM—] 

es e ht == 

Les deux membres étant strictement positifs, on a LL = | | 

les équivalences : k Le paramètre À estunréel | 
piX<t)=p(X>t)e-kt=-Inet- xUn2. AReRen RCRÉNCnonu | 

La valeur cherchée est f = xIn2. 
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A 1. D'après les propriétés de la loi exponentielle : 

P«x= 20 ([X > 601) = p(tx > 209 (IX 7 20 + 401) 

P«xz 20) (IX Z 60]) = p([X > 401). 

2. X suit une loi uniforme sur [0 ; 20]: 

8 
Lan PUX EN) DIX = 10) 2 (IX = 12) 20 

Pare one PDT x = 10) "pÜX= 10) 10 
20 

4 
Paxz 101 (EX Z 121) = 5’ 

[8 On sait qu’une densité d’une variable aléatoire s'obtient en dérivant sa fonction 

de répartition. Commençons par déterminer F;, la fonction de répartition de 
X. Pour tout x réel : 

Fx(x) = p(IX < x]) = PE z. 2) ds px : =4) 

= of E) puisque X” suit la loi N(0, 1) 

Et par dérivation : REtion 

fa) = Ex (x) = (EE) Se Se[EE), La fonction Fyest dérivable sur R et È 
(o] (o] (o] (o] a pour dérivée la fonction densité À 

64/27 

EX x <, N'(8, 16). Remarque 
Attention le deuxième paramètre À 

1. Utilisons la calculatrice avec une loi normale de est o2 donco=4. 
moyenne 8 et d'écart type © = 4. 
Pour calculer p([X < 7,5]), on calcule RSR 

p([-10* < X < 7,5]) et on obtient : a 

p(IX< 7,5]) + 0,4503. 

Pour calculer p([X > 8,5]), on calcule p([8,5 < X < 105]) = 0,4503 d’où : 

p(IX > 8,5]) = 0,4503. 

Les réels 7,5 et 8,5 sont symétriques ; 

par rapport à la moyenne 8. 1 
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_ 2. p([6,5 < X < 10]) = 0,33763. 

,PUX> EN IX> 5) _ p(IX > 6) 
p(LX > 51) p(IX> 5]) 

Pour faire le calcul, on va évaluer p([6 < X < 1 000]) et p([5 < X < 1 000]): 

p([6 < X < 1 000]) = 0,6915 et p([5 < X < 1 000]) = 0,7734, 

Pix > 51(X 7 6] car [X>6]C[X>5]. 

0,6915 d À = = V,0719 # 

Où Pix > 5J(LX > 6]) 07734 0,8941 

Pix > s](LX > 6]) = 0,8941. 

i 2Ÿ. 

SERIES EM ave | 
-1-u F,désigne la fonction de répartition» 

Dr ESS EEE o{ à ) de X'et ® la fonction de répartition! 
d'une variable suivant une loi 
normale centrée réduite. | 

0,12=p(IX > 3])=1-F,(3) = 1-@fiE) 

d’où le système : 

o{——#) = 0,05 
O 

o(it) = 0,88 
[e] 

En utilisant, dans Excel ou dans une calculatrice, la fonction inverse, on obtient, 

sachant que ® est la fonction de répartition d’une variable suivant une loi cen- 
trée réduite : 

(1,645) = 0,05 et (1,175) + 0,88. 
1-1 

——— = -],645 
6 re 

ou D'où le système 4 3 _ n à ou 21750 
= 1,175 

4 = 2,826 6 = 1,4184 
d’où soit etIXc» N(1,333 ; 2,012). 

__ [u=1,6456-1 u= 1,333 

D'où | p([X > 0]) = p([0 < X < 10]) = 0,8264. 



El 1. »(lUI < 1) = p(l-uy < U <u)). 
= D(u) - D(-Uy) 

puisque ® est la fonction de répartition de U. 
un 
TT Mais D(-u,) = 1-®(u,) et donc p([|U] <u,])=2®(u,)—1. 

= Donc: 

œŒ (HU <u,)D=1-as2d(u,)-1=1-0@ 

5 & Dia) = 1-5 

Sie ]0,1[, alors 1 -— 5 ef il. 

Remarque | 
On sait que tout réel de ]0, 1[ admet un antécédent Che k 

unique par ®, donc il existe un unique u,, tel que Use Le D 
1 est strictement croissante, donc 

D(u) de 1}. ue R:. 
ESSOR I . 

Comme 1 - 5 ef}. il existe un unique u,, > 0 tel que D(u,,) = 1 — S 

2. Si & = 0,1, il faut résoudre D(u) = 0,95. On trouve : 

: : ; œ 
Si & = 0,05, il faut résoudre D(u) = 1 — FE 0,975. On trouve : 

: ï : œ 
Si © = 0,01, il faut résoudre D(u) = 1 — un 0,995. On trouve : 

12] Soit g la fonction définie sur [0 ; +ce[ par g(x) = (ax + bje-*. 

g est dérivable sur [0 ; +co[ et pour tout x de [0, +col : 

g'(x)=ae*-(ax+b)e*=(-ax+a-bjer. 

Pour tout x de [0, +oo! : Remarque à 
US La fonction fest définie par ; 

g'(x) “joe | : Fate 0 six<0 Ë 
a b=0 ( rt 

æa=-letb=-1 ee 
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. Une primitive de fsur [0 ; +co[ est x PR De et: 
. 2 p(l <X<2]) = f xe*dx = [(-x- Del: 

HI NE) 2e 3e, 

— ] Remarque 

| On peut vérifier que p([X € [0 ; +ce[ |) = 1: 

p(X>0)= lim ['re-rdx = im [(-x-1)e-]! 
t— +oo( t— +00 

= im =te te 0+ 1=i1, 
t— +00 

car lim e= lim te-t=0. 
t— +0 t— +00 

EE] L2 fonction f est nulle sur ]-c ; 1[ U ]2;+c[, est continue sur [1 ; 2], 

fest une densité si : 

* fest positive ou nulle sur R ; 

. Mdr 1 

2 —] : 1 k =) Le = =. 
4% dx=k| ]=1( +1)=3 

Donc Ï kx-2dx= 1 si, et seulement si, k = 2. 
1 

La fonction f, nulle sur ]-c ; 1[ U 12; +, égale à ee sur [1:21est 
x 

une fonction positive sur R. 

fest une fonction de densité. 

HE] Si X est le paramètre : He De = HN 

DO (00)=1 ex 0007. D(X< 100). | 

À = 0,001. 
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EE 1. p([T > 100]) = 1-p([T < 100]). 
T suit une loi exponentielle de paramètre 0,0003, donc: 

p([T < 1007) = 1—e-0:0008 x 100 = 1 - 003 £ 0,03, en utilisant la calculatrice. 

D'où : 

p([T > 100]) = 0,97. 

2. Utilisons la propriété de la loi exponentielle ; si RER -que 
x et y sont deux réels positifs : On dit que le processus est sans 

Par>xhUT > x+y]) = PET > y)]. mémoire ; savoir que l'appareila À: 
fonctionné 100 jours ne change rien} 

Donc p({r>1007) (LT 7 100 + 3001) = p([T 7 3001). älaprobabilitédefonctionnerencore | 
300 jours. CS 

p([T > 300]) = e-00003 % 300 = e-L OO. nn 

p([T > 300]) = 0,91. 

En 1. P(LT, = 200]) = e-0,0003 x 200 — £-0,06 = 0,94. 

p([T, > 200]) = 0,94. 

2. Le montage fonctionne si, et seulement si, les deux circuits fonctionnent ; donc, 
si A désigne l'événement « les deux circuits fonctionnent après 200 jours » : 

p(A)=p{([T, = 200] N IT, = 200]). 

Les variables T, et T, étant indépendants : 

P(IT, = 200] N IT, > 200]) = p{[T, = 200]) x p([T, = 200]) 

= (e-006)2 = e-0:12 2 0,89. 

Il y a 89 % de chances que le montage M fonctionne après 200 jours. 

. 

EM 1. (IT, < 200]) = p(1 - ICT, > 200)]) = 1 — e-0%6 + 0,058. 

p{IT, < 200]) = 0,058. 

2. Le système M ne fonctionne plus si les deux circuits sont en panne, donc: 

[T < 200] =[T, < 200] N IT, < 200]. 

D'où p([T < 200]) = p(IT, < 200] N[T, < 200]). 
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Les variables T, et T, étant indépendantes: 

P(IT < 200]) = p([T, < 200]) x p([T, < 200]) 

= (1 d-. e7006)2 

p{[T < 200]) = 0,0034. 

3. D'où p([T, = 200]) = 1-p([T < 200]) = 0,996 6. 

Il y a 99,66 % de chances que le montage fonctionne après 200 jours. 

7 

CORRIGES 
6 ja 

HE] 1. X est à valeurs dans R*, donc N = | X | est à valeurs dans N. 

Pour ke N, IN=k]=[k=<X<k+1], donc: 

PUN=KD=pÜk<X<k+11)= [Res [et À 2 ec ex D 

PEN = k]) = ek(1 — eÀ). 

EE. f est positive sur R, continue sur R. La fonction f est nulle en dehors de 
Et;1, 

0 2 1 
[ fa dx- Ë G+ Ddx+f (-x+1)dx= Ë Eee 

=-(5-1)+(5 jet 

Donc f est une densité de probabilité. 

2. Soit F la fonction de répartition de X. 

Six<-—1, F(x) = p([X < x]) = 0. 
5e 2 X 2 

HrefL;0), F9 = [(+Dar=|2 +6] = +x-5+l 
ni —1 

Sixe [0; 1], F(x) = fi G+1)dt+ [(- t+1)dt=5 + (5 +x) 

= 1. Six>1, F(x)= ti G+nadr+ [ (- t+1)dt= 5 + - 

461 



3.a) p([IXI > 4]) = p([X > a)) + p([X < —a]). 

sta = LP 1 )="0 

si0<a<1, p([IX > a])=1-F(a)+F(-a)=(a-1); À 
un 
LI 
E 
[a 
[a a 
(®) 
® 

si a < 0, p([IX| > a])=1. 

1 
b) Montrons que (a — 1)? < er SOU 0<a<1: 

(a-1?-2={a- EX ou 

Si0<a<l, ET 2 Mt 
6a 

VAS Er LM N6a + 1). 
& N6a 

A=6-4,/6 <0, donc RE a D 
N6a 

1 
par suite, pour tout a € [0 ; 1], p(IX| > a) < Rs 

1 
a =, X| > =0< —. Si a p(LXT > a]) 2 

Sa OPA DE Ie = si et seulement si 42 < 2; 
a 

> A . 1 

Cest-a dite -— < 9 < 0! 
N6 

1 1 
D X| > a]) < — siet seulement si a > — —- onc p([IX| > a]) Fo lé 

PI] Soit X le nombre de 6 obtenus au bout de 9 000 lancers. 

X est une variable aléatoire suivant la loi binomiale fs 000, ) (le dé est équi- 

libré, donc la probabilité de faire 6 en lançant le dé une fois est 2). 

E(X) = 2 = 1 500: VX) = 9 000 x # x 2 = 1 250. 
+ Xi —1 500 ta , RS En posant À = ———, nous sommes dans les conditions d’approximation 

N1 250 

de la loi binomiale par une loi normale (n = 9 000 > 30; np = 1 500 > 35; 
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n(1—p) =7 500 = 35), donc F4, la fonction de répartition de X* peut être 

approchée par ®. 

Il est toujours préférable de faire la correction de continuité pour avoir une 
meilleure approximation : 

p([1 400 < X < 1 600]) = p([1 399,5 < X < 1 600,5]) 

= p([-100,5 < X — 1 500 < 100,5]) 

14 

un 
LL 

= 
Œ 
œ 
(®) 
Ü = p([500S 1005 100 ] 

N1 250 N1 250 

tes Ur 
p([1 400 < X < 1 600]) = 20(2,84)— 1 

p(L1 400 < X < 1 600]) = 0,995 4. 

Avec la TEXAS 83 Plus (et +) : 

normal F Rép (13995, 1600.5, 1500, 35.355) 

0. 99552466 

Avec la CASIO 35 Plus (et +) : 

(MENU) (Sran > [pisti > [NORM) »- [nca] >> 
er] : 13.99.5 ; [Upper : 1600.5 ; 

0995525 

:35.355 ; LU] : 1500 

21] Si n désigne le nombre de parties jouées, X le nombre de parties gagnées et 
G le gain obtenu lors de ces n parties alors : 

+ X suit la loi binomiale fn ;) et E(X)=-, V(X) = - 

+ Le nombre de parties gagnées est X et le gain obtenu à . partie gagnée 
est 1 ; le gain obtenu grâce à toutes les parties gagnée est donc 1 x X. 

Le nombre de parties perdues est n - X et la somme due à chaque partie perdue 
est (-1), donc la somme perdue lors des partie perdues est (n - X)(-1). 

D'où le gain total: G=1XX+(-1)(n-X)=2X-n. 
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On cherche ici la valeur maximale de n telle que p([G = —-20]) Z 0,95. 

Supposons que l’on soit dans les conditions d’approximation de la loi bino- 

miale par la loi normale, ce qui donne en faisant la correction de continuité : 

| 
IG= 02 (CE 20612 x ne 21001 x =? 

= Ls > | en posant X' = ne — LE (x- 1. 

Donc : 

p([G > 20])=1- Fr PE) =1-0f- E o[8s) 

p(IG > -20]) = 0,95 se traduit donc par a! de ) > 0,95. 
n 

À l’aide d’une calculatrice, on obtient que cette inégalité est réalisée pour 

LE > 0,65 donc: 
n 

p(iGz “ND 2095 @ TE > 1,65 > n < 154,26. 
n 

Le nombre maximal de lancers est 154. 

 ] Remarques 

< La valeur trouvée pour n justifie l'approximation par une loi normale. 
< La correction de continuité améliore l’approximation car, si on ne la fait pas, on obtient n < 161. 

EP] Partie À 
Soit X une variable aléatoire à densité qui suit une loi exponentielle de paramètre À. 

1. p([X< 1]) = [hear 
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Le réel À est strictement positif. p([X < 1]) est l’aire en unités d’aire du 

domaine, ensemble des points M(x ; y) tels que: 

O<x<I 

0<y< Xe x 

p{IX <1]) est donc l'aire du domaine compris entre les axes, la droite 
d’équation x = 1 et la courbe représentative de la fonction x Àe"x. 

2. ke À*0 = À, doncle paramètre À est l’ordonnée du point d’intersection de 
la courbe avec l’axe des ordonnées. 

Partie B 

On pose À = 1,5. 
1 

1. p([X<1])= [ 1,5e-L5 dt = [-e-15t], = 1—e-15 

p{[IX < 1])+0,777 à 107 près par excès. 

2. p(IX > 2])=1-p(IX < 2]) 
; 

2 
= | - | 1,5 e-Ltdt =1— [- et], 7 

0 

p([X > 2])= 0,050 à 10-3 près. 

2 

3. p([1 <X<2]) = | 1,5e-L5t dt 
1 

à [-e-2517 == e3ÿe ls 

p([1<X<2])<0,173 à 10 près. 

4. La fonction g est dérivable sur R* et pour tout t de R° : 

g'(t)=(a- 1,5b-—1,5at)e-lt, 



Par identification, on obtient : 

del bad shis0; 

1 
Soita=-leth=-- D La fonction gest {> {: + Ja 

155 3 3 
X 

Pour tout x de R°, G(x) = [: 1,5te-Ltdt = +: Fe J ce 

; 0 

À 
(va) 
LL) 
2 
[e 4 
[a 4 
(®) 
® 

G(x) = - we ei _ xe-L5x, 

: ; : 1 
lim e-b5*=0 et lim xe-l°*= lim —[1,5xe-l%x] =0, donc: 

X — +00 X — +00 x+s 15 

lim G(x) = 
X — +0 

On admet que l’on obtient ainsi l’espérance mathématique de la variable X. 

Partie C 

1.a) On note A l'événement « le cylindre est accepté ». 
Soit E l'événement « l'écart est inférieur à 1 », R l'événement « l'écart est compris 
entre 1 et 2 » et S l'événement « l'écart est supérieur à 2 ». 

Les trois événements E, R et S forment un système Remarque 

complet d'événements, d’où : Les événements (A NE), 4 4 
# (ANR) et ( Ë A=(ANE)U(ANR)U(ANS). ne ébA ee KA 

L'événement À NS est impossible, donc de pro- sm 2 pe 

babilité nulle, d’où : 

p(A)=p(ANE)+p(ANR). 
Les événements R et E sont de probabilités non nulles, donc: 

P(A) = pe(A) X p(E) + pr(A) X p(R). 
Si l’écart est inférieur à 1, la pièce est toujours acceptée, d’où p,(A) = 1; 

1 
p(E) = Ï 1,5e-L5t dt. 

0 
Si l'écart est compris entre 1 et 2, la pièce est acceptée avec la probabilité 0,8, 

D CA) 
et 100 

p(R) = 1,5e-15 dt ; d'où: 

p(A) = [ RE nf, 1,5e-L5tdf 

= area L15t RES 220 NOUS [ee + #0 k 
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80 
VAI == = —1,5 ES 1,5 —3 p(A) Re et el 

= 1 — ls se 4 

5 5 ok 

= 0,915 à 10 près 

p(A) = 0,915 à 10 près. Œ 

b) La probabilité demandée est une probabilité conditionnelle avec p(A) # 0: © 

PAR) _p(ANR) _ 100 

; eine 
5 

Pa(R) = 0,151. 
El 

2.a) Le nombre de cylindres accepté suit une loi binomiale de paramètres 
n=10 et p=0,915. La probabilité qu’un cylindre soit accepté est 0,915. 
La probabilité que les dix cylindres soient acceptés est : 

(0,915)10 = 0,411. 

b) L'événement « au moins un cylindre est refusé » est l'événement contraire de 

l'événement précédent, donc sa probabilité est : 

1—(0,915)10 = 0,589. 

É d 

Æipo;t)=fedx= [et =1- et, Remarque 
à Ge lemblée exdurela | 

donc p([t ; +oo[)=1—p([0 ; #[) = e#f. répon DER 

| 
; 

La bonne réponse est b. 

20:19) =p(lr: tel) 1 ete e M 
1 

Sos 

8 elt=2 

& Àkt=In2 

_ In?  L À 

La bonne réponse est a. 



À 
un 
LL] 
= 
[a 
[e a 
(®) 
U 

3. p([0 ; 1[) = 0,18 c'est-à-dire: 

82 41 
— À — À = D l—-e 0,18, ou encore e 0,8 100 — 50 

soit eÀ = . et À In. 

La bonne réponse est a. 

4. Si X désigne la durée de vie de l'appareil avant l'apparition de la première 
panne, il s’agit ici de calculer p,,-,1([X > 3]). La loi exponentielle étant sans 

vieillissement, cette probabilité vaut p([X > 1]) = p([1 ; +). 

La bonne réponse est encore a. 

5. Il s’agit de calculer ici p([3 ; +ce[): 

P(L3 ; +o[) = e-3À = e-06 = 0,548 8 arrondi à 10 * près. 
La bonne réponse est b. 

6. Il s’agit ici d’un schéma de Bernoulli : 

X suit la loi binomiale (10 ; 0,548 8). 

Donc p([X=4])= (Joss 8)4(0,451 2)S 

= 0,160 7 arrondi à 10-4 près. 

La bonne réponse est c. 



Intervalle 
de fluctuation. 
Intervalle 
de confiance 

Dans ce chapitre, il s’agit de donner des outils per- 
mettant d’effectuer une analyse critique de données 
chiffrées. 



Dans tout ce chapitre, l'application probabilité sera notée P. 

1 Univers des échantillons de taille n 

Soit N et n deux entiers non nuls. 

© Définitions 
e Dans une population Q de N'individus, on prélève 
au hasard et avec remise n individus successivement. 

On obtient ainsi une liste e = (@,, ©, .…., @,) qui 
s’appelle un échantillon de taille n extrait de la 
population (2. 

e L'ensemble €, de tous les échantillons que l’on 
peut ainsi former s'appelle l'univers des échantillons 
de taille n. On a card(&,,) = Nr. 

© Propriétés 

Remarque 
Lorsque N est grand par rapport à ji > 
(NZ 10n), on ne fait pas la 
différence entre tirage avec ou sans L 
remise. r #l 

ve 

@,n'estautreque: 
à 

Q= QxXAOxX..xQ 
D re 

| 

n fois 
D 

e On considère un caractère C dans la population et on note | p la proportion 
d'individus possédant le caractère C au sein de la population, n. l'effectif du 
groupe ayant le caractère C et N l'effectif de la population (N = card(Q)), 
alors : 

ñc 

PE N 

e Lorsque l’on extrait un échantillon e de taille n, 
on peut s'intéresser à la proportion (fréquence) f, 
d'individus possédant le caractère C au sein de cet 
échantillon : 

nl 

fee 

où n, est le nombre d'individus ayant le caractère C dans lé 
et n la taille de l'échantillon. 

Selon l'échantillon choisi, f, peut varier (fluctuer) de 0 à 

Remarque 
Dans une population de 100 individus, ! | 
on peut ainsi former 100$ soit mile ‘ 

chantillon e choisi 

1. On souhaiterait, 

quitte à retirer certains échantillons peu représentatifs, obtenir une « amplitude 
de fluctuation » pour f, beaucoup plus restreinte. 
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© Problématique 
e Pour poser correctement ce problème, il convient de le définir en termes de 
probabilités. Pour cela, on définit deux variables aléatoires sur l'univers €, des 

échantillon de taille n. On note X, le nombre d’individus possédant le caractère C 

dans un échantillon de taille net F, = — 

_ e Propriétés 

* La variable X, suit la loi binomiale %(n, p). Remarque 

+ La variable F, est égale à la fréquence d'individus Fi net 
6 x À i l'échantillon e. De même fest une 

possédant le caractère C dans un échantillon de  éjiation de à 
taille n. +: 

BP = petor,)-20P) —_ 
De plus : x 

de rip: CX,=np. 
D + 

ENVERRRES, Sy” Æ 

Tan np Le BUT 

D’après le chapitre précédent, on déduit que, pour n grand, F. suit approxima- 

tivement la loi N (0, 1) etdoncF, suit approximativement la loi .N (o ep?) 

+ Cette approximation est valable dans les conditions usuelles : n = 30, np Z 5 
etn(l-p)=5. 

2 Intervalle de fluctuation 

Soit & un réel fixé de J0 ; 1[. Remarque | 

1 d'individ l Les valeurs usuelles de oz sont 0,05 ; | | 
p est la proportion connu d'individus ayant le 001 eo. | 

caractère C dans la population. EE Le Ci 0 1 

© Définition 
fest la proportion d'individus ayant le caractère C dans un échantillon donné 

de taille n. 



Un intervalle de fluctuation de fau seuil 1 — ct (ou au risque @) est un intervalle I 

tel qu’une proportion au moins égale à 1 — ot d'échantillons de taille n vérifie fe I. 

En termes de probabilités, cela revient à dire que I doit vérifier : 

P(LFAEIT=I- CE. Remarque 
e .. k 

Comme on cherche un intervalle aussi « resseré » Pour une loïnormale d'espérance, ! 

que possible, il est naturel de centrer I en p. tes à space SH 

© Méthodes 

On cherche I du type I1=[p-uO(F,) ; p+uo(F,)] où u est un réel positif à 

déterminer et G(F,,) = fee 

Alors 
P([F,e 1])=P([p-uo(F,)<F,<p+uot(r,)l) 

= P(LIE = ul) 

En utilisant le théorème de Moivre-Laplace : Remarque | 
: * Pour l'existence et l'unicité de u 
lim P(LIF,] < u]) =2®(u)-1 voir page 349. : 

et donc, par l’approximation par la loi normale, on 
détermine l'unique réel u,, tel que Remarque 

nos = 1,96, Log = 2,58, Uoy= 1,65. | 
2®(u,)-1=1-@ ou encore D(u,,) = 1- : MR ETS me RE 

En nommant I, l'intervalle obtenu pour cette valeur Remarque 
dede: Lorsque ot « augmente », le réel u,, 

lim P([F.el,])=1-0@ «diminue » et la « largeur » de 
n œ 3 

n — + co l'intervalle |,, diminue. 

3 Intervalle de fluctuation asymptotique 

© Définition 

Soit o& un réel fixé de ]0 ; 1[. Si w,, est l’unique réel tel que PD(u,)=1- s: on 

appelle intervalle de fluctuation asymptotique de fau seuil 1 — @, l'intervalle : 

[pu PO D; p4u, RODIT 
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Cet intervalle sera considéré comme un intervalle de fluctuation de f au seuil 
1 dans les conditions usuelles n > 30, np > 5 et n(1-p)>5. 

© Remarque 
En classe de seconde, on a admis que l'intervalle J = Lo | était uninter- 

1 1 

fn \n 
valle de fluctuation au seuil de 95 % dans les conditions n > 30 et pel0,2;0,8]. 

On observe tout d’abord que sous ces conditions, n>30, np>5 et 
n(1-p) > 5, ce qui garantit P([F, e Li5]) = 0,95. 

De plus u505 = 1,96 < 2 et p(1-p) < à donc us ep < donc 
n 

Lo05 € J, d'où il résulte : 

P(TF: € Lo051) < RULES € J]). 

On a donc bien l'inégalité P([F, € J]) = 0,95, qui valide le résultat admis en 
seconde. 

Estimation d’une proportion 
par intervalle de confiance 

© Problématique 
On suppose à présent que la proportion p d’indivi- 
dus possédant le caractère C dans la population est Remarque 
inconnue. On prélève alors dans cette population 
un échantillon e de taille n et on observe parmi les 
n individus de cet échantillon une proportion f 
possédant le caractère C. 

Que peut-on en déduire sur p ? 

L'échantillon est encore constitué À 
avec remise. 

>] Bien comprendre 

Il à été vu précédemment qu'au moins 95 % des échantillons vérifiaient |f— p] < —, ce qui signi- 
n 

fie que si on n'a pas eu la « malchance » de tirer un mauvais échantillon (ce qui n'arrive en fait que 
: L 1 

moins de 5 fois sur 100), on peut affirmer p € Lf ——;f+ = | 
\n Mn 



L’intervalle Ée — ee s'appelle un intervalle de confiance pour p au ris- 

que de 5 %. Ici le Este est lié au fait qu’on peut très bien avoir un échantillon 

qui ne fasse pas partie des 95 % des échantillons qui vérifient [f-— pl < — 

© Définition 
Plus généralement, on sait que pour & € ]0 ;1[: 

P[]IE, ph <u nn) EG. 

Or p(1-p) < F donc : 

e-a< ]) 1-0 
Ce qui signifie que pour une proportion d'échantillons au moins égale à 1 —- @ 
on peut affirmer : 

Ua Ua DE 1 — — ; f+ | 
2inens 24 

D'où la définition : 

soit p une proportion inconnue d'individus possédant un certain caractère C 
dans une population ; 

soit f la proportion observée d'individus possédant ce même caractère C dans 
un échantillon de taille n prélevé au hasard et avec remise dans la population ; 

soit & un réel de ]0 ; 1[ et u,, le réel tel que D(u,,) = 1 — ; : 

alors J,, = Lf- ne h — | est un intervalle de confiance de p au risque ot. 
2/n 

>] Bien comprendre 

Cela signifie que la probabilité que l'intervalle J,, ne contienne pas p est inférieure ou égale à ©, ou 
encore que la probabilité que cet intervalle contienne p est au moins égale à 1 — œ 
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Louestionscuresetam  C) 
EX Intervalle de fluctuation © Corrigé p. 484 

Un intervalle de fluctuation au seuil de 95 % est aussi : 

1. un intervalle de fluctuation au seuil de 99 % ? Ve CLR 

2. un intervalle de fluctuation au seuil de 90 % ? EOIV CF 

FA Intervalle de confiance © Corrigé p. 484 

Un intervalle de confiance I = [a ; b] d’une proportion p au risque de 5 % : 

1. recouvre p avec une probabilité au moins égale à 5 % CV F 

2. recouvre p avec une probabilité au moins égale à 95 % UV F 

3. recouvre 1 — p avec une probabilité inférieure ou égaleà5% [IV CIF 

EX Intervalle de confiance © Corrigé p. 484 

[0 ; 1] est intervalle de confiance d’une proportion p au risque de : 

1.10% [EN E 

25% CI V E 

3.1 % Vi fel E 

EX Intervalle de fluctuation asymptotique © Corrigé p. 484 

Lorsqu'on diminue le risque ot, l'amplitude de l'intervalle de fluctuation asymptoti- 
que au risque & augmente ou diminue-t-elle ? 

EI Sondage 

Un journal veut procéder à la simulation d’un ; 
second tour de l'élection présidentielle en France. Indication 
Il fait effectuer un sondage qui estime à 52 % le 
pourcentage de voix en faveur de L. edifde l'éhantiloh 

1.Estimer la proportion p de personnes votant mm 
pour L par un intervalle de confiance à 95 %. 

55 min © Corrigé p.484 
u w® 

Écrire l'intervalle de confiance à l'aide: 
de la définition et en fonction de n, 

aan peen 9 

un 
Le 
LL 
= 
J 
un 
= 

LL 

(4) 
LL 

4 
U 
[a 
LU 
*< 
LU 



un 
= 

LLJ 
= 
=, 
un 
F- 
LL] 

un 
LL 

A 
U 
[e 
LL] 
* 
EL 

2. Déterminer la taille de l'échantillon utilisé pour le sondage sachant que, sur 
la base de cette estimation, le candidat L serait élu. 

a sr . DER 
16. Sondage bd 10 min © Corrigé p.485 

1. Un sondage effectué sur 100 personnes indique que 20 % de ces personnes 
achètent plus de 10 tickets-jeux à gratter par semaine. Donner l'estimation au 
risque de 5% du pourcentage de joueurs achetant plus de 10tickets par 
semaine dans la population d’où est extrait l'échantillon. 

2.Dans cette population, le pourcentage de ta cti tion 
joueurs est de 60 %. On tire au hasard un échan- 
tillon de 100 personnes. 

User le Free de pese | 

Quelle est la probabilité de perdre le pari que la ii ras. re joueurs 
soit comprise entre 0,5 et 0,7 ? 

1e EAN Se . Var. EA Intervalle de confiance {10 min © Corrigé p. 485 

Pour obtenir une estimation de la population d’hypertendus dans la population 
des personnes âgées de plus de 65 ans (notée (), on choisit au hasard 
180 personnes dans (2, on constate que, parmi celles-ci, 40 sont hypertendues. 

1. Donner un intervalle de confiance au risque de 5 % pour le pourcentage p de 
personnes hypertendues dans (2. 

2. Si l’on effectuait 100 fois le tirage au sort de 180 personnes dans Q, on pourrait 
construire 100 intervalles de confiance du type précédent. 
Parmi ces 100 intervalles, combien, en moyenne, contiendrait p ? 

EX Intervalle de confiance 
> 

XX &15min © Corrigé p. 486 

Un journal veut procéder à la simulation d’un second tour de l'élection présidentielle 
en France. Il fait effectuer un sondage pour déterminer le pourcentage de voix 
en faveur de L. 

1. Un institut propose d'effectuer le sondage, dans les conditions suivantes : 

* L'erreur absolue acceptée est + 2 %, 

+ le niveau de confiance est 98 %. 

Sur le devis de l'institut, il est dit que le sondage se fera sur un échantillon de 
2 000 personnes. Qu'en pensez-vous ? 

2. Au vu des frais nécessaires pour effectuer avec rigueur le sondage, le journal 
décide de l’effectuer sur un échantillon de 1 024 personnes, 529 se déclarent en 
faveur de L. Donner un intervalle de confiance de la proportion p d’électeurs 
votant pour L au seuil de 95 %. 
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 Æ] intervalle de confiance 
s Cblss 2 

Lea € 10min © Corrigé p. 486 
ST A 

Un nouveau fournisseur d’accès à l'Internet veut effectuer une étude de marché 

dans une ville. Il souhaite connaître la proportion p de ménages équipés d’un accès. 

1. Sur un échantillon de 625 ménages, 475 sont équipés. Donner un intervalle 
de confiance de p au risque 5 %. 

2. Quelle doit être la taille de l’échantillon pour estimer p par un intervalle de 
confiance d'amplitude 2 % au seuil de risque de 1 % ? 

: PS 
[M] Intervalle de confiance {10 min © Corrigé p. 487 

Une fabrique de petits bonbons acidulés au goût de fraise ou menthe ou orange 
sont mélangés dans un grand récipient avant d’être commercialisés en paquets 
de 100 grammes. 

On se propose d'estimer la proportion, notée p, de bonbons à la fraise dans le 
récipient. On prélève un échantillon de 400 bonbons et on compte 125 bonbons 
à la fraise. 

Déterminer au risque de 10 %, un intervalle de confiance de p. 

$ PER san 

El Intervalle de fluctuation asymptotique € À  15min © Corrigé p. 487 

Lors d’un concours, 5 000 candidats ont composé à l'épreuve de mathémati- 
ques. Après correction de toutes les copies, on a constaté que 20 % d’entre eux 

ont obtenu une note au moins égale à 14 sur 20. 

Avant la correction, il a été procédé au brassage de toutes les copies et on a 
remis à un correcteur C un paquet de 400 copies. On pourra assimiler la remise 

de ce paquet à la constitution d’un échantillon prélevé au hasard et avec remise 
dans la population des copies. 

1. Déterminer l'intervalle de fluctuation asymptotique au seuil de 95% du 
pourcentage de copies ayant obtenu 14 ou plus dans un échantillon de 400. 

2. À l'issue de la correction de son paquet, le correcteur C a constaté qu’il avait 
mis 14 ou plus à 17 % de ses copies. 

Peut-on en conclure, au risque de 5 %, que ce correcteur a corrigé plus sévère- 
ment que les autres ? 

mn «<<? 

EF Analyse de conformité SR | 15min © Corrigé p. 487 

Un fabriquant de crème dermatologique utilise une machine à remplir des pots 
de 125 g, ces pots sont en bout de chaîne, conditionnés dans des caisses de 
40 pots avant envoi. 
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On admet que la variable aléatoire X égale au poids d’un carton de 40 pots suit 
une loi normale d'espérance 1 = 5 000 et 6? = 160. La caisse est jugée conforme 
si le poids est compris entre 4 962 g et 5 038 g (soit environ U + 36). 

1. Calculer la probabilité qu’une caisse prélevée aléatoirement à la sortie du 
laboratoire soit non conforme. 

2. Pour éviter que la machine ne se dérègle, on détermine des poids d'alerte 
u— 0 et 1 + tels que: 

P([u-a<X<pu+a])= 0,99. 

Ces poids d’alerte servent de contrôle et correspondent à une marge de sécurité 
de telle sorte que les normes de conformité soient respectées. 

Calculer les poids d'alerte. 

<em> 

Intervalle de confiance D £20min © Corrigé p. 488 
En 

La société FRUITEXO), spécialisée dans le commerce de fruits exotiques, envoie 
régulièrement dans le Nord de l’Europe de grandes quantités de mangues. Un 
contrôle de qualité effectué sur 800 mangues a permis de dénombrer 80 fruits 
tachés. On se propose de calculer, au risque de 5 %, une estimation par un 
intervalle de confiance du pourcentage p de fruits tachés dans l'envoi. 

1. Première méthode 

On note f le pourcentage de fruits tachés dans l'échantillon. 

a) Calculer f. 

b) Démontrer qu'au risque de 5 % : 

DAS MIRE f-pl < 2 ns 

c) En déduire que p vérifie l’inéquation : 

201p?-41p+2<0. 

d) En déduire un intervalle de confiance au risque de 5 % pour p. 

2. Deuxième méthode | 

a) Utiliser le cours pour obtenir un intervalle de confiance au risque de 5 % pour p. 

b) Comparer les deux méthodes. 

KE] Second tour 

Trois jours avant le second tour de l'élection présidentielle où deux candidats A 
et B restent en lice, on a interrogé 625 électeurs qui constituent un échantillon 
aléatoire du corps électoral, 55 % d’entre eux ont déclaré vouloir voter pour A. 

\ Res 

125 min © Corrigé p. 490 
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. 1. On suppose qu'entre la date du sondage et celle du scrutin, les intentions de 
vote ne changent pas. 

a) Déterminer au risque de 1 %, un intervalle où se situe la proportion p de 
votants favorables à A dans l’ensemble des électeurs. 

b) Peut-on considérer dans ces conditions que A a 99 % de chances d’être élu. 

2. a) Le réel p étant la proportion inconnue de votants favorables à A dans 
l'ensemble des électeurs et F, la variable aléatoire représentant la proportion de 
votants favorables à A dans un échantillon de n individus, quelle est l’espérance 
et la variance de F,. 

b) Déterminer le réel u tel que : 

P([Z < u]) = 0,99 
où Z suit la loi N(0 ; 1) En déduire : 

u PÎlF,  — =) > 0,99. 

c) Quelle devrait être la taille de l'échantillon pour pouvoir affirmer, avec 55 % 
de votes favorables à A dans l'échantillon, que A a au moins 99 % de chances 
‘être élu ? 

E Hypertension 
Dans une population, la proportion d'adultes Rappel 
souffrant d’hypertension est un réel inconnu p.  Lestirages pourconstruireun 
On prélève dans cette population un échantillon échantillon se font avec remise. 

aléatoire et avec remise de taille n. mener 

On note X la variable aléatoire représentant le nombre d'individus atteints d'hyper- 

PULLS 

| 625 min © Corrigé p. 491 
ST A 

tension dans cet échantillon, et on pose F = … 

1. Rappeler la loi de X, l’espérance et la variance de F. 

2. Rappeler dans quelles conditions on peut approcher la loi de F par une loi 
normale et laquelle. On supposera ces conditions utilisées par la suite. 

3. Soit à un réel élément de ]0 ; 1[. 
2 . 2 ser 2 L4 (0.2 

Montrer l'existence et l’unicité d’un réel ,, tel que D(u,,) = 1 — 5 
u 

En déduire un intervalle de confiance de p au risque & d'amplitude =. 
n 
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4. On veut à présent construire un intervalle de confiance de p au risque w tel 
que l'amplitude de cet intervalle soit k fois PIE petite que le précédent avec 
kr: 

a) Montrer que &” > ©. 

b) Montrer que tout réel de ]0 ; 1[ possède un anté- Remarque 

cédent et un seul par ® ; on note w l’application  Onditque west l'application 

qui à tout réel de ]0 ; 1[ associe l’antécédent calculé  l*dProque de ® (voir p. nl 

«) Montrer que &’ = 20 Fv(S)) Retrouver ainsi l'inégalité &” > ©. 

> 

) 40 min © Corrigé p. 493 
ST 

EE intervalles de fluctuation asymétriques ( 

La proportion d'individus présentant un certain caractère C dans une population 
est p = 0,6. 

On prélève dans cette population un échantillon aléatoire avec remise de taille n. 

1. À partir de quelle valeur de l’entier n, la loi de la variable aléatoire représen- 
tant la fréquence d'individus présentant le caractère C dans un échantillon de 
taille n, peut-elle être assimilée à une loi normale ? 

2. Si f est la fréquence observée du caractère C dans l'échantillon prélevé, quels 
sont parmi les quatre intervalles ci-dessous, ceux qui sont des intervalles de 
fluctuation de fau seuil de 95 % ? 

n=|06- RTE +2 |: Le 10: 0.6 + |: 
n° Nn Nn 
0:95 097 a a = |[06- Do 2 | 1=[06-+;06+#| 

; rio F Jn Vn 
Discuter suivant les valeurs de a (a = 0). 

HF] Maladie des abeilles 

La Nosémose est une maladie parasitaire des abeilles, on admet qu’elle atteint 
14 % de la population des abeilles dans une région R. Un apiculteur de cette 
région constate un nombre important d’abeilles victimes de cette maladie dans 
son exploitation et décide d’entreprendre une étude pour savoir s’il a ou non 
plus d’abeilles atteintes que la « normale ». Il prélève 150 abeilles et décide que 
si la proportion d’abeilles atteintes est supérieure à la borne supérieure de 
l'intervalle de fluctuation asymptotique au seuil de 95 %, alors une étude plus 
poussée devra être menée pour comprendre la cause de ce phénomène. 

ie 

1 140 min © Corrigé p.495 
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1. Déterminer l'intervalle de fluctuation asymptotique au seuil de 95 % de la pro- 
portion d'abeilles atteintes par la Nosémose dans un échantillon de taille 150. 

2. Il constate, après quelques jours, que parmi les 150 abeilles sélectionnées, 29 
ont été atteintes par la Nosémose. Que pouvez-vous en conclure ? 

3. L'apiculture pense que l’échantillon était trop petit pour pouvoir conclure 
de façon satisfaisante. Combien faudrait-il sélectionner d’abeilles pour qu’une 
proportion observée de 19,3 % soit en dehors de l’intervalle de fluctuation 
asymptotique ? 

4. Représenter graphiquement la taille n de l'échantillon en fonction de la borne 
supérieure x de l'intervalle de fluctuation asymptotique au seuil de 95 %, avec x 
compris entre 0,14 et 0,22. 

EE] Intervalle de fluctuation 

X étant une variable aléatoire suivant une loi normale centrée réduite, on dit 

qu'un intervalle I de R est un intervalle de fluctuation au seuil de 95% X si 
P([X € I]) > 0,95. 

1. Montrer que ]-ce ; 1,65] et [-2,576 ; 1,696] sont des intervalles de fluctuation 

au seuil de 95 % de X. 

2. Pour quelle valeur minimale de xe R*, l'intervalle [-x ; x] est-il un inter- 
valle de fluctuation au seuil de 95 % de X ? 

3. a) Montrer qu'il existe un unique réel positif a tel que : 

P([-2<X<-2+a])=0,95 

et comparer l’amplitude de l'intervalle ainsi obtenu à celle de l'intervalle de la 
question 2. 

cunen 7 A 
kkk 40 min © Corrigé p. 496 

b) Plus généralement, pour quelles valeurs du réel x existe-t-il un réel positif a tel 
que l'intervalle [x ; x + a] soit un intervalle de fluctuation au seuil de 95 % de X? 

4. Soit a un réel positif fixé. Déterminer x pour que P([x< X<x+4a]) soit 
maximal. 

d TITRE ER 

FROM : 40 min © Corrigé p. 499 
ST 

EE] Surbooking (sur réservation) 

Une compagnie aérienne qui utilise des longs courriers d'une capacité de 
400 places a vendu n billets pour le vol LCO03. 

On admet que la probabilité qu’un acheteur se présente à l'embarquement est 
pet que les comportements des acheteurs sont indépendants les uns des autres. 

On note X, la variable aléatoire désignant le nombre d'acheteurs d’un billet se 
présentant à l’'embarquement. 
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Pour minimiser ses pertes, la compagnie accepte pour un vol de vendre un 
nombre n de billets supérieur à 400. 

La compagnie prend un risque qu’elle veut maîtriser. Ce risque est que le nombre 
de passagers se présentant à l’'embarquement soit supérieur à 400. 

1. Déterminer la loi de X,.. 

2. On suppose que 0,4 <= p < 0,95. 
; X 
Écrire l’intervalle de fluctuation asymptotique 1, de ne au seuil de 0,95. 

3. Montrer que si 1,C|0 ; — , alors la probabilité que le nombre de passagers 

se présentant à l'embarquement excède 400 est inférieure à 0,05. 

4. Soit n, la valeur maximale de n permettant de satisfaire la condition : 

1 AA L - — 
n 

a) Montrer que si 1,€ Lo à A alors pn + 1,96 /n 4/p(1 — p) — 400 < 0. 

b) Soit h la fonction définie sur R° par : 

h(x) = px + 1,964/x/p(1 — p) — 400. 

En posant pour tout réel positif x, {= ,/x, étudier le signe de h(#2). En déduire 

l'existence de l’entier n,, valeur maximale de n satisfaisant à la condition : 

Le L ; | 
n 

À l’aide d’une calculatrice, représenter graphiquement la fonction k pour les 

valeurs p = 0,8 ; p = 0,85 ; p = 0,9 et p = 0,95 sur l'intervalle [400 ; 500]. 

0) Lire sur le graphique les valeurs de n, obtenues. 

EP] Petit-déjeuner XX 40 min © Corrigé p. 501 

Un fabricant de céréales pour le petit déjeuner conditionne des pétales de céréales 
en boîtes de 300 g. Sur la chaîne de remplissage des boîtes, la quantité x de céréa- 
les fournie par la machine pour remplir chaque boîte peut être modélisée par 
une variable aléatoire suivant une loi normale d’espérance mathématique L et 
d'écart-type G = 6 g. 

1. La réglementation impose qu'il y ait moins de 0,1 % des boîtes pesant moins 
de 300 g. 

À quelle valeur doit-on régler L pour respecter cette réglementation ? 
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2. Une boîte peut contenir au maximum 330 g. La machine étant réglée à la 
valeur minimale 1 obtenue précédemment, quelle est la probabilité qu’une 
boîte déborde ? 

3. Le technicien responsable de la chaîne veut qu’il y ait moins de 1 % de boîtes 
qui débordent, au risque de ne plus suivre la réglementation. 

a) Quelle est alors la valeur maximale de ui ? 

b) Quelle est, en considérant cette valeur maximale de 1 obtenue à la question 
précédente, la probabilité qu’une boîte contienne moins de 300 g ? 

c) Déterminer LL et © pour qu'il y ait moins de 0,1 % de boîtes de moins de 300 g 
et moins de 1 % de boîtes qui débordent. 

On représentera graphiquement les couples (l, 6) solutions de ce problème 
dans un repère dont l’origine et les unités seront convenablement choisies. 
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1. 1. Faux. 

2. Vrai. 

Un intervalle de fluctuation I au seuil de 95 % vérifie P[(F, € I)] > 0,95. 

Il vérifie donc nécessairement P[(F, € 1)] = 0,90. 

Mais pas nécessairement P[(F, € I)] = 0,99. 

1. Faux. 2. Vrai. 3. Faux. 
C'est la définition d’un intervalle de confiance. 

3. 1. Vrai. 2. Vrai. 3. Vrai. 

La probabilité que p appartienne à [0 ; 1] est égale à 1. 

Donc [0 ; 1] est un intervalle de confiance pour p au risque 0. 

L'’intervalle de fluctuation asymptotique au risque © est 

= eG=p) p) p(1-p) 
re = [p- U : PH PP 

son amplitude est donc 2u,, = Re sie T5 P) 

où u,, est défini par P(u,,) = 1- = 

; + œ 
Lorsqu'on diminue le risque &, 1 - = augmente, Remarque 

| 2 C'est logique : plus on agrandi 
donc u,, aussi (® est croissante) et donc amplitude l'intervalle, moins on a de chances 
de I, augmente. de se tromper ! 

TRSAEOANENNNNRIE NRA 

R3ppel 
LS | 1. L'intervalle de confiance à 95 % est : On majore 1,96,/p(1 = p) 

se 1 LE = :0,52+ |. prax = 
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2. Si À est élu sur la base de cette estimation, cela signifie que: 

1 
0,52 —- — > 0,50 

Nn 
n 

= > 0,02 
n 

n >2 500. 

L’échantillon contenait au moins 2 501 personnes. 

7 

\ CORRIGÉS 
6. 1. L'intervalle de confiance au risque 5 % est I = 0.20 

ah 1 : 0,20+ —=| 
soit I = [0,10 ; 0,30]. N10 N100 

Au risque de 5 %, le pourcentage de personnes qui achètent plus de 
10 tickets jeux par semaine est compris entre 10 % et 30 %. 

2. Soit F la variable aléatoire représentant la proportion de joueurs dans un 
échantillon de 100 personnes. Le théorème de Moivre Laplace permet d’affirmer 
que F suit approximativement la loi normale de paramètre m=0,6 et 

g2= EXO _ 6 0024 soit o = 0,04899. 
100 

. \ =? A 

Avec une calculatrice on trouve, à 10° près, FE caue 

D 
Dans les calculatrices, il faut 
vs Getnon CE ; 

SE REASON DAC SARA SARA CURRENT REA" 

La probabilité qu'un échantillon ne soit pas dans 
l'intervalle est donc de 0,04. 

On a environ 4 % de chances de perdre son pari. 

Mi.icin- 180 et f= ee = 0.22. 

Un intervalle de SA au risque de 5 % s'écrit : 

 E = 10 2 02 —=| 
N18 x 180 

On arrondit par défaut la borne Éires et par excès la forme supérieure : 

I= [0,14 ; 0,30]. 

2. On a au plus 5 % de chances que p ne soit pas "Rémarque 
dans cet intervalle. Si on répète 100 fois l’expé-  Ilfautrevoirce que l'on appelleun ! 

rience, on aura en moyenne 5 cas pour lesquels intervalle de confiance au risque de | 

l'intervalle ne contiendra pas p et donc 95 cas  °* | 

pour lesquels l'intervalle contiendra p. nn 
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8 | 1. On suppose que n est suffisamment grand pour permettre l’approxima- 
tion de la loi de F, par une loi normale. 
Si f est la proportion de votants pour le candidat L dans un échantillon de n 
individus, alors l'intervalle de confiance au risque de 2 % s'écrit : 

rie 5e) 
Où Up, 6St défini par D(u5,02) = 1 — = = 0,99: 

La calculatrice (ou la table de D) donne w,, 52 = 2,33. 

Donc {f- p| < 2 
2/n 

D'autre part, on veut que p soit connu avec une précision absolue de 2 % ; on 
doit donc avoir |f- pl < 0,02. Le 
Pour réaliser cette condition, on choisira n de façon que == < 0,02, 

24/n 
soit Nn Z — 

Il faut prendre un échantillon d’au moins 3 394 
votants pour connaître la proportion de votants 

favorables au parti avec une précision de 2 %, au 
niveau de confiance 98 %. 

2. Ici n = 1 024 ee: - 0,517: 
1 024 

L’intervalle de confiance au risque A 5 % est donc: 

1 
I1=10,517-— ; 0,517 + 
| = 5 

I = [0,48 ; 0,55]. 

On vérifie que les conditions de validité de l’intervalle de confiance (n = 30 ;: 
np = 5 n(1 - p) = 5) sont bien vérifiées. 

à l'Internet dans l'échantillon est f = — = 0,76. 

L’intervalle de fluctuation au risque de 5 % est : 

Een ft] 
ie 10.76 - > : 0,76 + x 

25? 25 

I = [0,72 : 0,80]. 
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. 2. L'intervalle de confiance au risque de 1 % pour un échantillon de taille n est 
u u 

Er er “2 | AVEC Up 91 = 2:98. 
2 /n 2 /n 

L'amplitude de cet intervalle est ce et on veut que cette amplitude soit de 2 %. 
n 

On veut donc _. 0,02, soit /n = = - = 129: 

On choisira dune un échantillon de taille n = 16 641. 

MU 1ci » = 400, f- 7 = 03125 et = 0,1. 

L'int L d n i : intervalle de con nee au risque O! est RE que 

f-—<; f- — | avec u, = Un: = L,65, La valeuru,, =1,65estobtenue avec : 
+ 2 Fe 2 /n he là calculatrice suivant l'expression | 
u 0,1 
= 504125, donc: pos ous | 
2,/n 40 RER TE 

I= [0,271 ; 0,354]. 

11 1. La proportion de notes au moins égales à 14 dans la population totale des 
candidats est p = 0,2. 

L'intervalle de fluctuation asymptotique au seuil de 95 % pour un échantillon 

de n copies est I = | p—2 RSR) ; p+2 Poe 

Or 2 JPA —p) un) Rene = 0,04, donc : 
n 20 

1 = [0,16 ; 0241. 
2. Les conditions usuelles n = 30, np = 5, n(1-p) = 5 sont ici réalisées, on 

peut donc considérer que 95 % des échantillons de 400 copies extraits de cette 
population vérifient fe [0,16 ; 0,24]. Cet intervalle contient la valeur 0,17. 
Donc, au risque de 5 %, cette proportion n'est pas significativement différente 
de la valeur 0,20. 

On ne peut donc pas en conclure, au risque de 5 %, que le correcteur a noté 
plus sévèrement que les autres. 

M2] 1. On sait que X suit une loi normale N(5 000 ; 160). Remarque HR 
PARU Ë ; ; : n trouve le résultat à l’aide de la 

égale à : À La probabilité qu’une caisse soit conforme est ég nr CRE 
P([4 962 < X < 5 038]) = 0,997. Don à; . à | 

4 
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Attention de bien préciser & = /160, il n'y a pas besoin de calculer au préalable ,/160, on peut 

retrouver le paramètre sans cette forme. 

La probabilité qu’un carton soit non conforme est 0,003. 

X — 5 000 
2. La variable X° = suit la loi normale N(0 ; 1). 

Déterminons À réel positif tel que P([-ÀA < X° < À]) = 0,99. 

P([-\ < X° < AJ) = D(A) - D(-À) 

= D(A)-(1-D(X)) 
=2®(À)-1. 

P([-À < X° < À]) = 0,99 équivaut à P(A) = —- = 0,995, soit en utilisant la 

calculatrice, À = 2,58, d’où : 

0,99 = P([-2,58 < X° < 2,581) 

: p{]-2,58 47 9 000€ 258)) 
160 

= P([5 000 — 2,58./160 < X < 5 000 + 2,58./160]) 

= P([4 967 < X < 5 032]). 

Donc : 

u — © = 4967 et 1 + © = 5 032; 

u = 5 000 et © = 32,6. 

>] Bien comprendre 

Grâce à des cartons prélevés aléatoirement en sortie de chaîne, ces poids d'alerte permettent de déceler 
des anomalies en temps réel. 

HE] 1. a) Dans l'échantillon, la proportion fiest: 

b) La variable aléatoire F, qui à tout échantillon de taille 800 associe la fréquence 
de fruits tâchés dans l'échantillon, suit approximativement la loi normale 
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M “sl ), donc la variable F+=—Æ=?  RSppe 
800 p(1—p)  F* estla variable centrée réduite 

800 associée à F. 

suit la loi N'(0, 1). 

P([|F*| < 1,96]) = 0,95, donc l'événement [|F*| < 1,96] contient 95 % des 
échantillons et comme 1,96 < 2, l'événement [|F*| < 2] en contient encore 
davantage. 

Donc, en tirant un échantillon quelconque, on a au moins 95 % de chances 

d’avoir |__J=P _|< 2, ce qui permet d'affirmer au risque de 5 % : 

pQ —p) 
n 

c) En élevant au carré les deux membres de l'inégalité : 

de p)? < pQU — p) Rappel DES 
200 Les deux membres étant positifs, on 

et en remplaçant f par 0,01 : obtient une inégalité équivalente en 

201p2 41p+2= 0.) re 

d) Pour résoudre cette inégalité, on commence par chercher les racines du trinôme : 

201p?-41p+2=0. 

A = 73 et les racines sont p” = 0,0807 et p” = 0,1232. On en déduit : 

201p? —41p +2 < 0 si et seulement si p € [p” ; p”]. 

Un intervalle de confiance au risque de 5 % est donc: 

I = [0,080 ; 0,124]. 

2. a) Le cours donne comme intervalle de confiance au risque de 5 % : 

fes] 

1 = [0,064 ; 0,136]. 

b)On constate que la première méthode est beaucoup plus efficace car elle 
conduit à un intervalle beaucoup plus petit. Cela tient au fait qu'on a résolu 

[p(1 — 
très précisément l’inéquation |f- p| < 2 Pr (pour f= 0,1 et n = 800), 

élevant les deux membres au carré. 

V4 
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: 1 
alors que dans le cours on se contente de majorer p(1 —p) par Fr Cette majora- 

tion reste acceptable lorsque p est voisin de 0,5, mais est très grossière pour p 
petit (ce qui est le cas ici) ou proche de 1. C’est pourquoi la seconde méthode 
donne ici un résultat beaucoup plus grossier. 

EE. a) On cherche ici un intervalle de confiance Rappel ELR 4 

de p (proportion du corps électoral favorable à A) és de connaître Mo os €Foor | 
au risque de 1 %. gai rià Le ce 
Ici f= 0,55 ; n = 625 et on sait que u6 01 = 2,58. 

Un intervalle de confiance de p au risque de 1 % est donc: 

1=|0,55- x —— - : 0,55 + Ex — | 
HE CN 9625 

I = [0,4984 ; 0,6016]. 

b) La borne inférieure de cet intervalle est inférieure à 0,5, donc on ne peut pas 
considérer que le candidat a 99 % de chances d’être élu. 
2. a) Si X est le nombre de candidats en faveur de A dans un échantillon de taille 

n, X suit la loi B(n, p), donc E(X) = np et V(X) = np(1-p). 

Par ailleurs, F, = : donc : 

E(E,)=p et V(F y EP True 
; : n? n 

b) Il faut résoudre D(u) = 0,99. L'utilisation de la calculatrice (ou d’une table) 
donne u = 2,33. 

Les conditions sur n sont telles que l’on peut approcher la loi de F, par une loi 
= F— 

normale { le PE) do donc F, Pne suit la loi N'(0, 1). 
JPG — p) 

n 
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. nas Il en résulte : nfr- = 2) > 0,99. 
. 2 /n 

©) Lorsqu'on choisit un échantillon au hasard de n personnes, on a donc au 

moins 99 % de chances d’avoir f— p = ES soit p = f— 
2 /n 

Pour pouvoir affirmer que A est élu à un seuil de 99 . F suffit d’avoir 

F- 233 7 
2, /n 2 /n 

encore ñn = 543. 
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, Soit TES ou 

Donc, si dans un échantillon d’au moins 543 personnes, A a 55 % d’opinions 
favorables (ou plus), on peut valablement considérer que A a plus de 99 % de 
chance d’être élu. 

Eh 1.x suit une loi binomiale B(n, p), F =< donc : 

E(F)=p et V(F)= EP). 

2 LCA 

Les tirages pour construire un échantillon se font avec remise, on est donc dans le cadre d’un schéma 
de Bernoulli. 

2. Les conditions sont : 

n= 30, np =5.et n(1-p)=5. 

1 
3xe]0;1f, donc$e Jo:;| et1-Se ss]. 

2 NIUE 

Tout élément de ]0 ; 1[ possède un antécédent et un seul par ®. 

Te 10 ;1[, d’où l'existence et l’unicité d’un ppel HSSUtÉ 
2 F Le réel u,, est déterminé à la 

réel u, telque D(u,,) = 1-=: calculatrice. | 
2 
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D(0)=; et1-> 3 donc u,, > 0. 

e([lr-» à A) = P([IF*| < u,]) où F*= en 
n 

Comme F* suit la loi N(0, 1), 

P(IIF* <u,])=d(4,)-d(-0,)=20(u,)-1=1-0 

D'où P[|ir-p <u, EE Er 

der 2 pre 
n <— 

1 
Au 

pee ee 

Si f est la proposition d'individus souffrant d’hypertension ms un échantillon 

jar : f+ El est 

Comme p(1-p) < ete: 

aléatoire de taille n, la probabilité que p appartienne à = 

au moins égale à 1 — @ 

Un intervalle de confiance de p au risque © est donc : 

u 
Le: el 

u 
On constate que l'amplitude de I, est _. 

n 
. > . , . Uy 

4. a)Si I, est l'intervalle de confiance au risque &’, son amplitude est —. 
n 

u 
Cette amplitude est & fois plus petite que la précédente si u,, = T 

d'où u,, <u, cark> 1. 

Comme ® est strictement croissante, alors D(u,,) < D(u,). 
, 

Mais P(u,,) = LS et D(u,,) = LS donc : 

, 

œX > CO. 

b) La fonction ® est continue sur R (puisque elle est dérivable, de dérivée ) 
2 X 

strictement croissante sur R (puisque D’(x) = @(x) = Fe > 0), 
27 
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et lim D(x)=0; lim D(x)=1. 
X — —c KE 00 

Donc tout réel de ]0 ; 1[ admet un antécédent unique par ®. 

0) D(u,,) ire mr donc D(— Us) _— Ex Rappel \ 

2 2 On sait que tout réel x: | 

soit &”=2D(—u). DD =1 0%). * | 
Rens DONNE RARE RTS men 

CORRIGES k 
D(u,)=1- 5 et D(-u,) = 5: donc —u,, = v() 

. 4o , Ua 
Donc, S1 U =—, alors X = 20[- =) (3 

Remarque 
Revoir la fonction w page 347. 

CREER PRET 

RD DRE 

d’où, en remplaçant dans (*) : 

.-#{S) 
k> 1, donc - < 1. Il s’agit de multiplier cette inégalité par v(S) 

œ 1 œ Lesfor œ 
3€ lo ; 2 , donc VE) < 0, donc v(S) À v(S) 

Puis on compose par ®, qui est strictement croissante : 

1 f@ œ 
D-w-||>— Gv))>5 

, 
OUEN. 

et on multiplie par 2 : 

16 1. Les conditions dans lesquelles on peut assimiler à une loi normale la loi 

de cette variable aléatoire sont n = 30, np = 5 et n(1-p)=5. 

Mais pour n = 30, on a d'office np = 5 et n(1-p) = 5. 

Donc la condition cherchée est n = 30. 

2.Nommons F, la variable aléatoire représentant la fréquence d'individus 
possédant le caractère C dans un échantillon aléatoire de taille n. 

F, suit donc approximativement une loi normale avec : 

V0,6 X 0,4 _ V0,24 

n 
E(F,) = 0,6 et G(F,) = "7" Te 

n 

T 
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(F, 0,6) /n 
\/0,24 

F,* suit la loi N(0, 1). 

En posant F,* = , On pourra donc considérer dans la suite que 

On sait par ailleurs qu’un intervalle I est un intervalle de fluctuation de fau seuil 

de 95 % si et seulement si P([F, € I1]) = 0,95. 

Il s’agit donc ici de calculer P([F, € I,]) pour k= 1,2, 3,4. 

Pour I, : 

— 0,94 0,94 P([E, el D=P(] RE <))-P(-191 < F + <2,02]). 
A TE : 

+ À l’aide de la table de ®, on poursuit en écrivant : 

P([LF, € 1,]) = (2,02) - D(-1,91) 

= (2,02) —(1-—d(1,91)) = D(2,02) + P(1,91)-1 

= 0,95024 < 0,9502. 

+ À l’aide d’un tableur : 

= Loi.NORMALE(2,02 ; 0 ; 1 ; VRAI) - Loi.NORMALE(-1,91 ; 0 ; 1 ; VRAI). 

+ À l’aide d’une calculatrice : 

TEXAS 83 Plus (et +) : CASIO 35+ (et +) : 

normal F Rép(-1.91, 2.02, 0, 1) MENU) [STAD > (DIS) > [NORMI > LL é 
lower) : -1.91 ; [Upped : 2.02; (o) :1;(u) : 

Avec ces trois méthodes on obtient P([F, € 1,]) = 0,95 donc: 

I, est un intervalle de fluctuation de f au seuil de 95 %. 

Pour I, : 

P([F, eL]) = REV <F*< | = P([E, * < 1,65]), 

. 06430 —0,6Vn 
10. donc PERS est négligeable pour n = 30. 

"024 10,24 

Donc P([F,E€ I,]) = D(1,65). 

Par l’une des trois méthodes (table de ®, tableur ou calculatrice) : 

P(IF, E€-T,D:=0,9505: 

L, est un intervalle de fluctuation de fau seuil de 95 %. 
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Pour I, : 

P(TF, € 1,1) = P([-1,90 < F,* < 1,98]) et, par l’une des trois méthodes : 

P(IF, € L,]) = 0,9474. 

I, n’est pas un intervalle de confiance de f au seuil de 95 %. LA 

Pour I, : 

PE l,])= P[lle, de rl 

P([|F,*|  w]) = 0,95 pour u = 1,96. 

n 
LL 
= 
[a 4 
[e 4 
(®) 
® 

Donc par croissance de la fonction PTE < u|): 

P(L|F,*| < u]) > 0,95 pour u = 1,96. 

I, est donc un intervalle de fluctuation de f au seuil de confiance de 95 % si 

et seulement si 7 Z 1,96, c’est-à-dire si et seulement si a = 0,96 (en 
0,24 

arrondissant à 1072). 

17 1. L'intervalle de fluctuation asymptotique au seuil de 95 % est : 

= TE 
Lo,95 = \p- 1,96 PE ; p + 1,96 pa ; p?] 

Inos = 014 1,96 PRES 0,14 + 1,96, ETES 

I95 = [0,0845 ; 0,1955]. 

2. La valeur _ = 0,193 est à l'intérieur de l'intervalle de fluctuation asymptoti- 

que au seuil de 95 %, on ne peut donc pas conclure à une proportion 
d’abeilles malades anormalement élevée. 

3. La borne supérieure de l'intervalle est ici : 

p + 1,96 PE P) = 0,14 + 1,96 ee QU+E 

0, 14 + ee < 0,193 équivaut à Nn à VAE soit n > 164,6. 
Nn 0,053 

Il faut donc étudier au minimum 165 abeiïlles pour qu’une proportion de 19% 
mette en évidence une proportion d’abeilles malades anormalement élevée. 
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18 1. X suit la loi normale centrée réduite, donc en utilisant une calculatrice : 

P([X < 1,65]) = 0,9505 > 0,95: 
P([--2,576 < X < 1,696]) = 0,95006 > 0,95. 
Donc ]- °c ; 1,65[ et [-2,576 ; 1,6996] sont des intervalles de fluctuation de X 
au seuil 95 %. 

l Fi 
2. X suit la loi normale centrée réduite, donc pour [-x:xlestunintervalledefluctuation À 

tout réel x positif ; de X au seuil de 95 % si: | 

P(I-x < X < x]) = 2®(x) — 1. px <1<x)) 209%. 
D D de cie ennemie 

2®(x) — 1 = 0,95 soit D(x) = 0,975. Rappel 

En utilisant la croissance de ® et une calculatrice: œ({x) > 0,975 équivaut à : 

x > 1,96. x 2 1,96 doit être retenu. . 

La valeur minimale de x, telle que [-x ; x] soit un 
intervalle de fluctuation de X au seuil de 95 % est 1,96. 

3. a) Pour tout réel positif x, on pose : 

f(x) =P(-2<X<-2+x]) = D(-2 + x) - P(—2). 



Chapitre 11 Intervalle de fluctuation. Intervalle de confiance 

_ Pour tout réel x positif : | p ja Pave 
NE DD LL) = 70. ®(—2) est une constante, de 

JL EU x) Pre dérivée nulle. 

Donc pour tout réel positif x, f(x) > 0, la fonction fest strictement croissante 
sur R*. 

lim ®(—-2+x)=1, donc: Rappel È 
PES Revoir les propriétés de D. Em f(x) =1-DÇ2)=D(2)=09772 095, Sr 
XP +oo 

En utilisant le tableau de variation, tout réel de [0 ; D(2)[ possède un antécé- 

dent et un seul, donc il existe un réel strictement positif a, tel que f(a) = 0,95. 

f(a) = D(-2 + a) - D(-2) = 0,95 d’où: 
(a — 2) = 0,95 + D(—2) = 0,95 + 1 — D(2) = 1,95 — D(2) = 0,9728. 
À l’aide de la calculatrice on trouve a — 2 = 1,9236, d’où a € [3,923 ; 3,924]. 

L’amplitude de l'intervalle [a ; a + 2] est a, alors que celle de la question 2. est 
2 X 1,96 = 3,92. 

L’amplitude de l'intervalle [—2 ; -2 + a] est supérieure à celle de [— 1,96 ; 1,96]. 

b) Pour x réel, on pose pour tout réel a positif : 

g(a)=p(ix<X< x+a])=D(x+a)-D(x). 
Pour tout réel a positif : 

g'(a) = q(x + a) = = 
_Gta) 

2 

La fonction ® est strictement positive sur R, donc la fonction g est strictement 
croissante sur R*. 
g(0) = D(x)- P(x) = 0 et lim g(a)= lim D(x+a)-—HD(x) = 1-P(x). 

4 — + a + 
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D’après le tableau de variation, tout réel de [0 ; 1—(x)[ possède un antécédent 

et un seul. Les réels n’appartenant pas à [0 ; 1-®(x)[ n’ont pas d’antécédent. 

Pour qu'il existe a tel que g(a) = 0,95, il faut et il 
suffit que 0,95 appartienne à l'intervalle 
[0 ;1—Œ(x)[ soit 0,95 < 1—ŒD(x), c’est-à-dire 

(x) < 0,05 soit x < —1,6448. 

Les valeurs de x telles qu’on puisse trouver un 

intervalle de fluctuation de X au seuil de 95 % de la forme [x ; x + a|[ sont 

celles pour lesquelles x < —1,65 (arrondi à 107?). 

4, Pour tout réel x et tout réel a positif : 

h(x)= p(lx<X<x+a]) 

h(x) = D(x+a)—D(x). 

La fonction h est dérivable sur R et pour tout réel x : 

h'(x) = q(x + a) - px). 
1 ra) re 

h'() = fe 2 —e # 
V27 

su 
Por 2 

2T 

e 2ax + a? HA) 27 

_2ax+a? 

Le signe de h’(x) est le signe de (e 2 1) car les deux autres facteurs 

sont strictement positifs. 
2 

Le signe de h’(x) est le signe de Ete, soit le signe opposé de 

2ax + a? = a(2x + a). 

Si ee 2x + a <0, donc hk’(x) > 0. 

Re 2x+a> 0, donc h’(x) < 0. 

Si x=-, h'(x) = 0. 
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D'où le tableau de variation de h : 

4 

(e(0],4111e 2 
SE fl . . a 2 A . 2e 

La fonction h est maximale pour Asp? c'est-à-dire lorsque l’intervalle 

[x ; x + a] est centré en 0. 

La probabilité est maximale pour x = —- 5» donc lorsque l'intervalle est centré 
en zéro et de largeur a. 

19] 1. Soit X, la variable aléatoire égale au nombre d'acheteurs de billets se pré- 
sentant à l’'embarquement. 

X, suit une loi binomiale de paramètres n et p. 

2. On suppose 0,4 < p = 0,95. 

n = 400, et 0,4 < p < 0,95, donc np =5 et n(1-p)>5. 

L’intervalle de fluctuation asymptotique 1, be 
au seuil de 95 % est donné par : 

X 
3. L'intervalle 1, est tel que re el .]) > 0,95. 

n 

On suppose I, € 10 ; | donc: 

y 

(RE 

ane 4) 
Donc CIE € Lo: #1) < 0,05. 
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X Net ; 
Comme — est strictement positif, {fe > ]) < 0,05, soit : 

PIX, > 400] < 0,05. 

4. Soit n, la valeur maximale vérifiant 1, € Lo ; | 
0 

a) L'inclusion 1, € L : — implique p + 1,96 Pi) < ee 

Cette inégalité est, pour tout entier naturel non nul #, équivalente à : 

np + 1,964/n4/p(1 — p) — 400 < 0. 

b) Soit h la fonction définie sur [0 ; +co[ par : 

h(x) = xp + 1,964/x4/p(1 — p) — 400. 

En posant f = x: 

h(x) = (/x)?p + 1,96./x4/p(1 — p) — 400 
h(#2) = g(t) = pt? + 1,96/p(1 — p)t — 400. 

La fonction g est une fonction trinôme du second degré en f (p Æ0) dont les 
coefficients extrêmes p et -400 sont de signes contraires. Cette fonction tri- 
nôme admet donc deux racines distinctes de signes contraires. 

Soit f, la racine strictement positive. 

D’après le théorème donnant le signe du trinôme : 

- pour tout f de [0 ; #,], g(f) < 0 soit h(f2) < 0; 

donc si x < t,, soit si x < t, alors h(x) < 0. 

- pour tout f de Jf, ; +, g(t) > 0 soit h(f2) > 0; 

donc si 4/x > ty Soit si x > Fi alors h(x) > 0. 

Posons ñ,= E(#) où E(t,) désigne la partie entière de = (telle que 

ñ) < f < n + 1), également notée lé | 

L’entier n, est unique et vérifie : 

pour tout entier naturel n tel que n < n,, alors h(n) < 0; 

pour tout entier naturel n tel que n > n,, alors h(n) > 0. 

<) Lecture des valeurs n, obtenues. 

Le graphique donne une valeur approchée de n,. 
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_ On peut calculer n,, partie entière du réel f 

es ESA — p) + 1 600 x p + 1,962p(1 — p) Ÿ 
Rs 

pour p = 0,8, no = 478; Remarque ; 
pour p = 0,85, ño = 453; Pour un risque constant inférieur 

de billets vendus (avec n, > 400) 
diminue lorsque la probabilité p 

Ë 

| 
pour p = 0,9, no = 430; à 0,05, le nombre maximum n, | 

pour p = 0,95, ño = 411. 

; 

E CORRIGÉS Représentations graphiques de la fonction h telle Ë présence des acheteurs augmente. | 
DRSASRR IS RONA IN ICEES ADIEU TELL ARTTOE PETER ONE S PERRIER À 

h(x) = px + 1,96(4/p(1 + 
que : 

p = 0,95 

p = 0,90 
60 

40 — (1000 

20 p = 0,80 

— 40 

[20 1. Il s’agit de déterminer 1 tel que P([X < 300]) < 0,001. 

On pose X° = = H eton sait que X* suit la loi N(0, 1). 

P([X < 300]) = px < Fi — PH) - TEE) 

On doit donc d’abord chercher x tel que (x) = 0,001. 

° Par lecture inverse dans la table de ®: 

D(-—x) = 0,999 soit x = —3,09. 

° En utilisant un tableur : 

Dans Excel, on tape : =LOI.NORMALE.INVERSE (0,001 ; 0 ; 1) ; on obtient 
—3,090232. 

(LOI.NORMALE.INVERSE est la fonction préprogrammée représentant la 
fonction réciproque d’une répartition normale). 



LA 

un 
LLI 

= 
œŒ 
œ 
(®) 
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. Avec une calculatrice : 

CASIO 35+ (et +): 

(MENU] [STAT: > DISTR D> [NORM) D> linvNi D 
area : .001 

où : 1 ; ON : 

Affich 

TEXAS 83 Plus (et +) : 

Frac Normale (.001, 0, 1) 

Affichage : -3.0902323 

age : Inverse Normal x = -3.0902. 

300 -H 
< —3,09, on trouve : 

u > 318,54. 

2. Il faut calculer P([X > 330]) pour u = 318,54 et 6 = 6. 

Commençons par le calcul de P([X < 330]): 

. Avec la table de D: 

On résout l’inéquation 

a 330 — 318,54 P([X < 330]) = [fx = ) = (1,91) = 0,9719. 

° Avec un tableur : 

=LOI.NORMALE (330 ; 318,54 ;6 ; VRAI) : 0,9719... 

* Avec une calculatrice : 

TEXAS 83 Plus (et +) : CASIO 35+ (et +) : 

0.5 + normal F Rép (318.54, 
330, 330, 6) à re 
Affichage : 0.9719... we Rpet 

: 6; Li] : 318.54 
Affichage : Normal CD. prob = 0,4719... 

puis : 0.5 + 0.4719 

puis 209719 

D'où : 

P(IX > 330]) = 0,028. 
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_ 3.a) II s’agit ici de déterminer 1 tel que P(IX > 330]) < 0,01. 

P([IX > 330]) < 0,01 si et seulement si P([X < 330]) > 0,99. 

Or P([X < 330]) = Lips < +) 2 (EE) 

Puis on résout of E) Z (0,99. 

330-u 
Par l’une des trois méthodes expliquées au 1. on trouve, > 2,33 d'où: 

b) Pour cette valeur de 11, on obtient : 

P([X < 300]) = 0,0038. 

o) Il s’agit de trouver li et © tels que: 

P([X < 300]) < 0,001 
et ou, en considérant X* = 

P([X > 330]) < 0,001 

Et ch: 

px < sl € 0,001 o(E EE) < 0,001 
© [e] 

et c’est-à-dire et 

[x = EH |) > 0,01 ET a < 0,01 

— < 3,09 d’après 1. 

D'où 
330-U 

(e] 
> 2,33 d’après 3.a) 

Donc les couples (1, 6) solutions du problème sont ceux vérifiant les deux inéqua- 

| u — 3,096 > 300 
tions L 

u + 2,336 < 330 

De = sur OU : 1 cm pour ?2g 
On placera l’origine en 

0 
et on prendra 

sur O6 :1cmpour2g 

LA 

n 
LL 

2 
œ 
œ 
(®) 
Ô 

rt 
ES 

me 



u-—3,096=300 (D) 

Puis on trace les deux droites d’équation 4 et 

\ 
un 
LL 
o 
[a a 
[a a 
(®} 
® 

u+2,330=330 (D,) 

L'ensemble des couples (l, 6) solutions du problème est la zone en couleur de 
la figure. 

(o) 

[u — 3,096 < 300] 

Or ND © BB Ur 

310 516,27320 

[u — 3,096 > 300] [lu + 2,336 < 330] 



Matrices 

des données que l’on pourra utiliser de différentes 

manières. 



L Opérations sur les matrices 

@ Définitions 
e Deux entiers naturels m et n non nuls étant donnés,  éffärque ee 
on appelle matrice de taille m X n, tout tableau  Onitaussidetype(m,n)ouencore + 
rectangulaire de mn nombres réels, disposés sur  deformat(m,n). 2.1 

m lignes e t n colon nes. mena SRE ITR SR RES 

e On peut écrire une matrice : 

a 1 1 a 1122 CEE] a 1 n 

— sous forme développée : À = 

ni mi Ann 

- sous forme condensée : À = (4;;). 

e Le terme général de cette matrice sera noté a;.. 

>] Bien comprendre 

Par convention le premier indice (ici /) désigne toujours l'indice de ligne et le second (ici j) l'indice de 
colonne. 

e Lorsque m = n, on dit que la matrice est carrée d'ordre n. 
Les éléments 4,,, 4, .…, 4, sont les éléments de la diagonale principale de la 
matrice. 

La matrice identité d'ordre n est la matrice carrée d'ordre n dont tous les coefficients 
sont nuls, à l’exception de ceux situés sur la diagonale principale qui sont égaux à 1. 
On la note 1. 00 

Exemples: J, = Ë . ASE NOT D | 

OPFOCST 

e L'égalité ne peut intervenir qu'entre deux matrices Eéfiséquence 4 
A = (a;;) et B=(b;;) de Do format, elle signifie peux matrices nulles qui n'ont pas | 
que pour tout couple (5, j) d'indices, a; j= b; je le même format ne sont pas égales. | 
Une matrice dont tous les coefficients sont nuls est mme 

dite matrice nulle. 

e Une matrice ne possédant qu’une seule colonne (resp. ligne) s’appelle une 
matrice colonne ou unicolonne (resp. ligne ou uniligne). 

Exemples : X = () est une matrice colonne (à deux lignes) ; 

L = (1 2 3) est une matrice ligne (à trois colonnes). 
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© Addition, multiplication par un scalaire 
Définitions : si À = (a;;) et B= (b;; .) sont deux matrices de même format (m, n), 

on appelle somme ‘ A et B la matrice C=(c;;) de format (m, n) définie, 

pour tout couple d'indices (5 j), par c;; = a; + b;.. REcaue - FT 

On écrit C= A +B- (ai; . b;;). Les matrices À, 8, A+ Bet LA: sont | 
On peut de même nbitibiier tous les coefficients de même form D 
de À par un même nombre 01, la nouvelle matrice 
obtenue se note &A. On a ainsi GA = (oa;;). 

© Produits de matrices 

- La multiplication d'une matrice À de format (m, n) par une autre matrice B de format (n”, p) (dans 
cet ordre) n’est possible que si n = n". 

e Cas particulier : 

A est une matrice ligne A=L=(I, 1, … l,) de format (1, n); 

E 

B est une matrice colonne B = C=| 2 | de format (n, 1). 

Cn 

Dans ce cas, le produit LC est une matrice de format (1, 1), c'est-à-dire un simple 
scalaire : 

LC=Lcrbe ESA e = > lLc4. 

e À est une matrice de format (m, n), À = (a;;); 

B est une matrice de format (n, p), B = (b;;). 

Si C=AB=(c;), alors le terme c; s'obtient en 

multipliant la ligne i de À (a;, a;, … a;, 

b;; 

par la colonne j de B bij | soit : 

b, 

Cj=4jnb;;+a; bj+..+a,b,;= Ÿaxbi. 



e Disposition des calculs 

° 1j 

BE: b;; 

b,; 

1 E . « 

dj A a, CPURTANEMIRRONER 

colonne j 

avec c;; = 4;b,;+4;b,; +... +a;,b 
j in-nj' 

+ Dans ce cas, le produit s'effectue toujours ligne par colonne, ce qui signifie que chaque ligne de À sera 
multipliée par chaque colonne de B et le résultat sera une matrice de format (m, p). 

Exemple : 

; 4) 21 O PE LÀ 
el 3 A: AE PR PE UE voa | ä 

-1 0 1 —3 1 -3 een pa kel le 8 ©) 

2 Quelques exemples 

© Produit par une matrice colonne 
Le produit d’une matrice À de format (m, n) par une matrice colonne X de format 

(n, 1) donne une matrice colonne Y de format (m, 1). 

>] Bien comprendre 

x] GX + 0% + 

x 
net X=|"2|, alors AX = Ca LEE 

GX + pk) + *- 
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© Écriture matricielle d’un système linéaire 
e Soit (S) un système linéaire à deux équations et deux inconnues : 

ax+by=c 
(S) 0 , 72 a’x+b'y=c 

En posant À = É ; Fr fs) et B= FA le Remarque 
ab C AXn'est autre que la matrice colonne 

système (S) s'écrit sous forme matricielle : ax + by 
a’x+b'y] 

e D'une façon générale, soit un système linéaire à n équations et p inconnues x;, 
Xp eo Xp! 

auX + 4pX2 +. +4,%, = b, 

(S) 
ali + aXi +... +4,,%, = b, 

#1 

En posant À = (a;;), matrice des coefficients du système, X = *2 |, inconnue 

%p 
1 

b 

du système sous forme de matrice-colonne et B = 

n 

le second membre du 

système, le système s'écrit sous forme matricielle : 

3 Propriétés du produit matriciel 

e Le produit des matrices carrées n’est pas commutatif ; en général, AB # BA. 

Exemple : 

11e3 1 0 5 2 12: 
=2, A= , B= ; AB= , BA= 



Le produit matriciel est associatif ; si A est de type 
(m, n), B de type (n, p) et C de type (p, q), alors : 

(AB)C = A(BC). | 

I, est élément neutre ; si À est une matrice carrée 
d'ordre n alors: 

e La multiplication est distributive par rapport à l'addition : 

— si À est de type (m, n), B et C de type (n, p), alors A(B + C) = AB + AC. 

- si À et B sont de type (m, n) et C de type (n, p), alors (A + B)C = AC + BC. 

e Certaines matrices ne sont pas régulières pour le produit : l'égalité AB = AC, 
même avec À Z 0, n'implique pas en générale B = C. 

Exemple : 

n=2, A= | 11 Erulé RTE Libé : AB = ae À = AC eætBzC. 
3 6 Oil hé 0 0 

e On peut avoir 4? = 0 avec A z 0. 

Os 
Exemple : si À = É i alors 4? = 0. 

4 Matrice inverse d’une matrice carrée 

e Définition : À étant une matrice carrée d'ordre 

n, on dit que À est inversible, s’il existe une matrice 
B vérifiant AB = BA =1,. 

e Lorsqu'une telle matrice B existe, elle est unique 
et on la note A°. 

>] Bien comprendre 

Une matrice inversible est régulière : 

si l'on a AB = AC et si A est inversible, on peut multiplier les deux 
membres par A"! et l'on obtient 8= C. 
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1—] Bien comprendre 

Soit un système linéaire à n équations et n inconnues s'écrivant sous forme matricielle AX = B. Si la 

matrice À est inversible, alors le système possède une solution unique, X = A°'8. 

A est ici une matrice carrée. 

On obtient ce résultat en multipliant les deux membres de l'égalité AX = B par A"! à gauche. 

e Soit À et B deux matrices carrées d’ordre n inversibles. 

Alors AB est inversible et (AB)-! = B-1A-1, 

Pour montrer ce résultat, il suffit de poser C = B-!A-T et de calculer (AB)C et 
C{AB) ; on obtient : 

PAB)C=(AB)(B A D) = A(BB")A  =AI A L=AA TE] ; 

GUAB)=(BPAT)(AB)=8 41 B= IX 

Ces deux résultats prouvent que AB est inversible, d’inverse C. 

e Le calcul de l'inverse d’une matrice peut être assez délicat lorsque n est grand. 

e Pour déterminer l'inverse d’une matrice À carrée d’ordre n, il suffit de déter- 

miner une matrice B carrée d'ordre n telle que AB=1,. 

On a alors BA=1,. 

e Cas des matrices (2, 2) 

: a b . : : 
Pour montrer que la matrice À = d est inversible et calculer son inverse, 

c 
, b’ 

on détermine une matrice A’=| , d telle que AA’ =1I. On est amené à 
C 

résoudre un système d'équations qui admet une solution unique si et seulement 
SE: 



(2) 
Le 
En 
ms 
2) 
un 
L- 
LL 

un 
LL 

U 
[e 4 
LL 
*< 
LL] 

EN Formats et indices © Corrigé p. 519 

RE NS bar 

1OOTA =. 20702 

14 5 —6 0,1 

Donner le format de À. 

Donner la valeur de 4,,, 43, 433. 

sega atliens 

25 FRE 
ST 10 
> e7 bel 

Compléter l'écriture de A sachant que 4,, =-4; 433 =8;a;, =11;4a;, =0. 

Quel est le format de À ? 

3. Écrire la matrice À = (a;;) carrée d'ordre 3, telle que pour tous indices i et j 

compris entre 1 et 3, a, = 2j —i. 

PA Somme de matrices © Corrigé p. 519 

Soit dl Lee lEnposté ul 
Ce Eu 

Calculer À +B, A—B, 3A - 4B. 

2. On donne À = 3x 4 etB=| 5 
lux 0 3y 

Déterminer x et y pour que À + B= Ë 2 | 
1 —3 

Déterminer x et y pour que 4A - 2B = | HS | 
4 —1 
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EX Produits de matrices | © Corrigé p. 520 
Effectuer les produit suivants lorsque c’est possible. 

Lorsque c’est impossible, expliquer pourquoi. 

Vérifier les résultats obtenus à la calculatrice. 

177 2 os a bx[: | » Lx és 
dr tout 214 : 

3:02 0 5 2) 434 
HCS102 KES ph d'1 3 4/X|2 0 

S 0 = 6:32 

bd 
| nd D OO bd D 

Dos IX) Cr 31): 

pi © ND (o) (es) L 

D bd 
| [9] D | S ni 

EX Systèmes © Corrigé p. 521 

Définir pour chaque système, la matrice À et la matrice colonne B, permettant 
d'écrire le système donné sous la forme matricielle AX = B: 

2x-2z=13 

(S) <y+x=-1 ; 

—3z+7y=12 

" [x+3y=5x-2+14 
s | 

Ay=7z=x-y-21 

un 
pes 
LES 
2e \ 

=, 
un 
L= 
LL 

un 
LL] 

= 
® 
[e 
LES 
*< 
LE 



un 
= 

LLI 
= 
—J 
un 
be 

LU 

(4) 
LE] 

ns 
®) 
[a 4 
LLI 
*< 
[EE 

2e 

€25 min © Corrigé p. 521 
uw 

EI Matrice associée à un graphe 
On appelle graphe un ensemble constitué de points ue A» .…, À, (appelés som- 

mets) et de segments reliant 2 sommets (appelés arêtes). 

Deux sommets reliés par une arête sont dits adjacents. 

On appelle chaîne de longueur # une liste constituée de n + 1 sommets adja- 
cents (n est le nombre d’arêtes). 

>] Bien comprendre 

Par exemple avec p = 5: 

À 

À, et À, sont adjacents ; 

À, et À, ne le sont pas. 

Às 

(À, À, A4, À) est une chaîne de longueur 3 reliant À, à A. 

On appelle enfin matrice associée à un graphe, la matrice M, carrée d'ordre p, 
dont le terme général m;; vaut 1 siles sommets À; et A; sont adjacents et 0 sinon. 

1. Étude de l'exemple. 

a) Écrire la matrice M associé au graphe de l’exemple. 

b) Écrire toutes les chaînes de longueur 3 reliant A, à A, et toutes les chaînes de 
longueur 4 reliant A. à lui-même. 

©) Calculer M°, M° et M. 

2. Cas général : soit M la matrice associée à un graphe quelconque. 

a) Montrer que M est symétrique (c'est-à-dire m;; = m; pour tous indices j et j). 

b) Montrer que le terme de M (en position (1, j)) fournit le nombre de chaînes 
de longueur 2 reliant A; à A. 

3. Pour ne N° on note ml” ) le terme d'indice (i, j) de M" et on pose H, « pour ij 
tout couple (5, j) d'indices, mi M) est égal au nombre de chaînes de longueur n 

reliant A; à À». 
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a) On suppose que H, est vraie. Montrer alors que si A, A;et A, sont 3 sommets 

quelconques du graphe, le nombre de chaînes de longueur n + 1 reliant À; à À; 
(n ) 
kj 

b) En déduire que si H, est vraie pour un entier n e N”, alors H,, , l'est aussi. 

dont le 2° sommet est A, est égal à m,,m 

0 Que peut-on en conclure ? 

e D! RUE CH s 

KE Résolution d’un système BA { 20 min © Corrigé p. 523 

un 
+ 
LLS 
— 
J 
un 
= 
LL) 

un 
LLS 

re 
® 
[4 
LLI 
*< 
LL 

reel 34 L,.@œ —5 

Om considère les matrices A= 21 3 {let B=| )p Br 1 

RE PR NO 

œ 
1. a) Déterminer l'unique matrice colonne | 8 | pour laquelle AB = BA. 

y 

œ 
b) Calculer AB pour cette valeur de | 8 |. 

Le 

æ ne 
2. Soit X une matrice colonne X=| , |: ol Mae ï | 

Ù EE avoir | 
an ù : 

3 
Résoudre l'équation d’inconnue X, AX=| 5 |. 

% 

GTR: se > 

RE 20 min © Corrigé p. 525 FA Puissances de matrices 

2 21 LesOpn 0 
Bot = 5 305 /etl=| 0. 1.0.1. 

1 2 0 0.0, 5 

1. a) Vérifier la relation (M — 1)(M + 31) = 0 



(Pa) 
= 

LLI 
— 
| 
(® 4) 

[ss 
LL 

un 
LLI 

= 
® 
[a + 
LL 
*< 
LLI 

b) En déduire l'expression (E) de M? en fonction de M et I. 

c) Utiliser cette relation pour exprimer I en fonc- 
tion de M et M°. 

En déduire que M est inversible et exprimer M7 
en fonction de M et I. 

2. a) Exprimer M $ en fonction de M et I. 

Exprimer de même M* en fonction de M et I. 

b) Montrer que pour tout entier naturel n, M” 
s’exprime en fonction de M et I sous la forme : 

M'=u,M + v,l. 

(On posera par convention M° = I). 

FR u =—2u,+V 
Établir les relations À "*” 54 

1 =30, 

lAdteotion 
On se souviendra ici que l'expression | 
de aM? + bM peut être factorisée à | 
droite et à gauche par M. “ni 

PBtion + 
On multipliera par M puis par M? | 
les deux membres de (E). 

3. On se propose de déterminer u, et v, en fonction de n. 

a) Que valent u, et v, pour n < 4? 

b) Déterminer la matrice carré À telle que pour tout entier naturel n : 

Être) ft] 
Va+1 Vy 

En déduire, pour tout entier naturel n : 

Uy _ A’ U9 

Va Vo 

©) On considère la matrice P = | ae | 
pol 

Calculer P°. En déduire que P est inversible et déterminer P-!. Puis calculer : 

D'=PEEAE. 

d) Montrer que tout ne N: 

AREPDIRSE 

En déduire explicitement A” et déterminer u, et v, en fonction de n. 
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EX Marche aléatoire aux sommets d’un tétraèdre 
RE Fi 

Ve 2 40 min © Corrigé p. 529 

Une puce se déplace d’un sommet à l’autre d’un tétraèdre A,, A, A, A,. 

À 

un 
= 

LLI 
= 
—J 
un 
= 

LL 

un 
LLI 

— 
® 
[e 
LLI 
*< 
LLI 

À 

À3 
Au départ, la puce est en A,. À chaque saut, la puce peut se retrouver sur l’un 
des 3 autres sommets de manière équiprobable. 

On définit pour tout entier naturel n, la variable aléatoire X, représentant le 
numéro du sommet sur lequel se trouve la puce à l'issue du n-ième saut. 
Ainsi X,= 1. 

1. Déterminer la loi de X, et calculer son espérance mathématique. 

2. Écrire la matrice M de transition du système, c’est-à-dire la matrice dont le 
coefficient m;; représente la probabilité de passage du sommet i au sommet j. 

3. On convient que M° = L,. 

a) Démontrer l'existence de deux suites (u,),. A et (v,),- N telles que pour 
tout entier naturel n, la matrice M" s'écrit : 

Déterminer u,,, et v,,, en fonction deu, etr. 

Vn+1 

(EE | ” 7 

b) On pose A=| , |: Montrerque| ”* Al TE 

21 



(Fa) 
= 

LL A 
—J 
(V2) 
= 

LLI 
un 
LLJ 
4 
a 
QC 
LL 
*< 
LL 

asupelel Fi 
il 

a) Montrer que P est inversible et calculer P’. 

b) Montrer que P 'AP est une matrice diagonale. 

«) En déduire explicitement 4” en fonction de n. 

5. Calculer w, et v, en fonction de n. 

6. Pour ne N, on considère la matrice ligne : 

a) Montrer que T,,, = T,M. 

b) En déduire que T, = T,M". 

c) En déduire la loi de X,,. 

d) Que se passe-t-il après un grand nombre de sauts ? 

7. On note Y la variable aléatoire représentant le nombre de sauts effectués pour 
que la puce se retrouve, pour la première fois, sur le sommet A.. 

a) Déterminer la loi de Y. 

b) Vérifier que lim D p(IY= k])= 1. 
n— jou” æ 

8. On définit E(Y) en posant, si la limite existe : 

E(Y)= lim Y kp([Y=Kl]). 
Cr D 

a)On pose f,(x) = Ÿ xk, pour (n, x) e NXRR. 
k=0 

Calculer f} (3) et démontrer que lim f (2) 9, 
n — +0 

b) Démontrer l'existence de E(Y) et la calculer. 

Interpréter ce résultat. 
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El 1. A est de format (3, 4) (3 lignes et 4 colonnes.) 
PA 

un 
LL) 
= 
[e 4 
[ea 
(® 
U 

. | A est de format (4, 3). 

mir on : , donc A+B= SÈE équivaut à : 
L x+3y 1 

3x+y=4 (L) 8x2 15 (EVE 3L(S LE) 
i c’est-à-dire : SOI 

X+3y=—3 :(L;) 8y=-13 (LL, +31.) 

œin=(8:T$) 

De même 4A-2B- 12x-—2y 6 et, déc 44 20B= D 
4 4x—67y 4 —] 

1x 2)=5 LD) N bus (Bees) 
équivaut à soit ; 

4x-6y=-1 (L,) 32x=16 (L,<3L,—-L,) 

c'est-à-dire : (x; y) = 5 5 ;) 



7 

(vel 
LL] 
= 
[e 4 
[a 
(®) 
®) 

2 4 27 29 
A 

I0thiat (3,2) (2.2) (13,2) 

lun. 
b) ]» «| 

DEA 
HG 

Lg NE, 

format: (2,2) (3,2) 243, doncle produit est impossible. 

1 62 VE 

56 

ON RE. 

0 CSL 2] (8 2 2) 

5 0 —2 

Re M | 

format : CE, 3) (3,3) (1,3) 

D'Sup ls LIRE: 
&) l'A PRIS RES 

6:53 af 1 26 -4 

format: (3,3) (352) (432) 

1 -1| 28 14 

e) 2515 | 212 VE 

3 12} -25 8 

format (3%) LE (32) 2 #3, donc le produit est impossible. 

FAO 2067 .3.9-i 10 -3 1 

f) xl 44114. 02 AE PRES 

PRES RS RE EX | 10:15 23 

EE ER, ne, 

format : (3,3) (33) (3,3) 
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x 

ÆA (5) : on pose X = y ; alors : 

LA 

un 
LL 

= 
œ 
œ 
(®) 
Ü 

: AR ROY EU Z = 14" 2) 
LS) doù: 
F x=—5y+7z=021 

Méthode 
On regroupe d'abord les inconnues  £ 
dans le membre de gauche en | 
écrivant dans l'ordre x, y et z. 

b) Il y a 5 chaînes de longueur 3 reliant À, à A, : 

(A3 A5 A3 À) 5 (A, A4 A5, À)) ; (A5, À;, A), Ai) ; 

CA AA (A, A A A). 

Il y en a 4 de longueur 4 reliant À, à À. : 

(A, Ai, A, A3, As) ; (A5 A1 A3 À À) 
MoN A 4) (AAA AA.) 



\ 
un 
EL 

= 
Œ 
Œ 
(®) 
Ü 

©) Le calcul donne : 

4 

6 

6 

6 

4 

On constate que le cœfficient en position (2, 4) de M° vaut ms 5 et quete 

cœfficient en position (5, 5) de M“ vaut ma = = 4. 

2.a) A; et A; sont adjacents si et seulement si A; et À; le sont et donc m;;= 1 si 
et seulement si m;= 1. 
Lorsque m;; ne vaut pas 1, il vaut 0, donc dans tous les cas m;. = m;; 

if t} Ji 

Donc M est une matrice symétrique. 

b) Notons my ) Je terme de M? en position (5, j). 

D’après la définition du produit matriciel (M2 = M x M): 
(2) 

Mi = Maj + Mit ee + Mi M: 

1si[A;-A,]et[A, Al sont deux arêtes 

_ NE 0 sinon 

Donc: 

1 si (A;, À;, À;) est une chaîne de longueur 2 reliant À, à À; 

ne 0 sinon 

Et de même pour 1 <k< p, 

1 si (À;, À;, À;) est une chaîne de longueur 2 reliant A; à A ; 
KML = , : 7 7 [oO sinon 

mis ) (2) étant la somme de ces nombres, m;; est le nombre de toutes les chaînes 
*e ne 2 reliant À; à A. 

3.a) Soit C = (A;, Az, A4, …, Ak,_» A;) une chaîne de longueur n + 1 reliant 

A; à À dont le 2° sommet est A,. Cela signifie deux choses : 

° [A;-—A,] est une arête ; 

+ (Ag Ag» +. Ag, » À;) est une chaîne de longueur n reliant A, à À;: 
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. Et donc, si l’on note N, le nombre de telles chaînes : 

+ N,=0 si[A;—A,] n'est pas une arête; 

°N,= mr si [A;— A,] est une arête (en supposant que H, est vraie). 

Comme m;,= 1 ou 0 selon que [ A; — A;,] est une arête ou non, LA 

on peut dire que dans tous Les cas : 

(n) 
N4 = My Mk; : 

un 
LL 
- 
[s 
œ 
(®) 
U 

b) Pour obtenir le nombre total N de chaînes de longueur n + 1 reliant À; à À, 
il ne reste plus qu'à faire varier k de 1 à p: 

(n) (n) (n) 

Ce nombre total N de chaînes de longueur # + 1 n’est autre que le terme en 
position (i,j) de la matrice produit M X M", c’est-à-dire de la matrice 
Mr+i. 

Donc, si H, est vraie pour un entier n € N”, alors H,,, l’est aussi. n+1 

©) D’après le principe de récurrence, on déduit que H, est vraie pour tout n € N°. 
Û n 4 A 

Donc, pour tout entier ne N, m;; représente le nombre de chaînes de 

longueur n reliant À; à A.. 

Sri it 
MUd4- 2: 1} Pong à 

Do it MES ARE 

1 3a+26+y 0 

AB= F0 20-3710 
0 2a4-2B+y 1! 

—7-20X 12+34 —-4- 

BAISE 2 0 Pr) 
200) 50e li 

En identifiant les termes de la 3° colonne, on s'aperçoit que si AB = BA, alors 

x =—4 

nécessairement 4 f = 1 

y= 10 



DA] 
A 

El 

de Le es 

\ 
(ve) 
LL) 
= 
œ 
© 
(®) 
® 
ze 

En remplaçant 0, f, y par ces trois valeurs on vérifie que les 6 autres termes sont 
égaux. Et donc: 

œ 
b) Pour cette valeur de | B |: | AB=BA=I.. 

* 

2. Il résulte de l'égalité ci-dessus que A est inversible et que : 

ls, 4: =5 

AS SRE EE 
—2: :10::-13 

3 

En multipliant à gauche l'égalité AX =| 5 | par A !: 

A 

3 
A(AX) = Ai] 5 

Or A-(AX)=(A-!A)X=I,X= X, d'où: 

Loyer ET LT : 

Miam-1- aus as LME Et din 

—1 2 —-1 —| 2.3 

Par le calcul on vérifie : 

(M-I)(M+31)=0. 
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b) En développant ce produit grâce aux règles de distributivité : 

M+Mx(3D)-IxM-Ix(31)=0. 

Mais Mx(31)=3MI=3M;I1XM=M et IX(31) =312=31, donc: 

M+2M-31=0 

M2 =-2M +31.| (E) 

O M° = -2M +31 & 31 = M° +2M = M(M +21) = (M +2D)M, 
en factorisant par M à gauche, puis à droite. 

LA 

(8 
A | 

un 
LL 
= 
[a 
[a a 
(®) 
® 

: 1 
Si N= 3 (M +21), alors MN = NM=I, ce qui prouve que M est inversible, 

d’inverse N. 

Donc M est inversible et : 

di :M + <I : 

2. a) On multiplie par M les deux membres de (E) : 

M3 = M(-2M+31)=-2M2+3M. 

On remplace M? par — 2M + 31: 

M3=-2(-2M +31) +3M: 

M3 =7M-61. 

De la même façon M4 =7M?-6M =7(-2M + 31) -6M, soit: 

M#=-20M +211. 

b) Pour n élément de N, définissons la propriété : 
H, « M" s'écrit sous la forme M" = u,M + v,I, où u, et v, sont deux réels » 

. H, est vraie puisque M = I: il suffit de poser u, = 0 et v, = 1. 

D’après ce qui précède H,, H,, H;, H, sont vraies aussi. 

. Soit n un entier quelconque tel que H, soit vraie. 

En multipliant par M l'égalité M" = u,M + v, I: 

Mntl=u M+v,M=u,(-2M+31)+v,M 

= (—-2u, + v,)M +3u,l. 

—2u, + v, et 3u, sont 2 réels qu'il suffit d'appeler u,,,, et v,,, pour pouvoir 

cri HEURE écrire Mitl=u,,.M+v,,:11. 



Si H, est vraie pour un certain n € N, alors H,,, l'est aussi. n+1 

D’après le principe de récurrence, (H,) est vraie pour tout n. 

Donc, pour tout ne N: 
un 
TE 

U 
œ 

= 3.a = ; 
$ ) M0=T=OM+r1I;: 

M?=-2M +31; 

M3 -7M-61; 

M#=-20M +211. 

D'où le tableau : 

; es à Uiyi Aus EU, 
b) Pour donner une traduction matricielle aux deux égalités 

V 
n il suffit de poser : +1=3u 

n 

Définissons alors pour n € N, la propriété : 

u u 
# n La n 0 . | | | | 

Vh Vo 

Puisque par convention A = I,, la propriété H, est vraie d’évidence. 

re u u 
Mais on peut aussi vérifier H, : ) = x | | 

Al 

me OM E 
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De même H,, H, et H, sont vraies. 
u u 

Si n est un entier quelconque tel que H, est vraie, alors | | = A’ | 1 eten 

Va Vo 

multipliant les deux membres de cette égalité par À à gauche: 

Al" aan) "0 | 
Va Vo 

Mais, d’après b) À | s — É > | et on sait par ailleurs que AA" = A+, 
Vh Va+i 

u u nec: 
Done | APE) | ce qui valide H,,, 

Vn+1 Vo 

Donc, dès que H, est vraie, H, ,, l’est aussi. 

Par le principe de récurrence, H, est vraie pour tout n. 

Pour tout entier naturel n : 

a ra Mk +544] 
baie - P. L'inv éme Fu | 



À 
un 
LLI 

S 
Œ 
Œ 
(®) 
O 

d) De l'égalité P-1AP = D, ontire À en multipliant par P à gauche et P-! à droite: 
A=PDPT: 

Si nest un entier naturel non nul: 

LE LAS ARE RNA = (PDP-=1) (PDP)... (PDP). 
———  —— 

foi 

Es Attention 
Le produit matriciel n'étant pas 
commutatif, il ne faut pas écrire : 

En déplaçant les parenthèses (sans changer l’ordre 
des matrices écrites), les produits P-IP se 
neutralisent : (P-1P = I), d’où: 

A = P(DI)(DI)... (DD) P 1 et comme DI = D: 

n fois 

Af= PD'P-1, 

Vie RS DEA dE et plus généralement D" = RTE à 
ÿ”,9 0 —27 0 (-3)" 

>] Bien comprendre 

dite à 
Si D | 1 « ; et D’ -| ñ % à) sont deux matrices diagonales d'ordre p, alors 

(0) ‘4, (0) *d, 

di, (0)| 
(0) d p 

d Là 

DD’ = | di x "à et donc pour tout n € N : D" = 
(0) “dd, 

Donc (par un simple calcul), en remarquant que P-! = P s 

a=ppnes = ppp [CS CS) 

4 4 3+(-3)7+1 3+(-3)" 

u u 1 ass 
no | }-4 ja ? ne Re soit, pour tout entier n: 

v, Vo 1 3+(-3)" 

u, = 30 —(-3)") 

= 1(8+ (37) 
CR de dut RSS, À nt ae à ln 
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— ] Remarque 

On peut par curiosité remplacer n par —1 : 

CM fol) }tel 2 SR A 
U_y = 10 ( ))= = ) 3 ce qui correspond bien à M” : 

1] 2 
iles _ M 3M+ 1. 

La formule tient pour n = —1 : c'est magique ! 

A 1. À l'issue du 1° saut, la puce peut se retrouver sur les sommets A, A, A, 

avec la même probabilité : pour chacun des sommets : 

X,(Q) = 12, > 4}; 

1 P(LX, = 21) = p(EX, = 31) = (IX = 4) = 3 : 
1 1 1 

s2X=#+3X-+4X-=3. E(X;) 2% 3 3 3 

2. Si la puce se trouve sur le sommet À, elle peut passer sur n'importe lequel des 

À AU 
trois autres sommets avec la même probabilité 3" 

[0 si i= 
D'où Mm..=+1 , et donc: 

1 7 7) 

LA 

(va) 
LL) 
= 
[e 
[a a 
(®) 
U 

' 



LA 

. CORRIGÉS 
+. 

3. a) On démontre cette propriété par récurrence sur n: 

pour ne N, définissons la propriété H,, « il existe deux réels ,, et v, tels que 

ñn n n ñn 

V U V V 
Mer OR RE 

AR Re 

La propriété H, est vraie, il suffit de poser u,=1 et v,=0 puisque 

1 0 0 0 
ts ie A 

DO 
DATA Et 

H, est également vraie fu = 0, v, = :) 

Soit n un entier naturel quelconque tel que H, est vraie. Montrons H,, ;: 

& ANRT EU EU 
)Lugea HET Tab QE ae 

Mr+i=MMr= 1 RE AR PR PR 

Sn Lau LD ANNEE TRE > 

1 1 1 0 Vn Vh Vh Us 

op UF LV RU LAVE UE 

MALE INPI HV EE 2re 

3 10e ORDRE PR TRE 50e u,E2V, : 

NE GK COR PS GPA 200 A A Le En 

Il suffit alors de poser u,,, = v, et v 
1 2 . 

n+1© 3 Un À 5 Vn pour valider H,, .. 

Dès que H, est vraie (pour ne N), H,,, est vraie aussi. D’après le principe 
de récurrence, H, est donc vraie pour tout n e N\. 
Pour tout entier naturel n, M" est de la forme : 
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les suites (u,), et (v,), vérifiant : 

b) En posant À = 

SI © 

On peut alors utiliser le schéma de raisonnement de l'exercice précédent (ex 12, 
3° b)) : 

anr-|! A 
ne 

1X1-—(+1)(-3)=42%0, donc P est inversible. 

Son inverse P-1 = - est telle que P-!P=I, d'où: 
c 

Be le SET 0 

CAL EEE DUET 

a=2 
4 

a+b=1 b à 

—3a+b=0, . 6 PR CA Tee 
On obtient le système équivalent à , d'où : 

c+d=0 el 

—3c+d=1 

dE 
4 



À 
n 
LL 

. 
[a a 
[a 4 
(®) 
®) 
sr 

3 
4 
1 
4 

1 op 
b) P-TAP =- 1 

4 0 re 

c) Comme dans l'exercice 10 précédent : 

D = P-'AP, donc À = PDP-! (en multipliant à gauche par P et à droite par P-!) ; 

At =(PDP 1)(PDP 1). (PDP) =PD"E-E" (après simplification par POP 
qui vaut 1), 

ET 1 0 

ONDE= 1 | est une matrice diagonale, donc D" = pv |: : ($ 2 3 

n-1 

At= PD'P-1= ù : 
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< es  . At— 

LA 

un 
LLI 

2 
œ 
cz 
(®) 
Ù 

Remarque 
On vérifie bien u,, =, 

6. a) Utilisons le système complet d'événements ([X, = 1], [X,=21], [X, =3], 

[X, = 4]) pour calculer p([X,,,=jl) Ge {1,2,3,4}): 

PX 41 = JD = PUX, = 1Dprx, = 154 1 =) 

+PUX, = 2D)pix, = 24 +1 JD + PUX, = 3Dprx, = 31 X 5 + 1 =D) 

+ POX, = Aix, = a (Xn+ 1 = ÉD) 
= p(lX, = 1Dm;+pLX, = 2), + p(LX, = 3))ms, 

+p(IX, = 41m; 

Ces quatre égalités (pour j = 1, 2, 3, 4) peuvent s'écrire matriciellement sous 

la forme : 

D, ME U,,M ÿ 

b) On procède par récurrence en posant pour ne N: 

H, «U,=U;M"». 

+ H, est vraie puisque, par convention, M° = 1,. 

° Sin est un entier naturel quelconque tel que H, est vraie, alors : 

U, ,, = U,M d’après 6° a) 

:  =(U,M")M d'après H, 
= U,M"*+1 d’après l’associativité du produit matriciel, c’est-à-dire que 

H, ,, est vraie. 
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D’après le principe de récurrence, H, est vraie pour tout ne N, c’est-à-dire 
que, pour tout ne N: 

o X, est la variable certaine égale à 1 (la puce est en À, au début de l’expé- 
rience), donc U,=(10 0 0). 

UP RENE AT 

CON PE 
DONC EURE DPDL ON EAN (x, VV] v,) 

n n n ñ 

pur, =iD=u=s{1-(-3) ): 

PULX, = 21) = p([X, = 31) = p(IX, = 41) = v, = 1C -(-)) 

d) lim w,= lim = 2 
nt +00 nr +e 

Après un grand nombre de sauts, la variable X, se stabilise pour devenir une 
variable suivant une loi uniforme sur { 1, 2, 3, 4+. 

7. a) À l'issue du premier saut, la puce est en À,, A, ou A,. 

Elle ne peut donc revenir pour la première fois en À, qu’à l'issue d’un certain 
nombre n de sauts avec n = 2: Y(Q)=N\£0, 1}. 

Si S, désigne l'événement «la puce est en À, à l'issue du k° saut, alors pour 

HAN enIES NS Os AS TOST 

On applique la formule des probabilités composées : 

p(S,) = 1 : la puce est en À, au départ, elle ne peut s’y retrouver à l'issue du pre- 
mier saut. 

Ale. 
Ps, (S2) = 3: Sipar exemple la puce est sur À; à l'issue du saut 1, elle ne peut aller 

qu’en À, ou A, si l’on veut réaliser (S,) : idem si la puce est sur Aou AÀ,. 
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De même Ps 5 ($3) = - car la puce étant sur l’un des 3 sommets À, A, ou A,, 

on n'a que le choix de deux sommets pour le saut suivant si l’on veut être sur 
que la puce n'ira pas en A.. 

Pour la même raison Ps A L Co = à et enfin Ps v na (S) = : car 

sachant que la puce se trouve sur À,, À; ou A,, on n’a qu’une chance sur 

trois qu'elle se retrouve sur À, au saut suivant, et donc : 

n—2 

pr= np = (5) : pour tout ne N\{0, 1}. 

bSine {0,1}, Ÿ PUY =KD = 20) 1150 
k=2 =) 

On pose j = k—2 dans cette somme ; 
j varie de 0 à n—2: 

= 

TT A 1 5), 
PUY = KD 3 52 () 73 

7" 
Donc, par passage à la limite lorsque n — +: 

D P(Y=K)= 1. 
K=2 

n 

8. a) f,(x) = D x*= 
k=0 

— (n+1)x"(1-x)-(1-x7+1)(-1) 

(x) 
enr = (Dj rl 

(x) 

1—x"+l 

our x 1. 
1—x P 

Donc. f(x) = 

après simplification. 

CA 

n 
LL) 
= 
[e 
[a a 
(®) 
U 



À 
un 
LL) 
= 
[a 
[a 
(®) 
U 

Silgd <1, lim g"=0 et lim ng"=0 (croissances composées). 
nr> + 00 nr> + 00 

D'où, puisque q = 3 € ]-1;1[: 

lim f, (G) = 9. 
nr> + 00 

b)Pour ne N\{0, 1}, posons E, = Ÿ KP([Y = K]). 
Kk=2 

n 2 n k-1 2 lil 2 
= -|. se Kl= |. 

re Hs) 3 2 2 6) k=2 k=2 

n Remarque 
D’après a), f,(x) = E xk, donc Le terme x? = 1 s'élimine par 

k=0 

PA) Re À 
k= IL 

dérivation. 

n 

soit f, (x) = 1 + > kaf= L'ÉRREE ESplosquer lt 
k=2 

Donc en reportant dans E, (pour x = =) E, = 3 (3) - 1) 

me (3) a une limite lorsque n tend vers +, donc E,, possède une limite lors- 

que n — +, donc E(Y) existe. Et de plus: 

E(Y)= lim E,=4. 
n — + © 

L’espérance mathématique est la moyenne pondérée des valeurs prises par la 
variable, donc il faut en moyenne 4 sauts pour que la puce revienne sur À, 

pour la première fois. 



Arithmétique 

DE QUOI S’AGIT-IL ? } 

Ce chapitre permet de donner des définitions 
rigoureuses des notions de PGCD, PPCM, nombres 
premiers. connues depuis le collège. 



1 Division euclidienne dans Z 

e Quels que soient l’entier relatif a et l’entier naturel non nul b, il existe un couple 
unique d’entiers relatifs (g ; r) tels que: 

a=bg+r et 0<r<b. 

Trouver le couple (q ; r), c’est effectuer la division euclidienne de a par b. 

Les nombres g et r sont appelés respectivement le quotient et le reste de la division 
euclidienne de a par b. 

Les nombres a et b sont appelés respectivement le dividende et le diviseur de la 
division euclidienne de a par b. 

Si r=0, on dit que a est divisible par b, ou que a est un multiple de b ou encore 
que b divise a. 

>] Bien comprendre 

Dans les programmes antérieurs, la division euclidienne concernait les entiers naturels, mais elle est 
étendue cette année aux entiers relatifs. Dans ce cas, le dividende est un entier relatif, le diviseur un 

entier naturel non nul, le quotient un entier relatif et le reste un entier naturel strictement inférieur au 
diviseur. Par exemple, la division euclidienne de —17 par 3 s'écrit 17 = 3 x (—-6) + 1 avec0 < 1 <3. 

LU e e ope # 

2 Divisibilité dans Z 

e Précédemment, nous avons supposé a entier relatif et b entier naturel non nul. 

Plus généralement, soit a et b deux entiers relatifs ; s’il existe un entier relatif q 
tel que a = bg, on dit encore que a est divisible par b, ou que a est un multiple 
de b ou encore que b divise a. 

e Soit a, b, n des entiers relatifs. Si n divise a et b, alors n divise a+ b, a -bet 
plus généralement ak + bk” (k et k” entiers relatifs quelconques). 
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3 PGCD de deux entiers relatifs 

© Définition 
Soit a et b deux entiers relatifs. Il existe un unique 
entier naturel d tel que l’ensemble des diviseurs 
communs à a et b coïncide avec l’ensemble des 
diviseurs de d. Cet entier naturel d est appelé le 
plus grand commun diviseur de a et b. 

On le note PGCD(a ; b) ou encore a À b. 

© Propriétés 
Soit a et b deux entiers relatifs. Alors : 

PGCD(a ; b) = PGCD(b : a). 

PGCD (a ; b) = PGCD(|al; |bl). 

Il existe deux entiers relatifs u et v tels que : 

au + bv = PGCD(a ; b). 

Si k est un entier relatif non nul, alors : 

PGCD (ka : kb) =|k| PGCD(a ; b). 

© Algorithme d’Eudide 
Soit a et b deux entiers naturels tels que 0 < b < a. 

Effectuons les divisions successives définies de la façon suivante : 

G=baitris OEr<b 

fi = g3 + TESTER 

= < Th2 = Th-idpt lp DEF 0 

Fr, étant le dernier reste non nul. 

PGCD(a ; b)= PGCD(b; r;) = PGCD(r,;r)=...=PGCD(r,_;5r,) 

=PGCD(F;; 0) = r. 



>] Bien comprendre 

Le PGCD est le dernier reste non nul dans l'algorithme d'Euclide. 

© L e 

4 Entiers relatifs premiers entre eux 

@ Définition 
On dit que deux entiers relatifs sont premiers entre eux si leur PGCD est égal 
à 1. 

© Propriétés 
e Si deux entiers relatifs sont premiers entre eux, alors leurs diviseurs communs 
sont 1 et -1. 

e Si Ô est un diviseur commun à a et b, alors |[ô| est le PGCD de a et b si et seu- 
Pa - b 

lement si les entiers relatifs <= et = sont premiers entre eux. 
DES 

e Théorème de Bézout 

Deux entiers relatifs a et b sont premiers entre eux si et seulement s’il existe 
deux entiers relatifs et v tels que au + bv=1. 

] Bien retenir 

Iln'y a pas unicité des entiers relatifs u et v. 

e Si un entier relatif a est premier avec deux entiers relatifs b et c, alors il est 
premier avec le produit bc. 

e Si un entier relatif a est premier avec un entier relatif b, et si n et p sont deux 
entiers naturels supérieurs ou égaux à 2, alors a" et b? sont premiers entre eux. 

e Théorème de Gauss 

Soit a, b et c trois entiers relatifs. 

Si a divise bc et si a est premier avec b, alors a divise c. 

e Soit a, b, c trois entiers relatifs. 

Si a est divisible par b et par c, et si b et c sont premiers entre eux, alors a est 
divisible par bc. 
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G PPCM de deux entiers relatifs 

© Définition 
Soit a et b deux entiers relatifs. Il existe un unique entier naturel m tel que 
l’ensemble des multiples communs à a et b coïncide avec l’ensemble des multiples 
de m. Cet entier naturel m est appelé le plus petit commun multiple de a et b. 

On le note PPCM(a ; b) ou encore a V b. 

© Propriétés 
e Soit a et b deux entiers relatifs : 

PPCM(a : b) = PPCM(b : a). 
PPCM(a ; b) X PGCD(a ; b) =|abl. 

Si k est un entier relatif non nul, alors : 

PPCM(ka ; kb) =|k| PPCM(a; b). 

e Le PPCM de deux entiers relatifs est la valeur absolue de leur produit si et seu- 
lement si, ils sont premiers entre eux. 

e Si est un multiple commun, non nul, à deux entiers relatifs non nuls a et b, 

alors |u| est le PPCM de a et b si et seulement si les entiers relatifs : et ; sont 

premiers entre eux. 

G Nombres premiers 

© Définition 
On appelle nombre premier tout entier relatif n Hem. ma M 

ayant exactement quatre diviseurs -n, -1, 1, n. Lesnombres1et-1nesontpas | 

premiers. . , ù 

@ Propriétés ai nn RE our 
e L'ensemble des nombres premiers est infini. 

e Tout entier naturel non premier, distinct de 0 et 1, admet au moins un diviseur 
premier p tel que p?< n. 



e Un nombre premier p et un entier relatif n sont premiers entre eux si et seulement 

si p ne divise pas n. 

e Décomposition d’un entier naturel en facteurs premiers 

Tout entier naturel n supérieur ou égal à 2 s'écrit de façon unique sous la 

forme : 
oO œ, 

n= 1 42 ..47r 

OÙ gp 4» -…, q, Sont des nombres premiers tels que 0 < g, <q, <... < q, et 

Os OC …, O, sont des entiers naturels non nuls. 

e Petit théorème de Fermat 

Si p est un nombre entier premier et a un entier non divisible par p, alors 

ap! — 1 est divisible par p. 

7 Congruences 

© Définition 
Soit m un entier naturel. Deux entiers relatifs a et 4” sont congrus modulo m si 
a et a” ont le même reste dans la division par m ou encore si a — a” est divisible 
par m. On note: 

© Règles de calcul 
Sia=b(m) etsi a’=b" (m) alors: 

ata =b+b" (m), a-a =b-b" (m) et aa’ =bb" (m). 

>] Bien comprendre 

Les nombres pairs sont les nombres congrus à 0 modulo 2 et les nombres impairs sont les nombres 
congrus à 1 modulo 2. 



| 
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© 
EX Division eudidienne © Corrigé p. 551 

1. Les égalités suivantes traduisent-elles une division fndication 
euclidienne ? Revoir la définition de la division 

a)52=5xX9+7; PES. 
b)28=5x6-2; 

937=5x7 +2. 

2. a) Quels sont les restes possibles de la division  ffdteation 
d’un entier par 7. Utiliser la définition de la division 

par 7. b) Si les entiers a et b ont respectivement pour reste 
3 et 5 dans la division par 7, quels sont, dans la 
division par 7, les restes de : 

a+tb; a7: ab; a? 

©) La division euclidienne de l’entier naturel a par l’entier naturel non nul b 

donne un reste r supérieur au quotient g. 

Quel est le quotient de la division euclidienne de a par b+1? 

PA Nombres premiers entre eux © Corrigé p. 552 

Deux entiers naturels non nuls consécutifs sont-ils Indication ? 

premiers entre eux ? Faire la différence des deux entiers. ! 

EI Multiples © Corrigé p. 552 

1. Soit a, b et c trois entiers naturels. 

Si a est multiple de b et aussi multiple de c, a est-il multiple de bc ? 

| 2.a) Le nombre n? —n où nest un entier naturel non nul est-il multiple de 6 ? 

b) Pour quelles valeurs de n est-il multiple de 12 ? 

EX Parité © Corrigé p. 553 

1. L’entier naturel x a un carré impair. 

Quelle est la parité de x ? 

2. Soit a, b et c trois entiers naturels tel que a? = b? + c2. 

Démontrer que l’un au moins est un entier pair. 
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EX Fonction irréductible © Corrigé p. 553 
FEtion | 
Utiliser la décomposition en 

facteurs premiers. 

Si la fraction 5 (a e N, be N°) est irréductible, 

.. a? an : 
la fraction D est-elle irréductible ? 

6. PGCD — PPCM © Corrigé p. 553 

1. Soit d le PGCD de deux entiers naurels a et b non nuls. 

Quel est le PGCD de 4? et ab, puis celui de b? et ab ? 

2. Soit d le PPCM de deux entiers a et b non nuls premiers entre eux. 

Quel est le PPCM de: 

a)a? et ab? b)b? et ab? da? et b?? 

FE PGCD - PPCM © Corrigé p. 554 

1.p et n sont deux entiers naturels non nuls. 

Quel est le PGCD des entiers a = pn etb=pn+p? 

2. Le PPCM de a et best b. 

Que peut-on dire deaetb? 

3. d est un diviseur commun à a et b. 

Le PGCD de a et b est-il un multiple de d ? 

8. Divisibilité © Corrigé p. 554 

Quels sont les entiers relatifs n tels que n—1 fAdtéation 
divise n+1? n+1=2+(n-1). 

EX Décomposition en facteurs premiers © Corrigé p. 555 

1. Calculer le PGCD et le PPCM des nombres : 

a=2$x3 ‘et b=12x3X35. 
2. Quel est le nombre de diviseurs de p = 2* x 3? x 5? ? 

EH] Nombres premiers © Corrigé p. 555 
1. a) La somme de deux entiers premiers est-elle un Rappel ki ” LA 

nombre premier ? Le nombre Test pasunnombre | 

b) La différence de deux entiers premiers est-elle  P'EMier. 
un nombre premier ? _ 

2. Combien faut-il faire d'opérations pour savoir si 97 est un nombre premier ? 

> * 
à 
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El Ensemble de nombres | © Corrigé p. 556 

Soit a et b deux entiers naturels et Ô le PGCD (a ; b). 

Démontrer que, quels que soient les entiers relatifs u et v, le nombre z= au + bv 
est un multiple de 6. 

e 
Col 

EF] Quotient et reste € 10 min © Corrigé p. 556 

Soit a et b deux entiers naturels non nuls tels que a > b. 

Démontrer que si on divise a et b par leur différence a — b, les deux quotients 
obtenus diffèrent de 1, et les restes sont égaux. 

HE] Quotient et reste À 10 min © Corrigé p. 556 

Soit n, a et b trois entiers naturels non nuls. 

Démontrer que si g est le quotient de la division euclidienne de n par a et q, le 
quotient de g par b, alors g, est le quotient de n par ab. 

em 

EE Divisibilité € 10 min © Corrigé p. 557 

Soit p un entier naturel non nul, et a un entier naturel strictement supérieur à 

1, démontrer que si p divise a? — a, alors pour tout entier n non nul, p divise 
a" — a. 

EH Divisibilité par 5 10 min © Corrigé p.557 
Déterminer le reste de la division par 5 du nombre 8! 7*. 

Système d'équations 10 min © Corrigé p. 557 

Déterminer les entiers naturels a et b tels que : 

(a + b) = 168 

Le. :b)=21 

Oublie 2 

EF] Calcul du PGCD € 10 min © Corrigé p. 557 

Soit nr un entier naturel non nul. 

Déterminer, en fonction de n, PGCD(n?+1;n+1). 
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Colas 

HE] Nombres premiers entre eux {1 0 min © Corrigé p. 558 

Soit x et y deux entiers relatifs. Démontrer que si x et y sont premiers entre eux, 

alors 4x + 11y et 3x + 8y le sont aussi. 

Cols 

19 PGCD 110 min © Corrigé p. 558 

Démontrer que si a et b sont deux entiers naturels premiers entre eux tels que 

a > b, alors PGCD(a + b ; a— b) est égal à 1 ou à 2. 

A] Système d'équations * €15 min © Corrigé p. 559 

Soit n un entier supérieur ou égal à 6 et a, b et c trois entiers naturels tels que : 

a=n+n+l; b=n+n+4; c=nt+3n$+5n+4. 

1. Sachant que c = ab, déterminer n, puis les nombres a, b et c. 

2. Vérifier, en utilisant l'algorithme d’Euclide, que 4 et b sont premiers entre eux. 

En déduire une solution de l’équation ax + by = 1. 

MAIN ex e Rx 120 min © Corrigé p. 560 Pi] Simplification d’une fraction 
n étant un entier relatif quelconque, on pose : 

A=n-1 et B=n?-3n+6. 
1. Démontrer que : 

PGCD (A ; B) = PGCD (4 ; 4). 

2. Déterminer suivant les valeurs de n, PGCD (A ; B). 
en : ER n?-3n+6 

3. Pour quelles valeurs de l’entier relatif n, différent de 1, le nombre rs 

est-il un entier relatif ? Fan 
À Cube 

EF] Couples de nombres premiers entre eux £15 min © Corrigé p. 561 
“uw 

1. Soit a, b et c trois entiers relatifs. Démontrer que si a et c sont premiers entre 
eux ainsi que b et c, alors a x b et c sont premiers entre eux. 

2. Soit a, b deux entiers relatifs. 

Démontrer que si a et b sont premiers entre eux, alors a est premier avec a + b. 

3. Montrer que si deux nombres sont premiers entre eux, il en est de même de 
leur somme et de leur produit. 

EE Système d'équations £10 min © Corrigé p. 562 

Résoudre dans l’ensemble des entiers naturels non nuls, 7. 

PGCD(a 6) =07 

ne :b)=108 
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e + op opes 7 s x EX] Divisibilité par 24 € 10 min © Corrigé p. 562 

Soit p un nombre premier supérieur ou égal à 5. 

Démontrer que p?— 1 est divisible par 24. 

Cbls, 2 

EE Nombres de Mersenne 10 min © Corrigé p. 563 

Soit n un entier naturel supérieur ou égal à 2. 

Démontrer que si 2” — 1 est un nombre premier, alors n est un nombre premier. 

e e. ee ps 

26 Division (a 5 min © Corrigé p. 563 

On effectue une division, le dividende est 353 et le reste 5. 

Quels peuvent être le diviseur et le quotient ? 

A em 

F1 Equation 120 min © Corrigé p. 564 

1. Trouver tous les entiers naturels dont le cube divise 18 360. 

2. En déduire dans N, la résolution de l'équation d’inconnue b: 

b5[b2 +(b+1)2] = 18 360. 

3. Existe-t-il un entier b = 5, tel que: 

36 723 = 4b° + 4b5+2b2+3? 

FE Calculs de PGCD ER {35 min © Corrigé p.565 
net c étant deux entiers naturels non nuls, le but de l’exercice est de comparer 
le PGCD de (cn) et de 2n + 1 au PGCD de c et de 2n + 1, puis de déterminer 

selon les valeurs de n, le PGCD des deux nombres : 
A=3n et B=2n FT. 

1. Démontrer que n et 2n + 1 sont premiers entre eux. 

2. En utilisant le théorème de Bézout, démontrer que, pour tout entier naturel 
non nul c, le PGCD de (cn) et de 2n + 1 est égal au PGCD de c et de 2n + 1. 

3. En déduire que le PGCD de À et B est le PGCD de 3 et de 2n + 1. 

4. Déterminer le PGCD de 3 et de 2n + 1 selon les valeurs de n en utilisant 
par exemple, les trois valeurs possibles du reste dans la division euclidienne 
de n par 3. 
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1 équation diophatienne 
Soit l’équation d’inconnue rationnelle x, 78x° +ux?+vx—-14=0 (1) 

ok « 10 min © Corrigé p. 566 
ST 4 

où u et v sont des entiers relatifs. 

1. On suppose dans cette question que . est solution de l'équation (1). 

a) Prouver que les entiers relatifs u et v sont liés par la relation : 

14u + 39y = 1 129. 

b) Utiliser l'algorithme d’Euclide, en détaillant les diverses étapes du calcul, 

pour trouver un couple (x ; y) d’entiers relatifs vérifiant l'équation : 

14x +39y= 1. 

Vérifier que le couple (—25 ; 9) est solution de cette équation. 

c) En déduire un couple (4, ; v,) solution particulière de l'équation : 

14u + 39y = 1 129. 

Donner la solution générale de cette équation, c’est-à-dire l’ensemble des cou- 
ples (u ; v) d’entiers relatifs qui la vérifient. 

d) Déterminer, parmi les couples (u ; v) précédents, celui pour lequel le nombre 
u est l’entier naturel le plus petit possible. 

2. a) Décomposer 78 et 14 en facteurs premiers. 

En déduire, dans N\, l’ensemble des diviseurs de 78 et l’ensemble des diviseurs de 14. 

b) Soit È une solution rationnelle de l'équation (1) d’inconnue x : 

78x° + ux2 + vx — 14 = 0 

où u et v sont des entiers relatifs. 

Montrer que si p et g sont des entiers relatifs premiers entre eux, alors p divise 
14 et g divise 78. 

«) En déduire le nombre de rationnels, non entiers, pouvant être solutions de 
l'équation (1) et écrire, parmi ces rationnels, l’ensemble de ceux qui sont positifs. 

El] Congruences © Corrigé p. 569 

Partie À - Question de cours 

1. Énoncer le théorème de Bézout et le théorème de Gauss. 

2. Démontrer le théorème de Gauss en utilisant le théorème de Bézout. 

Partie B 

n=13 (19) 
Il s’agit de résoudre dans Z le système (S) : 

H= 06" (12) 
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1. Démontrer qu’il existe un couple (u ; v) d’entiers relatifs tel que : 

19u +12v= 1. 

(On ne demande pas dans cette question de donner un exemple d’un tel couple). 
Vérifier que, pour un tel couple, le nombre N = 13 x 12v +6 x 19 est une 
solution de (S). 

2.a) Soit n, une solution de (S). Vérifier que le système (S) équivaut à : 

ln (19) 
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= 10019) 
b) Démontrer que le système équivaut à n=n, (12 X 19). 

n=ity (12) 

3. a) Trouver un couple (4 ; v) solution de l'équation 194 + 12v = 1 et calculer 
la valeur de N correspondante. 

b) Déterminer l’ensemble des solutions de (S) (on pourra utiliser la question 2.b). 

4. Un entier naturel n est tel que lorsqu'on le divise par 12, le reste est 6 et 
lorsqu'on le divise par 19, le reste est 13. 

On divise n par 228 = 12 x 19. Quel est le reste r de cette division ? 

El Chiffrement © Corrigé p. 572 

Partie A 

On considère l'équation (E) 11x-—26y = 1, où x et y désignent deux nombres 
entiers relatifs. 

1. Vérifier que le couple (—7 ; -3) est solution de (E). 

2. Résoudre alors l'équation (E). 

3. En déduire le couple d’entiers relatifs (w ; v) solution de (E) tel que : 

MENT 
Partie B 

On assimile chaque lettre de l'alphabet à un nombre entier comme l'indique le 
tableau ci-dessus. 

PIC ENNEMI ARR RR PATATE 
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On « code » tout nombre entier x compris entre 0 et 25 de la façon suivante: 

on calcule 11x+8; puis on calcule le reste de la division euclidienne de 

11x + 8 par 26, que l’on appelle y. 

x est alors « codé » par y. 

Ainsi, par exemple, la lettre L est assimilée au nombre 11. 

11 X11+8= 129 ;or 129 = 25 (modulo 26) ; 25 est le reste de la division eucli- 

dienne de 129 par 26. Au nombre 25 correspond la lettre Z. 

La lettre L est donc codée par la lettre Z. 

1. Coder la lettre W. 

2. Le but de cette question est de déterminer la fonction de décodage. 

a) Montrer que pour tous nombres entiers relatifs x et j : 

11x= j (modulo 26) équivaut à x = 19j (modulo 26). 

b) En déduire un procédé de décodage. 

©) Décoder la lettre W. 

EF] Solutions particulières d’une équation © Corrigé p. 574 

Les parties À et B sont indépendantes. 

Partie A 

On considère l'équation (E) 7x — 6y = 1 où x et y sont des entiers naturels. 

1. Donner une solution particulière de l'équation (E). 

2. Déterminer l’ensemble des couples d’entiers naturels solutions de l'équation (E). 

Partie B 

Dans cette partie, on se propose de déterminer les couples (n ; m) d’entiers 
naturels non nuls vérifiant la relation 7"—-3 X2"=1] (F). 

1. On suppose maintenant que m < 4. 

Montrer qu'il y a exactement deux couples solutions. 

2. On suppose maintenant que m >= 5. 

a) Montrer que si le couple (n ; m) vérifie (F) alors 7" = 1 (modulo 32). 

b) En étudiant les restes de la division par 32 des puissances de 7, montrer que 

si le couple (n ; m) vérifie la relation (F), alors n est divisible par 4. 

c) En déduire que si le couple (n ; m) vérifie (F), alors 7" = 1 (modulo 5). 

d) Pour m = 5, existe-t-il des couples (n ; m) d’entiers naturels non nuls vérifiant 
la relation (F) ? 

3. Conclure, c'est-à-dire déterminer l’ensemble des couples d’entiers naturels 
non nuls vérifiant la relation (F). 
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El 1. a) 0 < 7 < 9, donc 52 = 5 x 9 + 7 est l’écri- Méthode 

ture de la division de 52 par 9. L'égalité a = bg + r estl'écriture ! 
7>5, donc52=5x9 +7 n’est pas l'écriture de de la division eudidienne de a par b 
la division de 52 par 5. si et seulement si entier  vérie É 

0<r<b. 
b)-2 <0, donc 28=6X5-2 n’est pas l’écri- # 
ture de la division de 28 par 6 ou de 28 par 5. 

90<2<5, donc 37 =7 xX5 +2 est l'écriture de la division de 37 par 5. 

0 <2 <7, donc 37 =7 X5 +2 est l'écriture de la division de 37 par 7. 

2. a) Les restes possibles de la division d’un entier par 7 sont : 

OM 5 O0: 

b) Si les entiers a et b ont respectivement pour reste 3 et 5 dans la division par 7, 
on écrit a=3 (7) et b=5 (7), ou encore, il existe deux entiers k et k” tels 

que a=7k+3 etb=7k"+5. 
+ En utilisant les propriétés des congruences : 

a+b=3+5=1 (7). 

L’entier naturel 1 est plus petit que 7, donc le reste de la division de a + b par 7 
est 1 ; avec l’autre méthode on écrit : 

a+b=7k+7k"+8 

= 7kKN7KAE7+I 

= 7(k+k+1)+1. 

L’entier naturel 1 est plus petit que 7, l'écriture précédente est bien l'écriture de 
la division euclidienne de a + b par 7. 

Donc 1 est le reste de la division de a + b par 7. 

+ À l’aide des propriétés des congruences, 42=9=2 (7). 

2 est plus petit que 7, c’est le reste de la division de a° par 7 ou encore : 

a2=(7k+3)2=72k2+2X3xX7k+9 Rappel 
LE TN COLE TE Si a et b sont deux réels, alors 

AR (a+ b)? = a? + 2ab + b2. 
7(7k2+6k + 1) +2. 

L’entier naturel 2 est plus petit que 7, l'écriture précédente est bien l'écriture de la 
division euclidienne de 4? par 7 et donc 2 est le reste de la division de 4° par 7. 

On démontre de même que les restes de la division de ab et a° par 7 sont res- 
pectivement 1 et 6. 
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3. Par hypothèse, il existe deux entiers g et r tels que: 

a=bq+r; ‘avec 0 = bte Mme 

Donc l’entier r — q est positif et inférieur à r. Posons s=r-—g : 

a=bq+q+s, avec s=0. 

D'où a=(b+1)qg+s avec 0<s<r<b<b+1, l'écriture précédente est 
donc l'écriture de la division euclidienne de a par b +1. 

Le quotient de la division euclidienne de a par (b + 1) est donc q. 

2. Si a et b sont deux entiers naturels consécutifs R5f$e 
non nuls, tels que, par exemple b = a +1, on peut  Lethéorème de Bézoutestune 
écrire alors b—-a=1. D’après le théorème de condition nécessaire et suffisante 
Bézout, a et b sont premiers entre eux. pour que deux nombres soient 

premiers entre eux. 
RARE ANCIENNE TRE CHRIS EE 

A A LE IT 

13. 1. Soient a, b et c trois entiers naturels. 

Si a est multiple de b et aussi multiple de c, a est-il multiple de bc ? 

+ En général, non. Par exemple a = 18, b=6 et c=9;le nombre 18 n'est pas 
un multiple de 6 x 9 = 54. 

. Sibet c sont premiers entre eux, la propriété est vérifiée, car si a est multiple 
de b, il existe un entier g tel que : 

a=bq 

et un entier g” tel que: 

a= ca 

L’entier b divisant a, il divise cg” et étant premier avec c, il divise g” (théorème 
de Gauss) ; il existe un entier g” tel que g” = bg” ; d’où a = cq” = cbgq”. 

Donc l’entier bc divise a et l’entier a est un multiple de bc. 

2. a) Le nombre n° -n où nest un entier naturel non nul, s'écrit : 

n(n?-1)=n(n-1)(n+1)=(n-1)n(n+1). 

C’est donc le produit de trois entiers consécutifs dont l’un au moins est pair et 
l’un est multiple de 3. 

Les entiers 2 et 3 divisent donc nn, mais 2 et 3 étant premiers entre eux, 

2xX3=6 divise n°-n. Donc n° -n est un multiple de 6. 

b) Le nombre n° — n est un multiple de 12, c’est donc que n° — n est un multi- 
plede4 Or n°-n=(n-1)n(n+1). 
Si (n—1) est pair (c'est-à-dire n impair), n+1 l'est aussi et done 
(n—1)n(n + 1) est divisible par 4. Étant divisible par 3 et les entiers 4 et 3 étant 
premiers entre eux, n° — n est divisible par 12. 
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Si (n—1) est impair, (n +1) est impair et (n—1})n(n + 1) sera divisible par 
4, si n est divisible par 4. 

En conclusion, n° — n est divisible par 12 si n est impair ou si n est divisible 
par 4. 

4 1.x est un nombre pair est équivalent à écrire x=0 (2); en utilisant les 
propriétés des congruences x2=02=0 (2), donc x° est un nombre pair. 

Utilisons l'écriture de la division euclidienne pour démontrer l’autre propriété, 
si l’entier x est impair, il existe un entier k tel que x = 2k+ 1 et donc: 

x2=4k2+4k+1=2(2k2+2k) +1. 

L’entier naturel 1 est strictement inférieur à 2 ; l'écriture précédente est la divi- 
sion euclidienne de x? par 2. 

Donc x’ est impair. 

Si un entier naturel x est pair, son carré est pair et si x est un entier impair, son 
carré est impair. 

Donc si un entier x a un carré impair, il est impair. 

2. Si les trois entiers étaient impairs, alors les entiers b? et c? seraient impairs 
et b? + c? serait pair, et 4? serait pair ce, qui est contraire à l'hypothèse a impair. 

Donc un au moins des entiers est un entier pair. 

5. Si la fraction (a e N,be N°) estirréductible, les décompositions de a et 

de b en facteurs premiers n’ont pas d’élément en commun, la décomposition de 
a? comportant les mêmes nombres premiers que la décomposition de a, de 

même pour b. 

Les nombres 42 et b2 n’ont donc pas de nombre premier commun dans leur 
décomposition en facteurs premiers. 

2 
La fraction est donc irréductible. 

6. 1. Soit d le PGCD de deux entiers a et b non nuls. 

Si k est un entier naturel non nul, alors PGCD(ka ; kb) = kd, donc: 

PGCD(axXa;axb)=ad. 

PGCD(b2 ; ab) = bd. 

De même : 
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2. a) Soit d le PPCM de deux entiers a et b non nuls Le HA CI A RE 

premiers entre eux. Siaetbsont deuxentiers naturels: | 
Les entiers a et b étant premiers entre eux, le  PGCD(a;b) x PPCM(a, b) = ab. | 

PPCM de a et best ab. D 

De plus, PPCM(a? ; ab) x PGCD(a? ; ab) = a? x ab. 

Les entiers non nuls a et b étant premiers entre eux, PGCD(a? ; ab) = a, et 
donc : 

PPCM(a2 ; ab) = a2b. 

PPCM(b2 ; ab) = b?a. 
b) De même : 

c) Si a et b sont premiers entre eux, alors a? et b? le sont aussi et donc: 

PPCM(a2 ; b2) = a2b?. 

7 1.p et n sont deux entiers naturels non nuls : 

a=pn et b=pn+p=pin+l. 

Donc p est diviseur commun à a et b. 

Les entiers net n + 1 étant premiers entre eux: 

PGCD(a ; b)=p. 

2. Le PPCM de a et b est b. Donc b est un multiple de a. 

3. d est un diviseur commun à a et b. Donc d est un diviseur du PGCD de a et b 

par définition du PGCD de deux entiers. 

Donc le PGCD de a et b est un multiple de d. 

El Quels sont les entiers relatifs n tels que n — 1 divise n+1? 

L’entier nest différent de 1, car 0 ne divise aucun nombre. 

Pour tout entier n différent de 1 : 

(LE NE EE 

ES M Ti 
Tee 

n—1l 

E. ; .h+l 
n — 1 divise n + 1 si et seulement si est un entier, 

: ue et 2) 
— 1 est un entier, c’est-à-dire si et seulement si ——— est un 

. n+l 
ou encore si 

entier, 

c'est-à-dire si n — 1 est un diviseur de 2. 

Donc si n —1 est égal à —2 ; —1 ; 1 ou 2 ; c’est-à-dire si n est égal à : 

=: 0: 2'ou3. 
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9. 1. Soit les entiers naturels a = 26 x 33 et b = 12 x 3 xX 35. 

Écrivons les décompositions en facteurs premiers des deux nombres a et b. 

La décomposition est déjà faite pour a car 2 et 3 sont premiers. 

Pt +1 et) =D] AOUL-21X 3 X5X 7. 

Pour calculer le PGCD(a ; b), on construit le nombre dont la décomposition 

en facteurs premiers s'obtient en prenant les nombres premiers présents dans 
les deux décompositions avec l’exposant le plus petit, soit : 

PGCD(a ; b) = 22 x 32 = 36. 

Pour calculer le PPCM(a ; b), on construit le nombre comportant tous les fac- 

teurs premiers présents avec l’exposant maximum rencontré, soit : 

PPCM(a ; b)=26x33x 5 x 7 = 60 480. 

2. Les diviseurs de p = 24 x 32 x 52 sont les nombres dont la décomposition en 
facteurs premiers ne comporte que des 2, 3 et 5 avec des exposants respectifs 
compris entre 0 et 4 (soit 5 choix), 0 et 2 (soit 3 choix) et 0 et 2 (soit 3 choix). 

. . , ee 

On peut dire aussi qu'un diviseurestunnombrede ge. de 

la forme : On peut aussi dénombrer les | 
DAS 3) X5) avec 0<a<4, 0< B<2 et  diviseurs à l'aide d'un arbre. | 

Il y a donc 5 X 3 X 3 = 45 diviseurs. 

EE] 1. a) Tous les nombres premiers, sauf 2, sont Remarque 
impai me de deux nombres impairs est re 
impairs et la somme de il L On peut donner aussi un contre- 
pue ; ; x exemple : 3 + 5 = 8 et8n'estpas | 
La somme de deux entiers premiers n’est donc  ünnombre premier. Î 

pas toujours un nombre premier. D 

b) La différence de deux nombres impairs est paire, ÉEET. 
ne la différence de deux entiers nn ; te 

1 : P On peut aussi donner un contre- 
pas toujours un nombre premier. exemple: 

2. Le plus grand diviseur premier p de97 aun carré  3-2=1et1nest pas un nombre 
inférieur à 97, donc le plus grand diviseur premier PIE. 

de 97 est inférieur à 4/97 +9,85, donc les seuls 

diviseurs premiers possibles sont 2, 3, 5, 7. 

Aücun de ces nombres ne divise 97, donc en quatre divisions, on a montré que 
97 est premier. 
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11 Si ô est le PGCD(4 ; b), il existe deux entiers naturels a” et b” tels que: 

x=04 et) b=007 

Donc tout nombre au + bv s'écrit ôa’u + db’v = Ô(a’u + b’v), 

donc tout nombre au + bv où uet y sont des entiers relatifs est un multiple de ô. 

12] Soit g et r le quotient et le reste de la division de a par a -— b. 
a=(a-b)hg+r avec 0<r<a-b-l. 

L’entier g est non nul, car sinon on aurait a =r, et donc0 <a <a-—b-—1, et 
donc 0 <-—b-—1, ce qui est impossible, donc g > 1. 

b=a+(b-a) 

= (a-b)g+r+(b-a) avec 0<r<a-b-1 

= (a-b)(q-1)+r avec 0<r<a-b-1. 

L'écriture précédente est bien la division euclidienne de b par a — b, car: 
b=(a-b)(g-1)+r ave 0<r<a-b-1. 

Le quotient de la division de b par a — b diffère de 1 du quotient de la divi- 
sion de a par a — b, et le reste est le même. 

Si g et r sont respectivement le quotient et le reste de la division de n par a: 
h=aqg+r avéc 0<r< at. 

Si g, et r, sont respectivement le quotient et Le reste de la division de g par b: 

q=bq;+r, avec 0<r,<b-I1. 

D'où n=a(bq,+r;)+r avec 0<r<a-1 et 0<r, <b-1, 

c'est-à-dire : 
n=abq;+ar; +r. 

g, est le quotient de la division de n par ab si et seulement : 

0<ar,+r<ab-I. 

Or, 0<r<a-1et0<r, <b-—1, d’où en multipliant la deuxième double 
inégalité par l’entier naturel a et en ajoutant la première : 

0<ar,+r<a(b-1)+a-1, 

soit : 
0<ar,+r<ab-1. 

q, est donc le quotient de la division de n par ab. 
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14 Sin=1, g"-a=a-a=0, donc l'entier naturel p divise a — a = 0; 
Si l’entier naturel p divise a? — a, alors p divise a" — a avec n = 2. 

Supposons que n soit un entier strictement supérieur à 2, n—1 est donc un 
entier strictement supérieur à 1, d’où : 

at—a=a(a"-1=1)=a(a" 1 1"-1) RSpoel à 
a(a—1)(at-2+a-3+... +a+ 1) Si n est un entier naturel non nul : | 

at—b'=(a-b)(a"-1+a"-2b} 

+ +ab-2+bn-1), À 
(a=2+a-3+...+a+1) est un entier naturel, eee 
donc si p divise a? — a, alors pour tout n strictement supérieur à 2, p divise 
a"— a. 

= (a2-a)(at-2+ag1-3+...+g+1). 

Donc pour tout entier naturel # non nul, si p divise a? — a alors p divise 
a"—a. 

5] Les restes possibles de la division d’un nombre par 5 sont 0,1, 2, 3 ou 4. 
Déterminons la suite des restes dans la division par 5 des différentes puissances 
Hd o:643182 9 St 

80=1 (5); 81=3 (5); 8=8x8=3x3=4 (5); 

85=82xX8=4xX3=2 (5); 84=8:x8=2X3=1 (5). 

Effectuons la division euclidienne de 1 974 par 4: 

1 974 = 4 x 493 +2, 
d’où : 

81974 = g4x 493 +2 — g4x 49382 = (84)49382 

81974 = (84)4382 = 1493424 (5). 

4 < 5 donc 4 est le reste de la division euclidienne de 81°74 par 5. 

16) Sile PGCD des nombres a et b est 21, les nombres entier a’ = et b’ = pe 
À FA 21 21 

sont premiers entre eux et vérifient : 

Abe 210 21/1681 2et a FD =8: 

Il faut donc chercher tous les couples d’entiers naturels (a” ; b”) dont la somme 
est 8 et qui sont premiers entre eux. On obtient (1;7), (3:;5), (5;3), 

(7 ; 1), soit les couples (a ; b): 

(21:147), (63:105), (105:63), (147 ;21). 

is n = 1, les deux nombres (n? + 1) et (n + 1) sont égaux à 2, leur PGCD 
est 2, 

Si n > 1, utilisons l'algorithme d’Euclide n? + 1 = (n + 1)(n—1) +2. 

74 
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(n—1) et 2 sont respectivement le quotient et le reste de la division de n°? +1 
par n +1 car 2 est compris entre 0 et n. 

Continuons l'algorithme d’Euclide et effectuons la division euclidienne de 
n + 1 par 2. Deux cas se présentent : 

<Sin+1 est un nombre pair, c’est-à-dire sin est impair, n + 1 est divisible par 
2 et il existe un entier p tel que n + 1 = 2p + 0. 

Le PGCD de n? +1 et n +1 est le dernier reste qui précède le reste nul, c’est 
donc ici 2. 

Sin +1 est un nombre impair, c’est-à-dire si n est pair, il existe un entier p tel 
que n+1=2p+ 1. Et l’on écrit à l'étape suivante, 2 =2 X 1 +0. 

Le PGCD de n? +1 et n +1 est le dernier reste qui précède le reste nul, c’est 
donc ici 1. Donc: 

sinest pair, PGCD(n?+1;n+1)=1; 

sinest impair, PGCD(n?+1;n+1)=2. 

KE] Les entiers 4x + 11y et 3x + 8y sont premiers entre eux si et seulement si 

on peut trouver deux entiers relatifs ct et $ tels que : 

(4x +11y)+B(3x+8y)=1 (1) 

c'est-à-dire si l’on peut trouver deux entiers ot et B tels que : 

(40 + 3B)x + (110 + 8B)y = 1. 

x et y étant premiers entre eux, il existe d’après le théorème de Bézout, deux 
entiers relatifs u et v tels que uv + vy = 1. 

so +3B=u 
«x et f, s’ils existent, devront être solution de 

110 + 86 = v. 

En résolvant ce système, on obtient & = 8u —3v et B = 11u—4v. œ et B sont 
des entiers relatifs car u et v le sont. On a donc pu trouver & et B entiers tels que 
(1) soit vérifiée. 

Les nombres 4x + 11y et 3x + 8y sont premiers entre eux. 

M9] Si d est le PGCD des deux entiers naturels a + b et a — b, d'est un diviseur 
commun à 4a+b et a—b, il divise donc (a+b)+(a-—b)=2a et aussi 
(a+b)-—(a-—b)=2b. d'est donc un diviseur commun à 2a et 2b. 
+ Sidest un entier impair, d divise 2a et est premier avec 2, donc d’après le théo- 
rème de Gauss, il divise a ; on démontre de même que d divise b. 

d est donc un diviseur commun à a et à b et a et b étant premiers entre eux : 
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° Sidest un entier pair, il existe un entier d’ tel que d = 2d’. d'étant un diviseur 
commun à 24 et 2b, d’ est un diviseur commun à a et b, mais a et b étant pre- 
miers entre eux, le seul diviseur commun à a et best 1, donc d’= 1 et: 

Le PGOCD de a + b et a — b est alors 1 ou 2. 

A. 

2 

(ee) 1e n = 6 

a=n+n+l 

b=n?+n+4 

c=n‘+3n+5n+4 

nest solution du problème si et seulement si : 

n=6 

n*+3n+5n+4=(n+n+1)(n2+n+4) 

n = 6 

n—6n2=0 
c'est-à-dire ou encore 

n2(n—6)= 0. 

La seule solution est n = 6 et les nombres a, b, c sont alors égaux à : 

2. Démontrons, en utilisant l’algorithme d’Euclide, que les nombres 43 et 46 
sont premiers entre eux : 

=[3]x14+[1] 

B1-07x3+[0] 
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Le PGCD de 43 et 46 est le dernier reste qui précède ge 
le reste 0, c’est donc 1, les nombres 43 et 46 sont a 
premiers entre eux. | 

Une autre méthode est d'utiliser la 
décomposition en facteurs premiers. À 

En utilisant la deuxième égalité : ar 

EURE SAÈAEX 

En remplaçant le 3 encadré par son expression tirée de la première égalité on 
obtient : 

1=43-—(46-—43X 1) x 14 
1 = 43 — 46 X 14 + 43 X 14 

1 = 43 X 15 — 46 X 14. 

D’où x = 15 et y = 14 est une solution de l’équation 43x + 46y = 1. 

| À retenir 

La méthode précédente est très importante, elle permet de trouver une valeur particulière des 
coefficients de légalité de Bézout. 

1. Pour tout entier relatif n: 

B=n?-3n+6=(n-1)(n-2)+4=A(n-2)+4. 

Le PGOD de A et B est un diviseur de 4 et donc est un diviseur commun à À et 4, 

donc divise le PGCD de À et de 4. 

Le PGCD de A et 4 est un diviseur de B et donc est un diviseur commun à À et B, 

donc divise le PGCD de À et de B. Donc: 

PGCD(A ; B) = PGCD(A ; 4). 

2.Si n—1 est un multiple de 4, c’est-à-dire s’il existe un entier relatif k tel que 
n—1=4k, c'est-à-dire n =4k+1, 

PGCD(A ; B) = PGCD(A ; 4)=4. 

Si n—1 est de la forme 4k+1 (ke Z), c’est-à-dire n de la forme 4k + 2, 
(n—1)-4k-1=0, (n—-1)-4k=1, les nombres (n— 1) et 4 sont premiers 
entre eux d’après le théorème de Bézout, d’où : 

PGCD(A ; B)= PGCD(A ;4)= 1. 

Si n—1 est de la forme 4k+2 (ke Z), c’est-à-dire n de la forme 4k+ 3, 
(n—-1)-(4k+2)=0, ouencore (n—-1)-4k=2. 
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Le PGCD de (n-1)et de 4 est un diviseur de 2; 2 divise n-1=4k+2 et 
divise 4, donc : 

PGCD(A ; B) = PGCD(A ; 4) = 2. 

Si n—1 est de la forme 4k+3 (ke Z), c’est-à-dire n de la forme 4k +4, 
(n-1)-4k+3=0, donc(n-1)-4k=-3. 

En ajoutant 4 aux deux membres, on obtient : 

(n-1)-4k+4=1, soit (n—-1)—-4(k—-1)=1. 

D’après le théorème de Bézout, les nombres À et 4 sont premiers entre eux, 
d’où : 

PGCD(A ; B) = PGCD(A ; 4)= 1. 

è Dora n?—3n+ de, ou 
3. Pour tout entier relatif, différent de 1, le nombre —— est un entier si 

et seulement si n — 1 divise n?—3n +6, ce qui équivaut à : 

PGCD(n?-3n+6;n—1)=PGCD(A;B)=Î|n-1|. 

Les valeurs possibles de |n — 1] sont donc 1, 2 ou 4. Les valeurs possibles, de 
n — 1 sont donc —1, 1, —2, 2, -4, 4. Donc les valeurs possibles de n sont : 

1. D’après le théorème de Bézout, il existe quatre entiers relatifs , v, u” et 
v” tels que: 

Le +vc=l 

u'b+v'c=1. 

En effectuant le produit des deux égalités, on obtient successivement : 

(ua + vc}(u’b+v'c)=1; 

uu’ab + c(vu’b+uv'a+vv'c)=1. 

D’après le théorème de Bézout, les nombres ab et c sont premiers entre eux. 

2. D’après le théorème de Bézout, il existe deux entiers relatifs u, v tels que : 

ua+ vb=1. 

On peut écrire l'égalité précédente en ajoutant et en retranchant va dans le pre- 
mier membre, sous la forme : 

ua—va+va+vb=1 

(u—v)a+v(a+b)=l1. 

D’après le théorème de Bézout, les nombres 4 et a + b sont premiers entre 
eux. 
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3. Si a et b sont premiers entre eux, d’après la question précédente a et a + b, 

ainsi que b et a + b sont premiers entre eux. 

D’après la première question, ab et a + b sont premiers entre eux. 

BA |ab| = PGCD(a ; b) x PPCM(a ; b) = 2 916. 
Si 27 = PGCD(a ; b), il existe deux entiers relatifs 4” et b” premiers entre eux 
tels quea-274 ‘et b=27b". | 

D'où lab| = 272|a’b’| = 2 916 et |a’b’| = 4. 

a’ et b” sont des entiers relatifs premiers entre eux dont le produit est 4 ou —4, 
d’où : 

a =; b' = 

ou =, b=-4 

ou a’=-I, DA 

ou da’=-1l, bi=4 soit 

ouSa = 4; b=1 

OÙ are, b'==I 

OÙ 4 =-4, b’=-1 

ou da’=—4, b'= 

Bien retenir 

Si a et b sont deux entiers relatifs : PGCD(a ; b) x PPCM(a: b)= | ab|. 

[24 p est un nombre premier supérieur ou égal à 5 : 

Pan (PE) 
p étant premier différent de 2, p est un nombre impair, les entiers p—1 etp+1 
sont donc pairs. Il existe donc un entier k tel que : 

p-1=2k et p+1=2(k+1). 

k et k+1 sont deux entiers consécutifs, l’un des deux est un nombre pair, 
p?-—1 est divisible par 8. 

Parmi les entiers consécutifs p — 1, p et p + 1, l’un est multiple de 3, ce n’est 
pas le nombre p qui est premier supérieur à 5, c’est donc l’un des deux nombres 
DE NOUp = TL. 

3 divise donc le produit (p — 1)(p + 1). 
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Les nombres 8 et 3 sont premiers entre eux et divisent chacun p?— 1, donc le 

produit 8 X 3 = 24 divise p? — 

EH Démontrons la propriété équivalente « si n n’est Remarque 
pas premier, alors 27 — 1 n’est pas premier ». Les nombres de la forme 2 — 1 sont | N 

Si n n’est pas premier, il existe deux entiers naturels appelés LS nombres de Mersenne. | 

petq (2<p<n-1) tels que n =pq. Alors: RER SRE 

2—1=2P4-1=(2P)1-1 

(22?) TOP +..+2P +1) 
en utilisant l'identité remarquable : 

| CORRIGÉS 

a1—b4=(a-b)(a1-!+a1-2b+...+ab4-2+ba-1), 

ton 

p _ 
> n Æ . f (2? — 1) est un diviseur de 2" — 1 différent de 1 et Rave Ë 

ñn È 

rer La réciproque est fausse ; 11 est Fs | 
Donc 2" — 1 n’est pas premier. premier et 211—1=2 047= =23 x49 | 

n'est pas premier. 
Donc Es 1 Te l'est f Le] premier. L 

DROIR DETTES ENCRES RP EE OT à BA Désignons par b et q le diviseur et le quotient 
cherché. 353 = bg +35 avec 5 <(b-1). 

D'où b=6 et: 

bq = 348 

b > 6. 

Effectuons la décomposition en facteurs premiers de 348 : 

348 | 2 

174 | 2 

BTS 

29,129 

1 

D'où 348 = 22 X 3 X 29. 

Les valeurs de b possibles sont donc les diviseurs supérieurs ou égaux à 6: 

6n12,029258,:607, 116,745, 

Les valeurs de g correspondantes sont : 

D 200270 AM, 62, 1. 
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127) 1. Effectuons la factorisation en facteur premier de 18 360 : 

18 360 | 2 

9 180 

4 590 

2 295 

765 

255 

85 

17 117 

1 

U1 © © © ND ND 

Dônc18360=27x 3x5 Xx 17. 

Les nombres dont le cube divise 18 360 sont 2, 3, 6. 

2. best un entier pris parmi les nombres dont les cubes divisent 18 360, d’où : 

be 2" ou :b=3" où 

Si b = 2, le premier membre s'écrit 25[22 + (2 + 1)2] = 104. 

Le nombre 2 n’est pas solution. 

Si b = 3, le premier membre s'écrit 3°[32 + (3 + 1)2] = 675. 

Le nombre 3 n’est pas solution. 

Si b= 6, le premier membre s'écrit 6*[62 + (6 + 1)2] = 18 360. 

Le nombre 6 est solution. 

3. Le nombre b s’il existe est solution du système : 

b=6 

a 

soit des équations successives : 

4Xb°+4X b#+2 x b3 = 36 720 

2X b°+2X b4+ b3 = 18 360 

b3[2b2 + 2b + 1] = 18 360 

b5[b2 + (b+ 1)2] = 18 360. 
b=6 est solution du système. 
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PE] 1. Démontrons que n et 2n + 1 sont premiers entre eux. 

2n+1+(-2)n=1, donc d’après le théorème de Bézout, net 2n + 1 sont pre- 
miers entre eux. 

2. Soit c un entier naturel non nul. Pour démontrer l'égalité des PGCD de cn et 
2n + 1 etde cet 2n +1, démontrons que ces deux couples de nombres ont le 
même ensemble de diviseurs. 

» Si d divise c et 2n +1 alors d divise cn et 2n +1, donc l’ensemble des diviseurs 

communs à cet 2n +1 est inclus dans l’ensemble des diviseurs communs à cn et 

2n +1 ; 

+ Soit d’ un diviseur commun à cn et à 2n + 1. Les nombres net 2n + 1 étant 
premiers entre eux, il existe deux entiers w et v tels que u(2n+1)+vn=l1, 
nous avons déterminé de tels entiers à la première question. 

Donc en multipliant l'égalité obtenue par l’entier non nul c, on obtient : 

uc(2n+1)+vcn=c. 

Si d’ divise cn et 2n + 1, il divise uc(2n + 1) + vcn, donc il divise c et donc 

c’est un diviseur commun à c et 2n +1. On a démontré que l’ensemble des 
diviseurs communs à cn et 2n + 1 est inclus dans l’ensemble des diviseurs com- 
munsàäcet2n+1. 

En conclusion, cn et 2n +1 et cet 2n+1 ont même ensemble de diviseurs, 

donc: 

PGCD(cn ;2n +1) = PGCD(c;2n+1) 

3. Le PGCD de À et B est le PGCD de 3 et 2n + 1 ; on utilise le résultat précédent 
AVEC C = 3 : 

PGCD(3n ;2n +1) = PGCD(3;2n+1) 

4, Les diviseurs de 3 et 2n + 1 sont des diviseurs de 3, donc sont égaux à 3 ou 1. 

°Sin=0 (3), nest un multiple de 3, donc il existe un entier q, tel que n = 3q. 

Nous cherchons donc le PGCD de 3 et de 6q + 1. Or 6q+1 =3X2gq +1 donc 
(6q+1)-—3(2q) = 1, d’après le théorème de Bézout les nombres 6q + 1 et 3 
sont premiers entre eux et donc : 

PGCD(3 ;2n+1) = 1. 
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Sin=1 (3), le reste de la division de n par 3 est 1 : donc il existe un entier q, 

tel que n=3q+1. 

Nous cherchons donc le PGCD de 3 et de 2(3q + 1)+1=69+3. 

Or 6q+3=3(2q +1) est un multiple de 3, donc: 

PGCD(3 ; 2n +1) = 3. 

Sin=2 (3), le reste de la division de n par 3 est 2, donc il existe un entier 4 

tel que n = 3g +2. Nous cherchons donc le PGCD de 3 et de: 

2n+1=2(3q9+2)+1=69+4=69+3+1=3(29+1)+1. 

Donc (6q9+4)-—3(2q+1)=1, les nombres 2n +1=6q+4 et 3 sont pre- 

miers entre eux d’après le théorème de Bézout : 

PGCD(3:2n+1)= 1. 

PE] Soit (1) l'équation 78x° + ux? + vx — 14 = 0 où x est rationnel et où et v 
sont des entiers relatifs. 

1. a) . solution de (1) équivaut à : 

14 14)? 14 
78 — | + —)-14=0. Gs) +5) (3) 14=0 

En GE e deux membres par 392 et en remarquant que 78 = 2 x 39: 

CERE + LT x v x 392 — 14 x 392 = 0. 
(39) 39 

Après de il reste : 

2 X 145 + 142 X u + 14 x 39 X y — 14 x 392= 0. 

En simplifiant par 14: 

14u + 39v = 392 — 2 x 142 

14u + 39y = 1 129, 

b) On effectue les divisions successives et on obtient : 

39=14X2+11 (1) 
= Mol re 0) 
11=3xX3+2 (3) 

3=2X1+1 (4) 

Les nombres 39 et 14 ont pour plus grand commun diviseur 1, ils sont premiers 
entre eux. Il existe donc des entiers relatifs x et y tels que 14x + 39y = 1. On 
obtient un couple (x ; y) solution possible en utilisant les égalités ci-dessus. 
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L'égalité (4) s’écrit : 

1=3-2 

1=(14-11)-(11-3X3) en utilisant les égalités (2) et (3) 

1=14-2X11+3x3 

1=14—-2(39-2X14)+3(14-11) en utilisant les égalités (1) et (2) 

1=8X14-2XxX39-3xXI11 

1=8xX14-2%X39-—3(39 -2 x 14) en utilisant l'égalité (1) 

1=14X14-5X 39, 

Le couple (x ; y) d’entiers relatifs x = 14 et y =-5 vérifie donc l'équation 
14x + 39y = 1. 

D'autre part -25 x 14+9x39=-350+351=1. 

Donc le couple (—25 ; 9) est solution. 

€) On vient de montrer que 14X14+39X(-5)=1. 

On en déduit que 14 X 14 X 1 129 + 39 x (—5) x 1 129 = 1 129. 

Donc une solution particulière de l'équation 14u + 39v = 1 129 est le couple 
(14X 1129 ; —5 X 1 129) soit w, = 15 806 et v, = —5 645. 

Si (u;v) est une solution de l'équation 14u + 39v = 1 129, alors comme 
l4u, + 39v, = 1 129: 

14u + 39v = 1du, + 39v, 

14(u — uo) + 39(v— v5) = 0 

14(u—u,) =—-39(v- vo). 

L’entier 14 divise le 1° membre de l'équation, donc aussi le second. 

Comme 14 et 39 sont premiers entre eux, d’après le théorème de Gauss, 14 
divise l’entier v — v,, donc il existe un entier relatif k tel que v — v, = 14k. 

En reportant dans l'égalité précédente, la valeur de v — y, : 

14(u-—u,) =-39 X 14Kk, d'où u— us, =-39k. 

Les entiers relatifs u et y solutions de l'équation 14u + 39v = 1 129 sont les entiers 
définis par u = u,— 39k et v = v, + 14k, où k est un entier relatif quelconque. 

L'ensemble des solutions de l’équation 14u + 39v = 1 129 est: 

{(uo—39%k ; v,+14k)/ke 7}. 

d) Déterminons le couple pour lequel y est l’entier naturel le plus petit possible. 
u ë N si, et seulement si, u = 0 donc: 

u 

uÿ—39kZ=0, d'où k< a 
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Une valeur approchée de 
Uo _ 15 806 
39 v 

k étant un entier relatif, #, est un entier naturel si, et seulement si, & < 405. 

est 405,28. 

u, étant un entier positif (4, = 15 806), u = u, — 39k sera le plus petit entier 
naturel si k est le plus grand possible tout en étant inférieur à 405. 

LA 

On calcule u avec k = 405 et on obtient : 

u = 15 806 — 405 X 39 = 11. 

De même v = y, + 14k =-5 X 1129 +14X 405, donc v= 25. 

Parmi les solutions de l’équation, celle qui a une valeur la plus petite pos- 
sible est le couple (11 ; 25). 
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2. a) La décomposition en facteurs premiers de 78 est 2 x 3 x 13. 
Il y a trois facteurs premiers, 2, 3 et 13, on a donc 2 X 2 x 2 = 8 diviseurs de 78. 
L'ensemble 5, des diviseurs de 78 est : 

D=11:2:3:6;13;26; 39; 78}. 

La décomposition de 14 en facteurs premiers est 14 = 2 X 7. 

Le nombre de diviseurs de 14 est 2 x 2 = 4. 

L'ensemble %,, des diviseurs de 14 est : 

Dot Le 2: DE 

b) Soit P une solution rationnelle de l'équation (1). 

(2) + (8) + (2) 14=0. 
q q d 

q étant non nul, en multipliant les deux membres par q3 : 

78p*+up?q+vpq?—-14q$=0. (2) 

78p° + up?q + vpq? = 14qÿ (3) 

p n'est pas nul car 0 n’est pas solution de l'équation (1). 

En mettant p en facteur dans le 1° membre de (3) : 

p(78p? + upq + vq?) = 14qÿ. 

p est un entier non nul qui divise le premier membre, il divise aussi le second 
membre, et comme p et g sont premiers entre eux, p et g° sont premiers entre 
eux donc p divise 14. On en déduit que p est un entier de l’ensemble : 

1145-75 225-191; 247 04 
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On reprend l'égalité (2) écrite sous la forme : 

up?q + vpq? — 14q° = -78p. 

qg n'étant pas nul, g(up? + vpq — 14q?) = -78p3. 

g divise le 1°” membre, donc divise aussi le second, comme p et g sont des entiers 
relatifs premiers entre eux, p et q sont aussi premiers entre eux, donc gq 

divise 78. On en déduit que g est un entier de l’ensemble : 

LA 

CORRIGES 
{1—78 ; —39 ; 26; -13; -6;-3;-2;-1;1;2;3;6;13;26;39;78}. 

| c) Les rationnels non entiers positifs pouvant être solutions sont : 

1. GR MER TENS ONE VRSS EEE 

26 13 25 3 78) 
AS Pa 
EAEETE 
TR DAT SÈT 7 

Moi 6121026 539 178) 
14 14 14 

“APSTENNTI 
Il y a 20 rationnels positifs possibles. Par symétrie, il y a donc aussi 20 rationnels 
négatifs. 

Donc, au total, il y a 40 rationnels solutions de cette équation. 

ET] Partie A 
1. Théorème de Bézout 
Deux entiers relatifs non nuls a et b sont premiers entre eux si, et seulement si, 
il existe deux entiers relatifs u et v tels que au + by = 1. 

Théorème de Gauss 
On considère trois entiers relatifs non nuls a, b, c. 

Si a divise bc et si a et b sont premiers entre eux, alors a divise c. 

2. a, b, c sont trois entiers relatifs non nuls. 

On sait que a divise bc : il existe donc un entier relatif g tel que bc = aq. 

On sait aussi que a et b sont premiers entre eux : d’après le théorème de Bézout, 

il existe deux entiers relatifs u et y tels que au + bv = 1. 

En multipliant l'égalité au + bc = 1 par c, on obtient : acu+bcv=c. 

En remplaçant bc par aq, on obtient : acu +aqv=c; 

donc c= a(cu +gqv)=aq" où g’ est un entier relatif. 

L'égalité c= ag’, g’€ Z, prouve que a divise c. 
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Partie B 

1.19 et 12 ont pour seul diviseur commun 1. 

19 et 12 sont premiers entre eux et, en appliquant le théorème de Bézout, il 
existe deux entiers relatifs u et v tels que 19u + 12v= 1. 

Il existe un couple (u ; v) d’entiers relatifs tels que 194 + 12y = 1. 

Lorsque 19u + 12v= 1, 12y = 1—194, d'où: 

N=13X12v+6 x 19u = 13(1 — 19u) +6 X 19, 

N=13+19(- 13u +6u) = 13 + 19(—-7u). 

19=0 (modulo 19), donc N=13 (modulo 19). 

De même, 19u = 1—12v, donc: 

N=13X12V+6X(1-12v)=6+12v(13-6)=6+12X7v, 

N=6 (modulo 12). 

N est bien solution du système (S). 

Pour tout couple (u ; v) vérifiant 19u + 12v=1, N = 13 X 12v + 6 X 19u 

est solution de (S). ps = 13 (19) 

2. a) On veut montrer que, si n, vérifie , alors: 
#,=6,(12) 

(S) He Gr ta (8) n=nñno (19) 

1= 012) Eee h= "A, (12) 

Montrons que tout entier n solution de (S) est solution de (S’): 

n est solution de (S), donc n=13 (19). 

Par symétrie de la relation de congruence : 

n1=13 (19) implique 132; (19). 

Par transitivité de cette relation : 

ne 13 (9) et5=#, (19 )implique =; (L0) 

On montre de même que n=n, (12). 

On a montré que si n est solution de (S), alors n est solution de (S”). 

Réciproquement, soit n une solution de (S”). 

H=n US} tn; = 15619): 

Par transitivité de la relation de congruence, on en déduit que: 
= 15 (19): 

On montre de même que n=6 (19). 

On a montré que si n est solution de (S”), n est solution de (S). 
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Les systèmes (S) et (S”) ont les mêmes solutions, ils sont équivalents. 

: (19) 

f=6 (12) 

f=n, (19) 

n=f (12) 
équivaut à 

74 

où ñ, est solution de (S). 

b) On note (E) l'équation n=n, (12 X 19). 
Montrons que tout entier n solution de (E) est solution de (S’). 

n=ñns (12 X 19) signifie qu'il existe un entier relatif k tel que : 

nn, + 12X 19k. 

É=rnel2X(I9E);4 donc, n=n,."12) 

H=n)+A49X(12b)#hdonct n="1,1,(19): 

n est bien solution de (S’). 
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Réciproquement, montrons que tout entier n solution de (S”) est solution de (E). 

n="(l9)k ete n=rn) (2). 

Il existe deux entiers k, et k, tels que: 

n'= #9 + 19K ‘et n=n,;+12k;. 

On en déduit que 19k, =12k,=n-n,. 

12 divise 19K, et 12 est premier avec 19, donc 12 divise k,, d’après le théorème 
de Gauss. Il existe un entier relatif k; tel que k, = 12K.;. 

Alorsn=n,+19k, =n,+19X12Kk;, doncn=n, (12X19):nest bien solu- 

tion de (E). 

(S”) et (E) ont les mêmes solutions. (S”) et (E) sont équivalentes. 

n=ng (12) 

n=ng (19) | 
(S’ équivaut à (E) n=n, (12 X 19) 

ñ, étant une solution de (S). 

3. a) Recherche d’un couple ( ; v) solution de 19u + 12v=1 
Utilisons l'algorithme d’Euclide : 

19=12+7 Ke) 

12=7 +5 DITS 
donc 

= Si 2) 127 

5=2X2+I 7 =19= 12 
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On en déduit successivement que : 

1=5-2X2=5-2(7-5) 

1=(—-2)xX7+3xX5=-2xX7+3X(12-7) 

1=3X12-5xX7=3Xx12-5X(19-12) 

1=(-5)X19+8X12=uX19+vXx12 

Le couple (-5 ; 8) est solution de 19u + 12v= 1. 

N=13X12X8-6X 19 X 5 = 678. 

Lorsque u = -5 et v=8, N = 678. 

b) D’après la question 1., nous savons que 678 est une solution de (S). 
D’après la question 2. b), l’ensemble des solutions de (S) est l’ensemble des 
entiers n vérifiant n=n, (12 X 19), où n, est une solution de (S). 

L'ensemble des solutions de (S) est donc l’ensemble des entiers n tels que 

næ=678.(12X19) 

De plus, 678 = 2 x 228 + 222 où 222 < 228. 

678=2X(12X19)+222. 

En effectuant la division euclidienne de 678 par 12 x 19 = 228. 

678=222 (12X 19), donc n=678 (12 x 19) équivautà n=222 (12 X 19). 

L’ensemble des solutions de (S) est l’ensemble ERA A Ebe 
A 

des entiers relatifs congrus à 222 modulo ,;, peut dire aussi que c'est 

12 X 19. l'ensemble des entiers n qui 
s'écrivent n = 222 + 12 x 19%, 

ROBOT SERRE 

4. Application dkeZ(1x19=28). | 
Lorsqu'on divise n par 12, le reste est 6, donc serment 
n=6 (12). 
Lorsqu'on divise n par 19, le reste est 13, donc n=13 (19). 

n est solution de (S), donc n =222 [12 X 19]. Puisque 0 < 222 < 228, 

le reste de la division de n par 228 est 222. 

EXT Partie A 
Soit (E) l'équation 11x-—26y = 1 où x et y désignent deux nombres entiers 
relatifs. 

1.117) 220008) 7778 ET 
Donc le couple (—7 ; —3) est bien solution de (E). 
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2. Soit x et y deux entiers relatifs solution de (E) : 

11x —26y = 1 

11(—7) — 26(—3) = 1 

\ 

un 
LL 

= 
Œ 
œ 
(®) 
Ô 

Les entiers x et y sont donc les solutions de 11(x + 7) — 26(y + 3) = 0 soit: 

11(x +7) = 26(y +3). 

Si x est un entier relatif, alors x + 7 est aussi un entier relatif ; de même si y est 
un entier relatif, alors y + 3 est aussi un entier relatif. Les entiers 11 et 26 sont 
premiers entre eux. L’entier 11 divise le premier membre, donc il divise aussi 
26(y + 3), commeil est premier avec 26, il divise y + 3. Il existe donc un entier 
relatif k tel que y + 3 = 11k. 

D'où y=-3+11koùke Z. 

On déduit alors 11(x+ 7) =26 x 11k. 

Comme 1140, x+7=26k, d’où x=-7+26k, où ke 7. 

Réciproquement, on vérifie que les couples (x ; y) tels que x=-7+26k et 
y=-3+11k, ke Z sont solutions de (E). 

Les nombres entiers relatifs solutions de (E) sont les entiers définis par : 

x=-7+26k et y=-3+11k, ke Z. 

3. Déterminons l’entier k pour que 0 < —7 + 26k < 25. 

RER “es 7 25 +7 
ny < L’entier k vérifie 56 k ma 

D'où u =-—7 +26 = 19 et y=-3+11=8. 

Le couple solution cherché est le couple (19 ; 8). 

Partie B 

1. La lettre W correspond d’après le tableau au nombre 22. 

On calcul 11 X 22 + 8 = 250. 

Le reste de la division de 250 par 26 est 16 car 250 = 9 X 26 + 16. 

Le nombre 16 correspond à la lettre Q. 

La lettre W est codée par la lettre Q. 

2. a) Pour tout entiers x et j, 11x=7j (mod 26) est équivaut à: 

19X11x=19; (mod 26) 

209x=19j (mod 26) 

x=19j (mod26) car 209=1[26]. 

x=19j (mod 26). 

- Seule la valeur k = 1 convient. 
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Donc, pour tous entiers relatifs x et j : 

11x=}j (mod 26) équivaut à x = 19j (mod 26). 

b) Soit x un entier compris entre 0 et 25, l’entier y qui code x est le reste de la 
division par 26 de l’entier 11x + 8. Donc: 

11x+8=7y (mod 26) 

11x=y-8 (mod 26). 

En appliquant le résultat de la question précédente à l’entier j=y-—8, on 

obtient : 

x=19(y-8) (mod 26). 

Pour tout entier y compris entre 0 et 25, l’entier x qui décode y est le reste de 

la division de 19(y - 8) par 26. 

c) La lettre W correspond à l’entier y = 22. 

19(y — 8) = 19 x (22 —8) = 266. Or 266 = 10 X 26 + 6. 

Le reste de la division par 26 de l’entier 266 est l’entier 6 qui correspond à la lettre G. 

La lettre W est décodée par la lettre G. 

EP] Partie A 
1. (E) est l'équation 7x —6y= 1. 

7-6=1, donc (x; y) =(1 ; 1) est une solution particulière de (E). 

(1 ; 1) est une solution particulière de (E). 

2. (E) équivaut à 7x-6y=7xX1-6X 1 et à 7(x—1)=6(y—1). 

7 divise 6(y— 1) et 7 et 6 sont premiers entre eux. 

D’après le théorème de Gauss, 7 divise (y — 1). 

Il existe un entier k tel que y — 1 = 7k. 

Alors 7(x=1)=6X7k déncx 1-66. 

x=1+6k 

y=1+7k 

Réciproquement, si (x; y)=(1+6k;1+7k), ke N, 

7x—6y=7(1+6k)-6(1+7k)=7-6=1, 

donc (x ; y) est solution de (E). 

Si (x ; y) est solution de (E), alors 

L’ensemble des couples d’entiers naturels solutions de (E) est l'ensemble des 
couples (1+6k;1+7k) où ke N. 
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Partie B 

1.n et m sont des entiers naturels non nuls. 

Si m < 4, m peut être égal à 1, 2, 3 ou 4. 

Pour m= 1, (F) s'écrit 7"= 6 =1 soit 7* =7: 

La seule solution est n = 1. 

Pourm=2, (F) sect 7 322 T soit 77< 13. 

Aucun entier n ne vérifie 7" = 13. 

our 1(P)sécot 7-3 xX2 +125 

Aucun entier n n'est solution. 

Pour #= 4, (F) s'écrit 7*=3 X24+ 1 = 49: 

La seule solution est n = 2. 

Lorsque m < 4, il y a exactement deux couples (n ; m) solutions de (F) : 

Cl LPét (2:24), 

a)On pose p = m—5. puisque m est un entier supérieur ou égal à 5, p est un 
entier positif. 

De se) D = 22. 

2" est un multiple de 32, congru à 0 modulo 32. 

Ainsi, 7=3xX2"4+ 1 est congru à 1 modulo 32. 

2. On suppose m = 5. 

En effet, par somme et produit : 

2" = 0 (mod 32) et 1 = 1 (mod 32), donc 3X2"+1=3X0 + 1=1 (mod 32). 

Si (n ; m) est solution de (F), alors 7" = 1 (mod 32). 

b) 7 = 7, donc 7 =7 (mod 32). 

72 = 49 = 32 + 17, donc 7? = 17 (mod 32). 

10=72%x7, donc, par produit, 7° =17 X7 (mod 32). 

17 X7 = 119 =3 x 32 + 23, donc 7°=23 (mod 32). 

= 7, donc 7 =23*X71(mod 32); 

= 161-5x32+1, donc 7*= 1: (mod 32). 

Une période égale à 4 apparaît. Pour tout entier naturel k : 

74k = (7434, donc 7 = 1*= 1 (mod 32); 

74k+1=74kK%x7, donc 74#+1=7 (mod 32); 

74k+2 2 7Ak x 72, donc 74*+2=72=1]7 (mod 32); 

74k+5 = 74 X 73, donc 74+3=73=23 (mod 32). 

un 
LL) 
_ 
[e 
[a 
(® 
U 

F4 

0 
L 2 



74 

n 
LL 

= 
œ 
œ 
(®) 
vw 

Les restes de la division de 7” par 32 sont égaux à 1, à 7, à 17 ou à 23. 

Le reste de la division de 7" par 32 est égal à 1 si et seulement si il existe ke N 
tel que n = 4k. 

Si (n ; m) est solution de (F), alors le reste de la division de 7” par 32 est 1, 

donc nest un multiple de 4. 

Si (n ; m) est solution de (F), alors n est divisible par 4. 

cn est un multiple de 4: n = 4k, kentier naturel. 
7=1Xx54+2, donc 7=2 (mod 5), et 74=24 (mod5). 

24=16=-3x5+1, donc 24=1 (mod5). 

Si (n ; m) est solution de (F), alors 7"= 1 (mod 5). 

d)Si (n ; m) est solution de (F), alors 7"= 1 (mod5)et 7"=3x2"+1. 

Donc 3X2"+1=1 (mod5), 3x2"=0 (mods). 

3 X 2" est donc divisible par 5. 

5 et 3 sont premiers entre eux, donc d’après le théorème de Gauss, 5 divise 2". 

Aucune puissance de 2 n’est divisible par 5, donc ce résultat est absurde. 

L'hypothèse faite m = 5 et (n ; m) est solution de (F) est fausse. 

Lorsque n est supérieur à 5, aucun (n ; m) n’est solution de (F). 

3. En envisageant m < 4 puis m = 5, on a envisagé tous les cas possibles. 

Il y a exactement deux couples d’entiers naturels solutions de (F) : 

(1;1)et (2; 4). 
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