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GeoGebra 

GeoGebra est un logiciel mathématique libre permettant la manipulation d'objets géométriques 

et les calculs analytiques. | 

Téléchargement ou utilisation en ligne : http://www.geogebra.org 

Présentation de l’environnement de travail 

La zone de travail peut comprendre trois parties : la zone d'information à gauche « fenêtre 

algèbre » qui contient les objets créés et leur valeur ; la zone de dessin au centre et, si besoin, la 

Zone «tableur » à droite. Pour construire la figure, on peut utiliser les boutons avec les fenêtres 

d'aide ou la barre de saisie située en bas de la feuille GeoGebra. Certains boutons ouvrent des 

boîtes de dialogue. 
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Déplacer 

_Ÿ 4] Déplacer ou sélectionner un ou des objets(Ciri) (Raccourci=Esc) 

CUT 

Créer une variable numérique 

Les variables numériques sont 

associées à des curseurs dont on 

peut définir les différentes | 

propriétés : intervalle de définition, 

couleur, position… 

On fait varier un curseur en 

déplaçant le curseur avec la souris 

ou avec les touches — et du 

clavier. 

Mettre des objets en forme 

Pour améliorer la lisibilité de la fenêtre graphique, il ne faut pas négliger la mise en forme des 

objets créés. 

Pour les modifier, faire un clic droit de la souris sur l’objet dont on veut modifier les propriétés ou 

sur la feuille de travail afin de faire apparaître « Propriétés ». Il est possible de ne pas afficher 

l'étiquette d'un objet pour éviter de surcharger la figure. 

On peut aussi écrire du « texte dynamique » en lien avec les valeurs des variables. Par exemple, 

après avoir créé trois variables a, b et c on veut étudier l'effet du coefficient À = b? - 4ac sur les 

propriétés de la parabole d'équation y = ax? + bx + c. On sélectionne le bouton « texte » qui se 

trouve dans le menu « curseur » et on écrit : | 

"A = b2-4ac ="+(b12-4*a*c). L'écran affichera le texte avec la valeur correspondant à b? - 4ac. 
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GeoGebra 

Représenter une fonction, une tangente ou une suite; calculer une dérivée, une 
primitive, une intégrale 
GeoGebraest aussi un outil de calcul. Il peut calculer la fonction dérivée avec la commande 

dérivéelf], une primitive avec intégrale[f), une intégrale avec intégrale[f,a,b], où-la fonction f aura 

été définie auparavant. || peut aussi placer la tangente à une courbe en un point avec la 

commande tangentelaf], où a est l’abscisse du point. 

l'est possible aussi de créer des listes de valeurs ou de points. Par exemple la commande 

séquence[k12,k,1,10] créera la liste {1,4,9,16,25,49,64,81,100} et la commande 

séquence!{(0,1/k),k,1,10]-créera la liste des points et les fera figurer sur la feuille. 

Outil « Inspecteur de fonction » 
L'outil « Inspecteur de fonction » permet notamment de déterminer, sur un intervalle, un 

minimum, un maximum, une intersection avec l'axe des abscisses ou de calculer une intégrale, 

une aire, une valeur “See la Hp d'une courbe. 

[1] — AL 
| L]l +) Inspecteur de fonction: Sélectionner une fonction 

AO [£a) 

SE [rep ue 

te 
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Propriétés . Valeur 

Min (0. 2899 , 1.6... 

(-2.5, 3.25) 

Racine 

||Moyenne 

Longueur 

Ë 
|-3.4323 

Outil « Calcül Probabilités » 

L'outil « Calcul Probabilités » permet, en choisissant la loi (binomiale, exponentielle ou normale), 

de calculer une probabilité « à gauche », « à droite » ou « sur un intervalle ». 

Loel [] 

Ë . td 

2 Inspecteur de fonction 



TABLEURS : OpenOffice Calc et Excel | e"* 

Tri croissant ou 
Cellule active Adresse de la cellule active Barre de formule décroissant 

Sélection et « recopie » 

Pour sélectionner des cellules, on glisse avec le pointeur de la souris en forme de flèche, en gardant le bouton gauche 

enfoncé. 

Pour recopier la formule d'une cellule, on approche le RARE de la souris du coin inférieur droit de la cellule puis on 

glisse avec le pointeur en forme de croix noire, en gardant le bouton gauche enfoncé. 

Attention, « recopier » ne signifie pas « copier à l'identique ». Lors d'une recopie à'droite les adresses des cellules 

nommées dans une formule voient leurs lettres de colonnes augméntéés d’un rang, sauf si y figure le symbole $ 

(référence absolue). 

Lors d’une recopiée vers le bas les adresses des cellules nommées dans une formule voient leurs numéros de lignes 

augmentés d'une unité, sauf si y figure le symbole $ (référence absolue). 

Calculer moyenne, écart type, médiane et quartiles 
La série statistique (non regroupée, c'est-à-dire avec effectifs valant 1) figure dans une plage de cellules du type 

A1:E50. ; 

La syntaxe est la suivante (remplacer « plage » par les adresses de la première et de la dernière cellule séparées par : ): 

Moyenne =MOYENNE(plage) | 

Écart type =ECARTYPEP (plage) 

Médiane =MEDIANE(plage) 

Premier quartile =QUARTILE(plage;1) 

Troisième quartile =QUARTILE(plage;3) 

Simuler 

=ALEA() (avec des parenthèses vides) affiche Un nombre décimal « au hasard » dans l'intervalle [0 ; 1[. 

=ENT(ALEA()+0,4) affiche 1 avec la probabilité 0,4 et O sinon. 

=NB.SI(A1:B50;"<=0,5") affiche le nombre de cellules qui, dans la plage de A1 à B 50, contiennent un nombre 

inférieur ou égal à 0,5. 

=SI(ALEA>0,5;"pile”;"face”) affiche le texte « pile » si le résultat de ALEA( est supérieur à 0,5 et affichera le texte 

« face » sinon. 

Loi binomiale | 

=LOI.BINOMIALE(k:100:0.16;FAUX) fournit les probabilités P(X=k) avec X suivant une loi binomiale de paramètres 

n = 100 et p = 0.16. 

=LOI.BINOMIALE(k;100:0.16;VRAI) fournit les probabilités cumulées croissantes P(X<k) avec X suivant une loi 

binomiale de paramètres n = 100 et p = 0.16. 

Calculer les termes d'une suite arithmétique 

On veut calculer en colonne A les termes de la suite arithmétique (u,) de premier terme 5 et de raison 100. En A1 on 

entre la valeur 5. En A2 on entre la formule = A1+100. Puis on recopie vers le bas. 

Calculer les termes d'une suite géométrique 

On veut calculer en colonne B les termes de la suite géométrique (v,) de premier terme 50 et de raison 1,05. En B1 on 
entre la valeur 50. En B2 on entre la formule = B1*1,05. Puis on recopie vers le bas. 
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Presentation du manuel 
Ce manuel de mathématiques est destiné aux élèves de Terminale Sciences et technologies de labora- 

toire (STL) spécialité : Biotechnologies. 

Chacun des neuf chapitres propose : 

= Un Cours avec des ACTIVITÉS d’approche 

Les notions nouvelles sont dégagées à partir de 

quelques activités d'approche utilisant le plus sou- 

vent les ME Le cours s'appuie sur des situations 
issues de la physique ou de la technologie. 

Des exercices résolus mettent en évidence les 

méthodes. 

À la fin de chaque chapitre « Ce qu'il faut savoir » 

rassemble les principaux résultats. 

us Des Travaux pratiques sur ordinateur 

Très progressifs, avec des fiches techniques, ils 

peuvent être abordés directement par les élèves 

en salle d'informatique et/ou utilisés en classe 

entière. Les réponses partielles, pour permettre un 

travail autonome des élèves, de ces TP figurent à la 

fin de l'ouvrage. 

m Des Exercices corrigés et non corrigés 

Ils sont nombreux et variés. Ceux qui sont à sup- 

port concret ou liés au domaine des biotechnolo- 

gies ou des sciences physiques et chimiques ne 

nécessitent aucune connaissance autre que 

mathématique. 

Ils sont classés par thèmes et difficultés croissantes : 

Ë désigne des exercices d'application directe 

du cours ; 

++ désigne des exercices pour s'entraîner; 

+++ désigne des exercices ou problèmes qui, par 

leur niveau de difficulté et (ou) leur longueur, 

correspondent au niveau d'exigences de 

l'épreuve du baccalauréat ; 

++++ désigne des exercices pour «aller plus loin » 

ou des exercices comportant moins d'indi- 

cations. 

m À la fin de chaque chapitre, figurent de nom- 

breux Exercices pour le baccalauréat avec 

des corrigés détaillés. 

s Des Activités corrigées d’algorithmique 

figurent dans les exercices de chaque chapitre. 

m À la fin de l'ouvrage figurent huit épreuves 
d'entraînement au baccalauréat. Elles recou- 

vrent l’ensemble du programme de terminale STL- 

Biotechnologies, notamment pour l'utilisation de 

logiciels et l'algorithmique. Un index et des réponses 

à la fin de l'ouvrage permettent un travail autonome. 

Les ressources numériques 

Chaque chapitre est enrichi de ressources numériques interactives : 

. des ANIMATIONS VIDÉO permettent d'illustrer certains points du cours ou certaines méthodes ; 

elles peuvent être utilisées en vidéo-projection en classe entière, ou individuellement pour la remédia- 

tion ou l'accompagnement personnalisé ; 

. des QCM INTERACTIFS prolongent les QCM du manuel, pour un travail de révision ou de remédia- 

tion, ils indiquent les scores obtenus et les bonnes réponses. 

Deux logos signalent ces ressources dans le livre : 

Animation 

vidéo 

QCM 

interactifs 

PRÉSENTATION DU MANUEL : 
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CHAPITRE 

QUE 

9 éometri
qu es: 

MÉDICALES à 

vert sans interruption + 

EN TERMINALE STL = BIOTECHNOLOGIES, LES RÉSULTATS SUR 

LES SUITES GÉOMÉTRIQUES SONT COMPLÉTÉS. ÉES-SUITES 

GÉOMÉTRIQUES SONT NOTAMMENT UTILISÉES DANS 

DES SITUATIONS ISSUES DES BIOTECHNOLOGIES. 

Reconnaître et justifier la présence d'une suite 

géométrique dans une situation donnée. 

Connaître et utiliser la formule donnant 

1+q+...+qg'ouq#1. 

Connaître et utiliser lim q” pour q positif. 



ACTIVITÉS d'approche 

0,99 et 1,01 sont « voisins » et pourtant, 
avec un tableur... 
On considère les deux suites (v,) et (w,) définies sur N par : v, = 0,99 et w,= 1,017. 

1° On rappelle que le terme général d'une suite géométrique (u,) définie sur N est u, = uçg”. 

Démontrer que (v,) et (w,) sont des suites géométriques en précisant leur premier terme et leur 

raison. 

2° Démontrer que, pour toutndeN:v,,, <v,etw,,, >w,. 

3° À l’aide d'une feuille de calcul où la colonne A représente les valeurs de n, la colonne B celles 

de v, et la colonne C celles de w,, indiquer à partir de quelle valeur de n on a: 

a)v,<107; v,<10%; v,<10%$ (un millionième); v, < 10° (un milliardième). 

b)w,2>10;w, > 10% ;w, > 105 (un million) ; w, > 10° (un milliard). 

4° Proposer une conjecture pour chacune des suites (v,) et (w,) lorsque n prend de « grandes 

valeurs ». 

UT 2 | Introduire la notion de limite d’une suite 
avec le logiciel GeoGebra 
On se propose de montrer comment on peut formaliser la notion de limite d’une suite géomé- 

trique. 

On considère une culture de bactéries, pour laquelle le nombre de bactéries au bout de n heures, 

n entier naturel, est donné par u, = 2", 

Pour représenter les premiers termes de la suite (u,,) à l'aide de GeoGebra : 

- faire un clic droit sur le graphique, choisir Propriétés/Axes et entrer, pour axeX, min: - 1, 

max : 16 et, pour axeŸY, min : — 100, max : 1 000; 

— créer un curseur n allant de 0 à 16 avec un incrément de 1 ; 

— entrer dans la barre de saisie U=(n,2An) : 

— par un clic droit sur le point U, choisir « Trace activée » puis bouger le curseur. (On peut « rafraî- 

chir » l'écran avec Ctrl+F.) 

1° Décrire l’évolution de la population de bactéries. 

2° On souhaite observer que, pour un entier naturel p donné, il existe un seuil à partir duquel le 
nombre de bactéries u,, est supérieur ou égal à 10P. 

+ Créer un curseur p allant de 0 à 4 avec un incrément de 1. 

+ Entrer dans la barre de saisie d1:x=n ee 

puis d2:y=10Ap. LOIRE) Érspenrer PER 

+ Créer un test de dépassement en 

entrant dans la barre de saisie : 

test=Si[y(U)>=101p,1,0]. 

- Faire un clic droit sur U dans la 

fenêtre algèbre et, dans Propriétés/ 

Avancé/Couleurs dynamiques, entrer 

test pour la couleur rouge. 

Bouger le curseur n pour déterminer 

la plus petite valeur de n à partir de 

laquelle on a u, > 10P lorsque : 

a)p= 1; D)p=2;02=5;d)5-24 

(Le cas échéant, modifier l'échelle 

pour axe Ÿ.) 

Condition pour afficher l'objet 

Css 
Couleurs dmamiques 

À RE | EN À RE À | 
Caique: (@:y] 
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© Somme de termes 
consécutifs d'une suite 
géométrique 
À. Rappels 

DÉFINITION 

Une suite géométrique est une suite n numérique dont chaque term 

multipliant le précédent par une GONSRTIES q appelée raison. 4 

Pour tout nombre entier naturel n, Un = qu, DURS ed eu 

e s'obtient en 
LAS " 

one - D 7 

+ Lo 1 

Fe rade ii he Fr ; 
HÉMENRITE 

a 

. 
+ Pour une suite < géométrique de dep Premierterme u, et de re n qi 

vie 6: 

NL PR 4 u,=u,g" cé pour tout n de N°. 

+ 
à 

Re 
D 

“CF haque fois qu 'on est confronté à à une situation du type « une population, une 
nets 

production, un prix … augmente e de x' x % tous les ans », on peut définir une suite 
1 RE PPTÉ LL. 

D done is 44 à ÿ ! “ ; ? RE LL 
PTT RATE Es TR ie 

+ S'il s'a agit d une diminution de x %, on peut définir une suite géométrique de | 
"E 

: 

CH DCR LÉ 
| raison1- Rs 

B. Somme de termes consécutifs d’une suite géométrique 

Somme des (n + 1) premières puissances d’un nombre réel q 

Posons s,=1+q+q2+...+q". 

Multiplions 5, par - q, puis ajoutons membre à membre les deux égalités : 

S=lEgrg +..trd 

SL Et els D le 

s (10) = 108 

Donc, sigÆ#1,5s,= 

ALMLIUES 1 

sil 1+a+qi+ 

n 

La somme 1 +q+q?+...+q" peut être notée Do: qui se lit «somme de i égale 

zéro à n de q puissance j ». i=0 

Dans le cas où g=2etn=9,0on obtient : 

Un S2= = 210-171 023. 
i=1 

12 

NPD rI + 42% = 

CHAPITRE 1 + SUITES GÉOMÉTRIQUES : a 



ESERUIRE résolu 

MÉTHODE 

Reconnaître et justifier la 
présence d’une suite 

géométrique dans une 
situation donnée. 

LO 

DoncS,=u, 

_ Pour une suite RÉÉNURE de premier terme U et de 

SNRMSUtAr LE  Zu=u+u+ durs =ü, 

Remarque 
sossssssosssesees 

Si q = 1, pour tout n de N, g"= 1. | 

Alors s,=1+1+1+...+ 1 est une somme de n + 1 termes, tous égaux à 1. 

Doncs,=n+1. 

Somme de termes consécutifs d’une suite géométrique 

Soit (u,) une suite géométrique de raison q de premier terme u. 

Soit S'=up+u; +. tu, 

S,=Uo+ Un +. + Uoq”, 

Su) (eo FAR qU : 

n+1 

dans le cas où q 1. 

raison q Si 

n Lu 1 gt b +: DU © 

+ EU ? 

DheTeners 

ge Fo 1 (raisonner 
4 ve: : n= (pr remier terme) x ÉD L'HOMME ne Lu a m Ed _ 1-(raison) 

Reconnaître et justifier la présence d’une suite 
géométrique dans une situation donnée 

ÉNONCÉ 

Une entreprise propose à un technicien de laboratoire impliqué dans un pro- 

jet innovant une prime qui peut prendre deux formes : 

un montant annuel initial de 1 000 € augmenté chaque année de 2 % pen- 

dant 5 ans, 

un montant annuel initial de 975 € augmenté chaque année de 3 % pen- 

dant 5 ans. 

Quelle proposition permet au technicien de bénéficier du total le plus avan- 

tageux sur l'ensemble des six années où la prime est versée ? 

SOLUTION 

Dans les deux cas le montant annuel de la prime est augmenté d’un pourcen- 

tage fixe pendant cinq ans. D'après le dernier rappel du paragraphe 1.A. du 

cours, ce montant est le terme général d'une suite géométrique : 

- de premier terme u, = 1 000 et de raison g=1 ++ = 1,02 dans le premier 
cas, 

+ de premier terme u”,= 975 et de raison g'=1 ++ = 1,03 dans le second 
Cas. 

CHAPITRE 1 + SUITES GÉOMÉTRIQUES 



2, 

Sur l'ensemble des six années, le technicien reçoit : 

- dans le premier cas u,+u,+u,+u,+u,+U,; 
5 1 6 

DD ee. _ 139 
1— 1,026 

donc le montant total est : 1 000 ——— = 6 308€; 
1 

+ dans le second cas u,+u”.+u’,+u”,+u”,+u’; le montant total est, de 
_ 1.036 

même, 975 —— = 6 307 €. 
1 

À un euro près, les deux propositions sont équivalentes. 

Limite d’une suite 
géométrique 
A. Limite de (q”), où q >0 

Nous avons observé à l'aide d'un tableur les deux comportements très différents 

des suites (0,99) et (1,01)’ quand n prend de « grandes » valeurs : la suite (0,99)" 

prend des valeurs très « proches » de 0 et la suite (1,01) prend de « grandes » 

valeurs. 

Nous admettons ici que lim 0,99 =0et lim 1,1 =+0. 
N— +co n= +co 

Plus généralement le théorème suivant est admis. 

THÉORÈME. 
Soit q un nombre réel strictement positif 

+ co sig>l1; 414 6 

Hegel sig=l; 
n— +00 Ro 

0 

> fi 

#7 4 

OR 7e 

" s0<qelne 

Exemple 

lim 27=+c; lim 0,9177=0. 
N— +00 N— +c 

Remarque 
munnsnsnssssssses 

Observons graphiquement le comportement de la suite (4,) = (g") sur 

quelques exemples où g est négatif. 

1 
Cas LS ee 

Nous admettons que 

lim Cine 
N— +0 2 fn: 
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Casoùüg=-1 

Pour tout n pair, (— 1)" = 1 et pour tout n impair, (- 1}*=- 1. 

La suite (— 1)” n’a pas de limite. 

Cas où g=-2 

e 

Uo=1 
u,=—2 

u, = 4 

U3= — 8 
u,=16 
Us = — 32 

u, = 64 

4 

La suite (— 2)" n’a pas de limite. 

B. Limite d’une suite géométrique 

On admet le résultat suivant : 

Soit (u,) une suite géométrique de premier terme üy de raison q, avec ie 102 

+ Si pour! tout entier n, Un =ug”, avec Uo >0etq>1, alors Jim u,= w co, 
a a 

LE 
de 

«Si LE Loi entier nu 2 avecO<g<l, alors lim es 0. 
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Exemple 

+ Soit (u,) la suite géométrique de premier terme u, = 1 000 et de raison q = 0,9 

on alim =0; 
Nn= +c° 

+ Soit (v,) la suite géométrique de premier terme v, = 500 et de raison q= 1,2 

on a: lim v, =+0, 
Nn— +0 

Suites géométriques 

Soit (u,) une suite géométrique de premier terme u, où u,, de raison q. 

- Pour tout entier n de N ou de N*,u,,, = qu, 

- Lorsque le premier terme de la suite est u, : pour tout entier n de N,u, =u,q". 

- Lorsque le premier terme de la suite est u, : pour tout entier n de N*,u,=u,q"". 

: à 1 
- Lorsque le premier terme de la suite est u,:u,+u,+...+u,=u, Ta 

- Pour une somme de termes consécutifs d’une suite géométrique, on peut rete- 
nir que : 

nombre de termes 
1— (Raison) 

(Somme de termes successifs) = (Premier terme) x - 
1— (Raison) 

Ce qu’il jaut savoir 
Augmentation ou diminution de x % 

+ Chaque fois qu'on est confronté à une situation du type « une population, une pro- 
duction, un prix … augmente de x % tous les ans », on peut définir une suite géomé- 

NN NSE SEEN RENNES RE RER SENS ER NRRRN RERO RER NN ERRRERES . s ; X 

trique de raison 1+—. 
100 

- S'il s'agit d'une diminution de x %, on peut définir une suite géométrique de raison 

re | 
100 

Limite de q” 
«Sig >1,alors lim q”=+0c, 

” n— +co 

-Sig=1,alors lim g=1. 
N— +00 

*-Si0<qg<1,alors lim g’=0. 
— +00 

Limite d'une suite géométrique 
Soit (u,) une suite géométrique de premier terme u,, de raison q. RS TNNRREE 

orne emeneneenensranannnneaanernnan 

« Si, pour tout entier n,u,=u,g",avecu >0etq>1, alors Jim u, = + co, 

« Si, pour tout entier n, u, = u,g", avec 0 < q < 1, alors Jim u, = 0. 

CT 
0 
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TP Étudier des suites à l'aide d'un tableur 

LOGICIEL UTILISÉ 

1 et utiliser la limite de (q") 

Évolution d’une population de bactéries 
Dans uñ milieu de culture en laboratoire, une population microbienne évolue en fonction du 

temps. Au début de l’étude, le nombre de bactéries est de 300 et l'on estime qu'il augmente de 

13 % chaque heure. 

À. Évolution, heure par heure, du nombre de bactéries 

On utilise le tableur pour étudier la population de bactéries (on pourra présenter la feuille de 

calcul comme ci-dessous, en plaçant la colonne B au format nombre avec 0 décimale). 

Nombre de bactéries 

be | bi | he 

ET 4 | j Melanie n. 

4. Justifier la formule = B2*1,13 entrée en cellule B3. 

2. On désigne par (,) la suite définie par 4, = 300 et, pour tout entier naturel n, u,,, = 1,13X 4, 

de sorte que 4,, arrondi à l'unité, correspond au nombre de bactéries au bout de # heures. 

Calculer et représenter à l’aide du tableur les valeurs de 4, pour n allant de 0 à 100. 

3. Quelle est la nature de la suite (4,) ? Quelle est sa limite ? 

4. Déterminer, d’abord graphiquement, puis à l’aide des valeurs , calculées, au bout de com- 

bien d’heures le nombre de bactéries dépasse 100 000. 

B. Effet d’un antibiotique 

En réalité, au bout de 15 heures, on verse dans le milieu de culture un antibiotique qui détruit 

progressivement les bactéries. Le nombre de bactéries, que l’on pouvait estimer à 1 876 au bout 

de 15 heures se met alors à diminuer et l’on admet que le nombre de bactéries vivantes dans le 

milieu au temps #, exprimé en heures, est donné, pour tout entier #, n > 15, par: 

v, = 1 876 X 0,85"-#, arrondi à l’unité. 

1. Quelle formule peut-on entrer en cellule 

C17 (correspondant à n = 15), puis recopier vers 

le bas, pour obtenir les valeurs de v, parmi les 

trois formules suivantes ? 

=B17*0,851(A17-15)  =B$17*0,851(A17-15) 
=B17*0,851(A$17-15) 

2. Quelle est la limite de la suite (0,85") ? En 

écrivant v,, = 1 876 x 0,857! x 0,85", en déduire 

la limite de la suite (v,). 

3. À partir de quelle valeur r du temps, les bac- 

téries sont-elles toutes mortes (v, < 1) ? 

CHAPITRE 1 + SUITES GÉOMÉTRIQUES 



Travaux pratiques TICE 

LOGICIELS UTILISÉS 

Calcula- 

trices 

Algobox 

Désintégration du radon 
La désintégration de l’atome de radium donne de l’hélium et une émanation gazeuse, le radon, 

qui elle-même se désintègre avec le temps selon la formule : 

U,41 = 0,835 X u,, 

où 4, désigne la masse du gaz au bout du n-ième jour. On considère qu’au début de l'expérience 

onau,=l. 

À. Analyse d’un algorithme 
1. Quelle est la nature de la suite (4,) ? Déterminer lim U. 

n— +00 

2. L'algorithme suivant a été exécuté sur calculatrices, Algobox et Scilab. 

VW VARIABLES. : 
u EST_DU TYPE NOMBRE 
n EST_DU TYPE NOMBRE + 

While U>16*-1 
. 335+U+U 

9.09592331549 

afficher([n,u]) 

13. 0.0959233154895 

a. À quoi correspond la variable n ? la variable u ? 

b. Quelle est la condition d’arrêt de la boucle « Tant que » ? 

3. Interpréter les résultats affichés. 

B. Modification de l'algorithme 

On souhaite programmer un algorithme permettant d'obtenir la première valeur de l’entier 

naturel n à partir de laquelle 4, < 10?, p étant un entier naturel donné. 

1. Modifier l'algorithme précédent de façon à répondre à ce problème puis le programmer, par 

exemple avec une calculatrice, AlgoBox ou Scilab. 

2. Déterminer, à l’aide de votre programme, au bout de combien de jours la masse de radon est 

inférieure à 1072, à 107%, à 106. 

CHAPITRE 1 + SUITES GÉOMÉTRIQUES : 15 
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Travaux pratiques TICE 

| Algorithmique 

Boucle conditionnelle « Tant que » 

Structure 

Dans une boucle « Tant que », le traitement est répété tant que la condition est 

vraie. Quand la condition est fausse, on sort de la boucle. 

Syntaxe 

Tant que condition 

| traitement 

FinTantque 

Texas Instruments Casio AlgoBox DU ob 

‘While condition While condition .1 

Then Then. 

traitement traitement 4 

:End WhileEnd 

Exemple 

Rechercher, à partir de n = 0, le plus petit entier n tel que 1,05" > 2. 

Texas Instruments Casio a 

PROGRAM: TANTQUE Ta est Ou rvre nomme + 

Mile 1 DS HE 2e + map _ ALGORITHME 
Fa [ MALEUR 

: Là 1 1.85 "H<2 WhileEnd 2 js ‘ 

DEBUT_TANT_QUE 

For EN EP IP F3 EP nr rs 
FES 

FIN_ALGORITHME 

Boucle « Pour » 

Structure 

Dans une boucle « Pour », le traitement est répété un nombre fixé de fois (ici 

n fois). Un compteur (noté ici k) s'incrémente automatiquement de 1 à chaque 

itération. 

Syntaxe 

while condition 

traitement 

end 

Scilab 

Pourkdeïàn 

| traitement 

FinPour 

:For(K,1,N) For1—KToN:1 

traitement traitement | 

‘End Next 

Exemple 

Calculér la somme 1 + 2 +... + 100 des 100 premiers nombres entiers. 

Texas Instruments i AlgoBox 

PROGRAM: POUR 
:5+5 

g>Se 
Cor a To 19Ga 

ÉOPCK» 1» » 106) Nexte 
Ÿ (POUR k ALLANT_DE 1 À 100 

EP GS D MER PET © DEBUT_POUR ! 
S PREND_LA VALEUR S+k 
FIN_POUR 

AFFICHER S 
FIN_ALGORITHME 

: CHAPITRE 1 + SUITES GÉOMÉTRIQUES 

Por k=1tin 

traitement 

end 

Scilab 



Travaux pratiques TICE 

TP Mettre en œuvre un algorithme avec le tableur COCEETEEN 

23 pour déterminer un seuil 

LOGICIEL UTILISÉ 

£ 

EEE TS 

Ce TP peut permettre d'évaluer des capacités mathématiques développées grâce aux TICE. 

Concentration d’un médicament 

On administre à un patient un médicament par injection intraveineuse de courte durée. La 

concentration du médicament dans le sang est immédiatement maximale puis elle diminue en 

fonction du temps. On note C, la concentration initiale à la fin de l'injection et C, la concentra- 

tion au bout de r minutes. On prend pour unité de temps la minute et C,= 1 pour unité de 

concentration. On suppose que la diminution de la concentration entre les instants n et n + 1 est 

proportionnelle à la concentration à l'instant », ce qui conduit à la relation : 

pour tout entier naturel n, C,,, —- C,=-KkC,, où k est une constante telle que 0 < k < 1. 

Dans ce TP, on envisage les situations où k vaut 0,045 ; 0,035 ou 0,015. 

A. Calcul des premiers termes de (C,) avec un tableur 

1. Exprimer, pour tout entier naturel n, C,., en fonction de C,. 

2. Calculer, à l’aide du tableur, les valeurs de C, pour les dix pre- 

mières heures. 

(Présenter les calculs de manière dynamique, de façon à pouvoir 

modifier la valeur de k.) 

3. Quelle est la nature de la suite (C,) ? Quelle est sa limite ? 

Appelez le professeur pour présenter votre démarche et vos réponses. 
Sr AGE 

B. Seuil de concentration inférieure à 107 

Pour p donné, valant 1, 2 ou 3, on recherche le seuil # à partir duquel la concentration C, est 

inférieure ou égale à 107. 

1. À l’aide des fonctions SI et MIN du tableur, créer un algorithme répondant au problème 

précédent pour les dix premières heures. 

2. Mettre en œuvre l'algorithme précédent pour compléter, après l'avoir reproduit, le tableau 

ci-dessous. 

Seuil n à partir duquel C, < 10 

Appelez le professeur pour présenter votre démarche et vos réponses. | ; re » 
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Travaux pratiques TICE 

Algorithmique 

Utilisation du tableur en algorithmique 
Le tableur permet de mettre en œuvre des algorithmes en utilisant la recopie, la notion d'adresse te et 

absolue, ainsi que certaines fonctions logiques. 

Recopie 

Pour recopier la formule d'une cellule, on glisse avec le pointeur de la souris en forme de croix noire, en gardant 

le bouton gauche enfoncé. 

Attention, « recopier » ne signifie pas « copier à l'identique » (voir ci-dessous). 

Adresse relative et adresse absolue ; 

Une cellule est repérée par son « adresse ». Par exemple A1 signifie colonne À, ligne 1. L'adresse A1 est relative. 

La recopie vers le bas augmentera la référence de ligne d’une unité et la recopie vers la droite augmentera la 

référence de colonne selon l’ordre de l'alphabet. 
= pe 

| = A1*B1 = B1*C1 

——_—_— + 

és Se hadnes tee 8) 

L'adresse $A$1 est absolue. La recopie ne modifie pas cette adresse. 

Fonction SI 

La formule =SI(test ; valeur si vrai ; valeur si faux) permet de conditionner deux actions alternatives au résultat 

d'un test logique. 

Par exemple, la formule =$1(0,81A3<0,5;A3;" ") affiche le contenu de la cellule A3 si 0,81A3<0,5 et n'affiche rien 

sinon. Cette formule est, par recopie, à l'origine de l'algorithme suivant, déterminant le seuil à partir duquel la 

suite de terme général (0,8)’ fournit des résultats inférieurs à 0,5. 

La cellule E1 contient la formule =MIN(B:B). 

fe] =SI(0,8"A3<0,5;A3;"") 

Quelques mots d’histoire 
Robert Frankston (né en 1949) et Daniel Bricklin (né en 1951) sont les deux informaticiens américains 

à l'origine du tableur. La légende veut que l'idée soit venue lors d'un cours d'université. L'enseignant, 

après avoir dressé une grande table de calculs, y décèle une erreur, ce qui l'oblige à effacer et recalculer 

de nombreuses cases. Les cellules d'un tableur automatisent le processus. 

18 CHAPITRE 1 + SUITES GÉOMÉTRIQUES 



CE QU'IL FAUT SAVOIR FAIRE 
corrigés 

Calculer des termes, calculer une somme de termes d’une suite géométrique 
SNEAEREARS ES 

; RUE 
Seul 
— ER en AU EPS 

Rd de 
- . . . . x a ; ” + Ë 

Étudier des situations conduisant à une suite géométrique ] j Lt EN 
k Je EME SE 

22 LA REA MER ANT 

Calculer avec des intérêts composés $ 2 2425 : > 
Di AE METTVCRN ICT 

Déterminer la limite d'une suite géométrique 28,47 
SMS ENST EE AR 
FR ON 

I ::323 
Utiliser un tableur 38,44,50 

QE en CR DIS TRES 
de ee 

QT Nepal dr 
Utiliser le logiciel Scilab iliser le logiciel Scilab PR re 

PE 
EU 343548 

Utiliser un algorithme … 
FR RER 

Suites géométriques 

1 e + Suite géométrique de premier terme 4, 

La suite géométrique (4,) est définie par : 

ü, = 16 et, pour tout entier n de N, 

exe 1 
nH — 9% 

1. Calculer 4,, U, U Us. 

2. Pour tout entier n, exprimer w, en fonction de n. 

3. Calculer #,,. Arrondir à 10%. 

4. Représenter graphiquement la suîte (4,,). 

5. On note S, = 45 + 3 + 

Arrondir à 10%. 
HLLUTR RTE 

… + u,, Calculer S;;. 

2 e + Suite géométrique 

La suite géométrique (4, est définie par 4, = 9 et pour tout 

entier n deN,u,,,;,=-—u,. 

1. Calculer 4,, U, Uy, Uy Us. 

2. Exprimer u, en fonction de n. 

3. Calculer S,, = do + 3 + +. + Uio- 

3. + Suite géométrique 

La suite géométrique (4,) est définie par : 

Exercices 

TS 

= 44, pour tout # de N. 

1. Calculer w,, u,, u3 us. 

2. Exprimer 4, en fonction de n. 

3. Calculer 4, + 4, +. + Uo. 

Dans les exercices 4 à 7 u, désigne une suite géomé- 

_trique de raison q et de premier terme u, et S,=uç+ 

u,+..….+u,. | 

4, + On donne le premier terme et la raison 

Up = 1 000 et g = 1,022 5 

Déterminer la valeur approchée arrondie à 10-? de w,, et de 

Sio. 
CORRIGE P. 325 

5. + On donne le premier terme et la raison 

a) u, = — 2 et q = 3 ; calculer w, et Si. 

b) 4, = 500 et g = 1,032 5 ; calculer ,, et Sy. 

Arrondir à 102. 

G. + On donne un terme et la raison 

a) u, = 32 768 et q = 0,8 ; calculer w;. 

b) , = 20 736 et qg = 1,2 ; calculer w,. 

CHAPITRE 1 + SUITES GÉOMÉTRIQUES ro 



Exercices 

ans 

20 

2. ++ On donne deux termes 

16 
u;, =4etu,= su calculer g. 

8. +++ Reconnaître une suite géométrique 

Avec prise d'initiatives. 

1. Démontrer que les nombres 50 000, 48 000, 46 080 

peuvent être, dans cet ordre, les trois premiers termes w,, 

U,, u, d'une suite géométrique (4,) dont on précisera la rai- 

son g. 

2. Calculer #9 et S9 Arrondir à 1072. 

9. ++ Suite géométrique de premier terme 4, 

La suite géométrique (4,) est définie par : 

1 
u, = — et, pour tout entier r de \, 

2 

Uy1 = 2u,. 

1. Calculer w;, u3, ua. 

2. Pour tout entier non nul #, exprimer 4, en fonction de #. 

3. Calculer 4,,et S.; = 4, +u, +... +u1. 

4. Représenter graphiquement la suite (4,,). 

CORRIGE P. 326 

1 0. ++ Suite géométrique de premier terme 4,, 

calcul de termes 

La suite géométrique (C,,) est définie par : 

C, = 1 000 et, pour tout entier nr de N, 

CG =-10225 CR 
Dans ce qui suit, arrondir les valeurs approchées à 10”? 

L. Calculer C;, Cy C3 

2. Pour tout entier # de N, exprimer C, en fonction de #. 

3. Calculer C:, et C3,. En déduire le plus petit nombre 

entier n tel que C, 2 2C;,. 

1 1. ++ Le premier terme est v,, trouver le premier 

terme qui franchit un seuil donné 

La suite géométrique (v,) est définie par le premier terme 

v, = 100 000 et la raison g = 0,9. 

1. Écrire les cinq premiers termes de la suite géométrique 

(v,). 
2. Pour tout entier # de N”, exprimer v, en fonction de #. 

3. Calculer v, et v4. En déduire le plus petit entier # tel que 

h 

1 
2 So 

Exemples de situations 
conduisant à des suites 
géométriques 

1 2. ++ Croissance d’une population de bactéries 

On s'intéresse, lors d’une expérience, à la croissance d’une 

population de bactéries dont le nombre triple toutes les 

CHAPITRE 1 + SUITES GÉOMÉTRIQUES 

heures. À l'instant { = 0 la population est de 10 germes. 

1. Reproduire et compléter le tableau suivant : 

2. On appelle : 

u, le nombre de germes à l'instant £ = 0, 

u, le nombre de germes à l'instant # = 1, 

u, le nombre de germes à l'instant é = 2, 

u,, le nombre de germes à l'instant £ = n. 

a) Exprimer #,,,, en fonction de u,. 

b) En déduire la nature de la suite de terme général u, et 

donner ses caractéristiques. 

c) Donner l'expression de 4, en fonction de n. 

d) Calculer le nombre de germes obtenus au bout de 

12 heures, au bout de 13 heures. 

e) Déduire du d) au bout de combien d’heures la popula- 

tion dépasse 107 germes. 
CORRIGE P. 326 

1 3 e ++ Radioactivité 

Les éléments radioactifs sont instables et ont tendance à se 

désintégrer. On considère une masse de noyaux radioactifs, 

par exemple de plutonium provenant des déchets d’une 

centrale nucléaire. 

La période T est le temps au bout duquel la moitié des 

noyaux initialement présents ont été désintégrés. 

Soit N, le nombre de noyaux à l'instant £ = 0. 

On a: 

1. Vérifier que les nombres de noyaux radioactifs restant 

aux instants £ =0,{=T,t=2T,...,t=nT, forment une 

suite géométrique dont on donnera la raison. 

2. Calculer, en fonction de N,, le nombre total de noyaux 
désintégrés à l'instant £ = 107. 

(Pour le plutonium 239, T = 24 000 ans...) 

1 4. +++ L’épidémie de grippe 

entre décembre 2009 et janvier 2010 

On s'intéresse au développement d’une épidémie de grippe, 
en France, entre décembre 2009 et janvier 2010. On noteg, 
le nombre de cas de grippes déclarés pour 100 000 habi- 
tants au cours de la semaine # de l’année 2009. 



1. Déterminer les deux coefficients multiplicatifs permet- 
tant de passer de g., à gs, et de gs, à gs. 

Arrondir éventuellement à 102. 

2. On décide d'approcher la suite (g, ) par la suite géomé- 
trique (4, ) de raison 1,5 telle que 4,9 = 193. 

Ainsi, #4 approchera le nombre de cas de grippe de la pre- 

mière semaine de l’année 2010. 

a) Calculer w:3. 

b) En réalité, pendant la première semaine de l’année 2010, 

il y a eu 954 cas de grippe déclarés pour 100 000 habitants. 

Déterminer l'erreur, en nombre de cas pour 100 000 habi- 

tants, entre la valeur réelle et la valeur prévue par la suite 

(4,). Exprimer cette erreur en pourcentage de la valeur 

réelle. 

1 5. +++ Exemple de variations successives 

égales à £ % 

Le prix de vente d’un équipement neuf pour les labora- 

toires d’analyses biologiques était V, = 12 000 € en 2007. 

On admet que cet équipement perd 20 % de sa valeur 

chaque année. Pour tout entier naturel #, on désigne par 

V, la valeur de revente de cet équipement l’année 

(2007 + n). 

1. a) Démontrer que V, = 0,8 x V,. Calculer V.. 

b) Démontrer que, pour tout entier naturel n, V,,, = 0,8 V,. 

En déduire la nature de la suite (V,). 

c) Donner l'expression de V, en fonction de n. 

d) Calculer V.. Que représente V; ? 

2. Pendant la même période, de 2007 à 2012, on admet que 

le prix de cet équipement a augmenté de 2 % chaque année. 

On note P, = 12 000 €. Pour tout entier naturel #, on 

désigne par P, le prix d'achat neuf de l'équipement l’année 

(2007 + n). 

a) Démontrer que la suite (P,) est une suite géométrique 

de premier terme P, dont on précisera la raison. 

b) Donner l'expression de P, en fonction de #. 

c) Calculer P.. Arrondir à l'euro. Que représente P; ? 

En 2012 un laboratoire a revendu l'équipement acheté 

en 2007 pour la somme de 12 000 € et l’a remplacé par le 

même équipement neuf. Combien a-t-il dû débourser ? 

> Augmentation ou diminution de t % 

+ Chaque fois qu'on est confronté à une situation du type «une 
population, une production, un prix … augmente de t % tous les 

: : fé 
ans », on peut définir une suite géométrique de raison 1 + 2 

« S'il s'agit d'une diminution de t %, on peut définir une suite 

5 k t 
géométrique de raison 1 -—— 

100 

CORRIGE P. 326 

1 6. ++ On calcule une somme de termes consécutifs 

Une blanchisserie industrielle prévoit d'augmenter sa capa- 

cité de lavage de draps d’hôpitaux de 10 % chaque année. 

Cette blanchisserie a lavé 260 000 draps la 1'° année. 

Dans ce qui suit, L{, désigne le nombre prévu de draps lavés 

la n-ième année, donc LL, = 260 000. 

1. Calculer LL, LL, et LL. 

2. U,, LL, U, …, U,, … sont les termes consécutifs d’une 

suite géométrique de raison g. 

a) Déterminer la valeur de g. 

b) Exprimer U, en fonction de n. 

3. On admet que l'objectif prévisionnel est maintenu. 

a) Calculer le nombre de draps lavés la 10° année. 

b) Calculer le nombre total de draps que la blanchisserie 

aura lavés pendant 10 ans. 

b Rappel u 

Pour une somme de termes consécutifs d'une suite géométrique 

on a: re à 

Somme Prem jer TE ( ra ison)rombre de mes 

des termes terme 1- (raison) 

1 À ++ Production d’incubateurs réfrigérés 

En janvier 2011, une firme offrait sur le marché 2 000 uni- 

tés d’un nouveau modèle d’incubateur réfrigéré, avec une 

perspective d'augmentation de cette production de 5 % par 

an pendant 7 ans. 

On pose p, = 2 000. 

On note p, la quantité offerte en janvier de l’année 

(2011 + n).(2011 + n) désigne les années 2012 pour n=1\; 

2013 pour n = 2... 

1. Calculer p,, p:, Ps. 

2. Exprimer, pour tout entier n, p,,, en fonction de p,.. En 

déduire la nature de la suite (p,) 

Méthode : 

Pour établir qu'une suite (u,) est une suite géométrique, montrer 
que, pour tout entier n, U,,, = qu, ; q, constant, est la raison de la 

suite géométrique. 

3. Exprimer p, en fonction de n. 

4. Calculer la production totale prévisible entre jan- 

vier 2011 et janvier 2018. 
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1 8. ++ Évolution d’une production, 

le premier terme est u, 

Une entreprise commence cette semaine la fabrication de 

systèmes d'alarme pour les locaux professionnels. 

La production, la première semaine, sera #, = 2 000. Puis 

l'entreprise prévoit d'augmenter sa production chaque 

semaine de 10 %. 
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On désigne par 4,, le nombre de systèmes fabriqués la 

n-ième semaine. 

1. Calculer 4, u3, Uy 

2. a) Quel coefficient multiplicateur permet de passer de 

u.àu ?deu,àu;?deu,àu,,1? 

b) Quelle est la nature de la suite (4,) ? Préciser sa raison. 

3. Calculer la production totale au cours des 20 premières 

semaines. Le résultat est à arrondir à l'unité. 

1 9. +++ Augmentation annuelle de 1,5 % 

Un laboratoire d'analyses biologiques a embauché un tech- 

nicien le 1° juillet 2007, aux conditions suivantes : 

_ salaire mensuel net : 4, = 2 000 € au 1° juillet 2007 ; 

— augmentation de 1,5 % par an. 

On note : 4, : le salaire au 1° juillet 2008 ; 

u, : le salaire au 1° juillet 2009 ; 

u, : le salaire au 1° juillet de l’année (2007 + #). 

1. Calculer le salaire mensuel #, au cours de la deuxième 

année puis le salaire mensuel #, au cours de la 3° année. 

Les résultats seront arrondis au centime d’euro. 

2. Les salaires successifs de ce technicien forment une 

suite (4,,) de premier terme #, = 2 000 €. 

Démontrer que la suite (4,) est une suite géométrique dont 

on donnera la raison. 

> Procéder comme à l'exercice corrigé RARE mens 
: ÿ Et TEA 5 n = 

3. Exprimer 4, en fonction de n. 

4. Si le salaire du technicien devait augmenter tous les ans 

de 1,5 % pendant 7 ans, quel serait son montant en juillet 

2014 ? 

2 0. +++ Pour protéger l’environnement 

Pour répondre à une nouvelle norme antipollution, un impor- 

tant groupe industriel de l’agroalimentaire doit ramener pro- 

gressivement sa quantité de rejets, qui est de 50 000 tonnes 

par an en 2010, à une valeur inférieure ou égale à 30 000 tonnes 

en 10 ans au plus, soit une réduction de 40 %. 

Il s'engage à réduire chaque année sa quantité de rejets de 

4 % (soit un taux annuel de diminution de 4 %). 

1. S'il rejette 48 000 tonnes en 2011, respecte-t-il son enga- 

gement ? 

2. Pour tout entier n, on note r, la quantité de rejets de 

l’année « 2010 + n ». 

a) Exprimer r,,, en fonction de r,. 

Quelle est la nature de la suite (r,,) ? 

b) Exprimer r, en fonction de n. 

3. Calculer, à la tonne près, la quantité de rejets prévus 

pour l’année 2020. La norme sera-t-elle respectée en 2020 ? 
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4. Un taux annuel de diminution de 5 % permettrait-il de 

respecter la norme ? 

» Avec prise d'initiatives 

2 1 e +++ En période de sécheresse 

Un jardinier dispose d’une citerne pouvant contenir 

1 500 litres d’eau et remplie aux deux tiers. En période de 

sécheresse, cette citerne perd d’un jour à l’autre 5 % du 

contenu qu'elle avait au début du jour. 

1. Quel est le volume contenu dans la citerne après un jour 

de sécheresse ? après deux jours de sécheresse ? 

2. Après dix jours de sécheresse, le jardinier décide d’arro- 

ser ses 65 arbustes. Il a besoin pour cela de 10 litres d’eau 

par arbuste. 

Sa réserve sera-t-elle suffisante ? 

b Conseil : on peut construire une suite géométrique. 

2 2 e +++ Payer en quatre fois 

Une entreprise achète un robot 6 800 €. Les conditions de 

paiement sont les suivantes : les quatre remboursements, 

notés Uy U U» U, Sont des termes successifs de la suite 

géométrique (4,) de premier terme 4, et de raison g = 0,6. 

Calculer les quatre remboursements : 4,, 4, U, Ua. 

b- Avec prise d'initiatives. 

2 3 e +++ L’injection d’un calmant 

On a injecté un centimètre cube de produit calmant à un 

malade. Toutes les demi-heures, son organisme élimine 

10 % de ce produit. 

L. Quel volume de ce produit calmant le malade a-t-il éli- 

miné au bout de six heures ? 

2. Sachant que ce produit n’est plus efficace lorsque le 

volume restant est inférieur à 500 millimètres cubes, au 

bout de combien de temps le produit sera-t-il inefficace ? 

b Avec prise d'initiatives. Dre re 



Intérêts composés 

> Placements avec intérêts composés 

+ Placer un capital C, à x % par an avec intérêts composés 

signifie que les intérêts d'une année s'ajoutent au capital et que, 
l’année suivante, ils rapportent eux aussi des intérêts. 

+ Pour un placement avec intérêts composés à x %, on note 

= TS l'est l'intérêt versé pour un capital de un euro; les 

capitaux disponibles successifs au bout d'une année, …, 

n années : C;, .…, C, sont alors des termes successifs d'une suite 

géométrique de premier terme C, et de raison : (1 + i). 

- La valeur acquise est, à la fin du placement, le montant du 

capital augmenté des intérêts produits. 

- Cetype de placement est notamment celui des « livrets À », des 
«LEP » (livrets d'épargne populaire), des « livrets jeunes » des 
«LDD » (livrets de développement durable). 

Dans les problèmes d'intérêts composés, on ne consi- 

dère que des suites géométriques de premier terme C,. 

Un premier terme C, est inadapté dans ce cas. 

24. ++ Placement avec intérêts composés 

Dans cet exercice, on donnera éventuellement des valeurs 

approchées des résultats, arrondies au centime. 

On place un capital C, = 6 000 € à 3,5 % par an avec inté- 

rêts composés. Cela signifie que les intérêts d’une année 

s'ajoutent au capital, et que, l’année suivante, ils rapportent 

eux aussi des intérêts. 

On note C, le capital obtenu (ou « valeur acquise ») au 

bout de n années. 

1. Calculer C;, C;, C:. 

2. a) Donner pour tout entier n, l'expression de C,,, en 

fonction de C,. 

b) En déduire que les nombres C,;, C;, C,..., C, sont des 

termes successifs d’une suite géométrique de premier 

terme C, dont on précisera la raison. - 

c) Donner l'expression de C, en fonction de #. Calculer C, 

[= 1 FE 

3. Au bout de combien d’années le capital initial aura-t-il 

doublé ? 

»- Conseils : dans chacun des exercices 25 et26,27 on peut 
mettre en évidence une (ou deux) suite(s) géométrique (s). 

2 5. +++ Le capital inconnu 

Quel capital faut-il placer aujourd’hui à 2,9 % par an, avec 

intérêts composés, pour que la valeur acquise dans 10 ans 

soit 10 000 euros ? 
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Le Livret 
de l'Année 

2 6. +++ Calcul de la valeur acquise 

et du taux pour un placement à intérêts composés 

Les deux questions suivantes sont indépendantes. 

1. Calcul de la valeur acquise 

Calculer la valeur acquise par un capital de 2 650 € placé à 

intérêts composés pendant 4 ans au taux semestriel de 1,50 %. 

En déduire le montant des intérêts acquis. Arrondir au 

centime d’euro. 

2. Calculer le taux 

Déterminer à quel taux annuel il faut placer, à intérêts com- 

posés, une somme de 10 000 € pour que sa valeur acquise au 

bout de deux ans de placement soit de 10 506,25 €. 

2 r | e ++++ Un « truc » de banquier : « la règle des 70 » 

Pour estimer l'importance de l'augmentation de la valeur 

acquise d’un capital placé à intérêts composés, les ban- 

quiers utilisent une formule approchée : « Pour doubler un 

capital placé à i % par an, avec intérêts composés, il suffit 

de le placer pendant n années, n étant tel que le produit ni 

soit approximativement égal à 70 %. » 

Par exemple, au taux de 7 %, un capital double approxima- 

tivement en dix ans. 

1. Combien de temps faut-il laisser un capital placé au taux 

de 10 % par an, avec intérêts composés, pour qu'il double ? 

2. Même question avec un taux de 5 %. 

3. a) Pour un capital de 1 000 €, calculer avec une calcula- 

trice la valeur acquise lorsqu'il a été placé à 7 % par an avec 

intérêts composés pendant dix ans. Arrondir à l'euro. 

b) Même question qu'au a) avec 10 % en sept ans. 

c) Même question qu’au a) avec 5 % et quatorze ans. 

> Cette approximation ne peut être justifiée en terminales 

STL - Biotechnologies. 
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Exercices 

Limites de suites géométriques 

_ Déterminer lim u, (exercices 28 à 30). 
 N + À 

28. : 
a) u, = (1,3), n eN. 

b) u,= (0,2), n eN. 

29. : 
a) u,, = (1,2)", n eN. 

b) u,, = (0,8), n eN. 

30. : 
a) u, = 200(1,1)", n eN. 

b) 4, = 500(0,99)", n eN. 

c) u, = 300(1,05)”, n eN. 

d) 4, = 100(0,95)", n eN. 

Exemples d'utilisation 
de logiciels 

3 1 e +++ Température d’une pièce 

en aluminium pour les laboratoires 

Une pièce en aluminium pour du matériel de laboratoire 

vient d’être fabriquée. Sa température est de 400 °C. Elle 

refroidit dans un local à une température ambiante de 

20 °C. Au bout de 10 minutes, la température de la pièce en 

aluminium est 291,7 °C. 

On étudie le refroidissement de cette pièce en aluminium 

en utilisant la loi physique suivante : pendant chaque inter- 

valle de temps d’une minute, le refroidissement de la pièce 

en aluminium est proportionnel à la différence entre la 

température de la pièce en aluminium au début de l’inter- 

valle et la température ambiante. En notant O(#) la tempé- 

rature de la pièce en aluminium à l'instant #, exprimé en 

minutes, cette loi se traduit par : 

O(n + 1) — O(n) = — k(8(x) — 20), 

où k est une constante réelle positive. 

On considère la suite (y,,) définie, pour tout entier naturel #, 

par y, = O(n) — 20. 

1. Donner les valeurs de y, et y;5. 

2. Montrer que, pour tout entier naturel #, on a: 

VE ee (1 g; K)y y. 

Que peut-on en déduire quant à la nature de la suite (y,) ? 

3. À l’aide du tableur, et de l’outil valeur cible, déterminer 

la valeur approchée arrondie à 107% de k. (On pourra initia- 

liser la recherche en prenant k = 0,04.) 

4. En utilisant le tableur, déterminer le plus petit entier # 

pour lequel la température 8(#) de la pièce en aluminium 

est inférieure à 100 °C. 

5. On considère la suite (4,) définie, pour tout entier natu- 

rel n, par a, = O(n) — 8(n + 1). 

a) Vérifier à l’aide du tableur que les premières valeurs de 

a, sont les termes consécutifs d’une suite géométrique. 
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b) Montrer que pour tout entier naturel n, on a:4, = ky,. 

En déduire une justification du fait que (4,) est une suite 

géométrique. 

Utiliser le tableur pour déterminer le plus petit entier n 

tel que la différence de température O(n) — O(n + 1) est 

inférieure à 1 °C. 

: DER RS 

m1271,7 
AE SET A RER 
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3 2 e +++ Avec le tableur : capacité 

de production éolienne 

On étudie, à l’aide d’un tableur, l’évolution de la capacité de 

production éolienne (en MW) de l’Europe et de l'Asie 

(source : EWEA). 

1. Comparer les deux graphiques obtenus. 

2. Quelle formule, entrée en C5 et recopiée vers la droite, 

permet de calculer l'accroissement annuel de la production 

européenne ? 

3. Quelle formule, entrée en C20 et recopiée vers la droite, 

permet de calculer le taux d’accroissement annuel de la 

production asiatique (les cellules sont au format pourcen- 

tage) ? 

ai A CPR: 
| 1 [Capacité de production éolienne en Europe | | DEN ENT: 

[3 Jane [2007 | 2008 | 2209 | 20 | |. 
[ 4 [Puissance 48 543 | 57 005 | 65 810 | 75 293 

|_5 _[Accroissement annuel" [RU [_8 805 | 9483 | | 
6] + k Se RE Ro 1 

Capacité de production en Europe (MW) _ |} | 
[E| wow D | 
—< 60 000 + — + : 

[2009 | 2010 | [2008 | 
Puissance (MW) | 10678 | 16 060 | 24 860 | 39769 | 

Capacité de production en Asie | | | 
SD QD er 1 

esp 



4. Pour n entier naturel, on modélise la production 
éolienne (en MW) l’année (2010 + n) par : 
U9 = 75 293 et u,., = u, + 8 917 pour la production euro- 
péenne et v, = 39 769 et v,,, = 1,55 x v, pour la production 
asiatique. 

Déterminer, à l’aide du tableur, l’année à partir de laquelle 
la production asiatique dépassera la production euro- 
péenne, selon ces modèles. 

id ANT LT TARA E 

é 4 (et 
/ A 1 
f }} HP 

: pr L 

+ € 
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3 3 e +++ Avec le tableur : isolation phonique 

L'unité d'intensité du son utilisée dans cet exercice est le 

décibel (dB). Une source sonore émet un son d'intensité 

100 décibels (4, = 100). 

On appelle 4, l'intensité du son mesurée après la traversée 

de n plaques d'isolation phonique, sachant que chaque 

plaque d'isolation absorbe 10 % de l'intensité du son qui lui 

parvient. 

Par exemple, après la première plaque d'isolation, l’inten- 

sité du son est : 
10 

U, = Up — Res u 

Répondre, à l’aide d’un tableur, aux questions suivantes. 

r 

0* 

Nombre de Intensité 

| plaques | sonore (dB) | 
QUI Déers-100 | 

1. Quelle intensité sonore obtient-on avec dix plaques 

d'isolation phonique (arrondir à 107?) ? 

2. Déterminer le nombre n de plaques à partir duquel l'in- 

tensité sonore devient inférieure à 1 dB. 

» Un peu d’acoustique 

-+ Avion au décollage : 130 dB; 

Seuil de douleur : 120 dB 

+ Concert: 105 dB; 

Seuil de danger : _ 85 dB 

+ Salle de classe : 65 dB; 

+ Voix humaine normale : 45 dB; 

+ Chuchotements : 25 dB. 
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3 4. ++++ Mettre en œuvre un algorithme 

pour déterminer un seuil avec la calculatrice, 

AlgoBox ou Scilab ALEe 

Certains éléments radioactifs, dont les atomes se désin- 

tègrent en émettant un rayonnement, sont utilisés, à petite 

dose, en médecine. La « demi-vie » d’un tel élément 

radioactif est le temps après lequel subsiste la moitié des 

noyaux présents au début de la période. 

A. Étude de l’iode 131 

On considère une population de 107 noyaux d’iode 131 

(début de l'étude). Statistiquement, le nombre de noyaux 

d'iode 131 diminue de 8,3 % par jour. 

On modélise le nombre de noyaux d’iode 131 dans cette 

population au bout de # jours, après le début de l'étude, à 

l’aide d’une suite géométrique (w,). 

1. Pour tout entier naturel n, exprimer #,., en fonction de 

He 

2. Donner l'expression du terme général 4, en fonction 

de n. 

3. Justifier que la demi-vie de l’iode 131 est le seuil #, à 

partir duquel on a, si # > n,, 0,917" < 0,5. 

4. Déterminer la demi-vie de l’iode 131 à l’aide de la calcu- 

latrice. 

B. Algorithme de détermination d'une demi-vie 

On considère un élément radioactif pour lequel 4,,, =qxu, 

avec0O<g<l. 

1. Programmer l’algorithme suivant, dans le langage d’une 

calculatrice ou d’un logiciel. 

Entrée : 
Saisir q. 

Initialisation : 

n prend la valeur O. 

Traitement : 

Tant que 7” > 0,5 

n prend la valeur n + 1 

FinTantque 

Sortie : 

Afficher n. 

2. Tester le programme réalisé pour g = 0,917. Que doit- 

on obtenir ? 

3. À l’aide du programme précédent, déterminer la demi- 

vie de l’iridium 192, pour lequel g = 0,990 67, puis pour le 

cobalt 60, pour lequel g = 0,999 64. 
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TA nu (4 À 

3 5. ++++ Avec Scilab : maladie bovine 

L'évolution d’une maladie bovine est modélisée à l’aide de 

deux suites (4,,) et (4,). 

La suite (a,) est définie par a, = 15 et, pour tout entier # 

non nul, 4,,, = 0,9 x a,. Cette suite correspond, en pour- 

centage, au taux d'augmentation le mois # du nombre de 

bovins malades. La suite (4,) est définie par #, = 5 000 et, 

pour tout entier # non nul, par : 

dy HUE Ke 
| £ 

Arrondi à l'unité, , correspond au nombre de bovins 

malades le mois n. 

1. a) Quelle est la nature de la suite (a,,) ? 

b) Quel est le taux d'augmentation de la maladie le deu- 

xième mois ? Le troisième mois ? 

2. Montrer que w, = 5 750. 

3. Mettre en œuvre l'algorithme suivant, donné ici en lan- 

gage Scilab. 

Qu'indique le dernier affichage ? 

an)=0.9*a(n-1) 
u(n)=(1+a(n)/100)*u(n-1) 
afficher ([n,aCn) ,u(n)]) 

4. Créer un algorithme qui affiche la valeur de n à partir de 

laquelle 4,., — 4, < 100 (c’est-à-dire que l'extension de 

cette maladie est, selon ce modèle, de moins de 100 ani- 

maux malades supplémentaires par mois à partir du 

mois # + 1). Mettre en œuvre cet algorithme. 
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3 G. +++ Demi-vie d’un médicament TICE 

On administre à un patient un médicament par injection 

intraveineuse (de courte durée). La concentration du médi- 

cament dans le sang est immédiatement maximale, puis 

elle diminue en fonction du temps. On fait l'hypothèse (H) 

suivante : 

La diminution de la concentration entre deux instants t, et 

t, est proportionnelle à la fois à la durée t, — t, et à la 

concentration à l'instant t. 

On note C, la concentration initiale et C, la concentration 

au bout de # minutes. On prendra pour unité de temps la 

minute et pour unité de concentration la concentration 

initiale C,. On a donc C, = 1. 

1. On admet que l'hypothèse (H) conduit à la relation, 

pour tout entier naturel #, C,,, -C,=—0,035 C,. 

a) Exprimer, pour tout entier naturel #, C,,, en fonction 

de C: 

b) Quelle est la nature de la suite (C,,) ? 

2. a) À l’aide d’un tableur, calculer la valeur de C,, pour n 

allant de 1 à 300. 
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b) Tracer le nuage des points de coordonnées (n, C,) 

représentant l’évolution de la concentration sur 5 heures. 

3. Étude de la demi-vie 

La demi-vie est la période au bout de laquelle la concentra- 

tion du médicament dans le sang diminue de moitié. 

a) Au bout de combien de minutes la concentration initiale 

a-t-elle diminué de moitié ? | 

Donner le résultat sous forme d’un encadrement de deux 

entiers consécutifs. 

b) Quelle est la concentration au bout de 30 minutes ? 

Donner la valeur approchée arrondie à 1077. 

c) Au bout de combien de minutes cette dernière concen- 

tration aura-t-elle été divisée par 2 ? Donner le résultat 

sous forme d’un encadrement de deux entiers consécutifs. 

d) Que peut-on conjecturer ? Tester cette conjecture sur 

d’autres valeurs. 
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3 7 e +++ Avec le tableur : déficit et dette 

1. Les comptes d’un organisme social d’un pays de l'Union 

européenne présente un déficit budgétaire de 2 milliards 

d'euros chaque année. La feuille de calcul suivante déter- 

mine l’évolution de sa dette. 

|| | | 

EFEEREEL EEE 10) 

a) La formule -C2+B3 a été entrée en cellule C3 puis reco- 

piée vers le bas. Quelle formule contient la cellule C4 ? 

b) Quelle est la nature et la raison de la suite correspon- 

dant à la dette, apparaissant en colonne C ? 

2. On suppose maintenant que le déficit augmente de 10 % 

chaque année. 

RE — 
A n [Due } 

Année 

a) Quelle est la nature et la raison de la suite des déficits, 

apparaissant en colonne B ? 

b) Montrer que la dette au bout de 15 ans peut être calcu- 

lée par la formule : 

1—1,15 
2X ; 

1=&1 



gen. 
38. ++ Suite géométrique de premier terme Uo 
(u,) est une suite géométrique de premier terme U de rai- 
song.S,=Uj+U+..….+u,. 

uy = 3 et q = 4 alors, u, est égal à : 12 48 192 
u,=5etu, = 2 alors, q est égal à : 10 0,4 2,5 
49 = 10 et g = 1,04 alors, 4, est égal à: 10(1,04)-1 10(1,04)" 10 + 1,04" 
U, = 3 et q = 2 alors, S,, est égal à: 1 024 3 069 6141 

39. ++ Suite géométrique de premier terme w, 

(4,) est une suite géométrique de premier terme u,, de rai- 

son g.S,=u;+u,+...+u,. 

El .-100e4-11 alors, uiestégala: 14611 13976 133,1 
u, = 2 et q = 4 alors, S, est égal à : 682 680 2730 

40. ++ Limite d’une suite géométrique 

(4,) est une suite géométrique de premier terme 4, = 2 et 

de raison g = 0,9. 

lim , est égal à: - 0 1 Ke 
n— + 

4 1. ++ Variations successives de £ % 

Une population de 7 000 bactéries 
augmente chaque heure de 4 %. 
Au bout de 2 heures, elle sera AUS 9 70 AT 
d'environ : 

Pour soigner une infection, un assuré 
social diminue chaque jour la dose de 

>} son médicament du jour précédent de 
20 % ; le premier jour il en prend 3 mg, 
le sixième jour il en prend : 

environ 

0,79 mg 
environ 

0,98 mg 0e 

42. ++ Intérêts composés et valeur acquise 

Dans un placement à intérêts 
composés à 2 % par an, les capitaux 
disponibles au bout d’un an, deux 2 0,02 1,02 

ans. # ans, sont les termes successifs 
d’une suite géométrique de raison : 

On place un capital de 10 000 € à 4% 
par an avec intérêts composés. Au 
bout de deux ans le capital disponible 
est : 

2 10800€ 10816€ 10 400€ 

Imdiquez sur votre copie, pour chaque question posée, la bonne réponse 
(ou une bonne réponse) parmi les propositions de l'énoncé; 
aucune justification n'est demandée. 

) à aîites le 

QCM 
interactifs 
38-39-40-41- 

43. ++ Calculs de termes d’une suite 

géométrique avec le tableur 

La feuille de calcul ci-dessus est utilisée pour calculer les 

premiers termes de la suite géométrique (x,) de premier 

terme 8 000 et de raison 1,06. 

Quelle formule, à recopier vers le bas, peut-on entrer dans 

la cellule B3 ? 

a) =8 000*1,06 
c) =B2*1,06 

b) =$B$2*1,06 
d) =1,061A3 

2. La feuille de calcul ci-dessous est utilisée pour calculer 

les premiers termes de la suite géométrique (u,,) de premier 

terme 400 et de raison 0,8. 

Quelle formule, à recopier vers la droite, peut-on entrer 

dans la cellule C3 ? 

EE 

b) =B210,8 
d) =B2*0,8 

[ifmlolrl 
ReRe 

a) =$B$2*0,8 
c) =400*0,8 

a)sfals/elz}s)s 
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Les exercices pour le baccalauréat sont des exercices qui pourraient figurer dans l'épreuve de mathématiqu
es du baccalauréat 

STL-Biotechnologies. 

44. +++ Problème de production 

Une unité de production fabrique un certain type de maté- 

riel pour les laboratoires. 

En 2011, la production annuelle a été de 5 000 unités. 

On admet que la production augmente de 4 % chaque 

année. 

Tous les résultats de production seront arrondis à l'unité. 

4. Calculer la production en 2012. 

2. Calculer les productions de 2013 et 2014. 

3. On désigne par P, la production de 2011, par P, celle de 

2012 et par P, celle de 2013... 

D'une façon générale, on désigne par P, la production en 

2011 +. 

Démontrer que la suite (P,) est une suite géométrique dont 

on précisera la raison. 

4. Exprimer P, en fonction de n. 

5, a) Déterminer la valeur de nr correspondant à l’année 

2017: 

b) Quelle sera alors la production en 2017 ? 

6. Déterminer la production totale entre début 2011 et fin 

2017 

> Augmentation ou diminution de t % 

+ Chaque fois qu'on est confronté à une situation du type «une 
population, une production, un prix. augmente de t % tous les 

ans », on peut définir une suite géométrique de raison 1+ 

-< S'il s'agit d'une diminution de t %, on peut définir une suite 

géométrique de raison E— 

CHAPITRE 1 + SUITES GÉOMÉTRIQUES 

4} 5. +++ Une nouvelle maladie 

Une maladie est apparue en 2005 dans un pays. Le nombre 

des nouveaux cas augmente chaque année de 15 % par rap- 

port à ceux de l’année précédente. Pour le moment, seul un 

médicament permet de traiter une partie des symptômes 

de cette maladie mais sans la guérir. Il y avait 300 cas 

recensés en 2005. 

On note 4, le nombre de cas en 2005, n le nombre d'années 

écoulées depuis 2005 et 4, le nombre de nouveaux cas en 

2005 + n. 

1. Justifier que w, est le terme général d’une suite géomé- 

trique de raison 1,15. 

2. Justifier que le nombre de nouveaux cas en 2008, 

arrondi à l'unité, était 456. 

3. Quelle est l'estimation du nombre de nouveaux cas que 

l’on peut faire pour 2015 si la progression reste identique ? 

4. Dans cette question, toute trace de recherche, même 

incomplète, ou d'initiative, même infructueuse, sera prise en 

compte dans l'évaluation. 

En quelle année peut-on estimer que le nombre de nouveaux 

cas va dépasser pour la première fois les 10 000 personnes ? 

b- Avec prise d'initiatives. 

5. En 2012, quel était le nombre total de personnes ayant 

contracté la maladie depuis son apparition ? 

6. En 2015, à combien peut-on estimer le nombre total de 

personnes qui auront contracté la maladie depuis son 

apparition ? 

46. +++ Un placement insuffisant 

Le responsable d’un laboratoire désirait acquérir un équi- 

pement en 2011. Au 1° janvier 2007, il avait placé la 

somme de 16 000 €, à intérêts composés, au taux annuel de 

4%. On note u, le capital, exprimé en euros, disponible au 

1° janvier de l’année (2007 + n). 

1. Calculer ,, u, et u, (arrondir à l'unité). 

2. Montrer qu'il ne disposait pas, au 1° janvier 2011, de la 

somme nécessaire à l'acquisition de l'équipement si le prix 

de celui-ci était de 20 500 €. 

Quelle somme lui manquait-il (arrondir à 100 €) ? 

3. Déterminer la somme, exprimée en euros, qu'il aurait 

dû placer au 1° janvier 2007 pour disposer du capital 

nécessaire à l'achat de l'équipement au 1° janvier 2011 

(arrondir la somme à 10 euros). 



À 4. +++ Nombre d'abonnés 

Une publication pour les professionnels des biotechnolo- 
gies, vendue exclusivement sur abonnement, comptait 
25 000 abonnés au début de l’année 2011. 
Le service des abonnements estime que, d’une année sur 
l’autre, d’une part 80 % des lecteurs renouvellent leur abonne- 
ment et, d'autre part, qu’il y aura 20 000 nouveaux abonnés. 
On note 0 l’année de référence 2011. Les années suivantes 
seront notées 1, 2... 

On a construit sur tableur la feuille de calcul suivante. 

1. Quelle formule a-t-on entrée en:B2-puis recopiée vers la 
droite pour compléter la ligne ? 

2. On note LI, le nombre estimé d'abonnés durant l’année ». 

La suite (LI) est-elle géométrique ? Justifier la réponse. 

3. La ligne 3 contient les premiers termes d’une suite (1) 

calculée à partir de la suite (LJ,). 

La cellule B3 contient la formule =100000-B2 qui a été 

recopiée vers la droite pour compléter la ligne. Quelle est 

l'expression de V, en fonction de U, ? 

4. La cellule C4 contient la formule =C3/B3 qui a été reco- 

piée vers la droite pour compléter la ligne. 

a) Que peut-on conjecturer pour la suite (V,,) ? 

b) En admettant que cette conjecture soit vérifiée, montrer 

que V, = 75 000 X 0,8”. 

c) En déduire L, en fonction de #. 

48. ++++ Algorithme à trous 

On place un capital C, à intérêts composés, au taux 

annuel i, c’est-à-dire qu'après chaque année, le capital pré- 

sent en début d’année est multiplié par (1 + à). 

1. Reproduire et compléter l'algorithme suivant, pour qu'il 

affiche la valeur du capital après r années de placement. 

Saisir C 

Saisir À 

Saisir ñ 

Pour k allant de 

C prend la valeur 

FinPour 

Afficher C 

2. a) On place C = 10 000 € à intérêts composés au taux de 

3 %. Quelle est la valeur du capital après deux années de 

placement ? 

b) Vérifiez votre algorithme à l’aide de l'exemple précé- 

dent, en fournissant un tableau indiquant les valeurs suc- 

cessives des variables K et C. 

CORRIGE P. 328 

Exercices 

49. +++ Étude d’une pathologie respiratoire 

À. Utilisation d'une suite géométrique 

On prévoit que le nombre de malades atteints d’une cer- 

taine pathologie respiratoire, en France, augmente de 6 % 

par an à partir de 2011. On désigne par 4, le nombre de 

malades l’année (2011 + n). On a u, = 61 353. 

Dans ce qui suit, tous les résultats sont à arrondir à l'unité. 

1. Calculer , et u. 

2. a) Démontrer que, pour tout entier naturel n, u,,, = 1,06 4,. 
n+1 

b) En déduire la nature de la suite (1,). 

c) Donner, pour tout entier naturel », l'expression de 4, en 

fonction de n. 

3. Déterminer le nombre de malades que l’on peut prévoir 

pour 2017. 

4. Déterminer le nombre total de malades atteints de cette 

pathologie pour les six années de 2011 à 2017. 

B. Avec le tableur 

1. La feuille de calcul ci-dessous donne le nombre de 

malades atteints de la pathologie respiratoire en France 

depuis 2007. Les cellules de la ligne 3 sont au format Pour- 

centage. 

EX 

$ 2007 | 2008 | 2009 | 2010 | 2011 

Nombre de malades | 51 382 | 53 283 | 55 702 | 58431 | 61 353 

- | Augmentation 
- | depuis 2007 

Quelle formule peut-on entrer en C3, puis recopier vers la 

droite, pour obtenir le taux d'augmentation du nombre de 

ces malades depuis l’année 2007 ? 

2. On sait que le taux d'évolution du nombre de malades 

atteints de cette pathologie entre 2011 et 2012 a été de 

+ 6 %. Calculer le nombre de malades pour l’année 2012. 

50. +++ Vrai-faux 

Répondez, par VRAI ou FAUX, aux questions 

suivantes (une justification est demandée lorsque 

la réponse est FAUX, aucune justification n'est 

demandée lorsque la réponse est VRAI). 

1. On considère la suite (4,) telle que : 4, = 3n — 2. 

La suite (4,,) est une suite géométrique de raison 3. 

2. On considère la suite (4,,) telle que pour tout n e N: 

u, = 3(1,05)". 
La suite (4,,) est une suite géométrique de raison 1,05. 

3. On injecte 4, cm° d’un médicament dans le sang d’un 
patient. La quantité de ce médicament présente dans le 

sang du patient r heures après l'injection est 4,,. La quan- 
tité de médicament présente dans le sang baisse de 20 % 

chaque heure. 

La suite (4,,) est une suite géométrique de raison 0,8. 
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Exercices 

4. On reprend la situation décrite dans la question 3. ci- 

dessus. Cinq heures après l’injection, il reste dans le sang 

du patient environ 67 % de la quantité injectée. 

5. La feuille de calcul ci-après est utilisée pour calculer les 

premiers termes de la suite géométrique (,) de premier 

terme 5 000 et de raison 1,02. 

La formule, à recopier vers le bas, à entrer dans la cellule 

B3 est : 5 000*1,02. 

CORRIGE P. 328 

5 1. +++ Un QCM 

Cet exercice est un questionnaire à choix multiples. Aucune 

justification n'est demandée. Pour chacune des questions, 

une seule des réponses proposées est correcte. 

Chaque réponse correcte rapporte un point. Une réponse 

erronée ou une absence de réponse n'ôte pas de point. 

On notera sur la copie le numéro de la question suivi de la 

lettre correspondant à la réponse choisie. 

1. Une culture biologique comporte 5 000 bactéries, dont 

le nombre augmente de 20 % chaque heure. 

Quelle formule peut-on entrer en B3, puis recopier vers le 

bas, pour compléter la colonne B ? 

CHAPITRE 1 + SUITES GÉOMÉTRIQUES 

a) =0,8*5 000 b) =0,8*B2 

c) =1,2*B2 d) =1,2*$B$2 

2. On injecte dans le sang une dose de 4 ml d’un médica- 

ment. La quantité de médicament présente dans le sang 

diminue chaque heure de 15 %. 

Quelle formule peut-on entrer en C2, puis recopier vers la 

droite, pour obtenir, à chaque heure, la quantité de médi- 

cament (en ml) présente dans le sang ? 

Temps (heures) 

2 Quantité de 

médicament (ml) 

a) =0,85*B2 

c) =0,85*$B$2 

3. On estime que le nombre de patients présentant une 

certaine pathologie va diminuer de 5 % par an. Aujourd'hui, 

il y a 7 500 cas par an. Dans 10 ans il y aura: 

a) 3 750 cas ; b) 4 266 cas ; 

c) 4 491 cas ; d) 4727 cas. 

b) =0,15*B2 
d) =0,15*$B$2 

5 2 e +++ Dans un laboratoire 

Dans un laboratoire de chimie, un stagiaire utilise un 

liquide dont l’évaporation est importante. À l’origine, il y a 

75 ci de liquide dans la bouteille. Le stagiaire referme mal 

cette bouteille et on considère alors que le liquide perd 

chaque jour 5 % de son volume par évaporation. 

1. On note u, la quantité de liquide, exprimée en cl, pré- 

sente dans la bouteille au bout de # jours. Ainsi, 4, = 75. 

a) Calculer #, et uw. 

b) Exprimer 4,,,, en fonction de w,. 

Quelle est la nature de la suite (4,,) ? 

Vérifier que, pour tout nombre entier n, ,, = 75 X (0,95)". 

c) Calculer la quantité de liquide restant dans la bouteille 

au bout de sept jours (on donnera le résultat arrondi au 

dixième). 

2. Dans cette question, toute trace de recherche, même 

incomplète, ou d'initiative même non fructueuse, sera prise 

en compte dans l'évaluation. 

Déterminer le nombre minimum de jours nécessaires pour 

que la bouteille contienne moins de 25 cl. 



LIMITE, 

SAINS 

ES 

: RENTRER CEE ONETANE: 
MATHÉMATIQUE. CE SONT AUSSI DES 

MENT EN MATHÉMATIQUES, MAIS A s TEN BIOTECHNOLOGIES, 
EN'SCIENCES PHYSIQUES EN TECHNOLO IE, EN ÉCONOMIE... 

CAP 
® 

e 

ACITÉS 
Interpréter une représentation graphique 

en termes de limite. 

mterpréter graphiquement une limite 

en termes d'asymptote. 

Déterminer la limite d'une fonction simple. 
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| ACTIV] TES d'app
roche 

su ! Le chauffe-eau 

On considère un chauffe-eau de puissance 8 719 watts dans lequel l’eau froide arrive à la tempé- 

rature de 10 °C. Le débit fourni est Q en kg.s”! et l'eau chaude sort à la température de 80°C. 

On montre en technologie que : 
8719 

0=10 + : 
4185Q 

A. Étude d’une fonction en mathématiques 

Soit f la fonction définie sur 10, + c[ par Qr= 6. 

1° Étudier les variations de f. 
> > 

2° Construire sa courbe représentative € dans le plan muni d'un repère orthogonal (O; i, j) 

unités : 1 cm pour 0,01 kg.s”' en abscisse et 1 cm pour 10°C en ordonnée. 

Observez qu'une droite horizontale % que l'on tracera peut servir de guide pour tracer la 

partie de € correspondant aux grandes valeurs de l'abscisse Q. 

Pour quelles valeurs de Q l'écart vertical entre Gÿ et 6 est-il inférieur à 1 mm ? 

B. Aspect physique du problème 

1° Trouver une interprétation physique de l'existence de la droite horizontale #. 

2° L'eau, sous une pression atmosphérique normale, se vaporise à 100 °C. 

Quel est le débit minimum correspondant ? 

C. Où l'on tient compte du confort de l'usager 

Pour éviter à l'usager de se brûler, on limite la température à 70 °C. Quel est le débit minimum 

correspondant ? (Pour ce débit, le gaz est coupé instantanément.) 

> Indication pour le B1°.. & : : 

_ Lorsque le débit est «grand », l'eau circulant dans le chauffe-eau a-t-elle le temps de beaucoup chauffer ? 

LOGICIEL UTILISÉ 

GeoGebra 

Interprétation avec GeoGebra des asymptotes en termes de limites 

On considère la fonction f définie sur ]1,+c[ par f(x) = 3x+2 
X=1 

Représenter la fonction fà l'aide de GeoGebra en entrant dans la barre de saisie : 

fx) = Silx>1,(3*x+2)/(x-1)] . 

CHAPITRE 2 + LIMITES DE FONCTIONS 



ACTIVITÉS d'approche 

Tracer les droites d'équation x= 1 et y= 3 en entrant ces équations dans la barre de saisie. 

Ces droites sont dites « asymptotes » à la courbe représentative de f. 

À. Caractérisation en termes de limite de l’asymptote horizontale 

Créer un curseur t allant de 2 à 100 avec un incrément de 0,1. Créer les point A et B en entrant 

dans la barre de saisie A=(t,f(t)) et B—(t,3). 

Créer le segment [AB] et afficher sa longueur. 

\ | | | \fl| | AB | | objet 
er | | L JL LS) L e9][L®. NS A | |! | Cliquer sur l'objet [créé] pour le sélectionner 

I Objets libres 

-@ a:x=1 

© b:y=3 
@t=3 

Objets dépendants 

© A=1(3,5.5) 

© B=(3,3) 

-@ c=25 

@ Hx})= Sifx>1,(3x +2)/(x-1)] 

[Formule LaTeX {/ = 

1° Que peut-on dire de la longueur AB lorsque t se rapproche de 100 ? 

2° À laquelle des trois expressions suivantes est égale la longueur AB ? 

Ot-fG); Of(1=3; Of(t-3). 

3° Quelle « limite » peut-on conjecturer pour f(t) lorsque t tend vers + co ? 

B. Caractérisation de l’asymptote verticale en termes de limite 

Créer un curseur h allant de 1 à 2 avec un incrément O. 

Créer le point C d’abscisse h et situé sur la courbe représentative de f. Créer le point D d'abs- 

cisse 1 et de même ordonnée que C. Créer le segment [CD] et afficher sa longueur. 

1° Que peut-on dire de la longueur CD lorsque h se rapproche de 1 ? 

2° Que peut-on dire de f(h) lorsque h se rapproche de 1 ? 

3° Quelle « limite » peut-on conjecturer pour f(h) lorsque h tend vers 1 ? 
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© asymptotes parallèles 
aux axes 
A. Limite finie d’une fonction à l'infini 

Nous avons observé sur deux exemples que la courbe représentative d'une fonc- 

tion peut se rapprocher d'une droite horizontale en se confondant presque avec 

elle lorsque la variable prend de grandes valeurs. 

Activité 1 Activité 2 

Une telle situation a déjà été rencontrée avec une fonction de référence : la fonc- 

tion inverse. 

Tres 
Fonction g, :x-—> — définie sur ]0, + 

x 

Nous savons que sa courbe représentative est une branche hyperbole H.. 

Nous pouvons observer graphiquement et numériquement que, lorsque x prend 

de grandes valeurs, g,(x) =— est proche de 0. 
x 

100 1 000 10* 10° 

0,01 0,001 14 10 

eV pre Na. 1 
Plus précisément, pour tout entier naturel p, lg,(x)| < 10P est équivalent à — < i 

' . .\ X 

c'est-à-dire à x > 10P. 

Par analogie avec la limite d'une suite, on dit que la fonction g, a pour limite 0 

quand x tend vers + et on note lim g,(x)= 0. 
X— +00 

: LETTRES 
Fonction g,:x—> — définie sur ]- co, O[ 

x 

Nous pouvons procéder de même avec la fonction g, mais ici la variable prend des 
valeurs négatives. 
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— 1 000 — 10* — 10° 

— 0,001 - 10 - 107 

Nous obtenons de même: lim g,(x)= 0. 
X— —co 

PROPRIETE 

MUÉTRE NT É 41 

lim — 
ne 

LE 

9 de. 7 

L'axe des Abecisses du repère est une asymptote ho MR TE 

PROPRIETE ; 
_ÉRPUIS 

MERS DE 

14 OR + | 
ACTES ai vit Rage Rs 

 L'axe des abscisses du rep tale des courbes repré- 
LT 1e ve 1 Gus the Es TL eus | NE EME re: A 

Limite finie d’une fonction en +. ou en -— c 

Considérons la fonction fdéfinie sur ]0,+c[ par f(x) =2+ ds 
x 

Pour tout x > 0, f(x) — 2 ae 
x 

PR : A. 
Or Jim —=0, d'après la propriété ci-dessus. 

X— +00 X 

Donc lim (f(x)-2)=0. 
X— +0 

Nous écrivons alors ce résultat : lim f(x)= 2. 
X—> +00 

Soit M un point de la courbe représentative de f. Son abscisse est x et son ordonnée 
1 

Yu=2+ ee 

Soit P le point de la droite horizontale d'équation y = 2 ayant même abscisse que M. 
1 à 

Yu=YP=—, donc lim (yy—yp)= 0. 
je X— +00 

Pour les grandes valeurs de x, la courbe est très proche de la droite d'équation 

y=2. 

La droite d'équation y = 2 est appelée asymptote horizontale de la courbe. 

Plus généralement on introduit la définition suivante. 

DLL 
d < 

ECS hé CT EME ER LE À 17 à + 
LTERTE Er mn +) k. ee si 2 ET 

La droite ne =4{ est alors une asymptote horizontale de la courbe 
É ve delaf RME + 1 1 a on Re Ne bclrtonctin Pr ART 
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La courbe et son asymptote horizontale peuvent avoir un ou plusieurs points com- 

muns. 

y=f({x) y=f(x) 

B. Limite infinie d’une fonction en un point 

Nous avons observé que la courbe représentative d'une fonction peut se rappro- 

cher d'une droite verticale en se confondant presque avec elle lorsque la variable 

prend des valeurs très proches d'un nombre fixé a pour lequel la fonction n'est pas 

définie. 

s 3x +2 

x—1 

Activité 2 

Ici encore une telle situation a déjà été rencontrée avec une fonction de référence : 

la fonction inverse. 

: Fa, 
Fonction g, :x-> — définie sur ]0, +co[ 

x 

Nous pouvons observer QAR et numériquement que, lorsque x est posi- 

tif et voisin de 0, g,(x) =— prend de grandes valeurs. 
X 

0,1 0,01 0,001 0,000 1 

10 100 1 000 10 000 

Plus précisément, pour tout entier naturel p, g.(x) > 10P est équivalent à L > 
x . x * Fi? À 

c'est-à-dire àx< 10P. 10 

Par analogie avec la limite d'une suite, on dit que la fonction g, a pour limite + c 

quand x tend vers 0 et on note lim g,(x)=+c. 
x— 0 

CHAPITRE 2 + LIMITES DE FONCMIONS 



QUE 

M | Pour "9: 00 = dé ni sur] ui im RER: # 
_L'axe 1. ordonnées 1 PART 
“la courbe H, représentative dec 0904 2 

Fonction g,:x L définie sur ]- c, O[ 
x 

Nous pouvons observer graphiquement et numériquement que, lorsque x est néga- 
+ 1 

tif et Voisin de O, g, (x) Èe prend des valeurs négatives grandes en valeur absolue. 

—0,1 — 0,01 — 0,001 — 0,000 1 

10 100 — 1 000 — 10 000 

' LR 4 ‘HA 

‘ re 0e = À défini sure OL | m— 
LRO TÉE FA Re 1 ne x ® 

| Le de aamnée estune : ‘asymptote vertic 
deg. RE See 

Remarque 
ÉPEPECEETE EEE EEE 

1 
La fonction g:x+> — définie sur R* n’a pas de limite en O. 

* 1 
En effet quand x se rapproche de 0 dans R*, — peut prendre des valeurs du 

type 10%, 105, … et aussi du type — 10$, — 108... 

Le point M de l’hyperbole représentative de la fonction g peut passer sans 
cesse de la branche H, à la branche H, et inversement. 

Remarque 
ussssssnsssssses 

Dans tout le paragraphe B les fonctions considérées ne sont pas définies en 4. 
Dans le cas contraire où f(a) existe, nous pouvons observer à l’aide d’un 

- logiciel ou d’une calculatrice que, pour une fonction fusuelle (par exemple 

une fonction polynôme ou une fonction rationnelle), f(x) prend des valeurs 

proches de f(a) lorsque x est suffisamment proche de 4. 

Plus précisément f(x) peut être aussi proche de f(a) que l’on veut dès que x 
est suffisamment proche de 4. 

On note cette propriété lim f(x) = f(a) et on admet le théorème suivant. 
x (41 

THÉORÈME 

L Soit fu une fonction polynôme ou une fonction rationnelle ou la | fon 

- re laf fonction s sinus ou la foncti ion cosinus. e? l b 

- | Soit a un nombre réel appartenant à à à un intervalle 1 surleque fe 
so ttétéitis - 66 At & #6, RE 

ia: lim #00 = (a) 440 Dasbr ardoig of | tuetea nv br Ÿ +7 

Exemple 

Soit f la fonction définie sur R par f(x) = 

1] 
f(1)=—. (1) ; 

1 
Donc, limf(x)=—. 

x—1 5) 

x 

1422 
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@ Limite infinie 
d'une fonction à l'infini 

. . 2£CZ 
3 

Observons les valeurs prises par les fonctions de référence x x, x x2,xr x, 

x Vx pour de grandes valeurs de x. 

10 100 = 10? 1000 = 10% ! 10 000 = 10* 

10? 10* 109 108 

107 10° 10? 1012 

110 =3,16 10 10410 =31,6 100 

f désignant l’une quelconque de ces fonctions, il semble que, lorsque x prend de 

grandes valeurs, il en soit de même de f(x). 

On est conduit à admettre que : 

la fonction f a pour limite+ en +, ce qui se note lim f(x)=+ce. 
X— +00 

+ TO ONMEDA ai 

lim monte, Imaste FU 

En considérant des valeurs négatives de x de plus en plus grandes en valeur abso- 

lue, et en tenant compte de la parité des fonctions x x, x x2,xr- x5, on obtient 

de même : 

PROPRIÉTÉ | 

Lorsque x devient grand, le point M du cercle trigonométrique tourne sur ce 
cercle : son abscisse cos x et son ordonnée sin x varient entre — 1 et 1 sans se 

rapprocher durablement d’un nombre L de l'intervalle [- 1, 1]. 
On démontre que les fonctions sinus et cosinus n’ont de limite ni en +c ni 
en — co, 

La plupart des théorèmes suivants permettent, sous certaines hypothèses, de 
démontrer que certaines fonctions ont une limite, finie ou infinie, en + ou 
en — où en un nombre réel a, et de déterminer cette limite. 
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Pre Mi Te En, D A | AN FRET [EURE fit E ke Prat PUR: re. 

_ Dans les théorèmes admis ci-dessous, présentés sous forme de tableaux, uetvsont 
ä Rs. RP TA : SN At PARIS" ë NUS NY LR ER APT _ des fonctions définies sur un même intervalle 1 et & désigne + co, — ou un nombre 
réel a ; Let L’sont des nombres réels. DORE 0 Gr tux boite 
" mis ti … die TA PT APS LR CEE 2 CR RTC NI 

A. Somme de deux fonctions 

Si limu(x)= 
X— ik + co — co 

et lim v(x)= L 
x La L + RES) + oo — 09 — co 

alors limlu(x)+v(x)l= ÿ im[uGx)+ v(x] LHL'2| leg À co À + ce ? — 00 

Exemple 1 

Soit f la fonction définie sur 10, +<[ par f(x) = x? + al, 
x 

D'après 2, lim x?2=+ et d'après 1A., lim Lac 
X— +00 X— + X 

Donc lim f(x)=+0. 
X— +00 

$ À au 
D'après 4B., lim x?2=0 et lim—=+c çar x>0. 

x 0 x—0 X 

Donc lim f(x) =+ 0e. 
x= 0 

Exemple 2 

Soit g la fonction définie sur R par g(x) = x? +x. 

D'après 2, lim x2=+0 et lim x=+0. Donc lim g(x)=+ce. 
X— +00 X— +00 X— +00 

D'après 2, lim x2=+c et lim x=-0, 
X— -00 X— 00 

Nous ne pouvons pas conclure directement pour la limite de g(x) en -— ce. 

B. Produit d’une fonction par une constante 

On suppose que la constante k n'est pas nulle. 

Si Î = i Jim u(x) L + 00 — 00 

alors lim ku(x)= KL Xoo #00 
X— 

Exemples 

+ lim x2=+0, donc lim -3x2=-, 
X— +co X— +00 

+ lim x=-, donc lim —-2x=+0, 
X— —c Xp. 

+ lim x=-, donc lim 5x=-c, 
X—> —co X— —co 
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C. Produit de deux fonctions 

D) Cour À 01 

et lim v(x)= L' L 00 OÙ = 0 | FooU-c | Fc OU 0 
X— 

alors lim[u(x)xv(x)}]= LL — ? #00 
X—0u 

Exemple 1 

X— +00 
lim Le + 1 =+ 0 d'après A.. 

X 

lim — 3x2 =- d'après B... 
X— +00 

Donc lim Le +1]e 3x2)= —.00, 
X X— +00 

Exemple 2 

Au paragraphe A. nous n'avons pas déterminé la limite de g(x) = x? +x en -— co. 

Pour x=— 100, x=- 1 000, x=— 10 000, …, le monôme qui semble jouer le rôle 

le plus important dans le polynôme g(x) est x2. 

Mettons-le en facteur dans g(x) : 

Pour tout x < 0, g(x) = x? F +1) 
* 

. s 1 rl 
lim x2=+o et lim F2) car lim —=0. 

X—5 —00 X— —00 Xe X— co X 

Donc lim g(x)=+ce. 
X— —c0 

Retenons la méthode qui nous a permis d'obtenir la limite du polynôme g(x) en 
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MERÇILE (NTTIIETRS 

MÉTHODE 

Appliquer le théorème 

ci-dessus 

Utiliser des résultats 

de 2 et 3B.. 

Procéder comme au 1°. 

ÉNONCÉ 

Soit f la fonction définie sur R par f(x) =- x? +x. 

1° Déterminer lim f(x). 
— —00 

2° Déterminer lim f(x). 
X— +00 

3° Compléter le tableau de variation de f donné ci-dessous avec les résultats 

obtenus au 1° et au 2°. 

Signe de f’(x) 

? 
VEUEUCUR CEE “Se = 

SOLUTION 

1° La fonction polynôme f a même limite en — + que sa fonction monôme de 

plus haut degré. 

és ° él tie © #j- x 

Donc lim f(x)= lim (—x$). 
X— —c0 X— —c 

Or lim x?=-—, donc lim (—x?)=+00, 
X— —c0 X— —c0 

Donc lim f(x)=+00, 
X— —c0 

2° lim f(x)= lim (-x3)=-00, 
X— +00 X— +00 

4° 

Signe de f’(x) 

+ oo 

\'ETELTTOUR (E TT = 

D. inverse d’une fonction 

Si lim u(x)= LÆ0 0 + c OÙ — co 
X—u 

1 1 Voir théorèmes 1 . 0 alors lim ———= L et 2 
x0 U(X) 

Dans le cas où lim u(x)= 0, on peut souvent conclure en utilisant un des deux théo- 
X— œ 

: 

rèmes admis ci-dessous : 
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EXERCICE 

MÉTHODE 

Appliquer le théorème du 
tableau de D. : colonne de 

droite. 

Utiliser la définition d’une 

asymptote horizontale 
(1A.). 

4e 

LUE 21 
ÿ RL NII 

Si im u(9 = 0 etsi au voisinage de on au) <0, alors | Ha. 5 ho 
+ 9e RS PR 7: a Là A ES "1: CRIS RE 2, 

x NE RER NS NP 

US 0. TT ++ San 

« Au voisinage de + « » signifie sur un intervalle ]A, + cf. 

« AU voisinage de — + » signifie sur un intervalle ]- , AT. 

« Au voisinage de a » signifie sur un intervalle Ja - c, a+c[ AI, où I est l'intervalle 

de définition de la fonction. 

Exemples 

. Cherchons lim f(x). + Soit f la fonction définie sur Le A par f(x) = 
2 cos X x 

4 , T 
D'après 4B., lim ME 

T 
x — 

2 

Pour tout x de b 2 on a cos x > 0 (voir la figure). 

Donc lim f(x) =+ d'après le théorème 1. 
T 

x — 
2 

Ë à ee TT 1] » 
+ Soit g la fonction définie sur E d par g(x) = < ; nous obtenons de même 

lim g(x)=-° d'après le théorème 2. 

ÉNONCÉ 

1° Soit la fonction fdéfinie sur ]2, + c[ par f(x) =— 
—X 

On désigne par € la courbe représentative de f dans un repère orthonormé. 

a) Déterminer lim f(x). 
X— +00 

b) Que peut-on en déduire pour la courbe  ? 

c) Déterminer lim f(x). 
x—2 

2° Soit g la fonction définie sur ]1- c, 2[ par g(x) = — 
—X 

On désigne par €’ la courbe représentative de g dans le même repère. 

a) Déterminer lim g(x). 
X— —co 

b) Que peut-on en déduire pour la courbe €’? 

c) Déterminer lim g(x). 
Xx—2 

SOLUTION 

1 
1° a) lim 2—x=-—c, donc lim ——=0 d'après le théorème sur la limite de 

X— +00 X— +00 2— X 

l'inverse d'une fonction. 

b) L'axe des abscisses, d'équation y=0, est une asymptote horizontale de la 
courbe €. 

(ll. 2 
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Appliquer le théorème 2. 

Appliquer le théorème du 
tableau de D. : colonne de 

droite. 

Appliquer le théorème 1. 

DÉFINITION à 

c) lim(2- x)=0 et, pour tout x de ]2, +o[, 2-x<0; donc ne 
x22—X 

(lorsque x > 2), c'est-à-dire lim f(x) =— co, 
x—2 

2° a) lim 2-x=+, donc lim ! = 0; 
X— —0 X=-0 2—X 

b) identique à 1° b). 

c) lim(2-—x)=0 et, pour tout x de J-c,2[,2-x>0; 
x 

donc lim =+ (lorsque x < 2), c'est-à-dire lim g(x)=+ce. 
Xx=2 2—X X— 2 

Remarque 
CCEEEEEEEEE EEE ES 

Interprétons graphiquement les deux résultats : lim f(x) =—c et 
A2 

lim g(x) = 
x 2 

Soit M un point de € d’abscisse x et soit H le point de la droite verticale 

d'équation x = 2 ayant la même ordonnée que M. 

Lorsque x se rapproche suffisamment de 2, la distance MH peut être aussi 

petite que l’on veut. 

Il en est de même avec €”. 
On dit que la droite d’équation x = 2 est une asymptote verticale de la courbe 

€ et de la courbe €’. 

Figure 8 

Plus généralement : 

Soit fune fonction telle que lim 100 = +o où lim AT 
l, 19 

vtt 

cs 

EM de f. 
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E. Quotient de deux fonctions 
u(x) 1 ux RS 

Surtoutintenalle Loule uotiente een on remarque que —— = u(x) x —— 
v(x) v(x) v(x) 

et on utilise les théorèmes sur la limite de l'inverse RS et la limite d'un produit. 

Voici deux exemples de situations où ces théorèmes ne permettent pas de conclure 

directement. 

Exemple 1 

3x2+4x-5 
Soit f la fonction définie sur L 4e) par f(x) = 

2 2x1 

On se propose de déterminer lim f(x). 
X— +00 

Ici u(x) = 3x2 +4x-5 est un polynôme. 

En mettant en œuvre la méthode proposée au paragraphe C., nous obtenons : 

1 | 4. 5 
pour toutx de |—,+0|, u(x)=3x2|1+—-— | 

2 SNNIX 

lim 3x2=+ et lim pet )r+0- =, 
X— +0 X— +00 3x 3x2 

donc lim u(x)=+0. 
X— +00 

: 1 : 
De même avec v(x)=2x-1=2x H- = nous obtenons lim v(x)=+0, 

* X— +00 

1 
donc lim ——=0. 

X— + V(X) 

Le tableau sur la limite d'un produit ne permettant pas d'obtenir directement 
1 

lim 2616 pret nous revenons à la fonction rationnelle f. 
v(x X— +00 

3x2 fr #- = _ 
2 

Pourtoutxde [1,+| fXx)= _— 

{1-1 
2x 

4 5 
2 D ai fa 3x 3x 

2x 2 

2x 

REC 
Après simplification LAS Ex 3x _3x° 

ut 
2x 

Te 
s DXRS x] : 

OI RER lim Re donc lim f(x)=+00, 
X— +00 nu 1 X— +00 X— +00 

2X 

limite d'un ne fonction rationnelle en+e ou- | 
\ ateur et au dénominateur le mon ôn 1e de pl 
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EE résolu 3 

MÉTHODE 

Appliquer le théorème 

ci-dessus. 

Simplifier la fraction. 

THÉORÈNE 

On en déduit le théorème suivant. 

En +00 ou en — , une fonction rationnelle a même limite que le : quotient des fonc- 

tions monômes de plus haut degré de son numérateur et de: son dénominateur. x 

ÉNONCÉ 

x2 +1 

XH3 
Soit f la fonction définie sur ]-3, + o[ par f(x) = 

Déterminer lim f(x). 
X— +c0 

SOLUTION 

La fonction rationnelle fa même limite en + que le quotient des fonctions 

monêmes de plus haut degré de son numérateur et de son dénominateur. 

: x? 
Donc lim f(x)= lim —, 

X— +00 X—+o X 

lim f(x)= lim x=+00. 
X— +co X— +00 

Remarque 
sossnossssessesss 

Le théorème précédent ne permet pas d'obtenir la limite d’une fonction 

rationnelle f en un nombre réel 4 où elle n’est pas définie. 

Exemple 2 

x2 +1 

x2+2x—3 
f n'est pas définie en 1 et en -3 ; on se propose de déterminer la limite de fen 

1 et la limite de fen -3. 

Soit la fonction f définie sur ]- 3, 1[ par f(x) = 

Puisque x? + 2x - 3 s'annule pour x= 1 et x = - 3, nous pouvons factoriser ce 

polynôme : 
x? +1 

our tout x de ]-3,1[, f(x) = ———— . =D +3) 
A ue 1 x? +1 

* Pour trouver la limite de fen 1, écrivons f(x) =—— x / 
X—1 x+3 

2 

im À Mate limx—1=0 et, 
PEN ee ES PE 

| 
pour tout x de ]-3,1[,x-1<0; donc lim——=-—c lorsque x < 1 d'après le 

X1X—1 

théorème 2 du paragraphe D... 

Nous en déduisons que lim f(x) =—° d'après le tableau sur la limite d'un produit. 
x=—1 

nu Lete 1 x2+1 
- Pour trouver la limite de fen — 3, écrivons f(x) =—— x ; 

XE3 x | 

2+1 5 : 
lim _ =——: |limx+3=0et, 
SN] 2 x=3 

1 À 
pour tout x de ]-3,1[,x+3>0; donc lim Er lorsque x > - 3 d'après 

X—-3 X 

le théorème 1 du paragraphe D... Nous en déduisons que lim fCx X)=— d'après 
X— 

le tableau sur la limite d'un produit. 
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x ne D de EL 

LAIT 

| ÿ Soit ne rnEnan a définie sur JA, + co[ par F0 = ax ++ Fs 90) avec | im gtx g00=0. | 

La droite d d'équation y= x à # st u ne nonpttese é “Rio \saphipe 

” à is s, nd, Ph “3 

Retenons la méthode : 

Pour obtenir la limite d’une fonction rationnelle en a où elle n'est pas définie, on 

peut factoriser le dénominateur, puis isoler le facteur non défini en a. 

Exemple 3 

x2+1 
Soit f la fonction définie sur ]0, + c[ par f(x) = 

On se propose de déterminer les limites de f en 0 et en + «, puis d'interpréter 

graphiquement ces deux limites. 

3 sl 
-limx2+1=1 et lim—=+0 car x>0. 

x 0 x=0 X 

Donc lim f(x)=+ 0 d'après le tableau sur la limite d'un produit. 
x— 0 

La courbe représentative @ de la fonction f a une asymptote verticale : l'axe des 

ordonnées (d'équation x= 0). 

2 

. lim f(x)= lim — d'après le théorème sur la limite d'une fonction rationnelle 
X— +00 X— + X 

en + ©, 

Donc lim f(x)= lim x=+0. 
X— +00 X— +00 

Pour interpréter graphiquement cette limite, nous allons écrire f(x) sous la 
2 Xl ST 1 

forme f(x)=—+—, c'est-à-dire f(x)=x+—. 
XMEC x 

Nous savons que lim —=0, donc lim f(x)-x=0. 
X— +0 X X— +00 

Or f(x) - x = MN où M et N sont les points de même abscisse x, M étant sur la 

courbe € et N sur la droite # d'équation y =x. 

On a donc lim (y,,-—ÿ\)=0. 
X— +00 

Le point M de la courbe € est aussi proche que l'on veut, pour x suffisamment 

grand, du point N de la droite % d'équation y = x. On dit que la droite ® est une 

asymptote oblique de la courbe €. 

Plus généralement : 

d a fonction f Li 
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EXERCICE = 
| ATOS énonce 

Soit la fonction définie sur ]- +, 2[ par f(x) = x - 3 + —— 

Démontrer que la droite ® d'équation y=x-3 est une asymptote de la 

courbe représentative @ de f. 

MÉTHODE SOLUTION 

Pour tout x de ]- ce, 2[, 
Chercher la limite en — 

de f(x) — (ax + b). f(x) — (x— 3) Re 

Or lim PR lim nr 
X——0 X—2 x X 

La droite  d'équation y=x-3 est 

donc une asymptote oblique de la 

courbe représentative € de f. 

Utiliser la définition d’une 

asymptote oblique. 

Figure 10 

Remarques 
ÉCECECELEEEE EE EEE 

+ Ona intérêt à tracer l’asymptote ® avant la courbe € ; l’asymptote sert alors 

de guide pour dessiner €. 

+ On détermine la position de la courbe € par rapport à l’asymptote Ÿ en 

étudiant le signe de y,, — y}, qui mesure l'écart (positif ou négatif) entre la 

courbe et l’asymptote. 

Yu = YN= ax + b+ gx) — (ax + b) = g(x). 

METHODE 

La position relative de la courbe représentative € de la fonction f définie par | 

f(x) = ax + b+ g{x) par rapport à son asymptote oblique A Requis y=ax+b 

est donnée par le signe de f(x) - (ax+b)=g(x). 

1 

l 
' 
1 
1 
0 
1 
! 
1 
0 

X x 

Figure 11 +! noie 22 

Si Yu = Yn= f(x) - (ax + b) > 0,  SiYu-Yn= = #00 - es b)< 0, 
€ est au-dessus de A @ est au-dessous de A. 
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Exemples 

+ Reprenons la fonction f dont la courbe ÉUÉMEURE est donnée dans 

l'exemple 3 ci-dessus. Pour tout x de 10, + cl, f(x) -x= _. doncf(x)-x>0;la 

courbe‘ est au-dessus de son asymptote Ÿ. 

+ Reprenons la fonction f dont la courbe représentative est donnée dans l'exer- 

donc f(x) -(x-3)'<0; cice résolu 4. Pour tout x de ]- ce, 2[, f(x) - (x -— 3) = 
+ 

la courbe est au-dessous de son asymptote %. 

È 

Limites des fonctions de référence 

= lim x=+0 lim x? =+00 lim x = +00 lim x =+00 
"e X— +00 X— +0 X— +00 X—> +00 

EÀ lim x=— 0 lim x2 =+00 lim x$ =—0 
[= X— —00 x— —c0 Xe 

we 1 1 1 1 1 
S lim —=0 lim —=0 im—=0 lim—=0 lim —==0 
Fe x -œ X X— + X x X2 X— + X X— +00 x 

ra , 1 _ | 1 A 
= Si la fonction x — est définie sur Si la fonction x — est définie sur ]0, + cf, 

“A 
Le 1 
Le ]J-c,0[, lim—=—c lim — = + co 
- Y x—0 X x—0 X 

Ô Limite au voisinage d’une valeur a pour laquelle la fonction f 
est définie 

Le résultat suivant s'applique à toutes les fonctions rencontrées en mathématiques en 
Terminale STL - Biotechnologies. 

Soit a un nombre réel appartenant à l'intervalle I sur lequel fest définie. 

Alors : lim f(x) =f(a). 

Énoncés usuels sur les limites 

Dans ce qui suit, &« peut être remplacé par un nombre fixé a, ou les symboles - 
et + co. 

. Somme de deux fonctions 

Si lim u(x) = re ( ) : JE + co — Co 

et lim v(x)= ’ ae ( ) L + oo — 00 + co — 00 — Co 

alors lim [u(x)+v(x)]= Le qe ce re ? _e 
x £ 

? signifie que l'on ne peut pas conclure directement. 

+ Produit d’une fonction par une constante non nulle 

Si li = i lim u(x) îl ee Lo 

alors lim ku(x)= KL ee #00 
X— 

* correspond soit à + , soit à — c, Le signe + ou - s'obtient de façon évidente dans chaque exemple. 

(1. 2 

RER ETS AT RD ANRT OP PR RME 

48 CHAPITRE 2 -« LIMITES DE FONCTIONS 



+ Produit de deux fonctions 

Si li = i lim u(x) L L#0 0 + ce OÙ — co 

et lim v(x) = L' es +oo OU-c  +ooQOU—c +00 OÙ — co 

alors lim [u(x) xv{x)]= LL’ +0 2 + c0 
X— a 

* correspond soit à + ce, soit à — ce, Le signe + ou -— s'obtient de façon évidente dans chaque exemple. 

- Inverse d’une fonction 

Si lim = lim u(x) L£0 0 + oo OÙ — co 

k 1 1 Era Re- PR 
alors lim ——= = Voir théorèmes 1 et 2 0 

x a U(X) L 

Théorème 1 
se 4 + D 

Si lim u(x)= 0 et si, au voisinage de ©, on a u(x) > 0, alors: lim ——=+0, 
X— x U X) 

Théorème 2 
7. : ch : 1 

Si lim u(x)= 0 et si, au voisinage de @, on a u(x) < 0, alors: lim ——=—0, 
x x au(x) 

Fonctions polynômes et rationnelles au voisinage de + ou — 
+ Au voisinage de + + ou de — , une fonction polynôme à même limite que sa fonc- 
tion monôme de plus haut degré. 

+ Au voisinage de + + ou de — , une fonction rationnelle a même limite que le quo- 
tient des fonctions monômes de plus haut degré de son numérateur et de son déno- 

minateur. 

Asymptotes 

- Asymptote verticale 

Soit f une fonction telle que lim f(x)=+0 ou lim f(x) = - ce. 
X— q X— q 

La droite A d'équation x = a est une asymptote verticale de 
la courbe représentative € de f. 

- Asymptote horizontale 

Soit f une fonction telle que lim f(x)=Lou lim f(x)=L. 
X— +00 X— —c0 

La droite A d'équation y = L est une asymptote horizontale 

de la courbe représentative € de f. 

Figure 14 

[IL 2 
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+ Asymptote oblique 

Soit f une fonction définie sur I = ]A, + [ (ou I = ]J— c, AÎ) 

par f(x) = ax + b + g(x) avec lim g(x)=0 (ou lim NxX)=0); 

La droite A d'équation y = ax + best une asymptote oblique 
de la courbe représentative @ de f (en + ou — c). 

Figure 15 

* Position relative d’une courbe représentative et de son asymptote oblique 

La position relative de la courbe € et de son asymptote A est donnée par le signe de 

f(x) — (ax + b) lorsque x varie. 

Si, pour tout x de I, f(x) - (ax + b) > 0, € est au-dessus de A. 

Si, pour tout x de I, f(x) — (ax + b) < 0, € est au-dessous de A. 

Figure 16 

Si, Yu — Yn = F9 — (ax + b) > 0, € est au-dessus de A. 

Figure 17 

Si, Yu — Yn = F(X) — (ax + b) < 0, € est au-dessous de A. 
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Travaux pratiques TICE 

TP  Conjecturer limites et asymptotes 
CELLES 

LOGICIEL UTILISÉ 

Calcula- 

trice 

Comportement asymptotique d’une fonction 
Ce TP est destiné à vous guider dans l’utilisation d’une calculatrice pour l'étude du comporte- 

ment asymptotique d’une fonction. On réalise tout d’abord une représentation graphique que 

l'on analyse, puis on complète cette analyse graphique par l'exploration de tables de valeurs 

numériques. 

On considère la fonction f définie sur ]1,5 ; + [ par f(x) = 2e À 
2x—3 

À. Représentation graphique et asymptotes 

On désire réaliser, sur une calculatrice, une représentation graphique de la fonction f. 

Calculatrice Casio 

On se place dans le menu de graphiques en faisant [MENU] [GRAPH] |EXE|. 

Pour régler la fenêtre, faire |SHIFT|[V-Windows|. On peut prendre ici Xmin :0 ; Xmax:5; Ymin:0; 

max 

Dans l'écran d'accueil du menu graphique, éditer la fonction en entrant en Y, l'expression de 

f(x), puis faire DRAW] pour obtenir le tracé de la courbe. 

. 23968253 
1 
G 
ü 

55 

Le comportement asymptotique de la fonction s’observe là où la courbe « sort » de l'écran. On 

peut parcourir la courbe en faisant [SHIFT]|Trace] puis [| ou || 

On peut tracer la droite d’équation y = 0,5 puis zoomer en faisant [SHIFT|[Zoom||IN, positionner le 

curseur à l'endroit voulu et faire [EXE|. 

=8, 5311060328  Y=0,611165231 

Calculatrice Texas Instruments 

Pour les modèles traduits en français, les instructions sont en bleu. 

Pour éditer la fonction, faire [f(x)| ou [Y=] puis entrer en Y, l'expression de f (x). 

Pour régler la fenêtre, faire [fenêtre] ou [WINDOW| On peut prendre ici Xmin: 0; Xmax: 5; 

Mmina0 max: 

Faire (graphe| ou [GRAPH] pour obtenir le tracé de la courbe. 

Grarhi Grarhi Grarhà 

AYiBéx+11/62%x—33 

Le comportement asymptotique de la fonction s’observe là où la courbe « sort » de l'écran. On 

peut parcourir la courbe en faisant [trace] ou TRACE] puis |] ou || 
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On peut tracer la droite d’équation y = 0,5 puis zoomer en faisant [zoom] ou [ZOOM| puis [zoom +| 

ou [Zoom IN} positionner le curseur à l’endroit voulu et faire [entrer] ou ENTER]. 

NA=CH +1 CE R 3) 

:<Décimal 
: cOrthonormal 

——_— | 6: ZStandard 
“=9,3617021 _Y=.66899866 .| (FL2Tr19 

1. Observer la valeur de x lorsque le spot situé sur la courbe se rapproche de la « sortie » en haut 

de l'écran. Conjecturer une équation de l’asymptote verticale. 

2. Observer la valeur de y lorsque le spot situé sur la courbe se rapproche de la « sortie » à droite 

de l'écran. Conjecturer une équation de l’asymptote horizontale. 

B. Exploration numérique 

On souhaite compléter l'étude graphique par une étude numérique. 

Calculatrice Casio 

On se place dans le menu des tables en faisant [MENU] TABLE) |EXE|. 

Se. MAIN MENU Fr, 
Ke[ee STAT ÉRCT S'SHT 

+=Lc EL “1 
GRAPH |DYHA RECUR 

ni 

CONICS(EQUR [PRGM [TU 
“So HX+" mJ 

Pour régler la table, faire, selon les modèles, [SET] ou [RANG|. Pour afficher la table, faire [TABL|. 

Construire les deux tables ci-dessous. 

[= 
ES] 
ES] 
C1 

[SEL a SUP EP ITREL 

Settinsa MI=CR+II+-C2X—5) VIi=CKX+19<C2K-3) 
# vi # vi 
15 EE AE 

151 125,5 = 0. 5062 

1.582 63 300 0.504] 

1,53 Ua, 166 ERROR U00 0.503! 

EcR CE GP fEvET frcon fe-FLT Lg 

Calculatrice Texas Instruments 

Pour les modèles traduits en français, les instructions sont en bleu. 

Pour régler la table, faire (2"%][déf table] ou [2"][TBLSET| Pour afficher la table, faire [2"%]|table] ou [2"4] 
TABLE| Construire les deux tables ci-dessous. 

EFINIR TABLE 
DébTbl=1.s 
Pas=6.61 
SIeurs RE 
alculs:GRir 

1=.95091r789549634 

1. a. À quoi correspond le message d'erreur dans la première table ? 

b. Dans la première table, quel est le comportement de y lorsque x se rapproche de 1,5 ? Quelle 
limite peut-on conjecturer pour f(x) ? 

2. Dans la seconde table, quel est le comportement de y lorsque x devient grand ? Quelle limite 
peut-on conjecturer pour f(x) ? 
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TP  Conjecturer puis justifier 

LOGICIEL UTILISE 

e 

Les limites de la calculatrice 
Ce TP explore des situations de limites où la calculatrice est parfois en difficulté, Attention aux 

conjectures trop rapides... Un argument algébrique est alors nécessaire pour conclure. 

A. Limite en 0 de x + 105 = x? 

106 
#1 ” 
5 

Soit f la fonction définie sur ]0, + [ par f(x) = x + 

1. à. La fonction f a été représentée à l’aide d’une calculatrice, dans la « fenêtre » ci-dessous. 

| Grarhi Grarhé Grarhz EHETRE 
“1 84+19% 6/43 || Ymin=g 
NY2E= AMAX=TS 
NY3= A9rad=1 
ES Yrmin=ÿ 
YE= | Vmax=S 
“16= | Y9rad=1 
NYV7= | Hres=1 

D'après ce graphique, conjecturer la valeur de lim f(x). 

b. À l’aide de votre calculatrice, compléter, après l'avoir reproduit, le tableau de valeurs suivant. 

(Pour régler la table de la calculatrice avec des valeurs de x à la demande, sur T.I, sélectionner 

dans « Valeurs » Dem ou Ask ; sur Casio, une fois la table affichée, sélectionner une valeur de x 

puis entrer cette valeur.) 

0,5 0,4 0,1 0,05 

464€ 

— 

Quelle valeur de lim f(x) ce tableau permet-il de conjecturer ? 
430 

c. Prolonger le tableau pour les valeurs ci-dessous. 

0,01 0,005 0,001 10 

1484 

Quelle valeur de lim f(x) ce nouveau tableau permet-il de conjecturer ? 
4— 0 

Confirmer cette conjecture en modifiant la fenétre de la représentation graphique sur votre cal- 

culatrice. 

1 
2. a. Quelle est la limite quand x tend vers 0, x > 0, de x et de — ? pe 

b. En déduire, à l’aide des opérations sur les limites, la valeur de lim f(x). 
4x0 

B. Limite en 0 de ((50 + x'°}2 - 2 500) + x1° 

PA er (50+x10) —2 500 
Soit g la fonction définie sur ]0, + [ par g(x) = mr | 

1. a. La fonction ga été représentée à l’aide d’une calculatrice, dans les « fenêtres » ci-après. 
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Grarhi Grarhé Graphà 
sa BC CS E+K" 1632 
2508)-x"16 

v9grad=506 
éres=] 

Ces graphiques permettent-ils de conjecturer lim g(x) ? 
x— 

b. À l’aide de votre calculatrice, complétez, après l'avoir reproduit, le tableau de valeurs suivant. 

2 1 0,5 0,1 0,05 0,01 0,001 

g{x) = 

Quelle valeur de lim g(x) ce tableau permet-il de conjecturer ? 
x— 0 

2. a. Développer (50 + x!°}? et en déduire que, pour x > 0, g(x) = 100 +x°. 

b. Utiliser l'expression précédente pour calculer lim g(x). Comparer avec la conjecture effectuée 
x— 

au À. 

TP interpréter une limite en situation technologique 

3 Asymptote et cinétique chimique 
Le modèle de Michaelis-Menten permet de décrire la cinétique d’une réaction chimique cataly- 

sée par un enzyme agissant sur un substrat. Ce modèle exprime la vitesse initiale v de la réaction 

chimique, exprimée en mol.L-!.s"!, en fonction de la concentration x de substrat, exprimée en 

mol.L-1, sous la forme : 

LOGICIELS UTILISÉS 

GeoGebra 

ax 
v= 3 

K+x 

où K est la constante de Michaelis, spécifique de l’enzyme. 

Dans le cadre de l'étude d’une certaine réaction enzymatique, on possède les données expéri- 

mentales suivantes où v est la vitesse initiale de la réaction chimique obtenue pour une concen- 

tration x du substrat. 

Petit A en) 110% 2.10 4.10 8.10" 12407 

v (mol.L-1.s"1) 12102 2107 2,9.10 33107 4.10 

A. Ajustement avec GeoGebra 

Dans un fichier GeoGebra, placer les cinq points correspondant aux mesures, créer un curseur a 
A —4 Ds 2 4 = x _ . # 

de 0 à 107“ (saisir 1E-4) avec un incrément de 10, et un curseur K de 0 à 5.10" * avec un incré- 

ment de 1074. Tracer la courbe d’équation y = 3 
AE à 
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a= 0.000031 

K= 0.0008 

0012 

1. Régler les curseurs de façon que la courbe passe « au mieux » à proximité des cinq points 

expérimentaux. Noter les valeurs de 4 et K obtenues. 

2. Comment agit le curseur a sur l'allure de la courbe ? Comment agit le curseur K ? 

3. a. La courbe admet une asymptote horizontale. Donner son équation. 

b. Quelle est la vitesse « limite » de réaction dont on se rapproche en augmentant la concentra- 

tion en substrat ? 

4. Pour avoir une bonne adaptation de l’enzyme au substrat, c'est-à-dire une vitesse de réaction 

rapidement importante lorsqu'on augmente la concentration en substrat, faut-il que la constante 

K soit élevée ou faible ? 

B. Exploitation d’un tableur 

On peut effectuer les transformations algébriques suivantes, permettant de se ramener au tracé 

d’une droite: . 

ax 1 K+x LE REX l'E Ke al 
ee —= S-=—+—SsS-=—x—-+— 

K+x V ax VO AX AX DIN TI ET 7: 

POLE ; 
1. a. Représenter à l’aide d’un tableur les points de coordonnées È J correspondant aux cinq 

x V 
mesures, puis ajuster au graphique (clic droit sur un point) une « courbe de tendance » sous 

forme d’une droite dont on affiche l'équation. 
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Æ ; 

b. L'équation affichée conduit à Le 19 526 et Le 63,196. En déduire les valeurs de a et de K 

a a 

(donner une écriture scientifique avec deux chiffres significatifs) et comparer avec celles obte- 

nues à l’aide de GeoGebra. 
; ax 

2. L'existence d’une asymptote à la courbe représentative de la fonction x > v(x) = es 

montre qu’à partir d’un certain point l'augmentation de la concentration x du substrat améliore 

très peu la vitesse de réaction. 

Déterminer à l’aide du tableur le plus petit entier naturel # à partir duquel la différence des 

vitesses v((1 + 1).107%) — v(n.107%) est inférieure à 107 molLr87" 
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CE QU'IL FAUT SAVOIR FAIRE M De RSS 
corrigés non corrigés 

Déterminer la limite d'une fonction de référence 

Déterminer la limite d'une fonction polynôme ou rationnelle en un point 
où elle est définie 

Déterminer la limite d'une fonction polynôme en - « et en + 

Déterminer la limite d'une fonction rationnelle aux bornes 

de son ensemble de définition 

interpréter graphiquement une limite en termes d'asymptotes 

Exploiter le tableau de variation d'une fonction 

interpréter une représentation graphique en termes de limite 

Déterminer des limites et étudier le sens de variation d'une fonction 

| 
Utiliser un tableur ! 

Utiliser Algobox et Scilab 

Utiliser un logiciel de calcul formel 

Li e e Déterminer des limites 2. + | 
de fonctions de référence Déterminer les limites aux bornes de l'intervalle I sur 

lequel la fonction f est définie : 

Méthode : Pour les exercices 1 et 2, utiliser les limites des a)f:xr xx ; I = [0, + cel. 

fonctions de référence et les théorèmes sur les opérations j\ 
algébriques des paragraphes 3 A.,B.,C. etD.. bfixr -—=; 1 = ]0, + ol. Te 

1. : 
Déterminer les limites aux bornes de l’ensemble I sur Déterminer la limite 

TE » ® A 

lequel la fonction f est définie. d'une fonction polynôme 
a)fix -#; I=R. ou rationnelle en un point 

% e 

PS. IR où elle est définie 
| 2 | o à = nee 

c)f:xr> -2x#; 1-5. b Rappel : Soit fune fonction polynôme ou une fonction des : ; ; _ rationnelle ou la fonction racine carrée ou la fonction sinus ou la 

df:xe>-—; I = ]- c, O[. | fonction cosinus. te D TR TT 

+ _ Soit a un nombre réel appartenant à l'intervalle I sur lequel f est 
; 2 co CUT ETS Te a à à ES dire, 1= ]0, + æ Hé TL 0 PER 

* D na El ne 
CORRIGE P. 330 + 
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Exercices 

3. + 
Soit f la fonction définie sur R par f(x) = x? — 2x +3. 

Déterminer lim HER lim FX) 
x—— x— 

CORRIGE P. 330 

4, : 
DRE 

Soit f la fonction définie sur ]- +, 1[ par f(x)= d« 
x—1 

Déterminer lim f(x); lim f(x); lim f(x). 

CORRIGE P. 330 

Déterminer la limite 
d'une fonction polynôme 
en-> eten+o 

5. + 
1. Soit f la fonction définie sur R par f(x) = x? — x?. 

Compléter les deux égalités suivantes : 

fines, et lin x" 
X—> +00 X—> +co 

Peut-on déduire lim f(x) en appliquant un théorème sur 
x +00 

la limite d'une somme ? 

2. En procédant comme à l’exercice résolu Æ du cours, 

déterminer lim f(x). 
X— +co 

CORRIGE P. 330 

6. + 

En procédant comme à l'exercice résolu Æ du cours, déter- 

miner Jim f(x) et Jim f(x) dans chacun des cas suivants. 

a) f(x) = — 3x? + 4x + 1. 

b) f(x) = — x3 + x + 1. 

c) f(x) = x4 — 2x5 + x — 1. 

re + Limites de fonctions polynômes en + ou — 

P Rappel : Au voisinage de + + ou de — >, une fonction polynôme 

a même limite que sa fonction monôme de plus haut degré. 

Déterminer les limites en — c et + « de la fonction f définie 

sur R. 

a)f:x-x?+x+1. 

bjf:xt>-2x+4x-—1. 

1 
c)f: APS ATEN 

djf:xt-xt+3x2+3, 

D Voir aussi l'exercice résolu 4 du cours. 

8. ++ Lecture de propriétés d’une fonction à partir 

de sa représentation graphique ; recherche de la limite 

d’une fonction polynôme en + c ou — 
> > 

Le plan est muni du repère orthonormé (O; i, j). @ est la 

courbe représentative d’une fonction f définie sur R. Les 

CHAPITRE 2 «+ LIMITES DE FONCTIONS 

tangentes à la courbe 6 aux points À et B d’abscisses respec- 

tives 0 et 2 sont parallèles à l’axe des abscisses. 

A PR EE 

1. Déterminer graphiquement f(0), f(1),f"(2). 

> Rappel : Si fest dérivable en a, le coefficient directeur de la 

tangente à la courbe représentative de fau point d'abscisse a est 

f'(a). 

2. f est définie sur R par f(x) = ax° + bx? + c. 

Déterminer les constantes 4, b, c à l’aide des résultats obte- 

nus au 1. 

B On est conduit à résoudre un système de deux équations 

_ linéaires à deux inconnues. 

3.On admet maintenant que, pour tout x de R, 

f(x) = x$ — 3x? + 1. Déterminer lim f(x) et lim f(x). 
X— —00 X— +00 

b Utiliser le théorème pour les fonctions polynômes énoncé au 

paragraphe 2C. du cours. 

4. Compléter le tableau de variation suivant à l’aide de ce 

qui précède. 

he ne APS A 
ORNE MERE dE ER 

0 ë 

CORRIGE P. 330 

Déterminer la limite 
d'une fonction rationnelle 
en-æeten+oc 

9. , 
3x +1 

1. Soit f la fonction définie sur ]1, + s[ par f(x) = A 
X—= 

Pour tout nombre réel x de ]1, + o[, f(x) = RER Lu 
sil 

Compléter les égalités suivantes : 

lim (3x+1)=... 3 
FR) X—+co X— ] 



Peut-on déduire des deux résultats précédents lim f(x) 
X—> +00 

en appliquant un théorème sur la limite d’un produit ? 

2. En procédant comme dans l'exercice résolu 3 du para- 

graphe 3E. du cours, déterminer lim f(x). 
X— +00 

ENTRE 
10. . 
En procédant comme au 2. de l'exercice 9., déterminer 

lim f(x) dans chacun des cas suivants. 
X—> Foo 

2 

a) f définie sur ]2, + [ par f(x)= PE 
L— 

b) f définie sur ]1, + [ par NN ER 
3x2+2x—1 

CORRIGE P. 330 

Déterminer la limite infinie 
d'une fonction rationnelle 
en a fini 

Méthode : Pour déterminer la limite d'une fonction rationnelle 

en un nombre réel a où elle n'est pas définie, isoler le facteur non 

défini en a. 

11.. 
L. Soit f la fonction définie sur ]3, + c[ par f(x) = = _— 

À 

On cherche lim EG 

Pour tout nombre réel x de ]3, + œ[, f(x)=(-x+2)x FE 

a) Déterminer lim (x—3). 

Quel est le signe de x — 3 quand x appartient à ]3, + | ? 

dans le cas où x > 3. En déduire lim 
x—3 X — 

b) Compléter l'égalité suivante : 

lim(— x+2)=... 
x—3 

c) Des résultats du a) et du b), à l’aide d’un résultat sur la 

limite d’un produit, déduire lim f(x). 

2. Soit g la fonction définie sur ]- +, 1[ par 

re —2x+1 

+ MEN ENT PEN 
On cherche lim g(x). 

x— 1 

a) Vérifier que, pour tout nombre réel x de ]— +», 1{, 

—2x+1 l —2x+1 ge 
(x—1)(3x+1) x-1 3x+1 

b) Compléter le tableau de signe suivant : 

l 
En déduire lim lorsque x < 1. 

x 1 X — 

ARE 
c) Calculer lim À lorsque x < 1. 

x—1 X + 

Des résultats obtenus au b) et au c), déduire lim g(x). 
x—1 

CORRIGE P. 330 

12. : 
f est définie sur ]1, + æ[. En procédant comme à l’exer- 

cice 114, déterminer lim f(x). 
x 1 

Apres b) f(x) == 
x—1 1- x 

CORRIGE P. 331 

2% 
+: 

Déterminer les limites 
d’une fonction rationnelle 
aux bornes de son ensemble 
de définition 

f est une fonction définie sur l'intervalle I, déterminer les 

limites de f aux bornes de I. 

(Exercices 43222} 115 EE AN 

13. 
sil 1 

sm à ; £ 1e. 
3x1 3 

CORRIGE P. 33! 

14. ++ 

rh 
1. EP Pare ; = — co, — 3. 

ÿ x+3 

— x+1 
2.f:xr ; I1= ]-3, + of. 
2 x+3 

b Voir aussi les exercices résolus 2 et 3 du cours. 

15. 
x+3 

x? — 4 

EN 

16. . 
2x +4 

XD ——— ; I=R. 
f x2+x+4 

17. :: 
os 2% 34-728 

: x—1 à 

18. 
Ho 2 
Pen 1 = ]2, + cf. 

fire> ; I=]-2;2l 

1 = ]1,+ of. 

AE, Um à 

” x2— x—2 

b Factoriser le dénominateur. 
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Exercices | 

19. : 
—x?-x+3 

Ont I =]- ce, 21. 

20. . 
fix 2x +1+ ; I = ]3, + cf. 

LE 

245+ 
rl I = ]0, + oof. 

x 

22:; 
7) 3 

2x —x+4+ ; [= |— ©, ——|, 
f 2x +3 2! 

2 3. ++ Intensité lumineuse 

L’intensité d’une source lumineuse située à une distance r 
k 

d’un observateur est donnée par {(r) = — où k > 0. 
r 

Déterminer et interpréter lim /(r) et lim J(r). 
r—0 r— +0 

interpréter graphiquement 
une limite en termes d’asymptote 

2 4, + Asymptotes parallèles aux axes de coordonnées 

Soit f la fonction définie sur 
3 fciail 
—,+0| par f(x)= Ë E UE pes 

4 la courbe représentative de f 
dans le plan muni du repère 

> > 

CE 

orthonormé (O;i,j) (unité: 0 

1 cm). 
RAS EX 

1. a) Déterminer lim f(x). 
HS 

2 

b) Déduire du a., l'existence d’une asymptote A, pour la 

courbe #, en donner une équation. 

2. a) Déterminer lim f(x). 
X— +00 

b) Déduire du a), l’existence d’une asymptote À, pour la 

courbe #, en donner une équation. 

3. Construire À, et À, après avoir reproduit la figure. 

> Indication : 1. Écrire f(x)=(x+1)x pour isoler le facteur 
L à 2x 

non défini en … 

Pour déterminer lim - 2 on peut procéder comme à l'exercice 
XD =" 

à 2 

résolu 2 du cours. 

2. a) Procéder comme à l'exercice résolu 3 du cours. 

1. b) et 2. b) On peut se reporter aux définitions d'asymptotes 
_ rappelées page 48. 

CORRIGE P. 331 
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2 5. ++ Rechercher les asymptotes 

1. Déterminer les limites de f aux bornes de son ensemble 

de définition qui est donné. 

2. Écrire une équation de chacune des éventuelles asymp- 

totes parallèles aux axes de coordonnées de la courbe 

représentative @ de f dans le plan muni d’un repère 
5 a 

(OR 

ÉCEL ]2+[-R 

a) f : b) f : 3x2+x+1 
x+3 STE ES 

2x=3 US 

B- On ne demande ni étude de variation ni tracé. 

26. ++ 

Écrire une équation de chacune des éventuelles asymptotes 

parallèles aux axes de coordonnées de la courbe représen- 
> > 

tative de f dans le plan muni d’un repère (O; i, j). 

]-1+[-—R J-,-2[-R 
a) f: Bars) b) f: x? +4 

x : LA AR ns. à 
x+1 x?+x—2 

R—R 

c)f : 2x+1 
LD 

x?7+x+1 

» On peut utiliser les résultats relatifs aux asymptotes figurant 
dans la partie « Ce qu'il faut savoir », page 48. 

27. ++ 
Soit f la fonction définie sur ]- 1, + s[ par 

2 
X)= x +3+—, 

fr) x+1 

1. Déterminer lim f(x). 
x— —1 

Que peut-on en déduire comme asymptote pour la courbe 

représentative € de f ? 

2. Déterminer lim f(x). 
X—> +00 

3. Déterminer lim L(x) — (x + 3) 
X— +00 

Que peut-on en déduire comme asymptote pour la courbe 
représentative € de f ? 

> Conseil : on peut se reporter à l'exercice résolu 4 du cours, dans 

le paragraphe 3E. 

28. ++ 

2) 

Soit f la fonction définie sur ]1, + c[ par f(x)= CHER 
il 



1. Vérifier que, pour tout x de ]1, + cf, 

18022 AE 
x—1 

2. En déduire que la courbe représentative @ de f admet 
une asymptote oblique ® dont on donnera une équation. 

3. Étudier la position de € par rapport à ® sur l'intervalle 

]1, + of. 

4. La courbe € admet-elle une autre asymptote ? Si oui, en 

donner une équation. 

> Conseil : on peut se reporter à l'exercice résolu 4 du cours. 

CORRIGE P. 332 

29. : 
Écrire une équation de chacune des éventuelles asymptotes 
de la courbe représentative de f dans le plan muni d’un 

> 

repère (O;i, ÿ). 

]-2,+%[-—R R=R 

a)f: 4 b) f: 
44 x-3x+1- ; x 2x bre 51 

30. 
2 

Soit f la fonction définie sur ]2, + o[ par f (x)= ÉD Le à 
ue? 

1. Vérifier que, pour tout nombre réel x de ]2, + ol, 

14 
MOUE 2457 — 

LE. 

2. En déduire que la courbe représentative de f admet une 

asymptote oblique dont on donnera une équation. 

3. La courbe représentative de f admet-elle une autre 

asymptote ? Si oui, en donner une équation. 

3 1 e ++ Asymptote oblique 
4 

Soit fla fonction définie sur ]-2,+ «[ par f(x)=x-2+ a 

et € sa courbe représentative dans un repère orthonormé. 

1. Démontrer que la courbe 6 admet une asymptote 

oblique % dont on donnera une équation. 

2. Étudier la position de par rapport à ® sur ]- 2, + el. 

3. Démontrer que Jim f(x) =+ °. Que peut-on en déduire 

pour la courbe € ? 

4. Reproduire la figure et la compléter avec les asymptotes 

de la courbe €. 

D Conseil : on peut se reporter aux résultats et aux exemples du 

paragraphe 3E. du cours. 

Exploiter un tableau de variation 
pour déterminer des limites 

3 2 e ++ Le tableau de variation est donné 

Soit f la fonction définie sur ]- 2, + +[ dont le tableau de 

variation est le suivant. 

1. Lire dans le tableau de variation lim f(x)et lim f(x). 
x — X—> +00 

2. On appelle € la courbe représentative de f dans le plan 

muni du repère orthonormé (O:i, ÿ) unité graphique 
2 cm. 

a) Déterminer les asymptotes de la courbe €. 

b) On précise que f(— 1) = 0 et que f(2) = 1. Tracer une 
courbe € possible. 

3 3 e ++ Le tableau de variation est donné (bis) 

Soit une fonction f, de la variable réelle x, définie et déri- 

vable sur l'intervalle ]0, + +[. On note f” sa fonction dérivée 

et @ sa courbe représentative dans le plan rapporté au 
> > 

repère orthonormé (O; é, j). 

La fonction f a pour tableau de variation : 

1. a) Recopier et compléter : 

lim f(x) =. et lim f(x)=.…. 
X— +co 

b) Donner un intervalle sur lequel la fonction f est décrois- 

sante. 

c) La fonction f admet-elle sur ]0, + œ[ un maximum ? Si 

oui, préciser la valeur de ce maximum. 

d) La fonction f admet-elle sur ]0, + œ[ un minimum ? Si 

oui, préciser la valeur de ce minimum. 

2. La courbe € admet deux asymptotes. Pour chacune 

d’elles, donner une équation. 

3. On sait de plus que f(1) = 2 et f'(1) =—2. 
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Dans le plan rapporté au repère (0; fe ÿ) d'unité graphique 

2 cm: 

a) Placer le point A de la courbe € d’abscisse 1. 

b) Construire la tangente T à la courbe € en A. 

c) Donner une allure possible de la courbe €. 

interpréter une représentation 
graphique en termes de limite 

34. ++ Les asymptotes sont données 

On donne la courbe représentative 6 de la fonction f défi- 

nie sur 10, + c[ dans le plan muni du repère orthonormé 

(ONE 7) 

On précise que l’axe des ordonnées et la droite À sont des 

asymptotes de 6, que l’axe des abscisses est tangent à la 

courbe € au point A de coordonnées (1, 0) et que la tan- 

gente à la courbe € au point B de coordonnées (3, 2) est 

parallèle à l’axe des abscisses. On précise également qu'il 

n'existe pas d’autre point que A et B en lequel la tangente à 

€ a un coefficient directeur nul. 

1. À l’aide des indications ci-dessus déterminer lim f(x) et 
x— 0 

lim f(x). 
X—> +00 

2. Établir le tableau de variation de f, dans lequel on fera 

figurer les limites. 

CORRIGE P. 332 

35. ++ 

On donne la courbe représentative @ de la fonction f défi- 

nie sur ]0, + [ dans le plan muni du repère orthonormé 
A 

(057,7) 

On précise que l’axe des ordonnées et la droite ® sont des 

asymptotes de ‘€. 

1. Déterminer lim f(x) et lim f(x). 
x— 0 X— +oo 

2. Donner le tableau de variation de f. On précise que, 

dans le cas où le point A figure sur le graphique, la tangente 

à 6 au point A est parallèle à l’axe des abscisses. 

CHAPIMREZ LIMITES DE FONCRIONS 

36. :… 
Même énoncé que l'exercice 35. 

372. ++ 

Même énoncé que l'exercice 35. 

38. …… 
Soit f la fonction définie sur R dont la courbe représenta- 

tive 6 dans le plan muni du repère orthonormé (O:i, j) 

admet pour asymptote en — æ et en + la droite ® 

(figure ci-dessous). 

1. Déterminer à partir du graphique 

lim f(x) et lim f(x). 
X— —00 X—> +00 



2. On admet que la courbe @ admet au point A(- 1, 5) et 
au point B(4, — 2) une tangente parallèle à l'axe des abs- 
cisses. On admet également que les points A et B sont les 
seuls points de € où la tangente est parallèle à l’axe des 

abscisses. 

Dresser le tableau de variation de f. 

3. Résoudre graphiquement dans R l’inéquation f(x) < 0. 

39. ++ 

Soit f la fonction définie sur ]- 2, + æ[ dont la courbe 

représentative € dans le plan muni du repère orthonormé 

(Os: j) admet pour asymptotes la droite ® d’équation 

x = — 2 et la droite À d’équation y = 1. 

1. Déterminer à partir du graphique 

lim f(x) et lim f(x). 

2. On admet que la courbe € admet au point A de coor- 

données (2, — 1) une tangente parallèle à l’axe des abscisses. 

Établir le tableau de variation de f. 

3. Donner, dans un tableau, le signe de f(x) lorsque x varie 

dans ]- 2, + cl. 

40. ++ Asymptote oblique 
4 

Soit f la fonction définie sur ]— +, 1[ par f(x)=x+2+ x 
+ _— 

On désigne par € la courbe représentative de f dans un 

repère orthonormé. 

1. Montrer que la courbe 6 admet une asymptote 

oblique ® dont on donnera une équation. 

2. Étudier la position de @ par rapport à ® sur ]- +, 1[. 

3. a) Démontrer que lim HA)= 0, 

b) Que peut-on déduire pour la courbe ‘€ ? 

4. Reproduire la figure et la compléter avec les asymptotes 

de la courbe €. 

& 1 e +++ On recherche les coefficients 
La courbe € de la figure ci-dessous est la courbe représen- 

> > 

tative dans le plan muni du repère orthonormé (O0; i, j) de 

la fonction f définie sur ]- c, 1[ par f(x) = ax +b+ Se 
# +d 

où 4, b, c, d sont quatre nombres réels que l’on se propose 
de déterminer. La courbe € passe par le point A(- 1, — 1). 

1. On admet que les droites ®, et %, sont les asymptotes 

de €. Déduire du graphique une équation de chacune des 

asymptotes Ÿ, et ®, de €. 

2. Déterminer les nombres réels a, b, c, d. 

b Avec prise d'initiatives. 

Déterminer des limites, 
étudier le sens de variation 
d’une fonction, tracer sa courbe 
représentative 

»- Étudier les variations Le 

+ On détermine la dérivée (si elle existe). (On peut se reporter au 
tableau des dérivés rappelé au début du chapitre 3.) 

_ Onétudie le signe de la dérivée. 

+ On établit le tableau de variation de la Dee 

> Construire la courbe représentative 

- Le plan étant muni d'un repère orthonormé (ou orthogonal), 

on dessine la courbe représentative après avoir placé : 

— les éventuels points représentatifs d'extremums (leurs 

coordonnées figurent dans le tableau de variation) ; 

— des points ou des droites particuliers (par exemple, des 

tangentes obtenues au cours de l'étude), des asymptotes ; 

— quelques points dont les coordonnées sont obtenues avec ie 

calculatrice. 

Vérifier l'allure de la courbe st sur l'écran de la calculatrice 

graphique. 

Pour chacun des exercices 42 à 48, on fera figurer ls 

limites obtenues dans le tableau de variation. J 

42. :+ 
1. Déterminer les limites en — c et + de la fonction f 

définie sur R par f(x) = x° — 8x + 12. 
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lÉTANAIA AE 

2. Étudier les variations de f. 

3. Construire la courbe représentative de f dans le plan 
> > 

muni d’un repère orthonormé (O; i, j) après avoir déter- 
miné les coordonnées de quelques points avec la calcula- 

trice. 

43. ++ 

Même énoncé que l'exercice 42 avec : f(x) = x° — 3x. 

44. ++ 

]J2,+[-—R 

Soit f : ve: 
ÿ D 

DT 

1. Déterminer les limites de f aux bornes de son ensemble 

de définition qui est donné. 

2. Écrire une équation de chacune des éventuelles asymp- 

totes de la courbe représentative € de f. 

3. Étudier les variations de f et construire la courbe @ dans 
> > 

le plan muni d’un repère orthonormé (O; i, j) après avoir 
déterminé les coordonnées de quelques points avec une 
calculatrice. 

45. ++ 

Même énoncé que l’exercice 44 avec : 

J-L1[—-R 

fe À 
xt ' 

x2—1 

46. +++ 

Même énoncé que l'exercice 44 avec : 

]-2,2[—R 

f: x? — 12x+ 36 
4(x? — 4) 

47. + 
10, +[—R 

Soit f : 4 
XP =4X——, 

æ 

4. Déterminer les limites de f aux bornes de son ensemble 

de définition. 

2. Montrer que la courbe représentative € de f admet deux 

asymptotes dont une est oblique. 

3. Étudier la position de @ par rapport à son asymptote 

oblique. 

4. Étudier les variations de f sur son ensemble de définition. 

5. Construire et les asymptotes dans le plan muni d’un 

repère orthonormé (O:é, j) après avoir déterminé les 

coordonnées de quelques points avec une calculatrice. 

CHAPIMREZ2: /lIIMIMESIDEFONETIONS 

48. ++ 

Même énoncé que l'exercice 47 avec : 

J-c,2[—R 

9 
XPx+1- —. 

x—2 

Exemple d'utilisation 
de logiciels 

49. +++ Algorithme de seuil avec 

la calculatrice, AlgoBox ou Scilab 

Un chauffe-eau de puissance 8 719 watts dans lequel l’eau 

froide arrive à la température de 10 °C fournit selon un 

débit Q, exprimé en kg.s”!, de l’eau à la température T °C 

telle que : 

210 HER 
4185xQ 

1. Donner lim (0e : 
Q-r+e 4185xXQ 

2. On considère l’algorithme ci-dessous. 

Initialisation 

Q prend la valeur 0,05 

Traitement 

8719 

4185xXQ ” 
Q prend la valeur Q + 0,01 

Fin Tantque 

Sortie 

Afficher Q 

Tant que ? 

a) La boucle « Tant que » de cet algorithme dépend d’une 

condition. Laquelle ? 

b) Quand sort-on de la boucle ? 

c) Définir le rôle de l'algorithme. 

3. Saisir le programme correspondant à cet algorithme sur 

calculatrice, AlgoBox ou Scilab et l’exécuter. 

Quelle est la valeur affichée par le programme ? 
CORRIGE P. 332 
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Limites de fonctions polynômes 
ou rationnelles 

5 0. ++ Fonctions polynômes 

Dans chaque question, fest une fonction polynôme définie 

sur R. 

E Fee rx 

al lim_f(#)= +0 

O Jim f(#)=1 O lim f(x)=-0 

LÉ Le lim f(x) = + 0 

5 : + Fonctions rationnelles 

Dans chaque question, f est une fonction rationnelle défi- 

nie sur ]1, + cl. 

ox  DESSEN E FE= ü D. 

a lim f(x) = — 00 E lim f(x) =0 

Ü lim f(x) = + 00 lb lim (x) = + 00 

TE TE 
sf __ —3x+1 ; : 
Si f Eu) as alors Jim f (x) 

E 23 b | 0 ce | — co 

5 2 e ++ Limites infinies d’une fonction rationnelle 

jai f(x) == 2x8 +22 

al lim _f(x)=0 

Dans chaque question, f est une fonction rationnelle défi- 

nie sur ]-— c, 2[. 

5% 

a CN 
—4x+1 

D 
M im Ain 

Tunror- b lim (x) = + ce 

| « FE PJ in 

: Si f(D= 2-1 alors lim /(4)= 

DRRSRS CNE Ci 

Indiquez sur votre copie, pour chaque question posée, la bonne réponse 

(ou une bonne réponse) parmi les propositions de l'énoncé; 

aucune justification n'est demandée. 

QCM 
interactifs 

50-51-52-53 

Courbe et asymptotes 

53. +++ 

Parmi les trois tableaux de variation suivants, déterminer 

lequel ou lesquels sont susceptibles de correspondre à la 

fonction f dont la courbe représentative est la suivante. On 

précise que les droites A, et À, sont des asymptotes verti- 

cales. 
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Les exercices pour le baccalauréat sont des exercices qui pourraient figurer dans l'épreuve de mathématiques du baccalauréat 

STL-Biotechnologies. 

54, +++ Exploiter le tableau de variation d’une 

fonction 

On se propose d'étudier la fonction numérique f dont on 

connaît le tableau de variation : 

1. Donner les ensembles de définition de f et de sa dérivée f”. 

2. Quelles sont les limites de la fonction f aux bornes de 

son ensemble de définition ? Donner les équations des 

asymptotes de la courbe représentative de f. 

3. Écrire les équations des tangentes à la courbe représen- 

tative de f que le tableau de variation permet de connaître. 

4. On précise que f(1) = 0. 

Tracer une esquisse de la courbe représentative de f. 

5. Résoudre graphiquement dans ]-1, + cf l’inéquation 

fÉx) SO: 

6. Déterminer le nombre de solutions dans ]- 1, + | de 

‘équation f(x) = — 0,5. 

5 5. +++ Courbe et asymptotes 

Soit f la fonction définie sur l'intervalle ]2, + ce[ par : 

2 
IE lee 

A2 

On note 6 la courbe représentative de la fonction f dans un 

repère orthonormé d'unité 1 cm. 

1. Recopier et compléter le tableau suivant (les résultats 

seront arrondis au centième) : 

2. a) Soit f’ la fonction dérivée de la fonction f. Déterminer 

f(x). à 
b) Montrer que, pour tout x de l'intervalle }@; + |, 
Éi)S0; 

c) En déduire le tableau de variation de la fonction f. 

3. Déterminer lim f(x). Quelle asymptote A en déduit-on 

pour la courbe € ? 

4. a) Calculer f(x) — (x — 1). 

Déterminer lim (f(x) —(x— 1). 
X— +00 

b) Que peut-on en déduire pour la courbe € et la droite 
d’équation y = x — 1 ? 

5. Tracer À, Yet €. 

CHAPITRE 2 « LIMITES DE FONCTIONS 

56. +++ Déterminer des limites et des asymptotes, 

exploiter le tableau de variation d’une fonction 

On considère la fonction f définie sur l'intervalle 

Hate) par: f(x)=2x=3# 
2x+1 

Soit ‘6 sa courbe représentative dans un repère orthogonal 
> > 

(O;i, j) où les unités graphiques sont 2 cm en abscisse et 

1 cm en ordonnée. 

1. a) Déterminer lim IAE). 
x —— 

2 

b) Que peut-on déduire du résultat obtenu au a) pour la 

courbe € ? 

2. Déterminer lim f(x). 
X— +00 

3. a) Montrer que la droite ® d’équation y = 2x — 3 est une 

asymptote de €. 

b) Étudier la position de € par rapport à ® lorsque x varie 

dans H Le . =| ; 
. à 

4. a) On désigne par f” la fonction dérivée de la fonction f. 
1 

Montrer que, pour tout x de H 9’ Sr) ; 

node) 

ie (2x1 

b) En déduire le tableau de variation de f sur H > + =. 

Compléter le tableau de variation en y portant les limites 

obtenues au 1. et au 2. 

5. Déduire du tableau de variation le signe de f(x) lorsque 

dans F+ | x varie dans eue ; 

6. Indiquer le nombre de solutions de l'équation f(x) = 10 

Fat sur |——,+0|, 
D) 

CORRIGE P. 332 

5 4. +++ Catalyse enzymatique et tableur 

On réalise l'hydrolyse de l’ion fumarate par l’eau, catalysée 
par l’enzyme fumarase. 

On suppose que, pour une certaine concentration initiale 
en enzyme, la vitesse initiale v de la réaction chimique, 
exprimée en mol.L-!.s"1, en fonction de la concentration x 
de l'ion fumarate, exprimée en mol.L-!, est donnée par 

ax 
= ; 

K+% 

où K est la constante de Michaelis de l’enzyme fumarase. 



La mesure de v pour différentes concentrations x a donné 

les résultats suivants. 

. si 
ES otux HAE 

43.10 
3.107 6,3.10-4 
5.10-$ F0 

L. On admet l’équivalence v = 
EX 

Un tableur a permis d'ajuster une droite aux points expéri- 
LL 

mentaux de coordonnées Ë 1: 
X V 

1 

C2 [1006006 | 2606004 | 1000000 
3 | 2.00E-006 | 4,30E-004 500000 

EE 
0 200000 400000 600000 800000 1000000 1200000 -| 

4x 

Montrer que l’on peut en déduire a = 1,3.10* et K+ 4.10. 

; ele 107X%x 
2. a) Déterminer lim —————. 

x+e 4,10 6+x 

b) En déduire la vitesse maximale de la réaction chimique 

pour cette concentration initiale en enzyme. 

5 8. +++ Limites et calcul formel 

avec Maxima 
x?+3x+4 

SR 

Un logiciel de calcul formel a permis d'obtenir les résultats 

suivants, qui ne sont pas à démontrer. 

Soit f la fonction définie sur ]2, + c[ par f(x) = 

DOaI@l> 
define(£f(x), (x°2+3%*x+4)/(x-2) ); 

x2+3x+4 

ro 
f(x):= 

limit (f(x) ,x,2,plus); 

œ 

limit (f(x) ,x,inf£f); 

œ 

EUXIEUXES)E 

x2+3 x+4 

HELD 
æÆ—2 

factor ($) ; 

14 

Eat 

limit (14/(x-2),x,inf); 

0 

4. a) Expliquer l’argument « plus » apparaissant dans l’ins- 

truction limit(f(x), x, 2, plus). 

b) Que vaut lim f(x) ? En déduire que la courbe représen- 
X—> 

tative de f admet une asymptote, dont on donnera une 

équation. 

2. Que vaut lim f(x) ? 
X— + 

3. a) Déterminer lim [ f(x)= (+ 5)] 

b) Quelle interprétation graphique peut-on donner du 

résultat précédent, en considérant la droite ® d’équation 

y=%x #57? 

Des « vrais-faux » 
pour le baccalauréat 

5 9. +++ Exploiter un tableau de variation 

On donne ci-dessous le tableau de variation d’une fonction 

f définie et dérivable sur l'intervalle ]0, + +, et on nomme 

€ sa représentation graphique dans un repère orthonormé 

(OST 
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b- Répondre par VRAI ou par FAUX. Les réponses devront être 

justifiées, éventuellement par des graphiques. 

1. Pour tout réel x de 10, 1], f(x) < 1. 

2. L'équation f(x) = 0 admet au moins une solution dans 

10, 1[. 
3. L'équation f(x) = 3 admet une solution unique dans 

]0, 1[. 

4. La tangente à la courbe € au point d’abscisse 1 est paral- 

lèle à la droite d’équation y = x. 

5. lim f(x) = 0. 

6. La courbe @ admet une asymptote lorsque x tend vers 

+ 00, 

CORRIGE P. 333 

60. +++ Exploiter un tableau de variation 

On donne ci-dessous les variations d’une fonction f, définie 

et dérivable sur R, et on nomme 6 sa représentation gra- 
> s 

phique dans un repère orthonormé (O; i, j). 

D Répondre, par VRAI ou FAUX, aux questions suivantes (une 

justification est demandée lorsque la réponse est FAUX, aucune 

justification n'est demandée lorsque la réponse est VRAI). 

1. Pour tout réel x, f(x) > — 2. 

2. L'équation f(x) = — 3 admet au moins une solution 

dans R. 

3. L'équation f(x) = 1 admet une solution unique dans 

(2, 4]. 

4. Pour tout réel x, f’(x) > O. 

5. f'(1) <0. 

6. Jim f(x)== 00. 

7. La courbe 6 admet une asymptote. 

Des QCM pour le baccalauréat 

& 1 e +++ Un tableau de variation est donné 

Bb Pour chaque question, une seule des trois réponses est exacte. 

On demande d'indiquer la réponse exacte sans justification. 

Soit f une fonction définie et dérivable sur l'intervalle 

]- 5, + [ dont le tableau de variation est donné ci-des- 

SOUS : 

CHAPINRE 2 :LIMITESIDE FONETIONS 

On désigne par € la courbe représentative de f. 

1. Sur l'intervalle ]- 5, + 1, l'équation f(x) = — 2: 

+ admet une seule solution ; 

+ admet deux solutions ; 

+ admet quatre solutions. 

2. Sur l'intervalle ]- 5, + +[, la courbe € : 

+ admet une seule asymptote, la droite d'équation x = —5 ; 

+ admet exactement deux asymptotes, les droites d’équa- 

tions x = —-4,5ety=-5; 

+ admet exactement deux asymptotes, les droites d'équa- 

tions y = — 4,5 et x = — 5. 

3. On sait que f’(2) = 0. Une équation de la tangente à € 

au point d’abscisse 2 est : 

+ y=4(x-2) 
4. On sait que l'équation de la tangente à € au point de 

coordonnées (1, 2) est y = 3x — 1. On a: 

: f(2)=1 *.f'A)=-1 

+ y=4 OX 4 

D à à 5 Le 

62 e +++ La courbe représentative est donnée 

La courbe @ donnée ci-dessous est la représentation gra- 
phique, dans un repère orthonormé, d’une fonction f défi- 

nie et dérivable sur ]- 1, + c[. On sait que la fonction f est 

croissante sur |- 1, 1] et sur ]3, + «[ et que la droite D est 
asymptote à @ en + c. D'autre part, Jim f(x)==; 

b- Chaque question comporte trois affirmations, une seule des trois 
est exacte. Indiquer sur votre copie le numéro de la question et 
recopier l'affirmation exacte sans justifier votre choix. 

1. Une asymptote à € est la droite d’équation : 

+. y=—1 Al Len, 

2. La droite a pour équation : 
5 5 

e = — 10 C] = — — 9 e = — y " y 2 x y = 3x — 10. 

3. Le nombre dérivé de f en 0 est : 

. L e 3 PR 3. 

4. Le nombre de solutions de l’équation f(x) = 0 sur 
]- 1, + oo[ est : 

2 ° 1 UE 



CHAPITRE 

APRÈS AVOIR DÉRIVÉ DE NOUVELLES FONCTIONS, 
NOUS ALLONS NOUS INTÉRESSER À L'OPÉRATION INVERSE 
BI Up)-1-107 viol RoUtl\l-trell lee) re NN tRelt]-Ne))\E 1-10): 
OBTENIR UNE VITESSE À PARTIR D'UNE ACCÉLÉRATION OÙ 
DIFFÉRENTES GRANDEURS EN BIOLOGIE, EN SCIENCES PHYSIQUES 
ET CHIMIQUES... 

Calculer les dérivées des fonctions de la forme : 

REAUNX) 

Connaître et utiliser des primitives des fonctions 

de référence. 

Déterminer des primitives de fonctions de la forme 

u'u", où nest un entier relatif différent de -— 1. 



ACTIVITES d'approche 

Des fonctions différentes, 
définies sur un même intervalle, 
qui ont même dérivée 
Soit f la fonction définie sur [O, + co[ par f(x) = 2x — 3. 

1° Soit g la fonction définie sur [0, + c[ par g(x) = x2 - 3x. 
Comparer g'et f. 

2° Soit h la fonction définie sur [O, + col par h(x)=x2-3x+5. 
Comparer h' et f. 

3° Déterminer trois nouvelles fonctions h,, h,, h, dont la dérivée est la fonction . 

> > 
Le plan est muni d'un repère orthonormé unique (O;i, Va 

1 1 1° Soit f, et g, les fonctions définies sur J0, + œ[ par f(x)= 5 et g{x)= NE F. 

Tracer les courbes représentatives À, et 6, respectivement de f, et de 9; (On ne demande pas 
l'étude des variations de f, et g..) 
Comparer les fonctions f et g. 

1] 1 2° Soient f, et 9, les fonctions définies sur J- ©, O[ par f(x)=— et g,(x)=—-—1. 
x x 

Tracer les courbes représentatives %, et ‘6, respectivement de f, et de g.. 
Comparer les fonctions f; et g:. 

f(x) six >0 3° Soient fet g les fonctions définies sur R* par rune! 
f(x) six <0” 

Me se six >0 

g, (x) si x <0' 
Quelles sont les courbes représentatives % et € respectivement de fet de g ? 
Comparer les fonctions dérivés f’ et g'. 
Existe-t-il une constante C (indépendante de x) telle que, pour tout x de R*, g(x) = f(x) + C? 

Quelques mots d'histoire 
La notion de dérivée s'est dégagée progressivement, grâce notamment aux travaux 
menés en parallèle d'une part, par Isaac Newton (1642-1727) en Angleterre et, d'autre 
part, par Wilhelm Gottfried Leibniz (1646-1716) en Allemagne sur le calcul infinitésimal. 

Isaac Newton, 1642-1727 est un mathématicien et un physicien anglais. 
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© calcul de dérivées : 
compléments 

La fonction dérivée d'une fonction a été introduite en Première : les dérivées des 

fonctions de référence et les résultats concernant les opérations sur les fonctions 

dérivables sont rappelés dans la rubrique Ce qu’il faut savoir de ce chapitre. 

A. Dérivation d’une fonction composée u” 

Soit n un nombre entier relatif non nul, soit u une fonction dérivable sur un inter- 

valle I et ne s'annulant pas sur I si n est négatif. Si, pour tout x de I, f(x) = [u(x)]”, on 

peut noter : f=u”. Ainsi, par exemple, la fonction f définie sur R par f(x) = (- 3x +1)? 

peut s'écriref=u?oùu:->u(x)=-3x+1. 

- Nous avons démontré en Première que la formule (uv)' = u'v + vu’ donnant la déri- 

vée du produit uv de deux fonctions dérivables u et v devient, dans le cas particu- 

lier où v=u:(u?) =u'u+uu', c'est-à-dire (u2)’ =2u'’u. 

Ainsi, par exemple pour la fonction f définie ci-dessus, on a u(x)=-3x+1, donc 

u'(x) =-3. 

Le résultat sur la dérivée de u2=f donne: f'(x)=2(-3)(-3x+1), c'est-à-dire 

f'(x) = 6(3x -— 1). 

- Nous pouvons de même utiliser la formule (uv)'=u'v+uv' dans le cas particulier 

où v= US. | 

Nous avons dans ce cas uv = uu? = u* et v'=(u?) = 2u'u. 

Donc (uÿ) =u'u?+u(2u'u), c'est-à-dire : 

(u3)' = u'u? + 2u'u?, 

(u5)' = 3u’'u?. 

Laure ne8 Ainsi, par exemple pour la fonction f définie sur R par f(x) = (5x - 1)°, on a f=u$ où 

u(x)=5x- 1. 

Comme u’(X = 5, le résultat sur la dérivée de u? =f donne : f'(x) = 3(5)(5x - 1)?, donc 

f'(x) = 15(5x - 1}. 

. Nous savons que la formule donnant la dérivée de l'inverse d'une fonction u 
1 

Dee u 
Séries es: 

u U 

En utilisant des exposants négatifs, nous pouvons l'écrire : (u°')’=- u'u"?. 

. Nous pouvons observer que les trois formules obtenues ci-dessus (u?) = 2u'u, 

(u3) = 3u'u? et (u°!) =-u'u? sont les trois cas particuliers de la formule générale 

(u°)' = nu'u”!, où nest un entier relatif non nul, obtenus respectivement pour n=2, 

n=3etn=-1. 

Nous admettons le théorème suivant. 

RÉ s : Are ans za 
Soit n un nombre entier relatif non nul, soit u une fonction dérivable sur un 

valle I et ne s'annulant pas sur I si n est négatif. LES L'ANTHS 

L7 

s 

r 

» 

: _ b * ” é 

La fonction u” est dérivable sur I et pour toutxdel: 
D LS DUREE UT dRe Es : im 

et pe D M EN E TA CRe 09. 
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i =: 

EE 
AY  honcé 

Déterminer la fonction dérivée de la fonction f définie sur [0, +c[ par 

f(t) = sin2(œt + @) dans le cas où @=3 et q=—. 

MÉTHODE SOLUTION : 
3 T 

Pour tout t de [0, + oo, f(t) = sin? fr+E) 
Identifier x et n tels que 

fra Donc f=u? avec u(t)=sin Gr +2) 

u'(t) = 3cos Ë +7 d'après le résultat rappelé dans la rubrique - 
Calculer u’(t). 6 

Ce qu’il faut savoir sur la dérivée de la fonction t += sin(œt + @). 

D'après le théorème sur la dérivée de u”: + 

Appliquer le théorème. ù T T 
pour tout t de [0,+o[, f'(t}=2 sin|3t+—|x3 cos|3t+—|, 

f'(t)=6sin (ar+2) cos Br+£) 
6 6 

Remarque 1 
CCÉCECEELECL EEE LEE 

D’après le résultat 2 sin 4 cos a = sin 2 a que nous admettons ici, on peut aussi 

… à : T 
écrire : f'(£)=3 sin 6 +2) 

Remarque 2 
sensnsssssssosesess 

Les dérivées des deux fonctions {> sin (œf + 6) et £- cos (@f + @) sont deux 

cas particuliers d’un résultat plus général concernant les fonctions composées 

du type £r= f(at + b) où a et b sont deux constantes. 

CTHÉORÈME 
Sif est dérivable en ato+ bi Ja fonction g défi inie par t+ g(t)= f(at+ b) est ere 
 vable en to et à De nombre dérivé L 

RETRO g't)= af at,+b 

B. Dérivée seconde 

Soit f une fonction dérivable sur un intervalle I. Si la fonction dérivée f' est elle aussi 

dérivable sur I, sa fonction dérivée (f’)' est notée f” et est appelée dérivée seconde 

defsurlI. | 

Exemple 

Soit f définie sur R par f(x) =2x3-x2+x +3, 

+ f'est définie sur R par f'(x)}=6x2-2x+1, 

+ f'est définie sur R par f(x) =12x- 2. 

C. Notation différentielle des dérivées 

En biotechnologies, en physique eten chimie, on utilise la notation différentielle pour 

_les dérivées successives d' une fonction f: Xe f 109 : rs au lieu de Li. et PEaut leu de? 
D MT È ss ERA, ue ve o 

A Son _ 
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* Ainsi pour la fonction i: t+ i(t) où i(t) désigne une intensité électrique dépen- 
NA : Ce nl 

dant du temps t, on pourra utiliser les deux notations équivalentes j’ et . pour la 

dérivée de la fonction i. 

+ De même, en notant x(t) la distance parcourue par un mobile, la vitesse instanta- 

: dr > dx 
née qui varie avec le temps t, est notée v(t) = x'(t) ou v(t) = pra 

t 

. . 1 A 4 . LA . } : V 

Si la fonction v= x’ est elle-même dérivable, sa dérivée est v’ = - it v'(t) =. 

v'(t) est l'accélération a(t) du mobile qui est notée : 

dv d?x 
a(t)=v'(t)=x"(t) ou a(t)}=—{(t) = —"(t). 

dt dt? 
à : À 3 dc dx 

+ En biotechnologies, si C et x sont, par exemple, des concentrations, es et mr 

sont des vitesses de croissance utilisées pour décrire des évolutions de C et x. 

@ primitives d'une fonction 
sur un intervalle 
A. Définition 

Exemple 

Soit les fonctions définies sur R parf:xr- 6x? -3 et F:x-2x3-3x+4. 

Vérifiez que, pour tout nombre réel x, F'(x) = f(x). 

fest la fonction dérivée de F; on dit que F est une primitive de f sur R. 

DEFINITION 

Soit f une fonction défi inie sur un intervalle I. Une fonction F définie surl est une 
primitive de fsur I lorsqu'elle est dérivable sur I et que F'=f. LES. PE 

B. Ensemble des primitives d’une fonction sur un intervalle 

Soit f:xr- 2x, définie sur R. 

F:xr x2 définie sur R, est une primitive de f puisque F'(x) = f(x). 

De même F,:x-x2+1, F,:xr x2-4,...,sont des primitives de f. 

f admet-elle d’autres primitives sur R que les fonctions x x?+C où C est une 

constante réelle ? 

La réponse est donnée par le théorème suivant que nous admettons. 

LL EDRÈME 

Sifest une fonction admettant une primitive F sur un intervalle La alors l ensemble 
des primitives de fsur I'est constitué des fonctions défi inies sur parxe> F( (+C, 

où Cest une constante réelle. ii LE 

Exemple 

Les primitives de la fonction f définie sur R par f(x) = 3x? — 3 sont les fonctions 

xt x3 - 3x + C où Cest une constante réelle. 
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Remarque 

cherchons s’il existe une fonction F telle que F(2) = 6. 

FE convient si et seulement si F(x) = x? — 3x + Cavec 2°-(3xX2)+C=6, 

c’est-à-dire C= 4. 

Il existe donc une primitive unique de f prenant la valeur 6 pour x =2 ; c'est 

Fix x$- 3x +4. 4 

Plus généralement nous pouvons démontrer de la même façon le théorème sui- 

vant : 

ALES 
| Soit fune fonction n admettant des pri 

=. 
ut 
re primitives de dé cs 

une vale : valeur donnée y, Y pour 

FUN INTE NAIL 
e 6 UN AN VE RE 

ne et une seule prenant une à 
riable. CPL QUE) RE 

‘LA IT OU D 

C. Primitives des fonctions de référence 

La lecture du tableau des dérivées des fonctions de référence dans le sens f” vers f 

permet d'obtenir les primitives de ces fonctions. 

Dans ce qui suit, Cest une constante réelle quelconque. 

l'est déiniepar Les PHUUREE Fdef 

sont définies par 

f(x)=a R F(x) = ax +C 

fb=x R FLO=S x +C 

fL0 = x" <Rsin>0 

+]-c, O[ ou ]0,+ cf ELQE XP E 

ÉTEE) sin<O et n#-1 + 

1 1 
f à = 60 co Res GER J- , O[ où J0, + cl FO 

FO) = coSx R FR =sSnNxEC 

f(x) = sin x R F(x) = - cos x + C 

f(t) = sin (ot +) R F= + cos(ut + @)+ C 

HD Sas R F(t) = sin(at +q)+C 

Remarque 1 dla LA | ; 

Pour ñn = — 1, la fonction x+ x" = a définie sur |- ce, O[ ou sur ]0, + c[ admet 

des primitives sur l’un et l’autre de ces intervalles mais nous ne les connaissons 
pas ; le chapitre suivant apportera une réponse. 
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Remarque 2 
COCCECECEEE EE TETE 

En sciences physiques, on utilise les deux derniers résultats de ce tableau de la 

façon suivante : 

+ une primitive de £r= sin (@f + @) est : 

1 1e: T 
th ——cos(of +p)=—sin| é+p——|, 

(a) (Q) 2 

* une primitive de £+ cos (œt + @) est : 

Le 1 TT 
th —sin(@f +@p)=—cos| Dé +p—— |. 

(Q) (A) 2 

Remarque 3 
COCEEEECEE ES TE ETES 

En s'appuyant sur les résultats concernant les opérations sur les fonctions 

dérivables, on établit que : 

+-SiFest une primitive de fsur un intervalle I et si G une primitive de g sur I, alors 

F+ Gest une primitive de f+g sur I. 

«Si Fest une primitive de fsur un intervalle I, et si a est un nombre réel, alors aF 

est une primitive de afsurI. 

EXERCICE 
mx DATES Æ énonce 

Déterminer les primitives de la fonction fdéfinie sur R par: 

f(xX)=2x3-3x2+4x-7. 

MÉTHODE SOLUTION 

Du tableau donnant les primitives des fonctions de référence et des résultats 
Utiliser le tableau des RE 5 HAE Er 

Me ; concernant la primitive d'une somme et la primitive du produit d'une fonc- 
primitives des fonctions de k d Re exe “a 
référence et la remarque 3. tion par un nombre réel, on déduit que les primitives de fsont définies sur R 

par : 

oo=2x(Lxt)-3x( Le }+ax( Le }rxec 
4 3 2 

où Cest une constante réelle. 

FO9=S x 26 +2 7x4 C 

où Cest une constante réelle. 

EULOLE ALTO EE éhoncé 
Déterminer une primitive de la fonction f définie sur ]0, + [ par : 

LO= 3x4 1. 

MÉTHODES. ex SOLUTION | 
En procédant comme dans l'exercice 2, on déduit qu'une primitive de est 

Utiliser le tableau des définie sur JO, + co[ par : 

primitives des fonctions de s 

référence et la remarque 3. F60=3( e}n+2(T) FO= D H4£ 

X 
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UT resolu 4 

MÉTHODE 

Faire apparaître la forme 
u(x) 
u?(x) 

dans l'expression 

de f(x). 

Utiliser le résultat 
correspondant figurant 

dans le tableau. 

T6 

Remarque : 
sonssonessessenses 

habituellement C = 0. 

D. Primitives de fonctions de la forme u”’u” 

Nous avons vu au paragraphe 1A. qu'une fonction de la forme u” dérivable sur un 

intervalle I a pour dérivée nu'u"”|. 

Donc une primitive d’une fonction de la forme nu'u"-\est u”. 

1] PE. = 
Nous en déduisons, par multiplication par la constante me que, d'après la remarque 3 

1 _ 1 

du paragraphe 2C. : une primitive d'une fonction de la forme u ee sn su 

En remplaçant n par n + 1 nous obtenons le résultat dans le tableau suivant. 

Les primitives F de f 
éfini i n° RES fest définie sur un intervalle I pa nt définies sur i pat: 

La mise en œuvre des résultats figurant dans ce tableau conduit aux deux 

observations suivantes. 

1. Pour déterminer des fonctions dérivées et des fonctions primitives il faut, 

dans un cas comme dans l’autre, trouver « la bonne formule ». Mais le 

problème est plus difficile dans le cas des primitives que dans celui de dérivées 

car il faut identifier une fonction et sa dérivée u’ et, le plus souvent, choisir 

une constante multiplicative. 

2. Lorsqu'on a trouvé une primitive d’une fonction, il est prudent de 

procéder à une vérification en dérivant la primitive obtenue. 

ÉNONCÉ 

Déterminer une primitive de la fonction f définie sur R par : 

= — 
(3x2 +1} 

SOLUTION 

u"(x) 

[u(x)P 

On pose u(x) = 3x? +1, alors u'(x) =6x. D'où: Lex TRE ï 
6 |(3x2+1} 

Cette écriture de f(x) ie d'avoir « exactement » dans le crochet une 
u'(x 

[u(x)P 

Une primitive de la fonction correspondante est définie he d'après le 
u(x 

f(x) ressemble à (mais ce n'est pas.…..). 

expression de la forme 

tableau précédent. Une primitive de fest donc définie sur R par : 

1 1 1 
F = PARTS = — ———— (x) x] al F(x) ne 
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Rappels de la classe de Première 

E Dérivées des fonctions usuelles 

9 2 f(x) f'(x) Intervalle de validité 

S k 0 R | 
à 
+ » 1 R | 
& 
Cn mx +p m R | 

=» | 
to x"(n e NX) nxn1 R | e | | 
S s Ses -c,0[ ou ]0,+co[ y x x2 ] 1 1 

S) sin x cos x R | 

COS X — sin X R | 

sin (@t +) @ cos (ot +) R | 

cos (œt + 4) — @ sin (ot + @) R | 

Opérations sur les fonctions dérivables 

(u+v) =u'+v' (KA = 200 

A 4 L É | À (ku) = ku', où k est une constante réelle. LR 0 v(x) # 0 pour tout x de I. 

uY u'v-uv . 
(uv) =u'v+uv' (a) re on DO v(x) 4 0 pour tout x de I. 

v V 

Construire une tangente à la courbe 
représentative d'une fonction f 
en un de ses points A, d'abscisse x, 

À partir du point donné A(x,, y,) où y, = f(x,), on obtient un 
deuxième point B de la tangente A en ajoutant 1 à l'abscisse 
de A et f'(x;) à l'ordonnée de A : x4 = x, + 1 et yg = Ya + F'(Xa). D TG RE AT ND A EN EARANA 

ESS Te 

Équation de la tangente à la courbe représentative d'une fonction f, 
dérivable en a, au point d’abscisse a 

y=f'(a)(x- a) +f(a). 
; 

: 

Î 
È 

e LJ 
$ 

Sens de variation d’une fonction | 

. Sifest dérivable sur l'intervalle I et si la dérivée f’ est nulle sur I, alors f est constante | 

sur [. 

. Si f est dérivable sur l'intervalle I et si la dérivée f’ est positive sur I, alors fest crois- | 

sante sur I. 

«Si f est dérivable sur l'intervalle I et si la dérivée f” est négative sur L, alors fest ! 
décroissante sur I. l 

im | 

EN RE NT TE 220 
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Compléments sur la dérivation 

f(x) =[u(x)}", n entier relatif non nul f'L0 = nu’(x) Lux)! 

Cas particulier : n =-1 

1 —u'(x) 
= —— fi = 

arr: ST 

Primitives d'une fonction sur un intervalle 

Primitives des fonctions usuelles 

F donne la forme générale des primitives sur un intervalle I de la fonction f. C est une 
Animation ; 

pere constante réelle quelconque. 
vidéo 

f(x) F(x) Intervalle de validité 

f(x) = a F(x) = ax + C R 

FOX FL)=Z 2 + C R 

= 1 R 

n entier non nul positif FH)= = x e 
n+1 

F09 = 7. ]- , O[ ou ]0,+ 
x x 

f(x) = cos x F(x) = sin x + C R 

f(x) =sin x F(x) =- cos x +C R 

f(t) = sin (œt + ) F(=-— cos (œt + @) + C R 

f(t) = cos (œt + p) Fra sin (@t + @) + C R 
o 

Primitives de fonctions de la forme u’u” 

Dans ce qui suit, Cest une constante réelle quelconque. 

fest définie sur I par : Les primitives F de f sont définies sur I par : 

f(x) =u'(x)luQo}" 1 NE A n+1 RAR ER) ROSE me AE NE 

Cas particulier : n =- 2: 
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RÉPONSES [NT] Travaux pratiques TICE 

TP Résoudre un problème d'optimisation à l’aide des TICE CCETETEES 

1 Réseau minimal 

Quatre villages A, B, C et D sont situés aux sommets d’un carré de 10 kilomètres de côté. On se 

propose de relier ces quatre villages par un réseau de fibres optiques comportant deux « nœuds » 
LOGICIELS UTILISÉS en M et N comme indiqué sur la figure GeoGebra. Les points M et N sont symétriques par rap- 

port au centre du carré et le réseau est symétrique par rapport aux médiatrices du carré. 
GeoGebra RARE 

On recherche la position du point M pour laquelle la longueur totale du réseau est minimale. 

A. Expérimentation à l’aide de DÉUGELES 

Placer les points A, B, C et D dans 

un repère GeoGebra comme ci- 
+--@ B=1(10,0) contre. he EAN 

, \ 9 D=(0,10) 
Créer un curseur t allant de 0 à 5 2t=2 

s ! Objets dépendants 

avec un incrément de 0,01. Neon 

, : +9 N=1(8,6] 

Placer le point M de coordonnées 5 a=630616 
LG b=5.38516 

(1:25): . 
--@ d=6.38516 

Créer la figure du réseau et calcu- Done 

ler sa longueur L. 

Rechercher, à l’aide du logiciel, 

une valeur approchée de t, arron- 

die à 10-?, pour laquelle la lon- 

gueur L est minimale. 

B. Résolution analytique à l’aide de Maxima 

1. a. Utiliser l'énoncé de Pythagore pour justifier que AM = Ve +25. 

b. En déduire que la longueur du réseau est donnée, en fonction de f appartenant à l'intervalle 

[O, 5], par f(£) = 441? +25 +10-— 21. 

2. Un logiciel de calcul formel a permis d'obtenir l'affichage suivant, où les entrées dans le logi- 

ciel sont repérées par (%i) et les sorties par (oh 

define (f(t),4*sqrt(t"2+25)+10-2*t); 

f(t):=4 Je2+25 -2 t+10 

define(df(t),diff(f(t),t)); 

at 
dfféle=—— 72 

+2 +25 

solve([df(t)=0], [t]l); 

Nt2+25 ] 

2 
De= 

factor (d£ (t)); 

2 Je2+25 -2 e) 

t2+25 

solve([t”"2+25=4*t"2], [t]); 

5 
[t=—, t 

7 

FE EE 

CHAPITRE 3 +: COMPLÉMENTS SUR LES DÉRIVÉES ET PRIMITIVES 79 



80 

Travaux pratiques TICE 

a. Qu’affiche la sortie n° 2 ? 

b. Que demande l'entrée n° 3 ? Pourquoi cette demande a-t-elle été faite ? 

c. Que peut-on penser de la sortie n° 3 ? 

d. Expliquer l'entrée n° 5. 

e. Comparer le résultat de la sortie n° 5 avec la valeur obtenue à l’aide de GeoGebra. 

TP exploiter la dérivée dans un algorithme 
sonsonnee 

LOGICIELS UTILISÉS 

GeoGebra 

Descendre vers le minimum en suivant la plus grande pente, 

avec un algorithme 

À. Position du problème 

On considère la fonction f définie pour tout nombre réel x par : 

f(x) = xt — 11x5 + 41x72 — 61x + 30. 

On cherche à calculer la valeur & de x qui minimise f(x). 

Une représentation graphique de f a été obtenue ci-dessous à l’aide de GeoGebra. 

libres Objets 
-@ f{x) = x4-11 x + 41 X2 - 61 x + 30 

Objets 
-0 Az (4, -6) 
-o B=1(5, 0) 
-0 a:y=-5x+14 

—9 b: y = 24x - 120 

1. Donner, à l’aide du graphique, un encadrement de © entre deux nombres entiers consécutifs. 

2. a. Calculer l'expression de la dérivée de f. | 

b. En déduire que la valeur & cherchée est racine d’une 

équation de degré 3. 

3. La résolution de cette équation de degré 3 n’est pas 

facile ! L'idée de l'algorithme développé dans ce TP est de 

« descendre » vers le minimum en suivant la « plus grande 

pente ». 

a. On considère les points A et B situés sur la courbe repré- 

sentative de f et d’abscisses respectives a = 4 et b=5. 

Donner les coefficients directeurs des tangentes à la courbe 

aux points A et B. (On peut utiliser les équations de ces tan- 

gentes fournies par GeoGebra.) 

b. Quel est, du point A ou du point B, celui où, en valeur 

absolue, la « pente est la plus grande » ? 

CHAPITRE 3 * COMPLÉMENTS SUR LES DÉRIVÉES ET PRIMITIVES 



Travaux pratiques TICE 

B. Analyse de l'algorithme 
On a programmé ci-dessous, en langage Scilab, un algorithme de descente vers le minimum. 

1 lainput("a- 

y=x\4-11*xA3+41*xA2-61*x+30 

endfunction 
function y=-df(x) 

y=4"xA3-33* xA2+82*x-61 
endfunction 
while nax(abs(df(a)),abs(df(b)))>104-9 & df(a)<-0 & df(b})>-0 

if -df(a)>-df(b}) then c-a+0.01*(b-a) 

else c-b-0.01*(b-a) 
end 

if -df(c)>0 then b=c 
else æc 

end 

. 
4 

1 
6 
7 
8 
9 
10 
11 
12 
13 
14 
15 

1. Pour comprendre le programme, commençons par effectuer « à la main » la boucle « while », 

en reproduisant et complétant le tableau suivant. On suppose que l’on introduit dans le pro- 

gramme a = 4et b=5 et l’on peut s’aider du graphique. 

BEM: ss 2 m 

2. Donner une interprétation graphique de chacune des conditions : 

max(abs(df(a)),abs(df(b)))>101-9 ; df(a)<=0 et df(b)>=0 apparaissant à la ligne 9. 

3. À quoi correspond la condition -df(a)>=df(b) de la ligne 10 ? 

4. Quel est le rôle des lignes 13 à 15 ? 

C. Mise en œuvre de l'algorithme 

Implanter le programme précédent dans Scilab. 

1. Exécuter le programme pour a = 4 et b = 5. Quel est l'affichage ? 

2. Exécuter le programme pour a = 0 et b = 5. Expliquer l'affichage. 

3. Exécuter le programme pour a = 2 et b = 4. Expliquer l'absence d'affichage. 

4. Justifier que l’on peut utiliser cet algorithme pour rechercher le maximum d’une fonction en 

remplaçant f par — f. 
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Travaux Haine: TICE 

Algorithmique 

Instruction conditionnelle « Si... alors... sinon... » 
i ition alors 

Structure se 

L'instruction conditionnelle «Si... alors. sinon» permet dans un pro- 

gramme d'effectuer un traitement ou un autre, selon qu'une condition est 

vraie ou fausse. 

traitement 1 

sinon 

traitement 2 

FinSi 

Syntaxe 

:1f condition If condition 1 

Then Then .1 if condition 

traitement 1 traitement 1 then traitement 

‘Else Else .1 Lu FE À ru else traitement 
: $ ns oîte de 

:traitement 2 traitement 2 .| +000 end 

End IfEnd Masse 

> Ajouter S1...ALORS 

Exemple 

Afficher « PILE » si le générateur de nombres aléatoires fournit un nombre inférieur ou égal à 0,5 et « FACE » 

sinon. 

Texas Instruments i AlgoBox Scilab 

PROGRAM: PILEFACE 26. a 
s1f HbrAléat<6.5 Then _& # SI (random(}<=0.5) ALORS 

DEBUT_SI 

AFFICHER "PILE" 

FIN_SI LPIPEN | 
BE # SINON 

" FACE # DEBUT_SINON 

AFFICHER “FACE* 
FIN_SINON 

FIN_ALGORITHME 

TP Utiliser des primitives dans un mouvement 
csssnses 

3 uniformément accéléré ou uniformément retardé 

Chariot pour découpage laser 
Dans ce TP, pour faciliter l’usage de GeoGebra, la variable 

LOGICIEL UTILISÉ temps, exprimée en seconde, est notée x. Les distances 
sont exprimées en centimètre. 

GeoGebra 
On étudie le déplacement du chariot d’une machine à 

découpage laser. Ce déplacement s'effectue en trois phases. 

Durant la phase 1, s'étendant sur l'intervalle de temps 
[0, 2], le mouvement du chariot est uniformément accéléré 

et le chariot passe d’une vitesse initiale nulle à une vitesse Bati 
de 10 cm.s”1. 

Durant la phase 2, le chariot évolue à vitesse constante pendant l'intervalle de temps [2, 10]. 
Durant la phase 3, s'étendant sur l'intervalle de temps [10 ; 12,5], le mouvement du chariot est 
uniformément retardé et le chariot passe d’une vitesse de 10 cm.s-1 à une vitesse nulle. 
On cherche à déterminer la distance parcourue par le chariot en fonction du temps. 
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Travaux pratiques TICE 

À. Fonction vitesse 

Durant chacune des trois phases du mouvement, l'accélération 4 du chariot est constante : 4 > 0 

sur l'intervalle [0, 2] ; 4 = 0 sur l'intervalle [2, 10] et 4 < 0 sur l’intervalle [10 ; 12,5]. 

On admet que sur chacun de ces intervalles, la fonction v correspondant à la vitesse est une pri- 

mitive de celle correspondant à l'accélération. 

1. Montrer quesixe [0, 2], v(x) = 5x. 

2. Montrer que sixe [10 ; 12,5], v(x) = — 4x + 50. 

B. Recherche de la distance parcourue à l’aide de GeoGebra 

On admet que sur chacun des intervalles [0, 2] ; [2, 10] et [10 ; 12,5], la fonction donnant la dis- 

tance parcourue en fonction du temps depuis l'instant x = 0, est une primitive de celle correspon- 

dant à la vitesse. 

L. Dans un fichier GeoGebra, entrer dans la barre de saisie : 

f1(x)=Si[x>=0A4x<=2,Intégrale[5*x]] 

(le symbole À signifie « et », il se trouve dans le menu déroulant en bas à droite ; « Intégrale » est 

un terme impropre, il s’agit d’une primitive). 

Donner une expression de la fonction de la distance parcourue selon le temps sur l'intervalle 

[O, 2]. 

2. a. Entrer dans la barre de saisie : f2(x)=Si[x>=24x<=10,Intégrale[10]]. 

Qu'est-ce qui ne convient pas ? 

{||| 4,1] Déplacer 
3 Déplacer ou sélectionner un ou des objets(Ciri) (Raccourci=Esc) 

Objets dépendants 
0 f1(x}= Six > 0 Ax<2,25x7] 

—@ f2{x) = Six z 2 À x < 10,10 x] 

b. Quelle est la primitive de la fonction x + 10 correspondant à l'expression de la fonction de la 

distance parcourue selon le temps sur l'intervalle [2, 10] ? 

Compléter la représentation graphique sur GeoGebra. 

3. Créer un curseur c allant de — 300 à 300 avec un incrément de 1. 

Entrer dans la barre de saisie : f3(x)=Si[x>=104x<=12.5,Intégrale[-4*x+50]] puis entrer f3(x)+c. 

Manipuler le curseur pour obtenir une expression de la fonction de la distance parcourue selon 

le temps sur l'intervalle [10 ; 12,5]. 
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Travaux pratiques TICE 

LOG 

Ge 

ICIEL UTILISÉ 

oGebra 

Déterminer des primitives 
dans une situation technologique 

Ce TP permet d'évaluer des capacités mathématiques développées grâce aux TICE. 

Distance de freinage d’un TGV 
Dans ce TP, pour faciliter l’usage de GeoGebra, la variable temps, exprimée en seconde, est notée 

D 

Un TGV roulant à 360 km/h freine brusquement. 

1. Exprimer sa vitesse en m/s juste avant le freinage. 

2. On désigne par a la fonction décélération (en m.s ?) en fonction du temps x Cu s) définie par 

a(x) = — 0,5x. 

On admet que la fonction v, correspondant à la vitesse (en m.s”°) en fonction du temps, est une 

primitive de a. 

a. Utiliser GeoGebra pour tracer une draps de a (il suffit de saisir Intégrale[-0.5x]). 

b. À l’aide du résultat de la question 1., représenter la fonction vitesse v en fonction du temps. 

Appelez le professeur pour présenter votre démarche et votre réponse. 

3. On désigne par d la fonction distance de freinage du TGV (en m) en fonction du temps (d(x) 

est la distance parcourue par le TGV à l'instant x depuis le début du freinage). On admet que d 

est la primitive de v qui vérifie 4(0) = 0. 

Représenter la fonction d. 

4. Exploiter le graphique et la fenêtre algèbre de GeoGebra, pour répondre aux questions sui- 

vantes. 

a. Quelle est la distance de freinage pour x = 6,3 s ? Quelle est alors la vitesse du TGV ? 

b. Quelle est la distance de freinage nécessaire à l'arrêt du TGV ? 

Appelez le professeur pour présenter votre démarche et vos réponses. 
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CE QU'IL FAUT SAVOIR FAIRE MD RSR 

Consolider les acquis concernant le nombre dérivé d'une fonction en un point | 

Consolider les acquis concernant le calcul d'un nombre dérivé 

Justifier par un calcul un résultat de dérivé donné 

Calculer un nombre dérivé 

Écrire une équation d'une tangente 

Résoudre une équation trigonométrique 

Prendre des initiatives pour déterminer un extremum 

Calculer la dérivée d’une fonction définie par x-- u"(x) 

Calculer des dérivées successives 

Déterminer les primitives d'une fonction usuelle 

Déterminer les primitives de fonctions de la forme x+= u'(x)u”(x) 

Déterminer la primitive d'une fonction vérifiant une condition donnée 

Étudier un mouvement uniformément accéléré ou retardé 

corrigés non corrigés 
7 = 

Tr 

Hd ie 

IF ae ue 

& : 2) dun 

nÉ 

S a 

Æ Ga a ee es at A 

OS 

Utiliser GeoGebra 

Utiliser le tableur 

Utiliser Maxima 

| 

fs 

Ê 
L 
ë 
F 

À 
fre 
4 
k Fe 

| 
k 
8 se 
£ 
2 

ë 
ë 

; 
% 

ke 
È 
Ë EN ARTS RS CU 

D Ml IS ext die 2 

Ga 

MIE se dirt PER 

_ Les exercices 1 à 58 sont destinés à consolider les acquis de première SE RS OR dl TEE À 

Tangente à la courbe ; 
ive d’ fonction f représentative d'une fonction 

® # 

et nombre dérivé ; 

1 e + Tracer une tangente connaissant le nombre 

dérivé 

La figure donne la courbe représentative 6 d'une fonction f 

définie et dérivable sur [1, 5]. | 

On admet que la courbe ‘6 admet une tangente T'au point 

A(2, 2) et que f’(2) = -— 1. 

Reproduire la figure et construire la tangente T. 
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Exercices 

B Rappel : à partir du point donné 
AXy Yy où y, =f(X,), on obtient 

un deuxième point B de la 
tangente À en ajoutant 1 

à l'abscisse de À et f'(x,) 

à l'ordonnée de A:x3=Xa+ 1" 
et Ya = Ya + f(x). 

ALTER 

2 e + Déterminer un nombre dérivé 

à partir d’une tangente 

Dans le plan muni du repère (O; à, ÿ), soit € la courbe 

représentatrice d’une fonction f définie sur R. La tangente 

à la courbe € au point A(- 1, 3) passe par le point B(3, 5). 

Déterminer le nombre dérivé f”’(- 1) de fen — 1. 

3. + Déterminer des nombres dérivés 

à l’aide d’un graphique 

Le plan est muni du repère orthonormé (O; d ?), unité 

2 cm pour 1 sur chaque axe. 

Soit f la fonction définie sur l’intervalle [— 0,25 ; 2] dont on 

donne la courbe représentative € sur la figure. 

1. À l’aide des données de la figure, déterminer le coeffi- 

cient directeur de chacune des droites (AD) et (EB). 

2. Vérifier que les deux droites (AD) et (EB) sont paral- 

lèles. 

b Rappel : deux droites qui ont même coefficient directeur sont 

parallèles. - 

3. On admet que la droite (AD) est tangente à la courbe € 

au point À et que la droite (EB) est tangente à la courbe € 

au point B. En déduire f”(0,5) et f”(2). 

4. ++++ Vitesse en chimie 

Aucune connaissance n'est exigible sur ce thème en mathé- 

matiques. 

Lors de l'attaque du magnésium par une solution d'acide 

chlorhydrique, il y a formation d'ions magnésium Mg’. 

La courbe @ de la figure représente la concentration 

molaire volumique [Mg?*] des ions magnésium (en cen- 

tièmes de mole par litre) en fonction du temps £ (en: minutes). 

0 À. 30:47 br 06 08 CiNnl 

Soit f la fonction définie sur l'intervalle [0, 9] par £+- f(é) 

où f(é) est la concentration molaire volumique [Mg?*] à 

l'instant £. 

On note À, B, C, D les points de la courbe € correspondant 

au tableau de valeurs. 

1. Reproduire la figure avec soin en prenant 2 cm comme 

unité sur chaque axe. Placer les points E, F, G, H de coor- 

données respectives (3,5 45), (051) (052) RES"); 

2. Déterminer le coefficient directeur de chacune des 

droites (AB) et (CD). 

3. On admet que les tangentes à la courbe € aux points A, B, 

C, D sont respectivement les droites (AE), (BE), (CG), (DH). 

a) Tracer ces quatre droites. 

b) Déterminer les nombres dérivés f’(1), f’(2), f'(5), f'(8). 

> Un peu de chimie : en chimie, la vitesse moyenne de 
formation des ions Mg?* entre les instants t, et t, est, par 

f(t ) EE f(t,) 

d'El 

la droite (M,M,) où M, et M, sont les points de la courbe & 
d'abscisses respectives t, ett.,. 

Vous avez calculé au 2. cette vitesse moyenne d'une part entre 
t,=lett,=2et d'autre part, entret,=5ett,=8. 
Le nombre dérivé f'(t) est, par définition, la vitesse instantanée 
de formation des ions Mg?* à l'instant t ; c'est le coefficient 
directeur de la tangente à @ au point M d'abscisse t et 
d'ordonnée f(t). É 
Par exemple, f'(5) est la vitesse instantanée de formation des 
ions Mg?* à l'instant t = 5. à 
Ces définitions et interprétations graphiques ne se limitent pas, 
en chimie, aux ions Mg?*. 

définition, le quotient ; c'est le coefficient directeur de 
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Calculer la dérivée de fonctions 

En utilisant les règles de dérivation rappelées dans la 

rubrique Ce qu’il faut savoir de ce chapitre, déter- 

miner la dérivée de la fonction fsur l'ensemble donné où 

elle est définie et dérivable (exercices 5 à 31). 

Conseil : pour chacun des exercices, on peut vérifier le résultat 

avec un logiciel de calcul formel. 

5. + a) f définie sur R par f(x) = 7x — 2. 

b) f définie sur R par f(x) = — 2x — 5. 

6. + f définie sur R par f(x) = 3x? + 4x + 1. 

7 + f définie sur R par f(x) = — 16x? + 8x — 1. 

8. + f définie sur R par f(t = E+E 2 

9. + f définie sur R par f(x) = x° - 3x. 

1 
10. + f définie sur R par f(t)= sé rn 

1 1. + f définie sur R par f(x) = 0,75x3 — 0,01x? — 1. 

1 2. + f définie sur R par f(g) = — 7q° + 0,01q? - 6q. 

13. + f définie sur R par f(x) = (4x + 1) (— 2x + 1). 

14. + f définie sur ]0, + œ[ par f(x)=— 

1 
15. + f définie sur ]- ce, O[ par f(x)= x? +—. 

: À 
ALUUHR EE 

16. + f définie sur ]0, + [ par f(x)=— 

17. + f définie sur ]0, + [ par f( 
1 4) = 263. 
X 

18. + f définie sur ]— c, — 3[ par f(é) 
72846 

19. + f définie sur ac par f(x) = * : 
2 2x1 

“) 
20. + f'aéfniesur | 14] par (= TANT Ep rar 

— 4 

-3x+4 2 1. + f définie sur R par f( GE 
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» Conseil : pour les exercices 22 à 26, développer et réduire le 

numérateur de f'(x). 

—7 
22. ++ f définie Dre pee 

sie 

23. te fdéfinie sur D, +] par =. 

— x2+9 

24. ++ f définie sur ]2, + [ par fees 

Lee 
21 

25. ++ f définie sur ]- 1, 2{ par f(x)= =. 
LT 

x —2x+1 

x2—4x+1 
26. ++ f définie sur ]1, + [ par f(x) = : 

2 Le + f définie sur R par f(x) = sin 2x. 

2 8. + f définie sur R par f(x) = cos 2x. 

2 9. + f définie sur R par f(x) = cos 3x + sin 3x. 

30. + f définie sur R par f(x) = sin x+A) 

3 : RS + f définie sur R par f(£) = cos fr+E) 

Justifier un résultat 
de dérivée donné 

Justifier par un calcul détaillé l'expression de f'(x) qui est 

. donnée, obtenue par exemple avec un logiciel de calcul 

_ formel (exercices 32 à 38). 

32. + Pour tout x de R, 

f(x) = «3 — 24x72 + 144x + 25, 

f'(x) = 3(x — 4)(x — 12). 

3 3. + PourtouttdeR, 

f() = — 15 + 30? — 1534, 

f'() = 3(6— 3)(17 — 6). 

34. + Pour tout x de [0, + cl, 

2 EC 6 

Ep Ne rer 

3 5. + Pour tout f de [0, + cf, 
_4000 — 2000 

LUE OS  PADE (0,56+1) 

36. + Pour tout x de ]0, + œl, 
—11)(x+11 

f(x)= x +60 +— Pl - GG +U) » f(x) 

CORRIGÉ P. 336 
x? 
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Exercices! 

3 4 + Pour tout x de R, 

cr ar Dar 
RE cup 

38. + Pour tout x de ]1, + cl, 
n LAN 50 1 4)(x +2) 

MAPS Serre , AU D PTT . 

Calculer un nombre dérivé 

En utilisant les règles de dérivation, calculer le nombre 

dérivé de la fonction f en a, c'est-à-dire f'(a) 

(exercices 39 à 43). 

39. + f définie sur R par 

Nr A1 
RME 

40. + f définie sur R par 

fx) =x8-2x2+x+1, a = 2. 

41. + f définie sur ]-— 4, + c[ par 

2x—3 

AE x+4 

Donner la valeur approchée arrondie à 10°? du résultat. 

1 — 05 

42 e +/f définie sur R par 

= x y 
fr) HÈE3 

£: 3 e ++ Vitesse instantanée 

Sur un axe gradué en centimètres, l’abscisse d’un mobile 

est donnée en fonction du temps f, en secondes, par 

x(t) =3t2+2t+1où0<É<3. 

b- Un peu de physique : /a vitesse instantanée du mobile à 

l'instant t, est le nombre dérivé en t, de la fonction t+= x(t). 

Quelle est la vitesse en cm.s"! du mobile à l'instant £ =0 ? 

pe il? ex 

Problème de tangente 

b- Rappel : une équation de la tangente à la courbe représentative 
d’une fonction fau point d'abscisse a est : 

Ve f'(a)x- a) + f(a). 

Écrire une équation de la tangente à la courbe représen- 

tative 6 de f au point d'abscisse a (exercices 44 à 48). 

44. + f définie sur R par 

f(x) = 2x?-x-1, a=-1. 
CORRIGE P. 336 

45. +fixth -3x2+4x-1, a =—1. 

46. + fix ra ps +2 a=—2. 

47. + f définie sur ]— 1, + | par 

(x)=— az 
Re x+1 7 

48. + f définie sur R par 

4x? 
=, 4=2. 

F6) x?+1 

Équations trigonométriques 

b Rappel : 

+ Équation cos x = cos a. 

Les solutions de l'équation cos x = cos a sont: 

(1)x=a+k27 

(2)x=-a+k2r(ke2). 

+ Équation sin x= sin a. 

Les solutions de l'équation sin x = sin a sont: 

(1)x= a+k27T 

(2)x=7r-a+k2n(ke?). 

Résoudre dans R l'équation suivante et représenter ses 

solutions par des points du cercle trigonométrique 

(exercices 49 à 53). 

49 sn @ + COS X = COS Han 

CORRIGE P. 336 

50. +snz- sn e + Sin X = Sin —. 

4 
CORRIGE P. 336 

51 2e e +a) cos x = ete 

b) sin x = sin _ 
3 

52 | à 7 @ +cos|2x+—|=cos—. 
6 6 

CORRIGE P. 336 

53 s © ++ a) cos 3x = cos —. 

5T 3 
b) sin 3x = sin Fu 

c) cos (2x + =) = COS se 
6 6 

d) sin (x 2) = Feu 
5 4 

Exemples de recherche 
d'extremum 

Avec prise d'initiatives : dans chacun des exercices 54 à 
58, on demande de déterminer un extremum à l’aide de la 
méthode de son choix (utilisation de la dérivation, d'une 
calculatrice, d'un tableur, d'un logiciel de calcul formel…). 
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Avec des fonctions polynômes 
(exercices 54 à 57) 

54. +++ Nouvelle antenne relais 

Suite à l'installation d’une nouvelle antenne relais dans leur 
ville, les habitants d’un quartier, résidant à une distance 
comprise entre 70 mètres et 160 mètres de cette antenne, 
demandent une étude sur l'exposition aux champs électro- 

magnétiques. Ils font procéder à des mesures du champ 

électromagnétique généré par l'antenne. 

On désigne par f(x) le « champ électromagnétique », 

exprimé en millivolts par mètres (m.V.m-!), mesuré en un 

point situé à la distance x de l’antenne, mesurée en mètres. 

On admet que, pour tout x de [70, 160], 

f(x) = — 0,25x? + 60x — 2 775. 

1. Déterminer dans quel intervalle varie le champ électro- 

magnétique pour les habitants de ce quartier. 

2. Les spécialistes recommandent une exposition infé- 

rieure à 600 m.V.m !. Déterminer à quelles distances ce 

seuil est respecté. 

5 5 e +++ Prolifération de micro-organismes 

On introduit une substance $ dans un liquide contenant un 

certain type de micro-organismes afin d’en stopper la pro- 

lifération. 

On suppose que le nombre (en millions) de micro-orga- 

nismes présents au bout du temps £ (en heures) écoulé 

depuis l’introduction de la substance $ est donné par l'ex- 

pression : 

ft)=-#+6t+7,avec0<t<7. 

1. Quel est le nombre de micro-organismes au bout d'une 

heure ? au bout d’une heure et trente minutes ? 

2. Au bout de combien de temps la population est-elle 

maximale ? Quelle est cette population maximale ? 

3. Déterminer durant combien de temps la population est 

supérieure ou égale à 12 millions. 

56. +++ Épidémie 

À la suite d’une épidémie dans une région, on a constaté 

que le nombre de personnes malades f jours après l'appari- 

tion des premiers cas est donné par : 

f(é) = 45 #2 — 15, pour é appartenant à l'intervalle [0, 45]. 

1. Déterminer le jour où le nombre de personnes malades 

est maximal durant cette période de 45 jours et préciser le 

nombre de personnes malades ce jour-là. 

2. Déterminer la période pendant laquelle le nombre de 

personnes malades est supérieur ou égal à 10 000. 

5 2. +++ Évolution d’une épidémie 

Pendant une épidémie observée sur une période de onze 

jours, un institut de veille sanitaire a modélisé le nombre de 

personnes malades. La durée, écoulée à partir du début de 

la période, exprimée en jours, est notée £. Le nombre de cas 

en fonction de la durée ft est donné en milliers, par la fonc- 

tion f de la variable réelle £ définie et dérivable sur l’inter- 

valle [0, 11], dont la représentation graphique 6,est donnée 

en annexe. 

A. Étude graphique 

Pour cette partie, on se référera à la courbe représentative 

‘6, de la fonction f. 

1. On considère que la situation est grave lorsque le 

nombre de cas est d'au moins 150 000 malades. Pendant 

combien de jours complets cela arrive-t-il ? 

2. La droite (OA) est tangente à la courbe €; au point 

d’abscisse 0, où A est le point de coordonnées (10 ; 112,5). 

Déterminer f’(0), où f” désigne la fonction dérivée de la 

fonction f. 

3. Le nombre f’(t) représente la vitesse d'évolution de la 

maladie, £ jours après l'apparition des premiers cas. 

a) Déterminer graphiquement le nombre maximal de 

malades sur la période des 11 jours observés et le moment 

où il est atteint. 

Que peut-on dire alors de la vitesse d'évolution de la mala- 

die ? 

b) Déterminer graphiquement à quel moment de l’épidé- 

mie la maladie progresse le plus. 

B. Étude théorique 

La fonction f de la partie A. est définie sur [0, 11] par : 
21 45 

L)= Lt + 12 +— +. J(E) 5 : 

Retrouver par le calcul les résultats de la question A.3. 

Annexe 

Nombre de cas en milliers 

28 4 5106 7 879 10 111% 
t (en jours) 
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LÉTAnd IAA) 

Avec une fonctions rationnelle (exercice 58) 

58. +++ Problème de dopage 

Un sportif a absorbé un produit dopant. 

On note f(é) le taux de produit dopant, en Te Meet 

dans le sang de ce sportif en fonction du temps £, en heures, 

écoulé depuis l'absorption durant les douze heures qui 

suivent cette EE On admet que, pour tout £ de 

DilOEE2, 
[O, 12], f(£) = PRET PS 

1. Déterminer par le calcul le taux de produit dopant pré- 

sent dans le sang du sportif au bout de 2 heures et 

30 minutes. Arrondir à 1071. 

2. Au bout de combien de temps le taux de produit dopant 

dans le sang du sportif est-il maximal ? 

3. Les règlements sportifs interdisent l'usage de ce produit 

dopant. Le taux maximum autorisé est de 3 l1g/L. 

Déterminer au bout de combien de temps le taux de pro- 

duit dopant dans le sang de ce sportif redescend en dessous 

de 3 ug/L. 

Dérivées des fonctions 
de la forme x: u"(x) 

ARR CANE 4 ; x ÿ RER 2 DIEU NS 
En utilisant les règles de dérivation, déterminer la déri- 

vée de la fonction fsur l'ensemble donné où elle est défi- 
” HR . 148 Chr CPES Ru, Er | à 

nie et dérivable (exercices 59 à 67). 

> Conseil : pour chacun des exercices, on peut vérifier le résultat 

avec une calculatrice équipée d'un logiciel de calcul formel. 

59. + f définie sur R par f(x) = (— 2x + 3)°. 

60. + f définie sur R par f(x) = (— x? + 1)?. 

6 1. + f définie sur R par f(x) = (x — 2)2(2x + 5). 

Mettre f(x) sous forme de produit de deux facteurs du 

premier degré. 

62. . 
a) f définie sur R par f(x) = (x + 1)2. 

b) f définie sur R par f(x) = (- 3x + 7). 

63. . 
a) f définie sur R par f(x) = (— 3x + 1)°. 

b) f définie sur R par f(x) = (x? + x + 1)2. 

64. + f définie sur R par f(x) = (2x — 3)?(x — 1). Mettre 

f(x) sous forme de produit de deux facteurs du premier 

degré. 

65. . 
a) f définie sur R par f(£) = sin?2£. 

> On peut se reporter à l'exercice résolu Z du cours. 

b) f définie sur R par f(#) = cos?2£. 

66. . 
a) f définie sur R par f(x) = sin’x. 

b) f définie sur R par f(x) = cos’x. 

67. : 
a) f définie sur R par f(t)= sin? F2 + z) 

b) définie sur R par f(£)= cos? Ê + 2) 

Dérivées successives 

68. + Soit f la fonction définie sur R par 

fO=- 8-28 +t-1 

Déterminer les dérivées successives f”, f”,f”” de f. 

69. + Soit f la fonction définie sur ]1, + œ[ par 
1 ; LH : 

f(x)= —. Déterminer les dérivées successives f”, f”,f7 

de f. 

Primitives 

Déterminer les primitives 
d'une fonction usuelle 

En utilisant les résultats du cours, déterminer les primi- 

tives sur R, ou sur l'intervalle, de la fonction fdéfinie sur 

R, ou sur l'intervalle I (exercices 70 à 87). 

B Conseil : pour chacun des exercices suivants, on peut vérifier le 
résultat avec un logiciel de calcul formel. S À 

20. + f définie sur R par f(x) = 3x — 4. 

CORRIGE P. 337 

1 2. + f définie sur R par f(x) = 2x? — 3x + 1. 

22, + f définie sur R par fiers 
CORRIGÉ P. 337 3 

13. + f définie sur I = ]- ce, O[ par f(x)= 68 - +. 
X CORRIGE P, 337 
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24. ++ f définie sur I = ]0, + c[ par 

F(x)= 842 5x + 1 
x 

L'CORRIGE P. 337 | 

r 5. + f définie sur R par f(x) = 3x2 — 4x + 7. 

16. + f définie sur R par f(x) = 2x5 + 5x2 - 54 +2. 

D Conseil : on peut se reporter à l'exercice résolu 2 du cours. 

r 2. + f définie sur R par f(é) = — 51° + 362 + 8. 

78 Mere 4 
e + f définie sur ]0, + o[ par f(x)=2x+3— ni 

“ 

b- Conseil : on peut se reporter à l'exercice résolu 3 du cours. 

29. + f définie sur I = ]- ce, O[ par f(x) = x? - —. 

LR 1 
80. + f définie sur I = ]0, + c[ par f(x)=1+—-—. 

“2. 

b- Conseil : utiliser des exposants négatifs. 

8 1. + f définie sur R par f(f) = sin 34. 

LCORRIGE P. 337) 

82. + f définie sur R par f(£)= cos +2) 

EE 

83. + f définie sur R par f(f)=-3sin (+) 

84. + f définie sur R par f(é)=2 Re (2 +2) 

85. + f définie sur R par f(t)= sin (a 2) 

86. + f définie sur R par f(£)=3 cos +2) 

8 1: + f définie sur R par f(£)=-4sin Ê +2) 

Primitives de fonctions de la forme u’'u” 

Mettre f(x) sous la forme kxu’(x)[u(x)]", où k est une 

constante réelle, et déterminer, à l’aide d'un résultat du 

cours, les primitives de fsur R, ou sur l'intervalle I 

(exercices 88 à 98). 

> Conseil : pour chacun des exercices suivants, on peut vérifier le 

résultat avec un logiciel de calcul formel. 

CHAPITRE 3 +: COMPLÉMENTS SUR LES DÉRIVÉES ET PRIMITIVES 

88. + f définie sur R par f(x) = (2x — 1)°. 

89. + f définie sur R par f(x) = (x + 1)(x? +2x +3). 

90. + f définie sur R par f(x) = (x — 2)?. 

9 1. + f définie sur R par f(x) = 2(2x — 3). 

92. + f définie sur R par f(x) = x(x? + 1)2. 

b- Conseil : pour les exercices 23 à 96, on peut se reporter à 
l'exercice résolu 3 du cours. 

93. + f définie sur R par f(x) = is 

Rhe 

94. + f définie sur ]- ce, 3[ par Tlrje ere 
(x-3P 

95. + f définie sur I = f+e ee 
3 (3x-—2) 

96. + ini Rp r@= # 
x2 +1) 

97. + f définie sur R par f(x) = cos x sin? x. 

98. ++ a) f définie sur R par f(x) = sin x cos? x. 

b) f définie sur I = Lo u | Dar) 
sin x 

cos? x 

Déterminer la primitive d’une fonction 
vérifiant une condition donnée 

99. + Soit f la fonction définie sur R par 

f&)= 2co5[24 jé z) 

1. Déterminer les primitives de fsur R. 

2. En déduire la primitive F de f vérifiant la condition 

F0) = 

100. ++ Trouver la primitive F de la fonction f 

vérifiant la condition donnée 

1. fdéfinie sur R par f(x) = (— 3x + 1)? et F(1) = 0. 

2. f définie sur R par f(t)= 3cos[s1 +2) et F(0) = 0. 

3. f définie sur R par f(t)= sin(2: +7 ePAl0)E= 10; 

101. ++ Déterminer la primitive F de la fonction f 

définie sur ]1, + [ par f(x)= 

F2)=2. 

- telle que Le ee 
(x—1) (x+1) 

= ES à 



Je 

Exercices : 

1 02 e ++ Soit f la fonction définie sur ]2, + c[ par 

2x? —8x 
xX)= ——— fe 

1. Vérifier que, pour tout réel x de ]2, + ol, 

8 
= 9 = ——— = 

2. En déduire la primitive F de f sur ]2, + +[ telle que 

F(3)=d 

Exemples d'utilisation 
de logiciels 

1 & 3 e ++++ Économie de carburant avec 
GeoGebra (prolongement : tableur et Maxima) 

Un agriculteur spécialisé dans l’agriculture biologique doit 

se rendre du point € de son champ à sa ferme F. Il se trouve 

à 3 kilomètres de la route qui mène à la ferme, et à 5 kilo- 

mètres de cette dernière, comme indiqué sur le schéma. 

x (en km) 

Roiteno ner 4m "Ferme 

On considère que : 

— les points H, M et F sont alignés sur le bord de la route ; 

CHERS NCEE= 5; 

— la droite (CH) est perpendiculaire à la droite (HF). 

On note x la distance HM. Le fermier cherche à économi- 

ser sa consommation de carburant. Il sait que sa consom- 

mation est : 

— d’un litre de carburant par kilomètre parcouru sur la route ; 

— de k litres de carburant par kilomètre parcouru à travers 

champs (le facteur k, compris entre 1 et 2, dépend de l’état 

du terrain : plus le terrain est accidenté plus K est grand). 

1. On suppose dans cette question que k = 2, c’est-à-dire 

que la consommation à travers champs est le double de 

celle sur la route. 

a) Montrer que la fonction « consommation de carbu- 

rant », notée f,, est définie pour tout nombre réel x de [0, 4] 

par: f(x) = 21%2+94+4-=%x. 

b) Calculer f, (4) et interpréter cette valeur dans le cadre du 

problème. 

2. On se place dans le cas général et on définit, pour tout 

réel k de [1, 2], la fonction « consommation de carburant » 

par : pour tout x de [0, 4], f(x) = kVx2+9+4-—%x. 

a) À l’aide de GeoGebra, créer un curseur permettant de 

réaliser les représentations graphiques des fonctions /j. 

II CIEMAINIEETET me ectour de fonction: Sélectionner 
Algébre Es CAC |Granhia 

= Objets Ibres 10 | Lu PONDEE 
ok=17 x met, 

= Objets dépendants s < ! 
20 F0) = 17 VE +0 +4-x | 6 

b) Exprimer, en fonction de k, la consommation de carbu- 

rant lorsque l’agriculteur coupe directement à travers 

champs pour rejoindre sa ferme. 

c) Le fermier, qui a un grand sens pratique, pense que si K 

est inférieur à un certain seuil K,, il n’est pas utile de 

rejoindre la route et que couper à travers champs n’est pas 

plus cher. 

Observer avec GeoGebra, expliquer et conjecturer la valeur 

approchée arrondie à 0,1 de ke : 

d) Prolongement 1 : affiner la conjecture en utilisant un 

tableur. 

e) Prolongement 2 : confirmer la valeur exacte de k, à l’aide 

d’un logiciel de calcul formel. 

CORRIGE P. 338 
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Les exercices pour le baccalauréat sont des exercices qui pourraient figurer dans l'épreuve de mathématiques du baccalauréat 

STL-Biotechnologies. 

104. ++ Un QCM 

Indiquez sur votre copie, pour chaque question posée, la bonne réponse (ou une bonne réponse) parmi les propositions de 

l'énoncé; aucune justification n’est demandée. 

Dans chaque question, f est une fonction dérivable sur I et F est une primitive de f 

fest définie sur I par: 

EL --2 +1 I=R Fle) 229 

f(x)=-x2-2x+1 I=R F()= = #7 

À f(x)=2-— 1= ]0, + of F(x)= 222 +2 
Fe ; 2 

EF) nt DER B- er 1-5 

Do-2(2.1) I=R 

roc I=R 

Dr -snx+ an I=R 

CORRIGE P. 338 

1 O0 5 e +++ Lecture graphique, détermination 

d’une fonction et primitive 

Voici la courbe représentative d’une fonction f définie et 

dérivable sur R. - 

Figure 1 

1. Lecture graphique 

a) Lire sur le graphique les valeurs entières de f(1), f(3), et 

f'@). 
b) Déterminer le signe de f’(2) et celui de (2). 

2. Détermination de la fonction 

On admet que f est une fonction polynôme du second 

1 

2x—1 

L 

x 

= La F(t)= 2c06[21+ z) 

F(x) = — sin 2x 

F(x)= cos x + cos 2x 

Alors une primitive F de fest définie par : 

E(x)=-x2+x F(x)=-x2+x+1 

L 1 
FOIE Er t HE ES EERT 

Fa)=14 OP 
æ 2 % 

F(x)=- E(x)= 
1 1 

2(2x-1) 2(2x-—1) 

E(t)= e(2+F) F=cos[21+ €) 

F()= sin 2x F(a)=-2 sin 2x 

FE(x) = — cos x — cos 2x F()=—c05x-7 c05 23 

degré donc que, pour tout nombre réel x, 

f(x) = ax? + bx + c, où a, b et c sont des nombres réels. 

En utilisant les résultats de la première question, détermi- 

ner les nombres réels a, b et c. 

3. Primitive 

Dans cette question, toute trace de recherche, même incom- 

plète, ou d'initiative, même infructueuse, sera prise en 

compte dans l'évaluation. 

Parmi les courbes représentatives des trois fonctions F,,F, 

et F, données sur les figures 2, 3, 4, ci-dessous, une seule 

est la courbe représentative d’une primitive de la fonction f. 

Laquelle ? Expliquer le rejet des deux autres fonctions. 

Figure 2 
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2. Quel calcul, apparaissant sur le tableur, justifie l'affir- 

mation suivante : « si 1 % de la population est malade, un 

individu ayant un test positif n’a qu'une chance sur deux 

d’avoir la grippe » ? 

ne 3. On recherche la proportion x de malades dans la popu- 

lation, à partir de laquelle la valeur prédictive positive du 

test, c’est-à-dire f(x), dépasse 90 %. L'utilisation de l'outil 

. valeur cible du tableur fournit comme réponse en cellule 

HE A11, x = 0,083. 
= 0,9 et comparer la solution 

Fe à 99% 
Résoudre l'équation 

98x41 

obtenue avec la réponse fournie par le tableur. 

4. L'expression de la fonction dérivée de f sur [0, 1] est 

99 

ft) 7 (98x +1) 

Calculer f/(0,01) et f (0,09) (arrondir les résultats à l'unité). 

Quelle interprétation graphique peut-on donner ? Figure 4 

1 06. +++ Avec le tableur : 

valeur prédictive positive TICE 

Dans une population donnée, la proportion de personnes 

atteintes de la grippe est notée x avec0 <x< 1. 

On dispose d’un test de dépistage dont le fabricant affirme 

que la fiabilité est de 99 % (probabilité correspondant au 

fait d’avoir un test positif lorsqu'on a la grippe ou d’avoir 

un test négatif lorsqu'on n’a pas la grippe). 

Dans ces conditions, la valeur prédictive positive du test, 

c'est-à-dire la probabilité d’avoir la grippe lorsque le test 

est positif, est donnée par la fonction f définie sur [0, 1] 

par : 

JDA ; : 
où x est la proportion de personnes atteintes (x) = 

98x+1 
par la g mas dans la population. 1 0 2. +++ Primitive avec Maxima TIGE 

2 
4. Pour tabuler et représenter graphiquement la fonction f Soit f la fonction définie sur ]2, + c[ par f(x) = ns 

sur le tableur, quelle formule a-t-on entrée en B2, puis (x —2) 

recopiée vers le bas ? On utilise un logiciel de calcul formel pour rechercher une 

primitive de fsur ]2, + co. 

ie 

Oo ee 20 °0o0ce 

© = ND & à UN  L 

EE 
: cu Agir = 

IIS Ù— jo 

/_ ($i1) define(f(x), (2*x*2-8%x) / ((x-2)”"2)); 

2x2-8 x 

1m s 

Valeur prédictive positive 

Eee more Pen PO 1000 (SES MON PES ES 

re LL CNRAGaSE 
[1 DELRTeREE 
[A UP US PE EE 
y ] Se: 1 O1 ON EF 
LA] MRENAUMEEE ë EEE E ma 

[T1 RUSSE 
ERA RSRRENSUONESE M 

0 0/1 0/2 0/03 0/04 0,95 0,96 007 0,08 009 01 0,1 012 013 0,14 015 0,16 017 018 019 02 

Proportion de malades 

($o1l) f(x):= 

(x-2ÿ 

er 
[0% | 
| _0w | 
[__0® |] 
[0.082522377 |08 
[__01 05 
EU 

[_013 | 
[mnt 
Le: 0 16 2 

ft] SSNREERR 1 

($i2) integrate(f(x),x); 

SRB EEE 8 
(502) 2 x +— 

x—2 

1. Vérifier que l'expression du dernier affichage fournit 
une primitive de f. 

2. En déduire la primitive F de f sur ]2, + «| telle que 
E(3) =1, 
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CHAPITRE 

Si er 

= + 

EN CHIMIE, EN ACOUSTIQUE, EN INFORMATIQUE, DANS LE 

TRAITEMENT DE L'INFORMATION TRANSPORTÉE PAR UN SIGNAL, 
POUR L'INTENSITÉ DE TURBULENCE DU VENT... ON UTILISE 

DES FORMULES OÙ INTERVIENT UN LOGARITHME. 

Connaître les variations, les limites 

et la représentation graphique de la fonction 

logarithme népérien. 

Utiliser la relation fonctionnelle pour transformer 

une écriture. 

Résoudre une inéquation d'inconnue n, entier 

naturel, de la forme g">aoug"<aavecqeta 

deux réels strictement positifs. 



96 

ACTIVITÉS. d'approche 
HSE Transformer un produit en une somme 

Soit f:xr f(x) une fonction définie et dérivable sur I= 10, + œ[, transformant un produit en une 

somme, c'est-à-dire telle que pour tout a del, pour tout b del, f(ab)= f(a)+f(b). (1) 

(Il existe au moins une fonction qui convient : la fonction nulle x 0. Il en existe peut-être 

d'autres...) 

1° En écrivant la relation (1) dans le cas particulier où b = 1, déterminer f(1). 

2° Soit a un nombre réel fixé quelconque dans I. 

D'après la relation (1), pourtoutx del, f(ax)=f(a)+f(x). (2) 

Soitg:xr g(x)=f(ax) etsoit h:x- h(x) =f(a)+f(x). 

IR IR 

Calculer de façon indépendante g'(x) et h'(x) à l’aide de la fonction dérivée f' de f. Pour g'(x) 

voir la remarque 2 du paragraphe 1A. du chapitre 3. (On pourra commencer par traiter le cas 

particulier où a = 2 avant d'aborder le cas général où la valeur de a n'est pas donnée.) 

1 
a) Déduire de la relation (2) et de la question a) que, pour tout x de I, f'(ax)= ae (3) 

b) En écrivant la relation (3) dans le cas particulier où x= 1, démontrer que, pour tout a > 0, 

k : CN. 
f'(a)=— et préciser la valeur de k, constante indépendante de a. 

a 

Quelques mots d'histoire 
Dans ce chapitre, nous allons introduire et étudier de nouvelles fonctions appelées fonctions loga- 

rithmes, la première étant la fonction logarithme népérien ainsi nommée en hommage à un mathé- 

maticien écossais, John Neper ou Napier (1550-1617). À cette époque, les calculs ne se faisaient qu'à la 

main, ce qui rendait les multiplications plus pénibles à effectuer que les additions. John Neper a décou- 

vert un procédé permettant d'obtenir le résultat d'une multiplication à l’aide d'une addition et de tables 

de nombres qu'il a inventés. Les logarithmes étaient nés. 

Cette invention était particulièrement utile au moment où Galilée, physicien et astronome italien (1564- 

1642) créait une lunette astronomique beaucoup plus performante, grossissant 9 fois (en 1609), puis 

20 fois (en 1610) sans déformer les objets : les mesures astronomiques effectuées avec ces nouvelles 

lunettes étaient beaucoup plus précises et conduisaient à des nombres comportant davantage de 

chiffres significatifs. L'utilisation de ces mesures a contribué à l'essor de la navigation maritime à cette 

époque. 

Aujourd'hui en acoustique, en informatique, en chimie, pour l'intensité de turbulence du vent prise en 

compte sur les sites d'éoliennes et pour la propulsion des grands voiliers de compétition. on utilise des 

formules où intervient un logarithme. 

C'est aussi le cas en informatique, dans le traitement de l'information transportée par un signal. 

John Neper 

ou Napier 

(1550-1617) 

Galileo Galilei 

dit Galilée 

(1564-1642) 
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@ Fonction logarithme 
népérien 
A. Définition 

Dans l'activité d'approche 4, nous avons démontré que si une fonction fdéfinie et 

dérivable sur 10, +<[ transforme un produit en une somme, alors d’une part f(1) = 

. Ke 
et, d'autre part, pour tout x de ]0, + co, f'(x)=— où k est une constante. 

x 

Le passage de f” à f s'effectue en cherchant une primitive de f”, par définition d'une 

primitive : voir le paragraphe2A. du chapitre 3. 

Or dans le tableau donnant les primitives des fonctions de référence, le cas de la 
À 1 cn 

fonction xt x°1=— n'est pas traité. 
is 

Nous admettons le théorème suivant. 

THÉORÈME 
DA dat Dit TT 7 

La fonction x + — défir inie sur 10, sCadmer ‘5 primitives sur cet intervalle. 
D dd ee lo PR ER Dh 2e 2h dun ut 

Nous savons que toutes les primitives de cette fonction sur cet intervalle diffèrent 

d'une constante et qu'il existe une seule primitive prenant une valeur donnée pour 

une valeur fixée de la variable. 

En particulier, il existe une seule primitive de la fonction x + — définie sur ]0, + cl 
x 

qui prend la valeur 0 pour x=1 : cette primitive est, par définition, la fonction loga- 

rithme népérien. 

CHALOUTL 1 

Ru CE di A 

La fonction logarithme népérien est la primitive de 
la valeur 0 pourx=1. LS OR LR lu 

Notation 

| xHIn x 

110, + of R. 

Remarque 
CPEEEEELEEEEEE EEE 

La fonction In est une fonction nouvelle : ce n’est ni une fonction polynôme, ni 

une fonction rationnelle, ni une fonction circulaire, … mais d’après sa 

définition : 

PR RER SR 

La fonction In est dérivable sur ]0, + ca et pour tout x de ]0,+co[, In x=—., 
Lutte A CARO EEX 
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Exemples de valeurs de In x 

In 1 = 0 par définition de la fonction In. 

Pour tout x de ]0, + [ une valeur approchée de In x est accessible par la 

touche [In] d’une calculatrice. 

Nous obtenons ainsi : 

In 2 0,693 147 180 6, valeur arrondie à 10712, \ 

In 3 = 1,098 612 289, valeur arrondie à 10°, 

In 4= 1,386 294 361, valeur arrondie à 10°”, 

In 6= 1,791 759 469, valeur arrondie à 10°°, 

In > = 0,693 147 180 6, valeur arrondie à 107'°. > 

B. Relation fonctionnelle 

En observant les valeurs approchées de In 2, In 3 et In 6, nous constatons que 

In(2 x 3) =1In 2 +1In 3 aux erreurs d’arrondis près. De même In(2 x 2) = In 2+1In 2. 

Ainsi dans deux cas particuliers nous constatons que le logarithme d’un produit 

ab est la somme des logarithmes de a et de b. 

Démontrons ce résultat dans le cas général. 

Logarithme d’un produit 

Soit a un nombre réel fixé quelconque dans ]0, + cel. 

Soit g la fonction définie sur 1= 10, + c[ par g(x) = In(ax). 

D'après le théorème de dérivation de x f(ax +b), dans le cas où f= In et b= 0, 

g est dérivable sur I = 10, + + et pour tout x de I, g'(x) = alln'(ax)]. 

1 Ne. » 
Donc g'(x) = a— par définition de la fonction In. 

ax 

Donc g'(x) = a 
x 

Les fonctions x: In xet x: In(ax) ont la même dérivée sur l'intervalle I ; donc la 

fonction x+ In(ax) - In x, qui a une dérivée nulle, est constante sur I. Il existe donc 

un nombre réel C tel que, pour tout x de ]0, + oo, In(ax) — In x= C. Nous obtenons la 

valeur de la constante C en écrivant que l'égalité précédente est vraie en particulier 

pourx=1:lna-1ln1=0c€, ce qui est équivalent à C= In a puisque In 1 =0. 

Nous obtenons donc In(ax) = In x+ In a, d'où le résultat : 

LE 
 Ü Pour tous nombres réels strictement posit +Inb. 

Nous allons tirer plusieurs conséquences de cette propriété fondamentale de la 
fonction In. 

ifs a et b, l (ab)=In a 

Logarithme d’un inverse 

; 1 En observant les valeurs approchées de In 2 et In : nous constatons que 

1 : : 
In 5 In 2 : le logarithme de l'inverse de 2 est l’opposé du logarithme de 2. 

Démontrons ce résultat dans le cas général. 
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1 as. "É: 
En remplaçant b par = dans le théorème précédent, nous obtenons : pour tout 

1 
a>0;ln1=Ina+ln—. 

a 

Orln1=0:donc0=In pere 
a 

THÉCRÈME 

LS EN * à. 

Pour tout nombre réel nicenent PE a, In—=-Ina. 
d AVES MR 

Logarithme d’un quotient 

Soit a et b des nombres réels strictement positifs. 

a 1 
RE mÉ=in[ax 1 donc nÉ=ma+ine b d'après le théorème sur le logarithme d'un 

produit. 

(| $ 1 : 2e $ 
Donc RE INna-Inb puisque Li Inb d’après le théorème ci-dessus. 

THEOREME 

ri LS 

Pour tous nombres réels strictement posi itifs a et b, In 
br: MINES CH 

A Hi Hot ON Lu Spas 

Logarithme d’une puissance 

Soit a un nombre réel strictement positif. 

In a2=In(a x a)=In a +1In a = 21n a d'après le théorème sur le logarithme d'un pro- 

duit. 

De mêmeln a =In(a2xa)=Ina?+Ina=2Ina+lna=3lna. 

Et ainsi de suite : In a*=4 In a, In a =5 In a... 

Nous admettons que, pour tout nombre entier naturel n, In a"=nin a. 

Ce résultat est encore valable pour n = 0 puisque a°=1, donc: 

Inad=In1=0et0ina=0. 

Montrons que ce résultat est encore vrai lorsque n est un nombre entier négatif. 

En effet, nous avons dans ce cas, In a” = 

1] re ; : une 
One In a” d'après le résultat sur le logarithme d'un inverse. ee 

Donc In a°=- In a” où (- n) est un nombre entier naturel. 

Donc In a” =-(-n)1In a d'après ce qui vient d'être démontré lorsque l'exposant est 

positif. 

Donc In a” =n In a dans le cas où nest un nombre négatif. 

En définitive : 

LULU 

__ Po r tout nombr 

In a"= nina. à 

strictement positif, pour : tout nombre é ‘entier relatif n, 
Ke + CARNET EE LES 
LT LDISL e PTS 

re réel a st 
4 

‘a 
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LTOO 

Logarithme d’une racine carrée 

Soit a un nombre réel strictement positif. 

Va xa =a donc In(Va xVa)=Ina. 

Or In(Va xVa)= In(Va) +In(Va) d'après le théorème sur le logarithme d'un pro- 

duit. 

Donc 2In(Va)=ina. 

TNT 
MAR dTET EE 

TT SDS 4, F1 46 0 CORTE 

__ Pour tout nombre réel a strictement Pet In(-/a) J= SIna -  ÉLSÈ TRE 
TARN UN te: PENSE 2 RSR DT LE 2. 

C. Étude des variations et courbe représentative 

de la fonction logarithme népérien 

Sens de variation, signe 

Par définition de la fonction logarithme népérien, la fonction In est définie et déri- 
, 1 

vable sur 10, + [ et, pour tout x > 0, In'(x)=— > 0. 
x 

Nous en déduisons que la fonction In est strictement croissante sur ]0, + col. 

Son tableau de variation est donc: 

0 1 + co 

Nous en déduisons immédiatement le signe de In(x) quand x varie dans ]0, + ol: 

CE! QU'IL FAUT CLUILE 

_ Pou ur tout x de], FE eLInx> 0. 

| Pou r tout x de] ]0, 1 [Ç,inx < di 

E 

= 

La 

Plus généralement on déduit du sens de variation de la fonction In les équivalences 

suivantes : 

DEAURIE FA BTS SAVOIR: | 

Pour tous nombres réels, a, b sets positifs : 

+ Ina=inbsiet seulement sia= b; 

. Ma £ In b si et seulement si a<b; 

+ Ina< In b si et seulement si a A 

Limite de In x en + 

Observons, à l'aide d'une calculatrice, les valeurs prises par In x pour des grandes 

valeurs de x: 

Tableau 1 

10 1.000 :105: “0° 

[18/4 2,30 6,91 13,82 20,72 
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Nous constatons que In x augmente «lentement» quand x augmente: pour 

x= 1 milliard, In x est encore voisin de 20. 

On démontre que : 

10P étant choisi aussi grand que l’on veut, In x est supérieur à 10P dès que x est 

assez grand. 

Cette propriété s'écrit : 

lim Inx=+ 
- 3 AT) 21 0e 

RE 
RE 

Nous préciserons le comportement de In x pour les grandes valeurs de x à la fin de 

ce paragraphe C.. 

Limite de In x en 0 

Observons, à l'aide d'une calculatrice, les valeurs prises par In x pour des valeurs 

de x proches de 0: 

Tableau 2 

0,1 0,001 i\e 107 

In x 2,30 | 6,91 } - 13,82 ; 20,72 

En comparant les contenus des tableaux 1 et 2, nous observons que : 

1] 
- les valeurs de x sont inverses : 0,1= ME 000: 

10 1000 

- les valeurs de In x sont opposées. 

: es L 2 ? 
Ce résultat est général car In—=-—In a pour tout a > 0. Nous en déduisons le résul- 

a 

tat suivant dont l'interprétation graphique est donnée en remarque. 

CE QU'IL FAUT SAVOIR | - 7 KT DANS SUN 
Near: 11% liminx= 09: 

AE Se à 
PUR © © CR » 2 

CPEELEELEEEELE EEE) 

La courbe représentative de la fonction In admet l'axe des ordonnées pour 

asymptote verticale. 

Tableau de variation et courbe représentative 

La définition et les résultats obtenus ci-dessus permettent d'établir le tableau de 

variation complet de la fonction In. 

1 
Signe de In’(x) = n " 

: Nr 

Variations de In A La 
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Pour tracer la courbe représentative @ de la fonction In dans le plan muni d'un 

repère orthonormé (O; H j) on détermine les coordonnées d'autant de points que 

l’on veut avec une calculatrice (figure 1). 

4 

Figure 1 

Nombre e 

Nous observons graphiquement sur la figure 1 qu'il existe un point unique de la 

courbe @ ayant pour ordonnée 1 ; son abscisse est voisine de 2,7. 

Au-delà de cette observation graphique, l'existence d’une solution unique pour 

l'équation In x= 1 repose sur la variation de la fonction In qui est strictement crois- 

sante sur ]0, + «[ et qui prend chaque valeur réelle une fois et une seule quand x 

varie dans ]0, + ce. 

Il'existe donc un seul nombre réel x tel que In x=1. 

102 

e = 2,718 28 s'obtient sur une calculatrice avec la touche e* dans le cas où x=1. 

Remarque 1 

Observez en déplaçant une règle sur la figure 1 que la tangente à la courbe € 
au point d’abscisse e semble passer par l’origine ©. 

Pour le démontrer, écrivons une équation de cette tangente : 

1 ;. 
y—Ine=-(x-e), c'est-à-dire y=—-xcarine=1. 

e e 

Ainsi pour x = 0, on a y = 0 : la tangente considérée passe par ©. 

Remarque 2 
CECEELEELEE ETES 

Sur la figure 1 nous pouvons observer qu'il existe un point unique de la 

courbe € ayant pour ordonnée — 1. 

Ine=1 donc In—-=-—1 d’après le résultat sur le logarithme de l'inverse. 
e 

, : : ; À 1 
L'abscisse du point de € d’ordonnée — 1 est donc —=e"!, 

e 

De même In e? = 2In e d’après le résultat sur le logarithme d’une puissance, 
Ine?=2carine=l1. 
De même In e*=3,1ne-?= - 2, …, et de façon générale : 
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SE QUIL FAUT SAVOIR] 
8 ‘Sage 

fait -. À 
A HS CN ON A NT PSE 

_ Pour tout nombre entier relatif n, In e"= POS SR RS à 

De plus, nVe==ine, donc In Ve= =. 

1 

In——=-InvVe, donc LL AR 
Ve Venw2 

Dr In x 
Limite de —— en + 

x 

Nous avons vu que lim Inx=+c après avoir constaté à l'aide d'un tableau de 
X—+ 00 

valeurs que In x augmente « lentement » quand x devient de plus en plus grand. 

Nous observons sur la figure 2 que la courbe représentative de la fonction In 

«monte plus lentement » que la droite représentant la fonction x x lorsque x 

prend des valeurs de plus en plus grandes. 

Pour comparer les deux nombres positifs In x et x lorsque x devient de plus en plus 
nm IT 

grand, nous allons étudier leur quotient —. 
x 

He | 100107 T1 000= 10° 105 10° 

0,046 6610107 AN28 010007 07 108 

1 In x a Fr 
Il semble que, lorsque x devient grand, —— se rapproche de 0 mais les théorèmes 

D 
relatifs à la limite d’un quotient ne permettent pas de conclure. 

Nous admettons ici le résultat suivant. 

Ce résultat peut se retenir sous la forme imagée suivante : 

«x l'emporte sur In x en + co ». 

Remarque 
CCEELECECEEELELEE] 

Pour tout nombre entier naturel # tel que n > 1 et pour tout x > O, 

Intense 
n=1 ‘ 2 % x 

In x . 1 
Or lim——=0 et lim OMC re l 

x—+oo X X—+ 00 xl 

In x } a 
Donc lim ——=0 d’après un résultat sur la limite d’un produit. 

X—+o x" 
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@ Fonction composée 
de la forme In u 
A. Limites delnu 

Ces limites sont abordées pour traiter des situations issues des autres disciplines. k: 

Exemple 

Soit fla fonction définie sur ]- à + œ[ par f(x) = In(3x + 5). 

Pour calculer f(x) nous pouvons calculer d'abord u(x) = 3x + 5, puis calculer 

f(x) = In(u(x)). Nous savons que quand x tend vers +, u(x) = 3x +5 à même 

limite que 3x, donc que u(x) tend vers + c. 

1 000 105 10° 

u(x)=3x+5 3 005 3 x 10$+5 3x 10°+5 | 

HE 01010 0) | 8,008 14,914 21,822 

Nous observons sur le tableau ci-dessus que lorsque x prend des valeurs de plus en 

plus « grandes », f(x) = In(u(x)) augmente « lentement », comme In x. 

Nous admettons le résultat suivant qui ressemble au théorème admis pour la limite 

d'une fonction de la forme u”. 

THÉORÈME 
ARE EN RE Fe 

imu(x)=b etsi limilnX=c, alors limIin(u(x))= c. 
x 20 AE E TE XESbe ESREUEN Pate 

EXERCICE Sn mms resolu ÉNONCÉ 

Soit f la fonction définie sur ]- + oo[ par f(x) = In(3x +5). 

1° Déterminer lim f(x). 
X—>+#00 

2° Déterminer lim, f(x). 
X—-= 

3 

MÉTHODE SOLUTION le DER et A PTE NP SEE 

, 1° Pour tout x de ]-—,+0[, f(x) = In(u(x)) avec u(x) = 3x +5. 
Exprimer f(x) sous 3 

la forme In(u(x)). La fonction polynôme u a même limite en + que sa fonction monôme de 
+ z . , 

Déterminer lim (x). plus haut degré. Donc lim u(x)= lim 3x=+0. 
PET X—+ 00 X—+00 

lim u(x)=+c et lim InX=+, donc lim f(x)=+ car f(x) =In(u(x)). 
Appliquer le théorème XD 400 X—+c0 X—+00 

ci-dessus. 5 

st ; MORTE 2° limu(x)=0 car u|-—|=0. 
Déterminer lim (x). Re) 5 

5 
“a 3 

lim, u(x)= 0 et liminX=-, donc lim, FLO = — co car f(x) = In(u(x)). 
Appliquer le théorème Lane) 

3 
; X=—— 

ci-dessus. 3 
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B. Dérivée delnu 

Soit u une fonction dérivable sur un intervalle I et telle que, pourtoutxdelI,u(x) > 0. 

Soit f la fonction définie sur I par f(x) = In(u(x)). 

Nous admettons le résultat suivant qui ressemble au thèorème admis pour la déri- 

vée d’une fonction de la forme u”. 

TT 
- Soit u une fonction dérivable et strictement positive sur un intervalle I. 

u'(x) 
La fonction f définie sur I par f(x) =In(u(x)) est dérivable sur I et f'(x)= ot 

u(x 

EXERCICE 7 ét NIUE Ehoncé 
Soit f la fonction définie sur R par f(x) = In(x2? +1). 

Déterminer f”(x). 

MÉTHODE SOLUTION 

Pour tout x de R, f(x) = In(u(x)) avec u(x) = x? +1 > 0. 
Exprimer f(x) sous 

la forme In(z(x)). 
Pour tout x de R, u'(x) = 2x. 

Déterminer (x). 

u'(x 
=> PourtoutxdeR,f'{(x)= À 

Appliquer le théorème u(x) 
ci-dessus. 2x 

donc fhE=———. 
x +1 

L 

C. Primitives de oùu>0o 
u 

Nous admettons le théorème suivant qui ressemble au résultat admis pour les pri- 

mitives d’une fonction de la forme u'u” où nest un entier relatif différent de — 1. 

THÉOREME 

Soit u une fonction dérivable sur un intervalle I telle que pour tout élément x del, 

u(x) > 0. 

: ae sont définies sur I par Les primitives de la fonction f définie sur I par f(x)= 

F(x)=Inf[u(x)]1+ €, où C est une constante réelle. 
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EXERCICE 
résolu 3% 

MÉTHODE 

Appliquer les résultats 
sur les primitives d’une 
somme et les primitives 
des fonctions usuelles. 

Faire apparaître une forme 
? 

: avec u(x) > 0. 
u” 
u(x) 

Appliquer le théorème 
ci-dessus. 

ÉNONCÉ 

: Are 1 
Déterminer les primitives de la fonction g définie sur ]- Se par 

1] 
X)=3x+1+ ; 

909 2x+1 

SOLUTION 

ne 1 ; 
Les primitives de la fonction g sont les fonctions G définies sur ]- 4 + oo[ par 

GLI= TX +x+C+F(x), où Fest une primitive de la fonction x RE 

14 u'(x 
n'est pas exactement de la forme - car pour u(x) =2x+1,0ona 

u(x = 2Xx+1 

O0 2: 

ci 
DR 2 DOI 

Cependant 
1] 

avec 2x+1>0 DOG ONCE E 

2 
Une primitive de x estx In(2x+ 1). 

2Xx+1 

he 
2X+1 22x+1 

1 
Donc une primitive de x est x nee te | 

1 
En conclusion GLo= Ex 1e OA OURS 

D. Résoudre une inéquation d’inconnue n (entier naturel) 

EXERCICE 

MÉTHODE 

Donner l'expression de u, 
en fonction de n. 

Utiliser les résultats : 4 <b 

si et seulement si 

Ina<Iinbetina"=nIn a. 

de la forme q'>aouqg'=<a 

ÉNONCÉ 

Soit (u,) la suite géométrique de premier terme u, = 1 000 et de raison 1,04. 

Déterminer la plus petite valeur de n pour que u, > 2 000. 

SOLUTION 

On sait que si (u,) est une suite géométrique de premier terme u, et de raison 

q, pour tout entier n, U, =u,q". 

Avec ü,= 1 000 et q = 1,04, on obtient u, = 1 000(1,04)". 

Les inéquations suivantes sont équivalentes pour tout entier naturel n : 

u, 2 2 000 ; 1 000(1,04)" > 2 000 ; (1,04) > 2 ; In[(1,04)] > In 2 ; nIn(1,04) > In 2: 

n> car In(1,04) > O. 
In(1,04) 

| 
n2 7 67. 

In(1,04) 

Donc la plus petite valeur de n telle que u, > 2 000 est 18. 

44 et 46 
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© D’autres fonctions 
logarithmes 

D'autres fonctions logarithmes sont à connaître pour leurs applications dans les 

sciences physiques et les sciences et techniques industrielles ou de laboratoire, 

notamment la fonction logarithme décimal et la fonction logarithme de base deux. 

À. Fonction logarithme décimal 

DEFINITION | 

La fonction logarithme décimal est la fonction, not: ée log, définie sur 10, + cf par 
In x à M ét A RETETE 

x log x=—. ir | 

In10 

Exemples de valeurs de log x 

In1 : 
0 fe, car ain 1=0Q. 

In10 

Re Rutes 
In10 

2 ro Le _2m10_, 

In10 In10 

Plus généralement : 

Pour tout nombre entier relatif n, log 10”=n. 

Remarques 

|loglab)=loga+logh + La relation fonctionnelle de la fonction In et ses conséquences sont encore 

valables pour la fonction log. 

. Les variations de la fonction logarithme décimal sont les mêmes que celles 

de la fonction In puisque In 10 est positif. 

+ Ce sont les logarithmes décimaux que John Neper a créés. 

Avant que ne se développent les calculatrices électroniques on utilisait des 

tables de logarithmes décimaux pour faire des calculs numériques. Il pouvait 

alors être intéressant de définir certaines notions à l’aide de la fonction 

logarithme décimal comme le pH d’une solution où l'intensité d’un son. 

Un peu d'histoire des outils de calcul 
Jusqu'à la vulgarisation des calculatrices, entre 1970 et 1980, pour faire des calculs « com- 

pliqués » on utilisait des tables de logarithmes népériens, des tables de logarithmes déci- 

maux, ou divers instruments de calcul utilisant les propriétés des fonctions logarithmes, 
In(x) 

In(10) 

donc log(10)= 1, ce qui rend ceitains calculs effectués «avec les tables » plus simples 

qu'avec la fonction logarithme népérien.) 

Sur la photographie ci-contre, figurent, en dessous, une table de logarithme népérien du 

xvié siècle, et par dessus, une « règle à calcul » utilisée vers 1960 et la table de logarithmes 

décimaux que tous les lycéens de Terminale avaient dans leur cartable entre 1950 et 1970. 

Les calculatrices ont beaucoup évolué ces quarante dernières années, de la calculatrice 

«quatre opérations » de 1970 aux calculatrices graphiques d'aujourd'hui, sans parler de 

celles (non exigibles en Terminale STL) équipées d'un logiciel de calcu
l formel qui donnent 

comme la règle à calcul. (La fonction logarithme décimal est définie par log(x) = 

l'expression de f'(x).… 
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B. Fonction logarithme de base deux 

DÉFINITION 

La fonction logarithme de base deux est la fonction, notée log> définie sur 10, + 

In x j 
Pen ios | Rvit 

Exemples de valeurs de log, x 

In 
log, 1=——=0, car In 1=0. 
2 In 2 

In 2 - 
e log, 2=——=1. 

D In 2 

INn2222n2 
log, 4 = = = 
MOTO 2 

Plus généralement : 

pour tout nombre entier relatif n, log, 2°=n. 

Remarques 
snssssossssssseese 

+ La relation fonctionnelle de la fonction In et ses conséquences sont encore 

valables pour la fonction log; 
+ Les variations de la fonction log, sont les mêmes que celles de la fonction In 

puisque In 2 est positif. 

b- En informatique, dans la théorie de l'information transportée par un signal, on utilise le 
logarithme de base deux pour traiter l'information contenue dans un bit (binary digit) qui peut 

_ prendre deux valeurs et deux seulement, codées 0 et 1. Un bit peut prendre 2! =2 valeurs. Deux 

bits peuvent prendre 22 = 4 valeurs (00, 01, 10, 11). Trois bits peuvent prendre 2° = 8 valeurs. Un 
octet vaut 8 bits et peut prendre 25= 256 valeurs. La relation log;(2”) = n permet de passer du 

nombre de valeurs. possibles au nombre de bits nécessaires. Ainsi log, (256) = 8. 

> En imagerie numérique, on utilise le logarithme de base deux pour exprimer la dynamique d'une 
image. Siles intensités lumineuses peuvent prendre n valeurs, la dynamique de l'image, exprimée 
en stops (un stop correspond à à un bit) vaut log;(n). Dans un fichier JPEG, le pixel le plus sombre a 
la valeur 0 et le pixel le plus clair a la valeur 255 soit 256 valeurs possibles. La dynamique d'un 

_ fichier JPEG est l0g,(256) = 8 stops. Un fichier RAW a en général une dynamique de 10 stops. 

b En cinématographie, la notion correspondante est celle d'« Exposure latitude ». Un film négatif 
standard mesure 7 stops et un film négatif « Extended latitude » mesure 11 stops. Pour les écrans, 

la dynamique d'affichage correspond au taux de contraste. La technologie LCD mesure 9 stops su 
la technologie SED, 16 stops. 
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Définition 

e e 4 s 4 . ° 1 H La fonction logarithme népérien, notée In, est la primitive de x+>— sur ]0, + >1[ qui 

prend la valeur 0 pour x= 1. É 

Relation fonctionnelle 

Pour tous nombres réels strictement positifs a, b, pour tout nombre entier relatif n, 

<Inab=lna+linb: 

1 a 
ds LUE D ter In a'=nina;nVa= Ina. 

Limites 

-limin X=-c; lim In x=+0 ; 
x—0 X—+00 

In x In x 
* lim ——= 0. Pour tout nombre entier naturel non nul n, lim = 0. 
X—+> X x=—H+o X1 

Ce qu’il jaut savoir 

Variations - Courbe représentative 

X 0 1 + co 

; ; 1 
Signe de In'(x) =— + 

x 

Dr apr 0 Variations de In PA 

Le nombre e 

-e est le nombre réel défini par : In e = 1 (e = 2,718). 

- Pour tout nombre entier relatif n :In e”=n. 

Dérivée de In u | 

Soit u une fonction dérivable et strictement positive sur un intervalle I. 

u'(x) 
La fonction f définie sur I par f(x) = In(u(x)) est dérivable sur I et f'(x)= : 

u(x) 

sue u' 
Primitives de Fe 

Soit u une fonction dérivable sur un intervalle I telle que pour tout élément x de I, 

u(x) > 0. 

Les primitives de la fonction f définie sur I par f(x)= re sont définies sur I par: 

F(x) = Inl[u(x)] + € où Cest une constante réelle. 

Fonction logarithme décimal 

La fonction logarithme décimal est la fonction notée log définie sur 10, + «[ par 

In x 

TC 
ds 
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TP Utiliser une calculatrice 
sonsonses 

{ pour étudier une fonction logarithme 

Coût de production 
Cet exercice vous guide dans l’utilisation d’une calculatrice pour procéder à l'étude d’une fonc- 

tion logarithme et à la résolution approchée d'une équation. 

LOGICIEL UTILISÉ Une société a conçu un certain type d'objet pour l’industrie ; elle étudie sa commercialisation. 

Elle aimerait, en particulier, ne pas dépasser un coût de production de 12,5 milliers d'euros. 
Calcula- 
trice Le coût de production de x centaines d'objets, exprimé en milliers d'euros, est donné par : 

C(x) = In(50x? + 112,5) avec 0 < x < 100. 

A. Tableau de valeurs 

On souhaite compléter le tableau suivant. 

tee 0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100 

C(x) 

+ Calculatrice de marque CASIO 

Entrer dans le menu des tables en faisant [MENU)[TABLE) [EXE|. 

Entrer en Y1 l'expression de la fonction C. 

Pour régler la table, faire [SET} puis entrer dans Start la première valeur de x, dans End la dernière 

valeur de x et dans Step le pas entre chaque valeur de x. 

Faire [TABL]| pour obtenir la table. 

able Settina 
# ie dl 

] A 4.229 
Start:6 ] È 
End :194 1 | 20 = 

à 30 10.716 a 

FÜEH CIF EvxT K-CoN[G-FLT 

+ Calculatrice de marque Texas Instruments 

Pour éditer la fonction, faire f(x)] ou |Y=| puis, à la ligne Y,, entrer l'expression de C. 

Pour régler la table, faire [2nde][déf table] ou [2°] [TBLSET] puis entrer dans déb Tbl ou TblStart la 

première valeur de x et dans Pas ou ATbl le pas entre chaque valeur de x. 

Faire [2nde]|table] ou [2° [TABLE] pour obtenir la table. 

Grarhi GrFarhé 0Farhi 

ARMES 
| 

ae 

Da pe be be LD ED Cu nl ET" LE ET CNT ET ET AT ETAT Let [re Le 

y 

1 
F 
L 
ci 
1 

1. À l’aide des résultats affichés par votre calculatrice, reproduire et compléter le tableau de 
valeurs (arrondir à 105). 

2. Pour quelles valeurs de x, figurant dans le tableau, le coût de production dépasse-t-il 12,5 mil- 
liers d'euros ? 
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B. Résolution graphique 

On souhaite réaliser sur la calculatrice une représentation graphique de la fonction C sur l’inter- 
valle [0, 100] ainsi que tracer la droite d’équation p=12;5: 

À l’aide d’un zoom, on précisera l’abscisse du point d’intersection de la courbe et de la droite. 

+ Calculatrice de marque CASIO 

Venir dans le menu de graphiques en faisant [MENU] GRAPH] |EXE]. 

Pour régler la fenêtre, faire [SHIFT||V-Window] puis entrer Xmin et max selon le domaine d'étude, 
scale correspond au pas de graduation de l’axe. Pour les choix de Ymin et max, on considère les 
valeurs apparues dans le tableau précédent. 

Dans l'écran d'accueil du menu graphique, ajouter Y2 = 12.5 puis faire [DRAW] pour obtenir le 
tracé. 

Pour parcourir la courbe, faire [SHIFT] [Trace] puis [| ou >| 

HT mir 

min 20 (CONICS | . FETE TU 3 

| dde dés ur 550 -| (ENIT ÎTRIG(ETE ee. CE LP UP GE {=el. 42861143  Y=10. 04636133 

Pour zoomer, faire [SHIFT|[ZOOM| puis BOX, se déplacer par [] ou >] et valider les coins. 

=ln CSkE+113,53 

Lire 

EE | 

=gU.UUUUUUUU  Y=10,USIG129 213, 28002328  Y=18, 5010289 

+ Calculatrice de marque Texas Instruments 

Faire {f(x)| ou [Y=| puis, à la ligne Y,, entrer 12.5. 

Pour régler la fenêtre, faire [fenêtre ou WINDOW| puis entrer Xmin et Xmax selon le domaine 

d'étude, Xgrad ou Xscl correspond au pas de graduation de l'axe. Pour les choix de Ymin et 

Ymax, on considère les valeurs apparues dans le tableau précédent. 

Faire |graphe| ou [GRAPH] pour le tracé et pour parcourir la courbe, faire |trace| ou TRACE] et || ou |. 

Grarhi Grarhé Grarhi Ti=iniEqui+iié, ni 

.1Blnéséké+112. 

ze." es404 ,Y=10.530171 4 

Pour zoomer, faire [zoom] ou [ZOOM| puis 1:Zboîte ou 1:ZBox, se déplacer par [4] ou | et valider 

les coins. 

Vi=iniEüi+ilé El 

rs 

n=r 3.211861 Y=1é.49916p. MENU MÈRES y=dd.1ÈQUsE à 
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/ . . . 2. 

1. Quelles sont, après avoir effectué un zoom, les coordonnées approximatives du point d'inter- 

section apparaissant à l'écran ? 

2. Donner une valeur approchée de la solution de l'équation C(x) = 12,5. 

C. Résolution numérique approchée 

On souhaite, en précisant le tableau de valeurs de la question A.1., approcher au mieux la solu- 

tion de l'équation C(x) = 12,5. 

+ Calculatrice de marque CASIO 

Dans le menu (TABLE, modifier [SET] de façon à obtenir la table apparaissant sur les images d'écran 

ci-dessous. 

Vin CSNE+112.5 =In COGRE+T 12.55 

13.23 12.199 13.23 12,499 

13.24 [EXTEE) 13.24 12.499 

13,85 12,5 13.25 MES 

13.86 12,5 13,26 12.5 

[3 12,4999258 12.59919875 
For [0 COUP EDIT Koh [G-FLT For (a EP Eux Gcon[c-FLT 

+ Calculatrice de marque Texas Instruments 

Modifier les réglages de [2nde]|déf table] ou (2"|[TBLSET, de façon à obtenir la table apparaissant sur 

les images d'écran ci-dessous. 

DEFIHIR TABLE 
DÉBTH1=" 5, 2 
Pas=, fi 

STATE ET CALE SALUT HE Es CAC ET ENT NT ENT ENT ET CU Et Ets Ets Ch D LE Ra LA LA La La La LA FA TA PA FA Po of Pos CU ARLES 

. 

. 

. 

. 

. 

7 
7 
7 
Fe 
7 
d 

12.4999259125| [Mi=12.586198r7 345 

L. Justifier, d’après ces tables, que C(73,24) < 12,5 et que C(73,25) > 12,5. 

2. En déduire le nombre maximum d'objets que l’on peut fabriquer sans dépasser un coût total 

de 12 500 €. 

TP  Exploiter la fonction logarithme de base 10 en chimie 
suossonss 

LOGICIEL UTILISÉ 

PH d'une solution 
L’acidité d’une solution est mesurée par son pH défini par pH = — log x, où log désigne le loga- 

rithme décimal et x la concentration en ions hydronium (H,0*) exprimée en moles par litre. 

A. Échelle logarithmique des pH 

À l’aide d’un tableur, établir un tableau de valeurs des pH 

pour des concentrations en ions H,O* allant de 10° mol/l 

à 1 mol/l avec un pas de 10. On pourra utiliser un format 

de cellule en notation scientifique et la fonction loga- 

rithme de base 10 notée LOG10. 
1,00E-005 

1. Que fait le pH lorsque la concentration en ions H,O* LODE-004 

est divisée par 10 ? _— ; 
1,00E-001 2. Que fait la concentration en ions H,O* lorsque le pH 

est diminué de 2 unités ? 

B. Fonction donnant le pH selon la concentration en ions H,0* 
On désigne par f la fonction donnant le pH selon la concentration x en ions H,0* exprimée en 
mol/I. On a donc f(x) = — log x. 
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En étudie l'évolution du pH d’une solution dont la concentration en ions H,0* augmente régu- 
lièrement de 20 % à partir de la concentration de 10-° mol/I. 

À l’aide du tableur, tabuler la fonction f pour x débutant à 10° puis augmentant de 20 % jusqu’à 

atteindre 2,8 x 1077. 

Représenter la fonction f en choisissant comme type de graphique « nuage de points » ou « XY 

dispersion », selon le tableur utilisé. 

B2 “ = [oc 
1 4 
| 1 | concentration | __pH 

M oo | _: | 
[3 | 1205009 | 8921 HA 
[4 | 1446009 | 882 | + 
[5 | 1736009 | 272 | 
EL CITE tea ei 17 008 Eos | HOFsals LES tes Se PS ONE 

8,604 As 
[8 | 299009 | 25235 | 5 « + 
[at 5er =. CNE 
[w] se) 
E: 8. ru 
[| CET le ni x 
[13 | 743€ Drama À 0e 
[18] 892600 | 805 | 
[15] 107008 | 791 | 
OR a ren Re Ne 
[17] 1546008 | 782 | EE 
[18 | 1856008 | 7733 | es | | 
[19 | 2225008 | 7,654 0.00E-000 5006008 1006007 1506007 2005007 ZSDE007 3.00E-007 

[2 | 2666008 | 7575 | concentration en ions hydronium EE. 

Ca auto À 7u6 | | PEER Er | 
23 4,60E-008 7,337 VERTE sa | S [ æ [ E | 

1. On suppose que la concentration en ions H,O* dans le sang est 3,83 x 10" mol/l ; que vaut 

alors le pH du sang (arrondir à 1071) ? 

2. En utilisant le graphique et les valeurs de la table, donner une valeur approchée arrondie à 

108 de la concentration en ions H,O* lorsqu’après un effort violent, le pH du sang vaut 7,2. 

C. Fonction donnant la concentration en ions H,0* selon le pH 

Pour répondre plus facilement à une question telle que la précédente, mieux vaudrait considérer 

la concentration en ions H;O* en fonction du pH. 

On désigne par g la fonction donnant la concentration en ions H,O* exprimée en mol/l en fonc- 

tion du pH. 

À l’aide du tableur, représenter la fonc- 

tion g sur l’intervalle [6,55 ; 9] en prenant 

la colonne des pH en abscisses et la colonne 

des concentrations en ordonnées. 

1. D’après le graphique, quel est le sens 

de variation de la fonction g sur l'intervalle 

[6,55'; 9]? 

2. Comment évolue la concentration en 

ions H,0* lorsque le pH augmente ? 

b- Une expression algébrique de la fonction g (exponentielle de base 10) sera donnée au chapitre 5. 
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TP _Exploiter la fonction logarithme de base 10 

LOGICIEL UTILISÉ 

GeoGebra 

3 dans le secteur technologique 

Ce TP permet d'évaluer des capacités mathématiques développées grâce aux TICE. 

Perte de puissance du signal sur les fibres optiques 

De nos jours, les autoroutes de l'information offrent la possibilité de transmettre des données, de 

la voix, des images etc. d’un bout à l’autre de la planète. Aujourd’hui, 80 % du trafic mondial 

longue distance se fait par fibres optiques. Les technologies de télécommunications par fibres 

optiques, en constante amélioration depuis une trentaine d'années, permettent en effet de trans- 

mettre des informations sur de très longues distances et à de très hauts débits. 

Une fibre optique est jugée performante lorsque, sur une longueur donnée, la puissance du signal 

qu’elle transmet subit une perte minimale. Pour caractériser la perte de puissance dans une fibre 

optique, on utilise le coefficient d'atténuation, noté À, exprimé en décibels par kilomètre selon la 

1 P 
formule suivante : À = . x10 x log 2) où 

S 

L est la longueur de la fibre optique, en km ; 

P, est la puissance du signal lumineux à l'entrée de la fibre, en mW ; 

P. est la puissance du signal lumineux à la sortie de la fibre, en mW. 

9 M=(2.22222, 0.693567) 
L-@ f(x) = 10/5 Ig{x) 

Créer un fichier GeoGebra comportant un curseur L de 0 à 50 avec un incrément de 0,1 ; un cur- 

seur P_e de 0 à 10 avec un incrément de 0,1 et un curseur P_s de 0 à 10 avec un incrément de 0,01. 

Calculer la quantité A=(10/L)*Ig(P_e/P_s), puis créer le point de coordonnées (£. 4) et tracer la 

courbe correspondant à f(x)=(10/L)“Ig(x). FE 

D Remarque : sur GeoGebra, lg désigne le logarithme décimal. « 

D. Détermination du coefficient d'atténuation A 

On suppose dans cette partie que la longueur de fibre optique est L = 5 km et que la puissance du 

signal d'entrée est P,=5 mW. 

1. a. Un technicien effectue une mesure de puissance lumineuse à la sortie d’une première fibre 

et obtient P,= 2,55 mW. Déterminer le coefficient d'atténuation de cette fibre (arrondir à 102). 

b. Un technicien effectue une mesure de puissance lumineuse à la sortie d’une seconde fibre et 

obtient P,= 1,77 mW. Déterminer le coefficient d'atténuation de cette fibre (arrondir à 10 ?). 

2. a. Quel est le signe de À lorsque P, > 5 ? Cette situation est-elle physiquement possible ? 
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b. Quel est le comportement de À lorsque P, diminue ? 

c. Le tableau ci-dessous est extrait du catalogue d’un fournisseur de fibres optiques : 

Référence de la fibre optique q b (a 

Coefficient d'atténuation A (dB/km) 1,50 0,90 0,25 

Quelle est la référence de la fibre optique la plus performante ? 

Appelez le professeur pour présenter votre démarche et vos réponses. 

E. Détermination d’une longueur critique 

On considère les trois types de fibres optiques référencées dans le tableau précédent. 

Lorsque le signal lumineux transmis perd 90 % de sa puissance (c’est-à-dire que P, ne vaut plus 

qu'un dixième de P,), il nécessite une amplification. 

Au bout de combien de kilomètres le signal transmis par chacune des fibres 4, b et c doit-il être 

amplifié ? 

(On pourra tracer sur le fichier GeoGebra les droites d'équations y = 1,5 ; y = 0,9 et y = 0,25 pour 

fournir une première réponse approximative, puis donner l'expression de L en fonction de A 

dans cette situation et effectuer les calculs.) 

Appelez le professeur pour présenter votre démarche et vos réponses. 
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Exercices 

E f Exercices 

mt 

Utiliser la relation fonctionnelle pour transformer une écriture 

Su _ _ n % y 

su ul Al 0 

ER Rire 2 

La: FAR 
Déterminer des limites | . “8al2 

(2j LA À: 

, cc BP et L 3 

Calculer la dérivée de fonctions 19à23 
RON NE © 

: ; ns MÉTRO T 
Déterminer des primitives 30à35 

D RES 

ET 

= . . . , : | % = 2 L 

Étudier des variations 
RL EEE LEA 

RCRAT TES, IL: 

EN CAIN IE 

Résoudre des inéquations d'inconnue n : ,, 46.6 
n n flo 44, 46, É delaformeg'z>aoug'<a PRET 

à Mes ES Es 

Utiliser la relation fonctionnelle 
pour transformer une écriture 

Résoudre dans I l'équation ou l'inéquation suivante 

(exercices 1 à 7). 

Méthode : Dans chaque exercice, mettre l'équation (ou 

l'inéquation) sous la forme In a = In b, équivalente à a = b (ou 

In a < In b équivalente à a < b). Pour cela, utiliser les résultats 
énoncés au paragraphe 4B. du cours. 

1. + 
a)In(x+2)=2Inx;1=7]0, + ol. 

b)In(2x +3) +1In3=21Inx;1= 10, + oo. 

à ln en 
d)In(x — 2) =3;1= ]2, + «l. 

b- Remplacer 3 par In e?. 

CORRIGE P. 339 

2. + 
a) In(x + 4) = 2 In(x + 2) ; I = ]- 2, + oo. 

b) In(x + 3) + In(x + 1) = In(x + 13) ; I = ]- 1, + of. 

date D nr-oeone 
d)inx=1;1=7]0,+ 1. 
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dE SNS 

7 LUS 055,56 
Utiliser un tableur : F7 

mins és ii 

3. : 
a)in2x=3;1=1]0, + of. 

bhintss 2) =2:1= JE, Fe 

b- Pour tout entier relatif n, n = : e”, 

c) In(x? — 4) =1In 5 +21n3;:1= ]2, + of. 

4. ; 
a) In(x — 1) +In(x + 1)=0;1=]1, + of. 

NT RS en 
ssl 

D Remarquer que0=1In1et1=Iine. 

5. + 
A A A de nn 

6. ; 
a) In(x — 2) < 3; 1= ]2, + ol, 

b) In(85+ 4) Sn D SONT EE 
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2. + 
a) In(x — 2) <0;1= ]2, + ol. 

b) In(x — 3) > 1;1=]3, + oo. 
2x +1 

c)in £O;1=]-—, + of, 
2 

Déterminer des limites 

Déterminer la limite en 0 et en + de la fonction f défi- 

nie sur ]0, + c[ 

(exercices 8 à 12). 

8. : 
f définie sur ]0, + c[ par f(x) = x + In x. 

9. . 
In x 

f définie sur ]0, + [ par f(x)=x+1+—-. 
% 

: à : : en: In 
b Conseil : pour déterminer lim f(x), écrire que LES de xInx et 

Xx— né 

utiliser un théorème sur la limite d'un produit. 

10. . 
f définie sur ]0, + c[ par f(x) = x — In x. 

Méthode : Pour déterminer la limite de f en + cs, transformer 

l'écriture de f(x) en écrivant que, pour tout nombre réel x de 

]0, + ce, 

0021-02) 
x 

c'est-à-dire en mettant en facteur ce qui semble jouer le rôle le 

plus important : ici c'est x. 

On applique ensuite un résultat de la fin du paragraphe 1 

du cours. 

11. . 
f définie sur ]0, + c[ par f(x) = x? — In x. 

Méthode : Pour déterminer la limite de f en +, transformer 

l'écriture de f(x) en écrivant que, pour tout nombre réel x de 

]0, + cl, 

FOIX (-t#) 
x 

c'est-à-dire en mettant en facteur ce qui semble jouer le rôle le 

plus important : ici c'est x2. 

Utiliser ensuite un résultat de la fin du paragraphe 1 du cours. 

12. : 
1+1In x 

fdéfinie sur ]0, + sf par f(x) ==. 
2 

X 

Méthode : Pour déterminer la limite de f en 0, transformer l'écri- 

ture de f(x) en écrivant que, pour tout nombre réel x de ]0, + œl, 

F09= (14m 0. 
x 

Pour déterminer la limite de f en + ©, transformer l'écriture de 

f(x) en écrivant que, pour tout nombre réel x de 10, + 1, 

DÉAInXxX 
EE A 

13. .. 
Déterminer les limites en 0 et en + « de la fonction f défi- 

nie sur ]0, + | par: 

a)f(x)=x+Inx; 

b) Pirates 
x 

b Conseil : pour le b), procéder comme à l'exercice corrigé 2. 

14. 
Soit f la fonction définie sur ]0, + o[ par f(x) = 3x — In x. 

4. Calculer lim f(x). 

2. a) Vérifier que, pour tout x de ]0, + cf, 

fu)=a{s-%2) 
F 

b) En déduire lim f(x). 
X—+00 

1 5 e ++ Limite d’une fonction composée de la forme 

In x 

Soit f la fonction définie sur ]1, + [ par : f(x) = In(x — 1). 

1. Déterminer lim 1100 

2. Déterminer lim f(x). 
x—1l 

b Conseil : se reporter à l'exercice résolu Z du cours. 

CORRIGE P. 349 

16. ++ 

1 
Déterminer les limites en =: et en + > de la fonction f 

définie sur 5 + c[ par f(x) = In(2x + 1). 

17. :: 
Déterminer les limites en 1 et en + + de la fonction f défi- 

: = 2x+1 
nie sur ]1, + c[ par f(x)=In _ 

% — 

1 8. ++ Recherche d’asymptote 

Soit f la fonction définie sur ]0, + c[ par 

f(x) = x? + 100 — 20 In x. On note € la courbe représenta- 

tive de f dans un repère orthonormé. 

4. a) Calculer lim FO. 

b) Que peut-on déduire du a) pour la courbe € ? 
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b) Déduire du a) lim f(x). 
X—3+00 

Calculer la dérivée de fonctions 

Déterminer la dérivée de la fonction f sur l'intervalle 

donné où elle est définie et dérivable 

(exercices 49 à 29). 

» Conseil : pour chacun des exercices 19 à 28, on peut vérifier le 

résultat à l’aide d'un logiciel de calcul formel. 

19. : 
f définie sur ]0, + c[ par f(x) =x-2-21nx. 

20. . 
f définie sur ]0, + c[ par f(x) = x In x. 

1. : 
In x 

f définie sur ]0, + [ par f(x)=—. 

i 

22. + 
f définie sur ]0, + «[ par f(x) = (In x)’. 

23. : 
5 

f définie sur ]- ne + c[ par f(x) = In(2x + 3). 

CORRIGE P. 340 

24. :… 
f définie sur ]0, + o[ par f(x) = x? In x. 

25. ++ 
f définie sur ]0, + c[ par f(x)= 

26. .. 
f définie sur ]4, + oo[ par f(x) = ]n(x — 4). 

27. ++ 

f définie sur R par f(x) = In(1 + x?). 

28. :: 
x+2 

f définie sur ]- 2, 4[ par f(x) =In a 
— x 

En 

x+3ln x 
à ; 

' CHAPITRE 4 * FONCTIONS LOGARITHMES 

2 9. ++ Avec un logiciel de calcul formel 

Justifier par un calcul détaillé l'expression de f'(x), qui a été 

obtenue avec une calculatrice équipée d’un logiciel de 

calcul formel. 

a) Pour tout x de ]- 2, + cl, 
0,4x — 2 

f(x) = 0,4x + 5 — 2,8 In(x + 2), f'(x)= PA ce 
x+2 

1 
b) Pour tout x de ]0, + cf, f(x) = a +1-In—, 

bi. ee 

c) Pour tout x de ]0, + œ[, f(x)= LE, ;. 

f'e=- TE. 
x 

d) Pour tout x de ]0, + of, f(x) = (x + 1) In x —x, 

fo) iine 
x 

» Les calculs de dérivées au baccalauréat 

Les calculatrices équipées d’un logiciel de calcul formel donnent 

directement f(x). Ainsi, il n’est pas rare que dans les sujets d'exa- 

mens on donne f(x), comme dans l'exercice 29, pour ne pas 

avantager les détenteurs de ce type de calculatrices. 

Déterminer des primitives 

En utilisant les résultats du cours, déterminer les primi- 

tives sur R, ou sur l'intervalle I, de la fonction f définie sur 

R, ou sur l'intervalle I (exercices 30 à 38). 

> Conseil : pour chacun des exercices suivants, on peut vérifier le 

résultat avec un logiciel de calcul formel. 

30. : 
f définie sur I = ]0, + c[ par f(x) = Li, 

k 

31. . 
f définie sur I = ]0, + c[ par Foie oo 

; 

32. : 
f définie sur I = [1, + o[ par f(x) = 

33. ++ 

e L 
f définie QU par f(x)=3x+4+ 

CORRIGE P. 349 

34. 
DE 

f définie sur R par f(x) =————. 
x2—x+1 

CORRIGE P. 340 

EM 
x+3 

Fi 



35. ++ 

f définie sur R par f(x) = 

36. . 
f définie sur ]1, + c[ par f(x) = F7: 

37. ++ 

l 
définie sur ]—,+ co[ par f(x) =———. 7 Rs See 

x 

1+x2 

Méthode : Faire apparaître une expression de la forme es 
u 

38. : 
f définie sur ]0, + c[ par f(x) =——+ 

1+x (1+x} 

39. .. 
Soit f la fonction définie sur ]— = + œ[ par f(x)= 

1 

3x+1 

Déterminer la primitive F de f qui s’annule pour x = 5. 

40. ++ 

2 _— 

Soit f la fonction définie sur ]2, + ce[ par f(x) = RSA, 
x?+x—6 

1. Vérifier que, pour tout nombre réel x de ]2, + cl, 
2 1 

ets = + f(x) En 

2. En déduire les primitives de f sur ]2, + cf. 

4 1 e +++ Les primitives de la fonction In 

1. Déterminer la dérivée de la fonction f définie sur 

10, + cf par f(x) = x In x. 

2. En déduire les primitives de la fonction In sur ]0, + of. 

> Conseil : remarquer que:Inx={(Inx+1)-1. 

Étude des variations 

42. ++ Étude d’une équation de la forme f(x) = k 

Soit f la fonction définie sur [0,5 ; 6] par 

f(x) =2x-3-4Inx 

On appelle @ sa courbe représentative dans le plan rap- 

porté à un repère orthonormé. La courbe 6 est donnée ci- 

après. 
2(x—2) 

1. Montrer que la dérivée f” vérifie f(x) = 

2. Déterminer le tableau de variation de la fonction f. 

3. Montrer que la courbe € admet une tangente horizon- 

tale au point d’abscisse 2. On la note T. Donner une équa- 

tion de la droite T. 

4. En utilisant le graphique ou le tableau de variation mon- 

trer que l'équation f(x) = 0 admet une unique solution 

notée x, dans l'intervalle [2, 6]. 

Donner, à l’aide d’une calculatrice la valeur approchée 

arrondie à 10? de x,. 

5. Déterminer une équation de la tangente T, à la courbe 

€ au point d’abscisse 1. 

Annexe 1 

X 

43. ++ 

In x 
Soit f la fonction définie sur ]0, + c[ par f(x)=1+2 —. 

& 

Soit € la courbe représentative de f dans le plan muni d’un 

repère orthonormé (O; : î) (unité : 1 cm). 

1. Déterminer les limites de f en 0 et en + +. En déduire les 

asymptotes de la courbe €. 

2. Déterminer le sens de variation de f. 

3. a) Montrer que la courbe € et la droite d'équation y = 1 

ont un point commun À dont on déterminera l’abscisse. 

b) Déterminer le coefficient directeur de la tangente T à € 

en À. 

4. Tracer la courbe € et la tangente T. 

Résoudre une inéquation 
d’'inconnue n, entier naturel, 
de la forme q”zaou q'"=a 

»- On peut se reporter à l'exercice résolu 4 du cours. 

44. ++ Inéquations g">zaetqg"<a 

1. Déterminer le plus petit nombre entier positif r tel que 

(1,045)" > 2. 

Méthode : Utiliser a < b si et seulement si In a < In b. 

2. Déterminer le plus petit nombre entier positif # tel que 

(0,9)" < 0,5. 

45. ++ 

Déterminer le plus petit nombre entier positif n solution de 

l'inéquation suivante. 
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Exercices 

1. (1,036) > 1,5. 

2. (1,4)" > 3. 

3. (0,5) < 0,2. 

4. (0,9)" < 0,75. 

46. ++ Placement avec intérêts composés 

Dans cet exercice, on donnera éventuellement des valeurs 

approchées arrondies au centime des résultats. 

On place un capital C, = 1 000 € à 4 % par an avec intérêts 

composés. Ce qui signifie que les intérêts d’une année 

s'ajoutent au capital, et que l’année suivante ils rapportent 

eux aussi des intérêts. C’est ce que les financiers appellent 

« l'effet cliquet ». On note C, le capital obtenu, ou « valeur 

acquise », au bout de # années. 

4. Calculer C;, C:, C3 

2. a) Donner, pour tout entier n, l'expression de C,,, en 

fonction de C,. 

b) En déduire que les nombres C,, Ci, C:, …, C, sont des 

termes successifs d’une suite géométrique de premier 

terme C, dont on précisera la raison. 

c) Donner l'expression de C, en fonction de n. Calculer C4. 

3. a) Déterminer le plus petit nombre entier positif n tel 

que (1,04)" > 2. 

b) Déduire du a) au bout de combien d’années le capital 

initial a doublé. 

Méthode : Pour répondre à la question 3, utiliser la fonction 

logarithme népérien. 

CORRIGE P. 340 

4 rÉ +++ Placement avec intérêts composés (bis) 

Dans cet exercice, on donnera éventuellement des valeurs 

approchées des résultats arrondies à un euro. 

On place 10 000 euros le 1° janvier 2009 au taux de 3,75 % 

l'an avec « intérêts composés », ce qui signifie que les inté- 

rêts obtenus à la fin de la première année s'ajoutent au 

capital pour produire des intérêts la seconde année et ainsi 

de suite. On note C, = 10 000. 

On note C, le capital obtenu au bout de n années. 

L. Calculer C;, GC, GC; 

2. a) Donner pour tout entier n l'expression de C,,, en 

fonction de C,.. 

b) En déduire que les nombres C;, C,... C, sont des termes 

successifs d’une suite géométrique dont on précisera la raison. 

c) Donner l’expression de C, en fonction de n. 

3. Au bout de combien d'années, le capital initial aura-t-il 

doublé ? 

48. +++ Dépréciation 

Un centre de recherche en biotechnologie achète une 

machine neuve dont le prix est de 84 000 €. On estime 

qu'elle se déprécie de 12 % par an. La valeur V, de la machine 

au bout de r années est donnée par V, = 84 000 x 0,88”. 

4. Calculer la valeur de la machine au bout de 2 ans. 

2. Au bout de combien d’années la valeur de la machine 

est-elle inférieure à 60 000 € ? 

CHAPITRE 4 ° FONCTIONS LOGARITHMES 

3. Au bout de combien d’années la machine a-t-elle perdu 

la moitié de sa valeur ? 

49. +++ Laboratoire pharmaceutique 

Un laboratoire pharmaceutique fabrique un médicament. 

Le test de contrôle de qualité de ce médicament porte sur 

deux points : sa masse et sa teneur en potassium. On s'inté- 

resse au nombre de médicaments rejetés par ce laboratoire 

ces dernières années. 

On sait qu’en 1990 le nombre de médicaments rejetés était 

de 18 100. 

On constate qu’à partir de cette année-là, le nombre de 

médicaments rejetés a diminué régulièrement de 3 % 

chaque année, et on fait l'hypothèse que cette évolution se 

poursuivra jusqu’en 2015. 

On note alors 4, = 18 100 et w, le nombre de médicaments 

rejetés pendant l’année (1990 + n). 

Dans tout ce qui suit les résultats sont à arrondir à l'unité. 

1. Calculer #, et 4. 

2. Quelle est la nature de la suite # ? En déduire son sens 

de variation. 

3. a) Exprimer 4,,,, en fonction de 4, 

b) Exprimer 4, en fonction de n. 

4. a) Résoudre l’inéquation 

18 100 x 0,97 < 9 000. 

b) En déduire l’année à partir de laquelle le nombre de 

médicaments rejetés cette année-là par l’entreprise sera 

inférieur à 9 000. 

Exemple d'utilisation 
de logiciels 

50. +++ Loi d’Arrhenius en cinétique chimique, 

avec tableur TIGE 

Plus la température est élevée, plus la vitesse d’une réaction 

chimique augmente. La relation entre la température et la 

vitesse de réaction est donnée par la loi d’Arrhenius, 

chimiste suédois (1859-1927), qui peut s'exprimer sous la 

forme : T = 

8,314X10 ° x inf 
A 

où T'est la température en Kelvin (K), K est le coefficient de 

vitesse, E est l'énergie d'activation pour la réaction en kilo 

Joule par mole, et À le facteur de fréquence. 

On peut supposer que E et À dépendent de la réaction 

chimique considérée mais pas de la température. 

On considère la réaction chimique : 

2NO;(8) — 2NO(g) + O,(g) 
pour laquelle À = 2,1 x 10° et E = 111 kJ mol”1. 

1. Déterminer, à l’aide du tableur, la température en Kel- 

vin sachant que le coefficient de vitesse vaut k = 1 x 10710, 



2. On recherche le coefficient de vitesse k, de cette réac- 
tion pour une température de 275 Kelvin. Justifier, à l’aide 
du tableur, que l’on a : 1,1 x 10-22 < K, < 1,2 x 10-12, 
CORRIGE P. 341 

Fonction logarithme décimal 
ou de base 2 
Exemples d'utilisation 
de la fonction logarithme décimal 
(ou fonction logarithme de base 10) 

5 1. ++ Pression acoustique 

Le niveau de pression acoustique est exprimée en décibels 

par S = 20 log? 
Po 

où p, est la valeur minimale de la pression perçue par l'oreille 

humaine et p la valeur de la pression pour un son perçu. 

Po = 2:10 bars pour un individu normal. 

L’oreille humaine peut supporter sans dommage, au maxi- 

mum, une pression p de 20 bars. 

Calculer le niveau de pression S correspondant au bruit 

maximum (pour p = 20 bars). 

5 2 e ++ L’intensité acoustique (ou intensité sonore) 

L'intensité acoustique (ou intensité sonore) est définie par 
I 

L= 10tog| où J est l'intensité du son étudié et J, une 
0 

intensité de référence. 

Let I, sont exprimés en Watts par m ? et L en décibels (dB). 

On donne 1, = 1072. 

> Des notations en acoustique 

+ Lalettre «L », souvent utilisée pour l'intensité acoustique est la 

première lettre du mot anglais « level » (niveau). 

+ Le « décibel » est une unité choisie en hommage au physicien 

américain Graham Bell (1847-1922), un des inventeurs du 

téléphone, en 1876. 

Reproduire et compléter le tableau suivant. 

b Quelques exemples de niveaux d'intensité acoustique 

(en décibels) figurent après l'exercice 72. 

5 3 e ++ En avant la musique 

On écoute dans une pièce de la musique diffusée par un haut- 

parleur. L’intensité du son diffusé est égale à 10° W:m?. 

1. Calculer le niveau d'intensité acoustique L; correspon- 

dant. 

La définition de L figure au début de l'énoncé de l'exercice 52. 

| Exercices 

2. On ajoute un deuxième haut-parleur. L’intensité du son 

produit double. 

a) Déterminer la nouvelle valeur Z, du niveau d'intensité 

acoustique. 

b) L, est-il le double de Z, ? 

54. ++ Potentiel d'hydrogène (pH) 

En chimie, le «pH » (potentiel d'hydrogène) est défini par : 

pH = - log [H,0*] où [H,0*] est la concentration en ions H:0*, 

exprimée en mol-L-!, d'une solution aqueuse. 

1. La concentration en H,O* d’une solution est 2,4 x 107!° mole 
par litre. Calculer le pH de cette solution. Arrondir à 102. 

2. Le pH d’une solution est 3. Établir que la concentration 

en H,O* est 10%, 

3. Démontrer que si la concentration d’une solution est 

divisée par 100, son pH augmente de 2. 

Exemples d'utilisation 
de la fonction logarithme de base 2 

5 5. +++ Logarithme de base 2 et quantité 

d’information d’un message, avec le tableur 

La quantité d’information correspondant à la réception 

d’un message est d'autant plus grande que ce message est 

difficile à deviner. 

1. On considère les messages « pile » ou « face » reçus 

après lancer d’une pièce de monnaie. 

On suppose que la pièce tombe sur pile avec une probabi- 

lité p, 0 < p < 1, et sur face avec une probabilité 1 — p. 

Le contenu moyen en information, noté H, exprimé en bits, 

correspondant à la réalisation de cette expérience aléatoire 

est défini par : H = — p log,(p) — (1 — p) log, (1 — p). 

a) Quel est le signe de H ? Justifier. 

b) Pour quelle valeur de p, parmi les valeurs suivantes, le 

résultat de l'expérience aléatoire est-il Le plus difficile à 

deviner ? le plus facile à deviner ? 

p=0,5;p=0,2;p = 0,99; p= 0,001. 
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c) À l’aide d’un tableur, calculer H lorsque p = 0,5 ; p = 0,2; 

p = 0,99 ; p = 0,001. 

On pourra présenter les calculs comme sur l’image d'écran 

suivante. 

Sur le tableur log, (x) s'obtient par =LN(x)/LN(2). 

2. Une source doit transmettre quatre messages M1, M2, 

M3 et M4 de probabilités respectives 0,5 ; 0,2 ; 0,2 et 0,1. 

Calculer, à l’aide du tableur, le contenu moyen en informa- 

tion H de cette source (procéder comme à la question pré- 

cédente et donner la valeur approchée de H arrondie à 

10) 

3. Rendement d’un codage. 

Pour un canal binaire (0 ou 1), on considère les deux 

codages suivants : 

2€ , y , lai x 

On définit le rendement d’un codage par le quotient —, où 
ñ 

n est la longueur moyenne des codes, pondérée par leur 

probabilité. 

a) Calculer le rendement du codage A pour lequel x = 2. 

b) Calculer le rendement du codage B pour lequel : 

n=1xX05:2%*X0,2+3X0,2+3X0;1. 

Un peu d'histoire. 
Les premiers théorèmes sur l'information en théorie de la 

communication sont dus à Claude Shannon (1916-2001), 

ingénieur à la compagnie des téléphones Bell. Cette théo- 

rie est née de préoccupations techniques liées à la qualité 

de transmission des messages. 

CORRIGÉ P. 341 

5 6. ++++ Logarithme de base 2 

et développement durable, avec le tableur 

En écologie, pour caractériser la diversité des espèces, on 

peut utiliser l’indice de Shannon A défini par : 

CHAPITRE 4 +: FONCTIONS LOGARITHMES 

H = - f, log (f) — f log)(f) — … —f, log(f,), 

où f. est la fréquence observée de l'espèce 4 pour # espèces 

observées, et où log, désigne le logarithme de base 2. 

On souhaite comparer la diversité des espèces de champi- 

gnons observées sur deux parcelles de sapins de même 

superficie. La première parcelle est plantée de sapins de 

type Abies pectinata, la seconde de sapins de type. Abies 

alba. 

Le tableau de l’annexe 1 donne le nombre de champignons 

de chaque espèce observée sur chaque parcelle. 

1. Représenter, à l’aide du tableur, les deux répartitions des 

espèces sur un diagramme à bâtons. 

Sur quelle parcelle la diversité des espèces de champignons 

vous paraît-elle la plus grande ? 

2. a) Calculer, à l’aide du tableur, l'indice de Shannon H 

pour chacune des parcelles. 

On pourra présenter les calculs comme ci-dessous (voir 

l'annexe 2), où la formule : 

=SI(D2-0;0;-D2*LN(D2)/LN(2)) 

entrée en cellule F2 est recopiée vers le bas. 

b) Comparer, à l’aide des indices de Shannon, les diversités 

des deux parcelles. 

3. L'indice de Shannon }H varie de 0 (une seule espèce) à 

log, (n) (les r espèces observées ont la même abondance). 

On définit l'indice d’équitabilité E par : 

APRES 

log, (7) 

Cet indice est compris entre 0 et 1. Un indice d’équitabilité 

inférieur à 0,6 caractérise un environnement perturbé. 

a) Calculer l'indice d’équitabilité pour chaque parcelle. 

b) Peut-on considérer qu’au moins l’une des parcelles est 

perturbée ? 

6 SEE 
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A = 

5 4, ++ Relation fonctionnelle et équations 

Soit x un nombre réel strictement positif. 

Le nombre réel In(2x + 2) — In(x + 1) est égal à : 

a In(2) D. Inde 1) 

In(2x+2) 

In(x+1) 2: 

2 Sur l’ensemble |1, + of, l'équation In(x — 1) = 1 admet comme 

solution : 

Do D 
(AH CSSS à FRS 

58. ++ Limites 

Dans chaque question, f est une fonction définie sur ]0, + cel. 

E rs SR 
f(x) =x+1Inx Le 

lim f(#)=0  limf(x)=+e lim f(#)=-c 

LICE lim f(x)=0 lim f(x)=- 

U:- RE lim f(x)=1 lim f(x)=0 lim_f(x)=+ 0 

lim f(x)= +0 

5 9. ++ Dérivées et primitives 

A. Dérivées 

Dans chaque question, f est une fonction définie et déri- 

vable sur I et f” est sa fonction dérivée. 

Ur =2x-1-Inx;1=7]0,+ of Dr (-2x+1); I] 

Pat 
E FOR - al arr 

; et me ; te. 2. 

| dise x B PET 

HAS Ac PATES 
Le os: F2 Le nee 

fe = es 

Bret 
5 

=2 L 
M re eat + f'H=-— 

B. Primitives 

Dans chaque question, f est une fonction définie sur I et F 

une primitive de f sur I. 

U- = +142; 1= ]0, + cf De iles to 

al E()= Je al 
ne 

D  F@-#4+x4Inx D. F(x) = In(2x + 1) 
a 1 g 

FAX — EGE el ot Ë Mr PEUT 
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= ]0, + co[ 

FE(x) = 2 In(2x + 1) 

Indiquez sur votre copie, pour chaque question posée, la bonne réponse 

(ou une bonne réponse) parmi les propositions de l'énoncé; 

aucune justification n'est demandée. 

QCM 

interactifs 

57-58-59-60 

mul 1 ; 
fb)= = Et el 

U rc-nex- Mr 3nes-0 Breo-ine-2+ 

60. ++ Applications de la fonction logarithme décimal 

A. En chimie 

En chimie, le «pH » (potentiel d'hydrogène) est défini par: 
pH = - log[H,0*] où [H,0*] est la concentration en ions H,0*, 

exprimée en mol-L'!, d'une solution aqueuse. 

— 10,74 10,75 10,74 

La concentration en H;O* d’une 
solution aqueuse est 
1,8 x 10711 mol-L-1. La meilleure 
approximation du pH de cette 
solution est : 

B. En acoustique 

Le niveau d'intensité acoustique est défini par 

I 
L=10105|— ol 

0 

watts par m°”, et L,, est une intensité acoustique de réfé- 

rence. On choisit le plus souvent 1, = 107? Watts par m? 

qui est le seuil d’audibilité. Z s'exprime en décibels (dB). 

| ou J est l'intensité du son étudié, exprimé en 

2 

Quand l'intensité acoustique 7 D er ? 
est multipliée par 2, le ue a RE 
d'intensité acoustique est : pare D  - 

Sur un boulevard périphérique 

poses 1 IT, MN HO 

& 1 e +++ Un QCM de baccalauréat 

La fonction f'est définie sur E | par : 

f(x) = — x +2 + In(2x + 1). 

‘€ est la courbe représentative de f dans un repère orthonormé. 

IE) ER 
A=—-"In2 EE É 2 n2) cri?) 

‘6 admet une 
tangente 

horizontale au 
point : 

B(0, 2) 

Res 15 = > 
Il 

w [ur 
[ 8 + 8 

L'équation 

f(x) = 0 admet 
1 solution 2 solutions 

1 
dans | _— à 5 | 

0 solution 



Les exercices pour le baccalauréat sont des exercices qui pourraient figurer dans l'épreuve de mathématiques du baccalauréat 
STL-Biotechnologies. 

Étude des variations, 
recherche de limites, 
courbe représentative, 
étude d'équations f(x) = k 

G2. +++ Fonction donnée à l’aide d’un tableau de 

variation 

Soit f une fonction définie sur ]0, + c[ et dont le tableau de 

variation est : 

1. À l’aide du tableau, répondre aux questions suivantes : 

a) Quelles sont les limites de f aux bornes de l'intervalle 

10, + oo[ ? 

b) Préciser le sens de variation de f sur chacun des inter- 

valles ]0, 1fet { + oo. 

c) La fonction f admet-elle un extremum sur ]0, + ce ? 

Si oui, pour quelle valeur de x ? 

d) Quel est le signe de f sur ]0, + oo[ ? 

2. Par hypothèse, la fonction f est l’une des quatre fonc- 

tions suivantes qui sont définies sur ]0, + ol : 

| rares f:xh-(inx)-1; 
tou 

1 l 1 
DL D 

noix AR 

a) Calculer f,(1). 

b) Déterminer le signe de f,(x) lorsque x varie dans ]0, + cf. 

c) Calculer lim f,(x). 

d) Que peut-on conclure des résultats obtenus aux a) b) 

c) ? 

63. +++ Lectures graphiques 

La courbe € de la figure représente une fonction f définie 

et dérivable sur ]0, + cf. 

On précise que l’axe des ordonnées et la droite % sont 

asymptotes à €. 

1. Déterminer graphiquement ce que semblent être : 

a) Les limites de f aux bornes de son ensemble de défini- 

tion. 

b) Le signe de la dérivée f’ def. - 

c) L’encadrement, par deux nombres entiers consécutifs, 

du nombre ot solution de l'équation f(x) = 0. 

2. On admet, dans cette question, que la courbe € est la 

représentation graphique de la fonction f définie sur 

]0, + cf par : 
1 I 4 

F()= = Rd ie 
7 x 2e 

a) Montrer par le calcul que la droite ® d’équation 
1} 

y= nn est asymptote à € en + c. 

b) Déterminer par le calcul l'intersection de ® et €. 

c) Déterminer par le calcul la position relative de € et ® 

lorsque x varie dans ]0, + ol. 

64. ++ Recherche de solutions approchées 

d’une équation 

A. f est une fonction définie sur ]0, 4] dont on donne la 

courbe représentative € dans le plan muni du repère 

orthonormé (O ; ; 5). L'unité graphique est 2 cm. 

1. Donner à l’aide du graphique une valeur approchée des 

solutions dans ]0, 4] de l'équation f(x) = 0. 
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2. Déterminer graphiquement pour quelle valeur de x la 

dérivée f” de f s'’annule. 

B. On admet que f est définie sur ]0, 4] par 

f(x)=x-2-Inx. 

1. a) Déterminer lim a S( x). Que peut-on en déduire pour la 

courbe C ? 

b) Calculer la dérivée f” de f. 

c) Déterminer le signe de f’(x) lorsque x varie dans ]0, 4]. 

d) Établir le tableau de variation de f. 

2. À l’aide d’une calculatrice donner un encadrement 

d'amplitude 10? de chacune des solutions de l'équation 

f(x) = 
Comparer les résultats obtenus avec ceux trouvés au A. 1. 

6 B, ++ Résolution d’une équation f(x) = À 
1 « 

Soit f définie sur ]- 70 c[ par > 

f(x) = 4x — 2 — 31n(2x + 1) et 6 sa courbe représentative 

dans un repère orthonormé (unité 1 cm). 

1. On admet que lim f(x)=+ 0. 
X—+00 

Déterminer lim f(x). 
ae 

2 

Que peut-on en déduire pour la courbe € ? 

2. a) Étudier le sens de variation de f. (On vérifiera que, sur 

]- Sr c[, f’(x) a le même signe que (4x — 1).) 

b) Dresser le tableau de variation de f. 

3. a) Démontrer que, sur l'intervalle [1, 2] l'équation 

f(x) = 0 admet une solution unique. 

b) Donner un encadrement de cette solution avec une 

amplitude inférieure à 1072. 

66. +++ Logarithme et acoustique 

A. Étude des variations d'une fonction 

On considère la fonction f définie sur l'intervalle [0,5 ; 25] 

par : f(x) = 8,68 In x + 93,28. 

On appelle € sa courbe représentative dans le repère défini 

au 3. 

1. a) Calculer f’(x). 

b) Étudier le signe de f’(x) sur l'intervalle [0,5 ; 25]. 

c) Dresser le tableau de variation de la fonction f sur l’in- 

tervalle [0,5 ; 25]. 

2. Reproduire et compléter le tableau de valeurs numé- 

riques ci-après, en faisant figurer les valeurs arrondies à 

l’entier le plus proche. 

CHAPITRE 4 + FONCTIONS LOGARITHMES 

3. Le plan est muni d’un repère orthonormé. Pour le tracé, 

on prendra 1 cm pour 2 unités, en abscisses et en ordon- 

nées. De plus, on graduera l’axe des ordonnées à partir 

de 86. 

Tracer la courbe €. 

B. Application à l'acoustique 

Quand l'oreille d’une personne normale est soumise à une 

pression acoustique x, exprimée en bars, l'intensité sonore, 

exprimée en décibels, du bruit responsable de cette pres- 

sion est donnée par : 

f(x) = 8,68 In x + 93,28. 

1. Déterminer l'intensité sonore, en décibels, correspon- 

. dant à une pression acoustique de 14 bars : 

a) graphiquement, en faisant apparaître les constructions 

utiles sur le graphique de la partie A ; 

b) par le calcul. 

2. Une personne normale ne peut supporter un bruit supé- 

rieur à 120 décibels. Déterminer la pression, en bars, que 

l'oreille de la personne subit si elle est soumise à une inten- 

sité sonore de 120 décibels : 

a) graphiquement, en faisant apparaître les constructions 

utiles sur le graphique de la partie A ; 

b) en résolvant par le calcul l'équation f(x) = 120. 

G A +++ Étude des variations d’une fonction, tracé 

de sa courbe représentative, recherche de solutions 

approchées d’une équation 

Le plan est muni d’un repère orthogonal (O; i, j) d'unités 

graphiques 2 cm sur l’axe des abscisses et 1 cm sur l’axe des 

ordonnées. On s'intéresse, dans ce problème, à la fonction 

f définie sur l’intervalle ]0, + { par : 

GE RE 342 

On note 6 sa courbe représentative dans le Da (O2 a ÿ). 

A. Étude d’une fonction auxiliaire 

Soit g la fonction définie sur l'intervalle ]0, + c[ par 

g(x)=1-Inx-2? 

1. Calculer g'(x) pour tout x appartenant à l’intervalle 

10, + cf. En déduire le sens de variation de la fonction g sur 

l'intervalle ]0, + ce. 

2. Calculer g(1) et en déduire le signe de g(x) pour x appar- 

tenant à l'intervalle ]0, + oo. 

B. Étude de la fonction f 

L. a) Déterminer la limite de la fonction f en 0. Interpréter 

graphiquement cette limite. 

b) Déterminer la limite de la fonction f en + ce, 

c) Justifier que la droite ® d’équation y = — x + 2 est asymp- 
tote à la courbe €. 

d) Étudier la position de la courbe € par rapport à la 
droite Y. 



Exercices 
ent 

2. a) Montrer que pour tout x appartenant à l'intervalle 
: æ 

J0, gi co, à (286) 
x 

b) Établir le tableau de variation complet de la fonction f 
sur l'intervalle ]0, + of, 

3. a) Déterminer les coordonnées du point A de la courbe @ 

tel que la tangente en ce point soit parallèle à l’asymptote D. 

b) Déterminer une équation de la dfoite T, tangente à la 

courbe € au point d’abscisse e. On rappelle que e est le 

nombre réel tel que In e = 1. 

4, a) Démontrer que l'équation f(x) = 0 admet une solu- 

tion unique @ dans l'intervalle ]0, 1[. On appelle B le point 

de € d’abscisse 0. 

b) Donner un encadrement d'amplitude 0,01 de ©. 
> > 

5. Dans le repère (O;i, j), placer les points A et B puis 

tracer les droites %, T'et la courbe €. 

CORRIGE P. 341 

68. +++ Avec une fonction auxiliaire, équation 

f(x) = 
L On note g la fonction définie sur l’intervalle ]0, + c[ par 

à TE tue) 
x 

L. a) Calculer la limite de la fonction g en O. 

b) Calculer la limite de la fonction gen + . 

2. On désigne par g’ la fonction dérivée de la fonction g sur 

l'intervalle ]0, + cf. 

Calculer g'(x) et montrer que, pour tout nombre réel x de 

l'intervalle ]0, + c{, g'(x)= re 5h 

3. Étudier le signe de g’(x), suivant les valeurs du nombre 

réel x. 

Donner le tableau de variation de la fonction g sur l’inter- 

valle ]0, + +[ (on indiquera la valeur exacte de g(e)). 

4. a) Montrer que l'équation g(x) = 0 admet une unique 

solution x, dans l'intervalle ]0, e]. 

b) Déterminer la valeur du nombre réel x, arrondie au 

dixième. 

c) Déduire de ce qui précède le signe de g(x), suivant les 

valeurs de x. 

IL. On note f la fonction définie sur l'intervalle ]0, + «[ par 

f(x) = (In x)? + x. On désigne par € la courbe représenta- 

tive de la fonction f dans un repère orthonormé (O; i, j). 

Sur l'annexe, à rendre avec la copie, on a construit la 

courbe € sur l'intervalle ]0, 3]. 

1. a) Calculer la limite de la fonction f en 0. Interpréter 

graphiquement ce résultat. 

b) Calculer la limite de la fonction f en + ce. 

2. On désigne par f’ la fonction dérivée de la fonction f sur 

l'intervalle ]0, + cf. 

Calculer f’(x) et montrer que, pour tout nombre réel x de 

l'intervalle ]0, + o[, f(x) = g(x). 

3. a) Donner le tableau de variation de la fonction f. 

b) Calculer la valeur de f(x,) arrondie au dixième (on utili- 

sera pour x, la valeur 0,7). 

4. a) Déterminer une équation de la tangente T'à la courbe 

€ au point d’abscisse 1. 

b) Étudier la position relative de la tangente T et de la 

courbe €. 

c) Construire la droite T'sur la figure de l'annexe. 

Annexe 

Suite géométrique et résolution 
d'inéquations de la forme q" > a 
ou qg'<a 

69. +++ Désintégration du carbone 14 

Le but de l'exercice est l'étude de la désintégration d’un 

corps radioactif : le carbone 14. 

1. Soit N, le nombre d’atomes de carbone 14 à l'instant 

t = 0, N, le nombre d’atome de carbone 14 un siècle après, 

N, le nombre d’atomes de carbone 14 après k siècles 

(kentier). On sait que le nombre d’atomes de carbone 14 

diminue très lentement au cours du temps : environ 1,24 % 

par siècle. 

a) Donner l'expression de N, en fonction de N,, puis de 

N,,, en fonction de N,. 

b) En déduire la nature de la suite (N,) et l'expression de N, 

en fonction de N, et K. 

2. Le carbone 14 est renouvelé constamment chez les êtres 

vivants ; à la mort de ceux-ci, l'assimilation cesse et le car- 

bone 14 présent se désintègre. 

Des archéologues ont trouvé des fragments d'os dont la 

teneur en carbone 14 est 40 % de celle d’un fragment d'os 

actuel de même masse, pris comme témoin. 

Calculer l’âge de ces fragments. On arrondira le résultat au 

siècle près. 

CORRIGE P. 342 
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20. ++ Production d’énergie éolienne 

On se propose d'étudier l’évolution de la capacité mondiale 
£ de production d'énergie éolienne en mégawatts (MW). 

On dispose des données suivantes : en 2008, cette capacité 

était égale à 120 791 MW. 

On admet que cette capacité augmente de 20 % chaque 

année depuis 2008. 

1. Déterminer les capacités mondiales pour 2009 et 2010 

avec cette hypothèse. 

2. On note u, la capacité mondiale de production d’éner- 

gie éolienne l’année (2008 + n). On a donc 4, = 120 791. 

a) Démontrer que la suite (4,) est une suite géométrique 

dont on déterminera la raison. 

b) Donner l’expression de 4, en fonction de n. 

3. a) Déterminer le plus petit entier p tel que : 

(one 250 000 

MODO 

b) En déduire, en le justifiant, à partir de quelle année on 

peut prévoir que la capacité mondiale de production 

d'énergie éolienne dépassera 250 000 MW. 

1 1. +++ Désintégrons…. 

La désintégration de l'atome de radium donne de l’hélium 

et une émanation gazeuse, le radon, qui elle-même se 

désintègre avec le temps selon la formule : 

m(t + 1) — mé) = — 0,165 m(t) 

où m(t) désigne la masse du gaz au bout du f-ième jour. 

4. Calculer m(t + 1) en fonction de "m(+). 

2. Calculer m(?) en fonction de ft et m(0). 

3. Au cours de quelle journée la masse d’un échantillon de 

radon atteindra-t-elle la moitié de sa valeur initiale ? 

4. Même question qu’au 3. avec le quart de sa valeur initiale. 

B- Avec prise d'initiatives. 

22 e +++ Isolation phonique 

L'unité d'intensité du son utilisée dans cet exercice est le 

décibel (symbole dB). Une source sonore émet un son d’in- 

tensité 100 décibels (4, = 100). 

CHAPITRE 4 « FONCTIONS LOGARITHMES 

On appelle 4, l'intensité du son mesurée après la traversée 

de n plaques d'isolation phonique, sachant que chaque 

plaque d'isolation absorbe 10 % de l'intensité du son qui lui 

parvient. 
10 

Par exemple 4 = 4 — . Hg 

1. Calculer #,, 4, Us. 

2. Exprimer ,,, en fonction de 4, 

En déduire la nature de la suite (w,,). 

3. Donner l'expression de 4, en fonction de , et de n. 

4. Quelle intensité sonore obtient-on avec dix plaques 

d'isolation phonique ? 

5. Déterminer à partir de quelle valeur de n l'intensité du 

son devient inférieure à 1 dB. 

B Un peu d'acoustique 

- Avion au décollage : 130 dB ; 

Seuil de douleur : 120 dB 

+ Concert : 105 dB ; 

Seuil de danger : 90 dB 

+ Salle de classe : 65 dB ; 

- Voix humaine normale : 45 dB ; 

+ Chuchotements : 25 dB. 

rl 3 © +++ Pression atmosphérique 

Au niveau de la mer (altitude 0), la pression atmosphérique 

est 1 013 hectopascals. 

Dans cet exercice, on admet que la pression atmosphérique 

diminue de 1,25 % à chaque élévation de 100 m. 

Pour tout entier naturel », on note P, la pression, exprimée 

en hectopascal, à l'altitude 1007, exprimée en mètres. 

Soit (P,) la suite numérique des valeurs prises par cette 

pression atmosphérique. 

On a alors P, = 1 015. 

1. Calculer les pressions P, et P,, arrondies à l'unité, aux 

altitudes 100 et 200. 

2. a) Exprimer P,,, en fonction de P,. 

b) En déduire la nature de la suite (P,). Préciser sa raison et 

son premier terme. 

») En déduire que, pour tout entier naturel #, 

P, = 1 013 x (0,987 5). 
3. Calculer la pression atmosphérique, arrondie à l'unité, à 

l'altitude 3 200. 

4. Calculer à partir de quelle altitude, à 100 près, la pres- 

sion atmosphérique devient inférieure à 600 hectopascals. 

14, +++ Conservation de denrée alimentaire 

Cet exercice a pour but d'étudier l’évolution du nombre de 

bactéries au cours du temps dans une situation de nature 

expérimentale. 

On dépose un morceau de viande sur un comptoir l'été à 
14 h 00, la température avoisine les 35 °C. Ce morceau de 



viande contient 100 bactéries, et dans ces conditions, le 

nombre de bactéries double toutes les 15 minutes. 

On note w, le nombre de bactéries à 14 h 00, z, le nombre 

de bactéries à 14 h 15, z, le nombre de bactéries à 14 h 30, 

et u, le nombre de bactéries nr quarts d’heure après 14 h 00, 

n étant un entier naturel. 

1. Recopier et compléter le tableau suivant (on suppose 

que les conditions ne changent pas durant tout le temps de 

l'expérience) : 

2. Si u, est le nombre de bactéries à un moment déter- 

miné, 4,,, correspond au nombre de bactéries 15 minutes 

plus tard. 

Quelle est la relation entre w, et u,,, ? 

3. Préciser la nature de la suite (4,,) définie précédemment 

et sa raison. 

4. Exprimer u, en fonction de n. 

5. Calculer le nombre de bactéries à 17 h 00. 

6. On estime qu’à partir de 150 000 bactéries présentes 

dans un aliment, celui-ci a atteint un niveau impropre à la 

consommation pour l’être humain. 

Jusqu’à quelle heure, arrondie au quart d'heure, l'être 

humain peut-il consommer sans risque le morceau de 

viande ? 

1 5. +++ Minerai de fer 

L'entreprise Iron SA exploite un filôn de minerai de fer 

depuis 1950. 

La première année d'extraction l’entreprise a produit 

20 000 tonnes de fer. Cependant depuis 1950 en raison des 

difficultés croissantes d’extraction et de l’appauvrissement 

du filon, les quantités extraites diminuent de 1 % par an. 

On appelle T, le nombre de tonnes extraites l’année 

(1950 + n). On a donc T, = 20 000. 

Les résultats seront arrondis à la tonne. 

1. Justifier que T, = 19 800 puis calculer T,; et T3. 

2. Exprimer T,,, en fonction de T,,. 

3. Quelle est la nature de la suite (T,) ? En déduire l'ex- 

pression de T, en fonction de #. 

4. Quelle est la quantité extraite en 2010 ? 

5. Montrer que la quantité totale extraite entre 1950 et 

l’année (1950 + n) est : S, = 2 000 000 X (1 — 0,991), 

6. En 1950, les géologues estimaient que ce filon recelait 

1 000 000 de tonnes de métal. En quelle année théorique- 

ment le filon sera-t-il épuisé ? 

Utiliser un logiciel 

1 6. +++ Test en laboratoire 

Un laboratoire pharmaceutique souhaite tester le temps de 

réaction d’un nouvel antibiotique contre le bacille de Koch 

responsable des tuberculoses. Pour cela, on dispose d’une 

culture de 10!° bactéries dans laquelle on introduit l’anti- 

biotique. On remarque que le nombre de bactéries est 

divisé par quatre toutes les heures. 

A. On a créé la feuille de calcul suivante donnant le nombre 

de bactéries en fonction du temps # en heures. 

Nombre de bactéries 

10 000 000 000 

Nombre d'heures # 

1. Quelle formule faut-il entrer dans la cellule B3, pour 

calculer le nombre de bactéries au bout d’une heure, de 

sorte qu’en recopiant cette formule vers le bas on puisse 

compléter les lignes suivantes ? 

2. On a recopié la formule ci-dessus jusqu'en B18. 

a) Quelle formule se trouve en B18 ? 

b) Que représente concrètement la valeur calculée dans 

cette cellule ? 

B. On note 4, le nombre de bactéries au moment de l'in- 

troduction de l’antibiotique. 

Soit (4,), n € N, la suite représentant le nombre de bacté- 

ries, contenues dans la culture, # heures après l’introduc- 

tion de l’antibiotique. 

1. Exprimer 4,,,, en fonction de u,. 

2. En déduire que la suite (4,) est une suite géométrique 

de raison 0,25. 

3. Exprimer w, en fonction de n. 

4. Calculer au bout de combien d’heures le nombre de 

bactéries deviendra inférieur à 100. 

Lors d’une expérience on a mesuré la fréquence cardiaque, 

en battements par minute, d’un coureur de 400 mètres. 

Cette fréquence cardiaque est modélisée par la formule : 

fx) = 65 + 22,149 X In(x + 1), où x représente la distance 

parcourue depuis le départ avec 0 < x < 400. 

1 re +++ Fréquence cardiaque et tableur 
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1. Montrer que la fonction f est croissante sur [0, 400]. 

2. Sur une feuille de calcul, on a entré en cellule B2 la for- 

mule =65+22.149*LN(A2+1) (voir l'annexe). 

Quelle est la formule contenue dans la cellule B3 ? 

3. a) Lire la fréquence cardiaque du sportif au début de la 

course. 

b) Calculer la fréquence cardiaque du sportif à mi-course 

(arrondir à l'unité). 

4. On cherche au bout de combien de mètres la fréquence 

cardiaque du sportif est égale à 180 battements par minute. 

a) Déterminer cette distance à l’aide du graphique. 

Annexe de l'exercice 77 
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18. +++ Culture de bactéries 

On étudie une culture de bactéries en milieu liquide. Cette 

culture comporte 6 000 bactéries au début de l'étude (c’est- 

à-dire à l'instant £{ = 0). On note le nombre de bactéries 

toutes les heures. 

1. Le nombre de bactéries augmente de 10 % chaque 
heure. 

Quelle formule peut-on entre en B3, puis recopier vers le 

bas, pour compléter la colonne B ? 

2. Calculer le nombre de bactéries au bout d’une heure, de 

deux heures, de trois heures. 

3. Pour tout entier naturel #, on désigne par 4, le nombre 

de bactéries au bout de # heures. 

a) Quelle est la nature de la suite (,,) ? 

b) Exprimer pour tout entier naturel n, 4, en fonction de n. 

CHAPITRE 4 * FONCTIONS LOGARITHMES | 

b) Donner un encadrement de cette distance à l’aide de 

l'extrait ci-contre de la feuille de calcul, sachant que la 

fonction f est croissante sur l’intervalle [0, 400]. 

181 180,019 
180,142 

c) Déterminer au bout de combien d’heures le nombre de 

bactéries aura doublé. 
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| ACTIVITÉS d'approche 

Dr 

LOGICIEL UTILISÉ 

GeoGebra 

Trouver un lien géométrique 
entre les courbes représentatives 
de deux fonctions particulières 

k > > 
Le plan est muni d'un repère orthonormé(O;i, j). 

1° Soit M un point quelconque du plan de coordonnées (x, y) et soit M'le point de coordonnées 

(y, x) obtenues en permutant l'abscisse et l'ordonnée de M. 

a) Démontrer que le milieu | de [MM] est sur une droite fixe % indépendante de M. 

—_—— > > 

b) Démontrer que le vecteur MM’ est orthogonal à i + j, quel que soit le point M. 

c) En déduire quelle transformation géométrique associe à tout point M(x, y) du plan le point 

M'(y, x). 

2° Faire apparaître sur l'écran de la calculatrice les deux courbes suivantes : 

a) la courbe représentative € de la restriction f de la fonction x x? à l'intervalle [O, + cf, 

b) la courbe représentative €’ de la fonction g définie sur [0, + c[ par g(x)= Fe 

3° a) Pour tout nombre positif a, quel est le nombre positif b tel que b°?= a? 

b) Utiliser le résultat de la question 1°c) pour expliquer comment on passe de € à €’, et 

inversement. 

Soit a un nombre réel. On considère l'équation In b= a, pour laquelle l’inconnue est b. 

Dans un fichier GeoGebra, avec un repère orthonormal, créer un curseur a allant de - 5 à 3 avec 

un incrément 0.1 puis saisir f(x}=In(x) et d:y=a. Créer le point À, intersection de la droite d'équa- 
tion y = a et de la courbe représentative de la fonction In. 

:-@ f(x) =In(x) 

Objets dépendants 
:-@ A = (4.48, 1.6) 
-@ d:y=1.5 

1° Pour a= 1,5, que vaut, approximativement, la solution de l'équation In b= a ? 
Comment lit-on cette solution sur le graphique ? 

2° Pour a = -2, que vaut, approximativement, la solution de l'équation In b = a ? 

3° Entrer dans la barre de saisie b=x(A) ; créer le point B de coordonnées (a, b) puis le segment 
[AB]. 
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Le nombre b est l'exponentielle de a et on note b = exp(a). Ainsi le point B se situe sur la 

courbe de la fonction exponentielle exp. Afficher la trace du point B et bouger le curseur. 

a) Conjecturer la nature de la transformation géométrique permettant de passer de la courbe 

de la fonction logarithme népérien à la courbe de la fonction x exp(x) ? 

b) Vérifier cette conjecture à l'aide des outils de GeoGebra. 

@ Fonction x exp(x) 
A. Définition 

Dans le chapitre précédent, nous avons étudié la fonction logarithme népérien ; 

nous avons vu en particulier que : 

- la fonction In est définie et dérivable sur ]J0,+c{, y 

- pour tout x de ]0, + ce, In’ x= > 0, 

° liminx=- et liminx=+c, 
x—0 X—+00 

Figure 1 

nt=0l eine. 

Quand x varie dans l'intervalle ]0, + , la fonction In est strictement croissante et 

prend pour valeurs tous les nombres réels. En particulier il existe un nombre stric- 

tement positif unique tel quelnx=0:c'estx=1. 

De même il existe un nombre strictement positif unique tel queinx=1:c'estx=e. 

Plus généralement, a étant un nombre réel quelconque, il existe un nombre stric- 

tement positif unique b tel que In b= a. 

Par définition ce nombre b est appelé exponentielle de a et noté exp(a). 

DÉFINITION : , 

| Pour tout nombre réel a, le réel exp(a) est l'unique solution de l'équation d'incon- 

nue b:Inb=a. “pr 
trictement positif. 

Exemples 

exp(0) = 1 car 1 est l'unique solution de l'équation In b=0. 

exp(1)=e car e est l'unique solution de l'équation In b=1. 

[ ; 

Nous avons 1+ In1=0 et, en sens inverse, 1 = exp(0) «0. 

À 
De même e Hs Ine=1et, en sens inverse, e = exp(1) <1. 

In ; 

Plus généralement nous avons b Inb= a et, en sens inverse, b = exp(a) <a. 
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Nous définissons ainsi une nouvelle fonction, appelée fonction exponentielle, 

notée exp, définie sur R et prenant ses valeurs dans ]0, + of. 

10,+ œ[—53R eten sens inverse ]0,+ oo[e22R. 

Avec les notations usuelles en mathématiques, x (ou t) pour la variable et y pour la 

valeur prise par la fonction, la fonction exponentielle est définie de la façon sui- 

vante. \ 

ALAN 5 4 

d Le fonction exponentielle notée exp, est la fonction qui à tout nombre réel x 
_ associe Ik le nombre strictement positif Die ytel que X= IN yA TE CRE SE 

pixby= exp(x) défini par x= Hi 11 ain ete tell 
ont 2 LRU NS ESP ER 

ra he érñuit-ie À dr lé CORRE RNA 
vo © ep 

Nous déduisons immédiatement de cette définition que : 

CE qu” IL EUR CLUUILE L 

Pour tout nombre ré 

; y= puit seulement si x=In y. 

Pr w LAN QT 

éelxet tout n tnombre réel strictement tt positi A 
"2 1.5 © SR 

Fit re 

ré 

AT NP TT" 

LIN CON A 

Remarques 
menssonssesssseses 

+ Pour tout nombre réel x, exp x > 0. 

+ Pour tout nombre réel x, In(exp x) = x. 

+ Pour tout nombre réel de ]0, + [, exp(In x) = x. 

B. Relation fonctionnelle 

Pour tous nombres réels a et a’, posons exp(a) =b et exp(a') = b’. 

Par définition de exp(a), nous avons a = In b (égalité 1) et, de même, a = In b’ (éga- 

lité 2). 

Or nous savons que la fonction logarithme népérien transforme un produit en 

somme : In(bb”) = In b+1In b". 

Donc In(bb') = a + a’ d'après les égalités 1 et 2 ci-dessus. 

Donc, d’après la définition de l'exponentielle d'un nombre réel, bb’ = exp(a + a'). 

Or b et b' ont été définis par b = exp(a) et b’ = exp(a'). 

Donc, en définitive : exp(a) x exp(a') = exp(a + a'). 

ACTLIUE 

Pour tous nombres réels ac et a’, exp(a + a) = = exp(a) x exp(a').. F dt : 1 F 
si 

CCECECECEEEE CEE 

Ce résultat est à rapprocher d’un résultat sur les puissances : 4" = x x x. 

C. Notation e* 

Nous savons que, pour tout nombre entier relatif n, In(e”) = n. 

Donc, en prenant l'exponentielle de chacun de ces nombres : 

exp(In(e”)) = exp(n). 
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En définitive, comme exp(In(e”))=e” : pour tout nombre entier relatif n, exp(n)=e". 
Or exp x est défini pour tout nombre réel x. 

On convient de définir e* lorsque x est un nombre réel en étendant l'égalité précé- 

dente aux nombres réels. 

NOTATION 

CE QU” IL FAUT LIL 

+ Pour tout nombre réel xet pour tout R el y strictement positif, F nu - 

y= e*si et seulement six= In. FARINE 

: Pour tout nombre r£<lx, et> 0. L List a : É ; A : : : | ne d k ‘ “ ; 

- Pour tout nombre réel x, In(e”) = SEP ENE EN pe: LÉ. Dh te ; 4 

Pour tout nombre réel strictement positif x, e"=x ù À ; à LOL 

CE QU'IL FAUT SAVOIR. 

- Pour tous nombres réelsaetb, 
Es Co N° SN PONT VS TT, 

, et = € x e? ; TIM ETS" 2 1 

4J 

: 

à 

" 

% 

4 

Lz 
EE sn à 

LD 

2 

= 2 

CNE NP ANONR PEe & 

% 
dE. 

MES LOR Mi Es 

PNR REr Ce) 

e2. Pre basci in 

+ Pour tout nombre réel a et tout nor 

li 

elatif n, (e°)" OMS rs. OR nd. LS TE 

_ 
x 

à 

# 

? 

M 

ne e CET Er à 

3; 
be 

— eu 
A 

Diag 8-00) + = 

D. Étude des variations, courbe représentative 

Dérivée 

Nous admettons le théorème suivant : 

THEOREME 

La fonction exponentielle ES ble sur R et est 
Te 
.# La fonction beetle és xt etest st fix 1x _ æ. 

nction dérivée. 

Sens de variation 

Pour tout nombre réel x, (exp)'(x) = e* > 0. 

La fonction exponentielle est strictement croissante sur K. 

Limites de e* en —- et en+co 

Nous savons que lim Inx=—0 et lim Inx=+0. 
X—+ 00 

Nous admettons que : 

TNT L L 
Del #20 et im, e*= vi 

om 4 ou 

Ce 

ue 
K.n 
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Tableau de variation 

MP eET-A 

f(x) = e* ; (x) 0 

Courbe représentative 

> > 

Le plan est muni du repère orthonormé(O\; i, j). = 

Puisque y = exp x si et seulement si x= In y, au point M(x, y) de la courbe représen- 

tative de la fonction exp peut être associé le point M,(y, x) de la courbe représenta- 

tive de la fonction In (figure 2). 

M et M, se correspondent par la symétrie orthogonale d’axe la droite d'équation 

VEX. 

Les courbes représentatives des fonctions exp et In se déduisent l’une de 

l’autre par la symétrie orthogonale d’axe la droite d'équation y=x. 

Par exemple, observer que le point de coordonnées (0, 1) de la courbe représenta- 

tive de exp est le symétrique du point de coordonnées (1, 0) de la courbe représen- 

tative de In (1 = e° équivaut à 0 =In(1)). 

On peut faire la même remarque pour les points de coordonnées (1, e) et (e, 1) 

(e=e! équivaut à 1 =Ine). 

Figure 3 

snronnenessssesee 

Puisque la courbe représentative de la fonction In admet pour asymptote l’axe 
des ordonnées, la courbe représentative de la fonction exp admet pour 
asymptote l'axe des abscisses, ce qui est l'interprétation graphique de 
lim e* =0, 
X— — 00 

X mt e 
Limite de — en + 

x 

Nous observons sur la figure 4 que la courbe représentative de la fonction exp 
«monte plus rapidement » que la droite représentant la fonction x x lorsque x 
prend des valeurs de plus en plus grandes. 

Pour comparer les deux nombres positifs e* et x lorsque x devient de plus en plus 
X à : ï E grand, nous allons étudier leur quotient —. 
x 
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pin 10 100 200 

2 203 2,69*% 102% 1;3,61:x10%# 

‘ ei : : 
Il semble que, lorsque x devient grand, — devient de plus en plus grand mais les 

x 
théorèmes relatifs à la limite d'un quotient ne permettent pas de conclure. 

Nous admettons le résultat suivant : 

ALU 

Ce résultat peut se retenir sous la forme imagée suivante : « e* l'emporte sur x 

en + co ». 

E. Comparaison des comportements en + 

de la fonction exponentielle et de la fonction logarithme 
népérien avec les fonctions puissances 

Les fonctions x e*, x Inxetxt- x", où nest un nombre entier naturel non nul, 

ont pour limite + « en +, Pour comparer le comportement de ces fonctions, après 

observation à l’aide d'une calculatrice ou d'un tableur conduisant à émettre des 
lim x 

conjectives, nous avons admis le théorème suivant: lim —=—= 0. 
X—+>o X 

« Une fonction puissance l'emporte sur la fonction logarithme népérien 

en + © ». 

Nous admettons maintenant le résultat suivant qui confirme la croissance très 

rapide de la fonction exponentielle. 

 THÉORÈME — 
Se PR eee SR Pour tout nombre entier naturel n, lim — 

Coad + M LrorA re x + n 

2 

« La fonction exponentielle l'emporte sur une fonction puissance en + ». 

Exemple 

ON PEUT RETENIR QUE ; | 
d éiiéie bo , pau à S. de N ho & 

Pour les grandes valeurs de x, les à ombres 

Inx x 2,38, .… ,e* se classent dans cet ordre 

du plus petit au plus grand. Pis 
À de + : "1 + 

D 
' ’ 

pie L Le . 
à LT LT LE LL ES 

. ad: es put ar 7 “ 
L h 10 té 4 

pre , Ton a de hi 
Jr di: à 2 on » 

dar be TES 9 € 
A ge IE DS 2 
ee, : “HE OT M Pre “ rl 

ae. À ” TONER 
LHC MER T Ve 
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EXERCICE EU LY']ET ER ( 

MÉTHODE 

Faire apparaître 
e* 

une forme —. 
x" 

Appliquer le théorème 
ci-dessus. 

+ 

Appliquer un théorème sur 
la limite d’un produit. 

ÉNONCÉ 

Soit f la fonction définie sur R par f(x) = e* - x2. 
e* 

1° Vérifier que, pour tout x de R, f(x)= x? = ) 
x 

2° En déduire lim f(x). 
X— +00 

SOLUTION 

e* x2e* 
1 Pourtoutrde Rx [© 1)- : — Xx?, 

x x 

e* 

x21—-1|=e*-x2=f(x). 
x2 

X— +0 X X—+|\ X 

e* e* 
2° lim —=+c, d'où lim Far = +00, 

; e 
De lim x2=+et lim (Es 

X— +00 X—+| X 

er Fa HE Rd 
on déduit que: lim x? (E-1}+ d'après un théorème sur la limite d'un 

. +. À X 
produit. ë 

Donc lim f(x)=+0. 
X—> +00 

F. Fonction composée de la forme e‘ 

Ces limites sont abordées pour traiter des situations issues des autres disciplines. 

Limites de e‘ 

Exemple 

Soit f la fonction définie sur R par f(x) = e *. Pour calculer f(x) nous pouvons 

calculer d'abord u(x) = - 2x, puis calculer f(x) = et, 

Nous savons que lim —2X=—00, 
X— +00 

1 10 100 

u(x) =- 2x 2 = 20 — 200 

f(x) = et 0,135 2x10© 1,4 x 10-87 

Nous observons sur le tableau ci-dessus donnant des valeurs arrondies de f(x) 

que lorsque x augmente, f(x) semble se rapprocher de 0. 

Nous admettons le résultat suivant qui ressemble aux théorèmes admis pour la 

limite d'une fonction de la forme u” ou In u. 

mu(x) 
x a 

=b etsi lime*=c, alors lime“%=c, 
x=b î CE 
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EXERCICE 2 
LC CR A xonct 

Soit f la fonction définie sur R par f(x) = ex. 

1° Déterminer lim f(x). 
X—-00 

2° Déterminer lim f(x). 
X— +0 

MÉTHODE SOLUTION 

o 4 — aux) Eye. Expriner/@) 1° Pour tout réel x, f(x) = e“* avec u(x) =- 2x. 

sous la forme e“(*), 

lim u(x)= lim —2x=+00, 
Déterminer lim w(x). a X— 00 

X——0c0 

lim u(x)=+c et lim e* =+, donc 
Appliquer le théorème APT ARE 

HE, lim f(xX)=+ car f(x) = et. 
X— -c0 

2° lim u(x)= lim —2x=—0, 
Déterminer lim (x). XPne X— +0 

X— +00 

=— lim u(x)=-c et lim e*=0, donc lim f(x)=0 car f(X) = et". 
Appliquer le théorème X— + X——00 X—+0 

ci-dessus. 

Dérivée de e‘ 

Nous admettons le théorème suivant qui ressemble aux théorèmes admis pour la 

dérivée d'une fonction de la forme u” ou In u. 

Siu est une fonction dérivable sur un intervalle I, alors la fonction e! est dérivable 

sur I et : (e“)=u’e“. 

E 2 EXERCIE PE 3 
ÉNONCÉ 

Soit f la fonction définie sur R par f(x) = e*. 

Déterminer f'(x). 

MÉTHODE SOLUTION 

Pour tout réel x, f(x) =e!* avec u(x) = x?. 
Exprimer f(x) 

sous la forme e“), 

=> Pourtoutréelx, u'(x) = 2x. 
Déterminer w’(x). 

Pour tout réel x, f'(x) =u'(x) e!, 
Appliquer le théorème 
ie LL dessue donc f'(x)= 2x e“. 
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Primitives de u’e“ 

Nous admettons le théorème suivant qui ressemble aux résultats admis pour les 

primitives d’une fonction de la forme u'u” ou —. 
u 

THÉORÈME | S 

Si sur un intervalle I une fonction fest telle que f(x) = u'(x)e“%, alors les primi- 

tives F de fsur I sont définies par F(x) = e“* + C où C est une constante réelle 

quelconque. 

EXERCICE = I  Exoncé 
Déterminer les primitives de la fonction f définie sur R par f(x) = e?*. 

MÉTHODE... SOLUTION 
eX* n'est pas exactement de la forme u'(x)e“ car pour u(x)= 2x, on a u'(x) = 2. 

Faire apparaître une forme 1 

u’(x)e“®.. Pour obtenir la forme cherchée, on écrit : f(x) = 52e"). 

ue L : 
| em Les primitives de f sont donc définies sur R par CUS +C où Cest une 

pphaner le ue constante réelle quelconque. 

@ Fonction exponentielle 
de base 10 
À. Nombre 10° 

Définition 

Dans le chapitre précédent, nous avons défini la fonction logarithme décimal : 

nous avons remarqué que les variations de la fonction log sont les mêmes que 

celles de la fonction In. 

Quand x varie dans ]0, + cf, la 

fonction log est strictement 

croissante et prend pour 

valeurs tous les nombres réels. 

En particulier, il existe un 

nombre strictement positif 

unique tel que log x = 0: c'est 

X= (|: 
Figure 5 

De même, il existe un nombre strictement positif unique tel que log x = 1 : c'est 
x= 10. 

Plus généralement, a étant un nombre réel quelconque, il existe un nombre stric- 
tement positif unique b tel que log b = a. 
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Par définition, ce nombre b est noté 10. 

CHCTUIL 

pe Pour tout nombre réel a, le réel 10 est lu unique solution de l'é 

nue b: log b= DR ET RE PRE | À à à | 

Remarque 
CCCELECEEEC EEE 

Pour tout nombre entier relatif #, In 10/= # In 10, donc, exp(In 10”) = exp(r In 10), 

exp(In 10”) = 10", donc 10" = e”ln10, 
On convient d'étendre l'égalité précédente aux nombres réels : pour tout nombre 
réel a, 10% = e4n10, 

Exemple 

Observez avec votre calculatrice que 

102%=0,16-10/= 31627 

Propriétés 

En utilisant la définition de 10% et les relations fonctionnelles de exp et de In, on 

démontre les propriétés suivantes : 

10° >0; 10%#=10%x 10; 

a 

10° 10 10° 

10° 
107 (10° =10%; 

106 ” 
In 10°=aln 10. 

B. Définition 

DEFINITION : 

QE fonction d définie sur R par : x est appelée fonction exponen- 
_tielle de base 10. +: VTC SIN 

C. Sens de variation 

La fonction f définie sur R par: x > 10* = e*!n10 est de la forme e', avec 

u(x) =xIn 10. fest donc dérivable sur R et f” = u'e“ avec u’(x) = In 10 car ici 

In 10 est une constante, donc, pour toutx de R, f'(x) =In 10 e*"10, 

In 10 > 0. On déduit les variations de f de celle de la fonction exponentielle 

(de base e). 

JOEL ER Te y =10* 

Signe de f’(x) + 

ÉTÉ LE cs 

de x:- 10* 10* 

D. Courbe représentative 

On obtient la courbe de la figure 6. 

Se Le LE 

X 

Figure 6 
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@ Fonctions puissances 
définies sur 10,+<[ 
par x x°, 
avec «a nombre réel 
strictement positif 

Nous connaissons les fonctions puissances suivantes : L. 

- d'une part xr- x", où nest un nombre entier naturel non nul, définies sur R (par 

exemple x x,xr x2,xr Xi); 
Tue ; PRE 

+ d'autre partxk> x" =——,oùnestun nombre entier naturel non nul, définies sur 
X : 

{ 
chacun des deux intervalles ]- co, O[ et ]0, + co[ pa exemple x 1) 

x 

Nous nous proposons d'introduire ici de nouvelles fonctions puissances : x x°, 

où & est un nombre réel, définies sur 10, + col. 

A. Définition 

Nous avons défini 102 pour tout a de R par : 102 = e21n10, 

CRT A ds RL 

_ Soita x un nombre réel strictement positif. é : , MOT "ALES 

|| On appelle fonction « puissance «» la fonction , définie : sur 10, + cf par: + hs ’ 

RAT eue RER RES ä am 
à OT 

Le LL An aù q da Es” 

Exemple 

à 1 RE 
Dans le cas où a = 7 pour tout x de ]0, + oo[, x2 = 7” par définition de x°:. 

1 i 1 
Donc x2 =e"(*) car In(Vx) Fe In x (voir le chapitre 4 : 1B.). 

1 

Or eh) = x, Donc x2 = 4x. 
! à 1 À : 

La fonction « puissance Se » est la fonction racine carrée. 

B. Dérivée 

On admet le résultat suivant. 

k Pour tout RE 
A fe ax) = ax, ie 
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C. Résoudre une équation de la forme x°= k avec k > 0 et à > 0 

Exemple 

On se propose de résoudre l'équation x!° = 3. 

Par définition x!° = e !5"*, d'où les équations équivalentes : 

e l5Inx = 3 : In(e 1,5lnx) = |n 3 , 

Tsinxe in 2" toes In; 
LA 

sue 

x=els =72,08. 

Définition de la fonction x exp(x) 

+ La fonction exponentielle, notée exp, est la fonction qui a tout nombre réel x asso- 
cie le nombre strictement positif unique y tel que x = In(y). 

*-PourtoutxdeR, exp:x+ y = exp(x) si et seulement six=In(y). 

Notation e* 

+ Pour tout nombre réel x, expx = e”. 

- Pour tout nombre réel x, In(e*) = x. 

- Pour tout nombre réel a > 0, e!"{a) = a. 

Relation fonctionnelle 

Pour tous nombres réels a et b, 

Ce qu’il jaut savoir . e+b — e1 x eb : 
LA 

1 ef 
*e=— et et=— ; 

et el 

- Pour tout nombre réel a et tout nombre entier relatif n, (e°)" = e”. 

Dérivée 

Si pour tout x de R, f(x) = e* alors f’(x) = e. 

Limites en - et en + 

lim e*=0 et lim e*=+0, 
X—-00 X—+00 | 

Tableau de variation et courbe représentative | | 

 —— + 0 | 

F9 = e* + | 

Pour tout nombre réel x, e* > 0. 

[LL 2 

dd 
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Dérivée de e‘“ 

Si u est une fonction dérivable sur un intervalle I, alors la fonction e“ est dérivable sur 

let: (e)’ =u’e". 

Primitives de u'e“ 

Si sur un intervalle I une fonction fest telle que f(x) = u”’(x)e“" alors les primitives F 

de fsur I sont définies par F(x) = e“* + C (C étant une constante réelle quelconque). 

Autres limites 

nest un entier naturel. 

In x e* A 
lim = 0 5 lim —=+0. 
X—+o x" X—+00 X11 

Fonction exponentielle de base 10 
La fonction définie sur R par : 

x 107 = e*l"10 est appelée fonction exponentielle de base 10. 

Fonctions puissances 
Soit & un nombre réel strictement positif. 

On appelle fonction « puissance & » la fonction f, définie sur ]0, + c[ par: 

== enr 

PE ARDENNE RE EDS CORNE ONDES END ENT PP SR EDEN SNS ORAN NEED ET COTE AP ARENA COPIES ERA ERA NE EPP PS POSESF OR ONTORNENN TE TPINER E PO SNNUNT TPE TES RE E ENST PROS EEE CESR EEE PNR SENTE ESRI 

b C'est pour que la pression par m° de section 
parallèle à la base soit la même sur toute la 

hauteur, qu'une fonction de la forme 

xt ae* (où a et b sont des constantes) 

intervient dans le profil de la Tour Eiffel. 
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LOGICIELS UTILISÉS 

GeoGebra 

Maxima 

Exploiter une fonction exponentielle 
f en contexte technologique 

4 

Travaux pratiques TICE 

Panneau photovoltaïque 
On étudie les caractéristiques d’un pan- 

neau voltaïque, pour lequel on a mesuré 

l'intensité du courant produit, selon la ten- 

sion configurée, pour un rayonnement 

solaire de 1 000 W/m°? à la température de 

€. 

À. Modélisation de l'intensité selon la tension avec GeoGebra 

On possède les mesures suivantes. 

LEE AUHATUIS 0 10 16 18 20 21 

Intensité y; en ampères 3,2 3,1 3 2,8 17 0,7 

On cherche à modéliser l'intensité, exprimée en ampères, en fonction de la tension, exprimée en 

volts, par une fonction f du type f(x) = a + be”, où a, b et c sont des nombres réels à déterminer. 

À l’aide de GeoGebra, figurer les points P, de cordonnées (x, y;) (on peut pour cela afficher le 

tableur de GeoGebra, y entrer les coordonnées des points, puis, après sélection de la zone du 

tableur, faire un clic droit et « créer une liste de points »). 

Créer un curseur a de 3 à 4 avec un incrément 0.1 ; un curseur b de 0 à 0.005 avec un incrément 

0.001 et un curseur c de 0.31 à 0.32 avec un incrément 0.001. 

Saisir f(x)}= a+b*exp(c*x) pour obtenir une représentation graphique de la fonction f. 

S fx) = 3 - 0.006 e*{0.31 x} 
3 liste = 410, 322), (10, 3.1). 

1. Quel est l'effet produit par le curseur a ? 

2. Manipuler les curseurs de façon à ajuster « au mieux » les points P; avec la courbe représen- 

tative de la fonction f. Quelles valeurs obtenez-vous pour les paramètres a, b et c? 
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Travaux pratiques TICE 

B. Recherche de la tension de puissance maximale avec Maxima 

On modélise l'intensité, exprimée en ampères, en fonction de la tension x, exprimée en volts, par 

la fonction f définie par f(x) = 3,202 — 0,002 3 e0#14%x, 

La puissance électrique produite, exprimée en watts, est alors donnée par g(x) = xf(x). 

Un logiciel de calcul formel a permis d'obtenir les résultats suivant. 

_E 

(#i1) define(g(x),x*(3.202-0.0023*exp(0.3149*x) ) ) ; 

($o1) g(x):=x(3.202-0.0023 $e°:31#° x) 

(312) define (dg(x),diff(g(x),x)); < 

(%o2) dg(x):=-7.2427000000000006 1074 x $e°*14*_9.0023 $e°-%149x*+3.202 

(%03) d2g(x):=-2.2807262300000004 1074 x $e°°149%_0,00144854 $e °° °11° x 

($14) dg(0); 

($04) 3.1997 

{$i5) dg(22); 

($o5) -15.40112195391412 

($i6) dg(17); 

($06) 0.11429465912855 

{ ($%i3) define (d2g(x),diff(dg(x),x)); 

(#i7) dg(17.1); 

-2.7803768687650887 1074 

1. En utilisant l’expression fournie par la sortie n° 3, donner le signe de la dérivée seconde de la 

fonction g pour x > 0. 

Que peut-on en déduire pour la fonction g’ ? 

2. Dresser le tableau de variation de la fonction g’ sur l'intervalle [0, 22]. 

3. Montrer que la fonction g’ s’annule pour une valeur x, comprise entre 17 et 17,1. 

4. Justifier que la tension de puissance maximale correspond, selon ce modèle, à la valeur À 

TP  Fairele lien entre suites géométriques 
2  etfonctions exponentielles 

Interpolation de la suite (1,3)" 
On considère que le nombre de foyers équipés d’un nouveau bien de consommation augmente 
de 30 % chaque année, sur une période de 10 ans. Le nombre de foyers initialement équipés est 
donc multiplié par 1,3 la première année, par 1,3? la deuxième année et par 1,3!° au bout de la 
dixième année. Si l’on souhaite estimer le nombre de foyers équipés au bout de 2 ans et trois mois 
par exemple, soit 2,25 années, il faut interpoler les termes 1,3? et 1,3? de la suite géométrique des 
puissances entières de 1,3. 

LOGICIEL UTILISÉ 

À. Interpolation des termes de la suite selon un algorithme de dichotomie 

1. Calculer et représenter sur une feuille de calcul les termes de la suite géométrique (1,3) avec 
n entier entre 0 et 10. 

2. Soit a, b, c trois termes consécutifs, strictement positifs, d’une suite géométrique. Justifier 
DEN CC 

ue l’on a —=— et en déduire que le terme intermédiaire vaut b = Jaxc q FU q 
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3. Utiliser l'expression précédente pour interpoler par « dichotomie », c’est-à-dire en coupant 
les abscisses en deux, les valeurs de la suite géométrique. 

Ajouter sur le graphique les nouveaux points obtenus (pour cela, faire un clic droit sur le gra- 
phique, puis, selon le type de tableur, suivre « Sélectionner des données/Ajouter » ou « Données 

sources/Série/Ajouter » ou « Plages de données/Séries de données/Ajouter »). 

Comment se positionnent les nouveaux points ? 

4. Réitérer, comme précédemment, la dichotomie. Ajouter au graphique les nouveaux points 
obtenus. 

Quel est le pas entre les abscisses des différents points actuellement calculés ? 

5. Quelle est la réponse à la question posée en introduction : après 2,25 années par combien est 

multiplié le nombre initial de foyers équipés (arrondir à 1073) ? 

B. Ajustement d’une courbe exponentielle 

En répétant l'algorithme précédent, on obtiendrait des points de plus en plus serrés, prenant 

l'aspect de la courbe représentative d’une fonction. Pour obtenir le tracé de cette courbe, cliquer 

avec le bouton droit de la souris sur l’un des points de la suite géométrique initiale (par exemple 

le dernier point à droite) et ajouter une « courbe de tendance » de type exponentiel en deman- 

dant l'affichage de son équation. 

1. Selon le tableur utilisé, l'équation affichée est y = e°22% ou y = 1,3*. En utilisant la formule 

a“ =e* "4, expliquer ces deux possibilités. 

2. Vérifier la réponse donnée à la question A.5., en calculant 1,32. 

TP  Modéliser en laboratoire 
CCLEEPEET 

3 à l’aide de fonctions exponentielle et puissance 

LOGICIEL UTILISÉ 

Croissance d’une population de cellules tumorales 
(où les mathématiques sauvent des vies) 
La plus petite tumeur détectable par palpation est constituée d'environ 10° cellules et les métas- 

tases ne sont détectables par imagerie médicale qu’à partir de 10% cellules environ. Un modèle 

mathématique de la population de cellules tumorales est, dans ces conditions, nécessaire pour 

affiner le diagnostic à partir des analyses réalisées en laboratoire (d’après D. Barbolosi Repères- 

IREM n° 83). 

A. Modèle de croissance exponentielle 

On considère une tumeur dont le nombre de cellules, doublant tous les 15 jours, est modélisé par 

la suite géométrique (,) de premier terme 4, = 1 et de raison 2. 

1. Donner une interprétation de u,. 

2. Calculer, à l’aide d’un tableur, les valeurs de 4, pour n allant de 0 à 400. 

3. Déterminer la première valeur de n pour laquelle , > 10°. 

À partir de combien de semaines, après l'apparition de la première cellule tumorale, la tumeur 

est-elle détectable par palpation ? 

4. Représenter, à l’aide du tableur, les 33 premiers termes de la suite (4,,) en reliant les points par 

une courbe. 

Cette courbe a pour équation y = 2* ou y = e“”"?. Pourquoi parle-t-on de croissance « exponen- 

tielle » ? 

5. Un traitement chirurgical peut laisser un résidu indétectable de 10° cellules tumorales. 

Résoudre l'équation 2* = 10% c’est-à-dire e*"? = 10% et en déduire qu'il faut prévoir un examen 

40 semaines après le traitement. 
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B. Modèle de croissance limitée 

L'observation montre que la taille d’une tumeur ne croît pas indéfiniment mais se stabilise autour 

d'environ 10/2 cellules. Un modèle mieux adapté consiste à considérer la suite (x,) définie par 

x, = 1 et, pour tout entier naturel n, x,,, =2Xx, — 10/7774 x x, 

où a est un nombre réel de l'intervalle [1 ; 1,1]. 

1. Créer un curseur pour le paramètre a selon la procédure suivante. 

+ OpenOffice Calc : 

Afficher le menu de contrôles de formulaires en faisant Affichage/Barre d’outils/Contrôles de 

formulaires. Cliquer sur l'icône « Barre de défilement » de ce menu. Dessiner sur la feuille de 

calcul le rectangle du curseur à la souris. Par un clic droit sur le curseur obtenu, choisir Contrôle... 

puis entrer dans Général, max 1000 et dans Données, Cellule liée F1. Désactiver l'icône mode 

Conception de la barre d’outil. La valeur du paramètre a peut ensuite être définie en cellule El 

par =1+F1/10000. 

* Excel : 

Afficher l'onglet Développeur par Bouton Microsoft Office/Options Excel/Afficher l'onglet 

Développeur dans le ruban. Dans cet onglet, faire Insérer et choisir l'icône Barre de défilement. 

Dessiner sur la feuille de calcul le rectangle du curseur à la souris. Par un clic droit sur le curseur 

obtenu, choisir Format de contrôle. puis entrer Valeur maximale : 1000 et Cellule liée : F1. La 

valeur du paramètre 4 peut ensuite être définie en cellule E1 par =1+F1/10000. 

[1] 12E +000 

,48E+001 

,29E+001 

52E+001 

5,40E+001 

8,23E +001 

= 

1,89E+002 

2,85E+002 

4,28E+002 

6,40E +002 

[__ 65536 | 9,52E+002 
141E+003 
208E+00 | | 

[ 8.23E+001 | 
[ 1,25E+002 | 

[2,86E+002 | 
[ 4,28E+002 | 

Calculer et représenter les termes x, pour # allant de 0 à 400. 

Quel est l'impact du paramètre a sur le graphique ? 

2. Lors du diagnostic d'une tumeur, on prélève 1 mm? (10° cellules tumorales) que l’on met en 

culture. Au bout de quinze jours, le nombre de cellules a augmenté de 150 000. 

a. Estimer la valeur de a en initialisant la suite (x,) à x, = 10% et en modifiant le curseur pour ajus- 
ter la valeur de x, (mettre la cellule correspondante au format Nombre). 

b. Retrouver cette valeur de 4 en résolvant l'équation : 105 + 150 000 = 2 x 105 — 102-124 x 1062, 

(On pourra utiliser le logarithme décimal, qui vérifie, pour tout réel @, log(10°) = 01.) 

Donner la valeur approchée de a arrondie à 1074. 

3. L'expression 1012-12 X x4 correspond au nombre de cellules se détachant de la tumeur durant 
la (7 + 1) quinzaine. On considère qu’en moyenne une cellule sur 10 milliards, parmi celles se 
détachant, est susceptible de devenir une métastase. Ainsi, pour la n-ième quinzaine, le nombre 
moyen de métastase est 102-124 x x4 

Réinitialiser la suite (x,) à x, = 1, puis calculer en colonne D le nombre moyen de métastases pour 
chaque quinzaine et sommer le nombre moyen total de métastases en colonne E. 
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4. On effectue un diagnostic à environ 10° cellules tumorales, est-il probable qu'une métastase 
soit présente ? 

5. Dans cette question, on suppose que a = 1,015 7. On effectue un diagnostic à environ 10° 
cellules tumorales, est-il probable qu'une métastase soit présente ? 

TP Utiliser un tableur 
Æ  pourétudier une fonction exponentielle 

LOGICIEL UTILISÉ 

Ce TP permet d'évaluer des capacités mathématiques développées grâce aux TICE. 

Offre et demande 

On considère un produit utilisé par les laboratoires de biotechnologies dont le prix unitaire, 
exprimé en euros, est noté x. L'objectif de ce TP est la recherche d’un prix d'équilibre entre l'offre 
et la demande de ce produit. 

À. Étude de la demande 

On note y la demande de ce produit, exprimée en centaines d’unités, c’est-à-dire la quantité que 

les consommateurs sont prêts à acheter au prix x. 

Une étude statistique a fourni les résultats suivants : 

UC ACTE) 1,1 1,25 1,4 D 2,45 3 

Demande y; (centaines) 93 8,4 72 4,8 31 219 

En ajustant, à l’aide du tableur, une « courbe de tendance » aux points 

de coordonnées (x; y;), montrer que l’on peut modéliser la demande, 

exprimée en centaines d'unités, à l’aide de la fonction f définie sur l’in- 

tervalle [1, 3] par : f(x) = 20e-°7x, 

Appelez le professeur pour présenter votre démarche et vos réponses. 

B. Recherche du prix d'équilibre 

L'offre est la quantité de ce produit que les producteurs sont prêts à vendre au prix x. On suppose 

que l'offre, exprimée en centaines d'unités, peut-être modélisée par la fonction g définie sur l’in- 

tervalle [1, 3] par : g(x) = 0,15x + 2,35. 

1. Représenter à l’aide du tableur les fonctions f et g sur un même graphique (on prendra pour 

x un pas de 0,01). 

2. Déterminer la valeur de x pour laquelle la demande est de 400 unités : 

— graphiquement ; 

— en résolvant l'équation 20e °7*= 4. 

3. Le prix d'équilibre est celui pour lequel l'offre et la demande sont égales. 

Déterminer graphiquement le prix d'équilibre, puis contrôler la réponse sur la feuille de calcul. 

Appelez le professeur pour présenter votre démarche et vos réponses. Tant te 
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Exercices Exercices 
CE QU'IL FAUT SAVOIR FAIRE none 

Simplifier une expression avec une exponentielle 44122 

Résoudre une équation, une inéquation 

Déterminer des limites 

Calculer la dérivée de fonctions 

Déterminer des primitives 

Étudier les variations d'une fonction définie avec x+= e* 

Étudier des situations issues des autres disciplines au moyen de la 
fonction exponentielle de base e 

Utiliser une fonction exponentielle de base 10 

Utiliser une fonction puissance 

Pre 
Utiliser un tableur 

Pre 
Utiliser GeoGebra 

Que 
Utiliser Maxima 

ca 
Scilab 

Simplifier une expression 3. : 
avec une exponentielle a) enr dei, 

b) In de, e)e "2; 
. ea ANS e 

re a | . SE ; 9 ; —2 3 A DU gg mo 4 oui QE : 
1 Résoudre une équation, 
+ une inéquation, un syst 

a)in e”}; c)in Ve : q ème 

b) In e? ; d)l 1 4. : 
) Jin de Résoudre dans R l'équation suivante : 

a)“ =3; b)e*+1=0. 
ALUUIRSRET 

2Z.+ 5. + 
a) em; b) e-P3 ; c) e2n2, Résoudre dans R l’équation suivante : 
RIRE ae 13 b)'e*=2;: 

CHAPITRE 5 + FONCTIONS EXPONENTIELLES 



6. ; 
1. Résoudre dans R l'équation : x? - 5x + 4 = 0. 
2. En déduire la résolution dans R de l'équation : 

e*— 5e*+4=0, 

Méthode : Remarquer qu'en posant X = e*, l'équation du 2 
s'écrit: X2-5X+4=0. 
En désignant par X, et X, les solutions de l'équation du second 
degré du 1, résoudre chacune des équations e* = X jete*=X;. 

CORRIGE P. 346 

2. : 
1. Résoudre dans R l'équation x? + x — 2 = 0. 

2. En déduire la résolution de l’équation d’inconnue f: 

et+et—-2=0,. 

b Conseil : Procéder comme à l'exercice &. 

8. ++ 
Résoudre dans R l'équation : e* — 15e-* = 2. 

b Indication : Poser e* = X. 

9. ; 
Résoudre dans ]0, + +[ l’équation suivante. 

a) In 2; 9 Ina > ; 

b)Inx!= 3 ; d) Infax)= 4. 

>> Rappel : Pour tout nombre réel positif a, In a = b équivaut à a = e!. 

CORRIGE P. 346 

Méthode : Dans les exercices 10 et 11, poser In x=X. 

Déterminer les solutions X, et X, de l'équation d'inconnue X. 

Résoudre ensuite les équations In x = X, etin x=X.. 

10. . 
2(In x}? +Inx-1=0. 

11. . 
(In x)? —-Inx-6=0. 

12. ++ 

Résoudre dans R l'équation 2(In x)? + 3 In x — 2 = 0. 

1 3. +++ La taille des crevettes 

Trachypenaeus est le nom d’une crevette se développant 

dans les eaux chaudes de l’île de la Guadeloupe. Des relevés 

sur une longue durée ont permis d'établir que la taille Z(£) 

des crevettes Trachypenaeus exprimée en millimètre en 
A 

fonction de l’âge { exprimé en semaines est donnée par : 

LD = 87541 6e), 

1. Calculer, avec ce modèle, la taille d’une crevette de trois 

ans. 

2. Déterminer l’âge théorique d’une crevette de taille 

80 mm. 

1 4, +++ Le tri sélectif 

Pour préserver l’environnement, les Français trient depuis 

de nombreuses années leurs déchets, en particulier le verre. 

On désigne par f la fonction définie sur l'intervalle [O, + 

par : 

300 
f(E) = 67— ei 5" 

On admet que, pour une région, f(£) représente le taux 

(exprimé en pourcentage) de recyclage du verre en fonc- 

tion du temps f, exprimé en années, écoulé depuis 1992. 

Ainsi de f(0) = 17, on déduit, qu’en 1992, il y avait dans 

cette région 17 % du verre recyclé. 

1. Calculer le taux de recyclage du verre dans cette région 

pour l’année 2012 (arrondir le résultat à 0,01 %). 

2. Déterminer par le calcul l’année où le taux de recyclage 

du verre dans cette région sera de 63,84 %. 

3. Dans cette question, toute trace de recherche, même 

incomplète, ou d'initiative même non fructueuse, sera prise 

en compte dans l'évaluation. 

Selon le modèle précédent, le taux de recyclage du verre 

dans cette région sera-t-il un jour de 70 % ? Justifier votre 

réponse. 

1 5. + Inéquations 

Résoudre dans R l’inéquation suivante. 

a)e*>3; bje*>-1; c)e” 25. 

Méthode : Mettre, lorsque c'est possible, chacune des inéquations 

précédentes sous la forme e° > et équivalente à a > b. 

CORRIGE P. 346 

1 6. ++ Inéquations 

Résoudre dans R l’inéquation suivante : 

a)Jee2; b) 2e*-1>0. 

Déterminer des limites 

17. + 
Déterminer la limite en — + et en + c de la fonction f défi- 

nie sur R par : f(x) = e* + e* — 1. 

18. ++ 

Déterminer la limite en — + et en + + de la fonction f défi- 

nie sur R par : f(x) = e* — x. 

» Se reporter à l'exercice résolu 1 du cours. 

LUTTE 
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Exercices! 

19. + 

1. Déterminer lim f(x). 
X——00 

Soit f la fonction définie sur R par : f(x) = e* — 3x. 

2. a) Vérifier que, pour tout x de R, f(x) = {£- 3) 
æ 

b) En déduire lim f(x) 

20. 
Soit f la fonction définie sur R par : f(x) = x + 1 — e*. 

Déterminer lim f(x) et lim f(x) 

b- Avec prise d'initiatives. 

21. :: 
1. Déterminer la limite en + + de la fonction f définie sur 

10, + ef par F5) =. 
2. Déterminer la limite de fen 0. 

B Indication : Pour la limite en+, on pourra mettre en facteur e* 

au dénominateur (qui est le terme qui semble jouer le rôle le plus 

important pour les grandes valeurs de x, puis simplifier par e*. 

22. +++ 

ni * 

Soit f la fonction . sur R par : f(x £ 
| 2+e* 

Déterminer lim f(x 
X—}+00 

b- Avec prise d' initiatives . 

Limites de fonctions composées de la forme e 

(exercices 23 à 28). à LE ie SA 

23. ++ 

Les deux questions suivantes sont indépendantes. 

1. Soit f la fonction définie sur ]0, + c[ par : 

f(x) = 10 — 20e°> 

a) Calculer lim f(x). 
X—+00 

b) En déduire que la courbe représentative € de f dans 
> > 

un repère (O; i, j) admet une asymptote dont on donnera 

une équation. 

150 
2. Soit g la fonction définie sur ]0, + c[ par g(x) = me 

LAC 
a) Calculer lim g(x). 

+00 

b) Interpréter graphiquement le résultat obtenu au a). 

B On peut se reporter à l'exercice résolu 2 du cours. 

CORRIGE P. 346 

2 4. ++ Recherche d’asymptote 

Soit f la fonction définie sur R par f(#) = 1 + e-01##2, 

On désigne par € sa courbe représentative dans un repère 

orthonormé du plan. 

CÉAPIMRES MEONCRONSIEXPONENTMIELLES 

1. a) Déterminer lim (— 0,1 +2). 
1 

b) En déduire lim f(£) 
t——c0 

2. a) Déterminer lim f(é). 
t— +00 

b) Déduire du a) que la courbe 6 admet au voisinage de 

+ une asymptote dont on donnera une équation. 

25. ++ 
Déterminer la limite en + « et en — de la fonction f défi- 

nie sur R par : 
a) f(x sers 

Cr 

a) ++ 

Dans chacun des cas suivants, la fonction f est définie 

sur R. Déterminer lim f(x) et lim f(x). 
À X—)—00 X— +00 

b) f(x)= = 

a) f(x) =2e00%; c} f(x) = 19 Fee 

b) f(x) er: d) f(x) = 20 — 10e °#. 

2 r & ++ Interpréter graphiquement une limite 
100 

Soit f la fonction définie sur [0, + c[ par RER oit f la fonction définie sur | par f(x ee 

4. Déterminer lim f(x). 
X—+00 

2. Interpréter graphiquement le résultat obtenu au 4. 

2 8. +++ Évolution d’une colonie de protozoaires 

Protozoaire : être vivant unicellulaire, classé traditionnelle- 

ment dans le règne animal. 

(dictionnaire Le Petit Robert) 

On étudie l’évolution d’une colonie de protozoaires placés 

dans un milieu limité. 

Le nombre f(t) de protozoaires est donné en CE du 

temps fé, ES en heures par : 

JE es 

1. Calculer f(0) et interpréter ce résultat. 

2. Déterminer lim f(#). 
t— +00 

, pour £ appartenant à l'intervalle [O, + oo. 

3. Que peut-on déduire du résultat du 2. pour l’évolution 

à long terme de cette population ? 

Calculer la dérivée de fonctions 

Déterminer la dérivée de la fonction f sur l'intervalle 

donné où elle est définie et dérivable 

(exercices 29 à 38). 

> Conseil : pour chacun des exercices 29 à 38, on peut vérifier le 
résultat à l’aide d'un logiciel de calcul formel. 

29. : 
f définie sur R par f(x) = xe*. 



30. : 
f définie sur R par f(x) = 

31.. 
f définie sur ]0, + c[ par f(x) = Do 

L CORRIGÉ P. 346 D 

3 2 e + Dérivée de e“ 

f définie sur R par f(x) = 2x - e*. 

| 

33... 
f définie sur R par f(x) = 

34. ; 
f définie sur R par f(#) = e‘(et — 2). 

35. : 

(2x + 1)eï. 

f définie sur R par f(x) = 3 $ 
Sel 

36. . 
f définie sur R par f(x) = — e* + 2e, 

37. : 
1 

f définie sur R par f(é)= si 

3 8. ++ La variable est £ 

Déterminer la dérivée des fonctions suivantes : 

a) f définie sur R par f(#) = 2e°°1'; 

b) f définie sur R par f(£) = e-02#1; 

c) f définie sur R par f(£) = 10 + 0,02(- £ + 1)e' 

d) f définie sur R par f(£) = (- £+ 3)e; 
nl? 

défi : O, co FF a — e) f définie sur [0, + [ par f(£) 1110806 

, + of par f(é) = 10(1,2)'. f) f définie sur [0 

à Indication : Pour tout a de ]0, +[ettout bdeR, at =e?/"e, 

3 9. ++ Avec un logiciel de calcul formel 

Justifier par un calcul détaillé l'expression de f’(x) qui a été 

obtenue avec une calculatrice équipée d’un logiciel de 

calcul formel. 

a) Pour tout x de R, f(x) = xe”, f(x) = (1 + x)e* ; 

b) pour tout x de R, f(x) = (2x + 1)e”*, f’(x) = (- 2x + 1)e”; 

c) pour tout x de R, f(x) = (x + 1)*e”, 

F'(x) = (- x + 1)(x + 1e”. 

b Les calculs de dérivées au baccalauréat 

Les calculatrices équipées d'un logiciel de calcul formel donnent 

directement f(x). Ainsi, il n’est pas rare que dans les sujets d'exa- 

mens on donne f(x), comme dans l'exercice 39 , pour ne pas 

avantager les détenteurs de ce type de calculatrices. 

Exercices 

Déterminer des primitives 

En utilisant les résultats du cours, déterminer les primi- 

tives sur R, ou sur l'intervalle I, de la fonction f définie sur 

R, ou sur l'intervalle I (exercices 40 à 48). 

» Conseil : pour chacun des exercices suivants, on peut vérifier le 
résultat à l’aide d'un logiciel de calcul formel. 

40. : 
f définie sur R par f(x) = — 

41. . 
f définie sur R par f(#) = t + 1 + ef, 

B Conseil : pour chacun des exercices 42 à 48, procéder comme 

_ dans l'e exercice résolu 4 du cours. 

42. + 
f définie sur R par f(x) = e**3. 
CORRIGE P. 346 

43. ; 
f définie sur R par f(x) = e*. 
CORRIGE P. 347 

44, + 
f définie sur R par f(#) 

45. : 
f définie sur R par f(x) = — e* + 2e. 

46. : 
f définie sur R par f(x) = e* + e* — 1. 

47.: 
f définie sur R par f(#) = e“!*?. 

468. . 
f définie sur R par f(x) = xe**1. 

= 5e0,05t 

49. +++ La forme d’une primitive est donnée 

Déterminer deux nombres réels 4 et b tels que la fonction 

F:xt (ax + be’ 

soit une primitive sur R de la fonction 

Jin (2x le 

b Avec prise d'initiatives. 
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Exercices 

Étudier les variations 
d'une fonction 

50. ++ Avec une recherche d’asymptote 

Soit f la fonction définie sur R par f(x) = e* — — let 6 sa 

courbe représentative dans le plan muni du repère ortho- 
> > 

normé (O; é, j), unité graphique : 5 cm. 

4. a) Déterminer lim f(x). 
X——00 

b) Montrer que la courbe 6 admet une asymptote oblique %. 

c) Vérifier que, pour tout nombre réel x non nul, 
va 1e 

fG&x)= {£- Le il En déduire lim f(x). 
RON DNX #—> +0 

2. On désigne par f’ la fonction dérivée de f. 

a) Déterminer f’(x), pour tout x de R. 

b) Résoudre dans R l’inéquation e* — . 20. En déduire le 

signe de f(x) quand x varie dans R. 

c) Calculer la valeur exacte de f fn :) 

d) Établir le tableau de variation de f. 

3. Construire la droite ® et la courbe €. 

CORRIGE P. 347 

5 1 e +++ La courbe représentative est donnée 

Le plan est muni d’un repère 

orthonormé (O; î, ÿ). 

La courbe € tracée ci-contre 

représente une fonction f défi- 

nie sur R par : f(x) = ae” + be* 
où a et b sont deux réels à déter- 

miner. La tangente à la courbe € 

au point À d’abscisse 0 est hori- 

zontale. 

A. 1. Calculer l'expression f(x) 

en fonction des nombres réels a 

et b. 

2. Lire sur le graphique f(0) et 

f'(0). 
3. En déduire un système de 2 équations à 2 inconnues. 

Calculer les valeurs de a et de b. 

B. On suppose que, pour tout x de R, f(x) = e* + 2e. 

4. Déterminer lim f(x)et lim f(x). 
X— +00 %— —00 

5. a) Résoudre dans R l’inéquation e* — 1 > O. 

b) Montrer que f’(x) = 2e *(e%* — 1), pour tout x de R. 

c) En déduire le signe de f(x). 

d) En déduire les variations de f et dresser son tableau de 

variation. 

CHABIMRESREONEMONSIEXRONENNIELMLES 

Exemples d'étude de situations 
décrites au moyen de la fonction. 
exponentielle de base e 

5 2 e +++ Évolution d’une culture bactérienne 

On étudie l’évolution d’une culture bactérienne en fonc- 

tion du temps. On estime que le nombre de bactéries en 

milliards par ml est donné, à chaque instant £ (exprimé en 

heures) par la fonction f définie sur [0, 24] par : 

FÉS= (34 + Levis: 
On note € la courbe représentative de f dans un repère 

orthogonal (unités graphiques : 0,5 cm pour une heure sur 

l'axe des abscisses et 2 cm pour un milliard par ml sur l'axe 

des ordonnées). 

1. a) Montrer que la dérivée f’ de f est telle que 

(6) =(2:85 = 0,451) 0%, 

b) Étudier le signe de f’(t). Dresser le tableau de variations 

de f. 

2. a) Calculer f(0). Donner les valeurs approchées arron- 

dies à 107? de : f(2), f(6), f(10),f(15), f(24). 

b) Calculer le coefficient directeur de la tangente T à la 

courbe € au point A d’abscisse 0. 

c) Tracer T et € dans un repère donné. 

3. À l’aide du graphique, et en faisant apparaître les construc- 

tions nécessaires, déterminer à une heure près les valeurs de 

t pour lesquelles il y a 5 milliards de bactéries par ml. 

5 3 e +++ Radioactivité 

Un corps radioactif se désintègre en transformant une par- 

tie de ses noyaux suivant la loi N(f) = N(0)e- où N{(0) est le 

nombre de noyaux radioactifs au début de l'observation, 

N(#) le nombre de noyaux radioactifs à l’instant £ exprimé 

en heures, K une constante réelle. 

1. Déterminer la constante k pour le thorium, sachant 

qu'avec N(0) = 1 000, on a N{1) = 937. Arrondir à 10, 

2. La période d'un élément radioactif est le temps au bout 

duquel il reste la moitié de ses atomes. Calculer la période 

du thorium. Arrondir à la minute. 

54. +++ Ça chauffe ! 

Lorsqu'un système de production de pâte à papier fonc- 

tionne, il dégage de la chaleur et réchauffe le local dans 

lequel il se trouve. Une étude de la température de ce local 

a été effectuée à partir de lois physiques. 

A. Étude d’une fonction 

On considère la fonction f définie sur l'intervalle 

1 = [0, + o[ par f(t) = 22 — 4,5el-05f, 

1. Déterminer la limite de la fonction f en + ce, 

2. Étudier le sens de variation de la fonction f sur l’inter- 

 valle I. 



B. Étude de la température du local 
La fonction f permet de calculer la température du local ACE), 
exprimée en degrés Celsius, en fonction du temps £, exprimé 
en heures, écoulé depuis la mise en route du système. 
1. Calculer la température du local lorsque le système a 
fonctionné 1 heure et demie. Arrondir à 1071. 
2. Calculer le temps, arrondi à la minute, au bout duquel le 
local atteint la température de 19 °C. 

3. Donner une interprétation du résultat du A... 

55. +++ Fonction logistique et équipement des 

ménages 

A. Étude d’une fonction 
: Fri 1 

La fonction f définie sur [0, + «[ par f(t)= Tra9e 0 

On note € la courbe représentant f dans un repère ortho- 

gonal (unités graphiques : 0,5 sur l’axe des abscisses et 

10 cm sur l’axe des ordonnées). 

L. a) On admet que lim e°1%5t 0, Calculer lim f(+). 
+0 +0 

b) Déduire du a) que la courbe € admet une asymptote D 

dont on donnera une équation. 

2. Recopier et compléter le tableau suivant en arrondissant 

les résultats à 1072. 

3. a) Calculer la dérivée de f et vérifier que 
1 06125 0125 

dr) 0,125: 2° (Er4, 9e 928) 

b) Établir le tableau de variation de f. 

4, Tracer la courbe ‘€ et la droite %. 

5. a) Résoudre graphiquement l'équation f(#) = 0,5. Faire 

apparaître les traits utiles sur le graphique. 

b) Résoudre par le calcul l'équation f(#) = 0,5. Arrondir à 

l'unité. 

B. Application 

Une étude statistique a établi qu’à partir de l’année 1990, le 

pourcentage des ménages équipés d’un four à micro-ondes, 

dans un appartement, est donné approximativement par la 

formule : f(£)= ou t désigne le nombre d’an- 

nées écoulées depuis 1990. 

Par exemple f(0) = 0,17 ; en 1990 il y avait 17 % des 

ménages équipés d’un four à micro-ondes. 

1. Calculer le pourcentage des ménages ayant cet équipe- 

ment en 2010. Arrondir à 1077. 

2. Déduire de la partie A., l’année à partir de laquelle 50 % 

des ménages ont été équipés d’un four à micro-ondes. 

3. Donner une interprétation du résultat obtenu au A. a). 

> Les fonctions logistiques 

+ On appelle fonctions logistiques des fonctions définies sur R 

parf(t)= , OÙ À, B, Csont des constantes réelles positives. 
1+ Be-Ct 

- Ces fonctions sont utilisées en biologie, pour décrire l'évolution de 
certaines populations dans un environnement limité (elles furent 

proposées pour la première fois en 1837 par le biologiste et mathé- 

maticien belge Verhulst, pour décrire l'évolution d'une population à 

«croissance limitée »), en psychologie, en économie. 

+ Dans l'exercice 55, A=1,B=4,9, C=0,125. 

+ L'équipement des foyers en téléphones mobiles, en ordina- 
teurs, en GPS... peut être décrit par une fonction logistique. 

56. +++ Fonction logistique et diminution d’une 

population 

A. Soit la fonction définie sur [0, + c[ par : 
440 

Ft} 
JG) 1—0,5e-2! 

1. On admet qué Aifn e 2! =0. En déduire lim f(#). 
lande t—+00 

2. Étudier les variations de f sur [0, + of. 

B. Une étude sur le comportement d'organismes vivants 

placés dans une enceinte close dont le milieu nutritif est 

renouvelé en permanence a conduit à admettre que le 

nombre d'individus à l'instant f, exprimé en heures, est 

N(6) = f(#), où f est la fonction étudiée au A. 

1. Déterminer le nombre d'individus à l'instant £ = O. 

2. Déterminer au bout de combien de temps la population 

initiale aura diminué de moitié. 

3. Interpréter le résultat obtenu au A... 

5 r ++ Une chaînette 

La chaînette est la courbe suivant laquelle se tend un fil (ou un 

câble) homogène, pesant, flexible et inextensible, suspendu par 
ses extrémités à deux points fixes. 

On démontre en mécanique et on admet que, rapportée à 

un repère orthonormé convenable, la chaînette admet une 
À à o-Xx ete 

2À 
équation de la forme : y = avec À > 0. 

D Pensez aux lignes à haute tension de RTE (Réseau de transport 
d'électricité). 
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 ÉTANATAT AE 

On laisse pendre un tel câble entre deux points situés à une 

même hauteur et distants de 200 mètres, comme le montre 

la figure. 

— 100 0 100 x 

On admet que, dans le plan muni du repère orthonormé 
> > 

(O; i, j), l'arc AB est la courbe représentative de la fonc- 
e001x +e70:01* 

tion f définie sur [— 100, 100] par f(x) = ss 

b La courbe est la chaînette obtenue pour À= 0,01. 

La flèche prise par le câble est la distance SH de la figure. 

Calculer la valeur approchée arrondie à 10"? de la flèche 

SIL 

Fonctions exponentielles 
de base 10 

Pour tout nombre réel strictement positif x : log x = b si 

et seulement si :x= 104. 

5 8. + Équation log x = b 

Résoudre dans ]0, + [ chacune des équations suivantes 

d’inconnue x ou 1. 

a) log x = 1. 

c) lol à) LA 
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59. : 
Résoudre dans ]0, + œ[ chacune des équations suivantes 

d’inconnue x. 

b) log x = — 2. 

I 

a) log x = 2. 

x 
c) lol) = — 2. 

e) log(0,4x) = 2. 

b) log x = — 1. 

d) log 2x = 3. 

Fonctions puissances 

60. ++ Équation x*= 4 

Déterminer le nombre réel x strictement positif qui est 
2 

solution de l'équation suivante. 

Donner la valeur exacte de la solution puis la valeur appro- 

chée arrondie à 1074. 

CHAPITRE 5 +: FONCTIONS EXPONENTIELLES 

b)x#4=1;10;: 

d) x?? = 1,045. 
a)+*=1,04 

c)x 2150; 

D Conseil : procéder comme dans l'exemple du paragraphe 3.C 

du cours. Ô 

Exemples d'utilisations 
de logiciels 

G 1 e ++++ Loi d’Arrhenius 

en cinétique chimique, avec le tableur 

La relation entre la température et la vitesse d'une réaction 

chimique est donnée par la loi d’Arrhenius qui peut s’ex- 
E 

primer sous la forme : k = Ae 831410 %XT, 

où T'est la température en Kelvin (K), 

k est le coefficient de vitesse, 

E est l'énergie d'activation pour la réaction en kilo Joule par 

mol, 

et À le facteur de fréquence. 

On peut supposer que E et A dépendent de la réaction 

chimique considérée mais pas de la température. 

On considère les quatre réactions chimiques suivantes et 

l'énergie d’activation correspondante : 

NO + CI, — NOCI + CI; E = 85 kJ.mol" ; 

C;H4 + CH, — Cyclohexène ; E = 115 kJ.mol” ; 

2HI — H, + L ; E = 184 kJ.mol!; 

Cyclobutane — 2 Éthylène ; E = 262 kJ.mol”1. 

1. À l’aide d’un tableur, tabuler les fonctions 
E 

Tire 831410 %T, selon la présentation ci-dessous pour T 

allant de 273 K à 373 K (on entrera en B3 une formule sus- 

ceptible d’être recopiée vers le bas, puis vers la droite). 

[3 | 273 | 5.446.017 | 9.90E-023 | 6.21E-036 | 7.38E-051 
[4 | 274 | 6.24E-017 | 1.19E-022 | 8,35E-036 | 1,13E-050 

7,15E-017 | 1,43E-022 | 1.12E-035 | 1.71E-050 

(T) (T) (M (T) 

[6 | 276 | 8.18E-017 | 1.72E-022 | 1,50E-035 2 59E-050 

2. Que peut-on dire de la vitesse de réaction lorsque la 

température augmente ? 

3. Représenter les quatre courbes sur un même graphique. 

Quel est le problème ? 

4. Modifier l’axe des ordonnées pour choisir une échelle 

logarithmique. 

Quelle est l'influence de l'énergie d'activation sur le rap- 

dd à P ra 
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62 e +++ Calcul formel avec Maxima 

Soit f la fonction définie pour tout réel x par f(x) = 



Avec un logiciel de calcul formel, calculer SP li en 
1+ (f(x)? 

simplifiant l'expression obtenue. Vérifier, à l’aide du logi- 

2 pts À Deer e 
1+(f(x)} 

(Noter les résultats intermédiaires obtenus.) 

63. ++++ Loi de Gumbel 

et prévision des catastrophes naturelles 

avec Maxima et GeoGebra 

La loi de Gumbel (exponentielle d'exponentielle) permet 
de modéliser les valeurs extrêmes de phénomènes et joue 
ainsi un rôle dans la prévision de catastrophes naturelles 
telles que les crues ou les tremblements de terre. Dans ce 
modèle, on considère la fonction F, définie pour tout réel x 

X—4a 

Par: F(x)= ée aveca>0ethb>0, 

correspondant à la probabilité que le phénomène ne 
dépasse pas la valeur x. 

A. Analyse de la fonction F 

Un logiciel de calcul formel fournit les résultats ci-après. 

1. La requête n° 3 (entrée %i3) se solde par un échec (sortie 

0%3 peu satisfaisante). Utiliser la requête n° 4 et la sortie 

0%4 pour donner la limite de F en — ce. 

2. Quelles sont les limites montrant la présence de deux 

asymptotes horizontales à la courbe représentative de la 

fonction F ? Préciser ces asymptotes. 

3. En utilisant la sortie %05, déterminer le signe de la 

dérivée de F et en déduire le sens de variation de la fonc- 

tion F. 

Boiex kDOIQI@eI>0! 
($i1) define (F(x) ,exp(-exp(-(x-a)/b))); 

ax 

b 

(So1) F(x):=$%e "°° 

limit(F(x),x,inf); 

positive or negative?p; 

L 

limit (F(x),x,minf); 

positive or negative?p; 

a 
x/bt— 

-$e 
lim $e 

X—>0o 

limit (exp(-exp(-x)),x,minf); 

[e) 

diff(F(x),x); 

ax 

B. Étude d'un exemple 

On considère les débits de crue de la rivière Mentue, située 

en Suisse, pour laquelle on possède les données suivantes 

(source : École polytechnique fédérale de Lausanne). 

Lecture du tableau : pour 26 % des années observées, le 

débit annuel maximal est inférieur ou égal à 21,8 mÿ/s. 

On souhaite utiliser une loi de Gumbel pour faire de la pré- 

vision. 

1. À l’aide de GeoGebra, figurer les points P, de coordon- 

nées (x; f,) (on peut pour cela afficher le tableur de GeoGe- 

bra, y entrer les coordonnées des points, puis, après 

sélection de la zone du tableur, faire un clic droit et « créer 

une liste de points »). 

Créer un curseur a de 20 à 40 avec un incrément 0.5 et un 

curseur b de 1 à 12 avec un incrément 0.5. 

Saisir F(x)=exp(-exp(-(x-a)/b) pour obtenir une représen- 

tation graphique de la fonction F. 

|-2 Fpq = a*(-e*{4x -20))) 
3 Neto1 = {[16.8, 0.1), (21.8, 

Manipuler les curseurs de façon à ajuster « au mieux » les 

points P; avec la courbe représentative de la fonction F. 

Quelles valeurs obtenez-vous pour les paramètres a et b ? 

2. On souhaite quantifier la qualité de l'ajustement en cal- 

culant la somme des carrés des écarts verticaux entre les 

points P: et les points correspondants de la courbe. 

Calculer en colonne C les images par F des valeurs de la 

colonne A. 

Calculer en colonne D les différences, au carré, entre les 

résultats des colonnes B et C. 

Calculer la somme des valeurs de la colonne D. 

Pour quelle position des curseurs cette dernière somme 

est-elle minimale ? 

3. Pour la fonction F obtenue à la question précédente, 

donner une valeur approchée de l’antécédent par F de 0,8 : 

— à l’aide d’une lecture graphique ; 

— en résolvant l'équation F(x) = 0,8. 

On interprète le résultat précédent en prévoyant que le 

risque d'avoir, une année donnée, un débit maximal supé- 

rieur à la valeur obtenue est de 20 %, c'est-à-dire un cin- 

quième. On dit aussi que ce débit maximal correspond à un 

temps de retour de 5 ans. 
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Exercices 

Un peu d'histoire 
Statisticien allemand, Émil Julius Gumbel (1891-1966) est à 

l'origine de la théorie des valeurs extrêmes. Très engagé 

contre le nazisme et chassé de l'Université allemande, il 

gagne Paris en 1932, où il rencontre les mathématiciens 

Émile Borel et Maurice Fréchet, avant de rejoindre 

New York en 1940 où il met ses compétences au service du 

renseignement américain. 

CORRIGE P. 348 

64. ++++ Modèle de Gompertz 

avec GeoGebra et Maxima TICE 

On considère la fonction f, exponentielle d’exponentielle, défi- 

nie sur [0, + c[ par : f(x) = ae/*” aveca > 0,b<0etcx 0. 

Pour c < 0, cette fonction sert de modèle en biologie, pour 

décrire la croissance de certaines espèces, et en médecine, 

pour la croissance de tumeurs. Pour c > O, la fonction f 

modélise en écologie l'extinction d'espèces animales. 

1. Créer, à l’aide de GeoGebra, un curseur a de 0 à 5 avec 

un incrément 0,1 ; un curseur b de — 5 à O0 avec un incré- 

ment 0,1 et un curseur c de — 5 à 5 avec un incrément 0,1. 

Puis tracer une représentation graphique de la fonction f. 

} Objets dépendants | 
Lo 100 = 6 647 e°(-0.5 x)) 

a) Conjecturer, d’après les graphiques, la limite de f(x) 

en + (discuter selon le signe de c). 

b) Justifier les conjectures en utilisant lim e*= 0. 
X——00 

c) Conjecturer, d’après les graphiques, le sens de variation 

de la fonction f. 

2. Le logiciel de calcul formel Maxima fournit les résultats 

suivants. 

define (f(x) ,a*exp(b*exp(c*x))); 

PES er D ts 

diff(£(x),x); 

cx 
ab c$sere +Cx 
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a) En utilisant le résultat affiché en (%02), justifier que, 

pour tout réel x de l'intervalle [O, + œ[, f(x) est du signe de 

ax DC 

b) En déduire, selon le signe de c, le sens de variation de la 

fonction f. 

Un peu d'histoire \ 

Benjamin Gompertz (1779-1865) propose en 1825 la loi qui 

porte son nom décrivant, en démographie, l'évolution des 

populations limitées. La courbe de Gompertzjoue aujourd'hui 

un rôle important dans le diagnostic de certaines tumeurs. 

6 5 e ++++ Fonctions puissances et contraste 

des images numériques avec GeoGebra 

On considère une image en 256 niveaux de gris. Le niveau 

d'intensité d’un pixel va de i = 0 (noir) à à = 255 (blanc). 

(Dans le système RVB, on peut considérer l’analogue pour 

chacune des couleurs rouge, vert, bleu.) 

La fonction « gamma » (y troisième lettre de l’alphabet 

grec) d’un logiciel de correction d'image permet d'augmen- 

ter le contraste dans les parties claires ou dans les parties 

sombres de l’image. 

Elle est définie sur l'intervalle [0, 255] par 
: Y 

f() = 255 x C5) avec > 0. 

1. Avec GeoGebra, créer un curseur y de 0 à 10 avec un 

incrément 0.1 puis saisir : 

f(x)=Fonction[255*(x/255)17,0,255]. 

Quelle est l'allure de la courbe, selon que y < 1 ou que 

VENIR? 



2. a) À l’aide de GeoGebra, donner la valeur approchée, 
arrondie à 10°, de f’(20) et de f’(240) pour Y= 0,3 et pour 
Y= 6,5. 

b) Justifier que, pour y = 0,3, on augmente le contraste dans 
les parties claires de l’image et que, pour Y= 6,5, on aug- 
mente le contraste dans les parties sombres. 
CORRIGE P. 349 

66. +++ Profil du vent 
et développement durable avec le tableur 
L'Ademe (Agence de l’environnement et de la maîtrise de 
l'énergie) et l’Arene (Agence régionale de l’environnement 
et des nouvelles énergies) ont établi un atlas du potentiel 
éolien en Île-de-France. Le « profil du vent » sur un site 
donné, est une fonction puissance donnant la vitesse 
moyenne annuelle y du vent (en mètres par seconde) selon 
la hauteur 4 par rapport au sol (en mètres) sous la forme : 

v(h) = ah, où a et k sont des constantes positives. 

Le coefficient K permet une classification des sites : on 
n'aura pas le même coefficient pour une zone urbaine, 
rurale ou maritime. 

Pour le site « Les Alluets-le-Roi », dans le département des 

Yvelines, on possède les mesures suivantes. 

1. À l’aide du tableur, représenter les points de coordon- 

nées (4, v.) et afficher l’équation de la « courbe de ten- 

dance » de type « puissance ». 

2. On considère que le profil du vent est donné par 

v(h) = 2,79h°%%. Estimer la vitesse moyenne annuelle du 

vent sur ce site pour H = 25 m. 

Exercices 

6 2. ++++ Approche avec GeoGebra et Scilab 

de la limite comparée à l'infini de In x et x° 

avec0O<@<1 

k ln 
On s'intéresse à lim —— avec 0<aœ<1. 

X—+o x 

1. Peut-on exploiter l'affichage suivant, fourni par le logi- 

ciel de calcul formel Maxima ? 

limit (1n(x)/x"0.1,x,inf); 

, 1in(x) 

lim ds 

x->o X ‘ 

limit(ln(x)/x"0.9,x,inf); 

Ain(x) 
lim 

0.9 
x->0 X 

2. Utiliser GeoGebra, pour conjecturer cette limite selon 

les valeurs de &, avec 0 < & < 1 (on pourra régler l’échelle 

3. Pour renforcer les conjectures, l'algorithme suivant a été 

programmé sur Scilab. 

1|a=input("a-=.") 

3lwhile In(x)/xha > 0.01 

x=x+ 100000 

Slend 

a) À quelle condition sort-on de la boucle « while » ? 

b) Implanter cet algorithme et l’exécuter pour a = 0,5 ; 

a.= O;éret a = 0,3. 

Les résultats confortent-ils les conjectures précédentes ? 
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68. ++ Relations fonctionnelles, équations, inéqua- 

tions 

El (e*)? x (e*)? est égal à : al 3 est solution de l'équation : 

F2 Fi ---3 
De [I a -3 

E: E mx=-1n3 

In y = 0,03x + 3,44 si et L'inéquation In x 2 2 a pour 
seulement si y = : ensemble de solutions : 

E 3,44 00% [a [2e, + ol 
D | e0.03x+3,4 [b | ]0, e?] 

| 00% x 634 | et 

69. ++ Limites 

Dans chaque question, f est une fonction définie sur R. 

1 FOÈCÉE 2 POEPEC 

a RÉRIQRSS El im /=0 
| lim_f(#)=- 0 | lim_ f(x) = 

le Jim f(x) =0 fs Jim f(4)=+e0 

JE = 1 
la | Jim (e)= 0 

| Jim f(#)= + 

PA lim = 

20. ++ Dérivées 

Dans chaque question, f est une fonction définie et déri- 

vable sur R et f” est sa fonction dérivée. 

El f(x)=2x+1+e* f(x)= rer 

a! f'(x)=2+e7 a | f'(x)=e" 

A ruw-3:e [1 r=-e* 
FA ru) =2-e7 BH ruo-a-ne 

ft) = ei 

D f(x) = 2821 

EI re 

CHAPITRE 5 + FONCTIONS EXPONENTIELLES 

Imdiquez sur votre copie, pour chaque question posée, la bonne réponse 

(ou une bonne réponse) parmi les propositions de l'énoncé; 

aucune:justification n'est demandée. 

QCM 
interactifs 
68-69-70-71 

1 4. ++ Primitives 

Dans chaque question, f est une fonction définie et déri- 

vable sur R et Fest une primitive de fsur R. 

El 6=+-3+e A0-> 

k 
al F(x)=1+e | F()= SE" 

1 2 2x+1 1e —3x+e F(x)=e 

le F()= pa -3+e DA re 

72. +++ 

Soit f une fonction définie sur ]0, + æ[ par : 

f(x)=2:+1+ ue 
el 

On désigne par € la courbe représentative de f dans un 

repère orthogonal et par f” la fonction dérivée de f. Le 

tableau de variation de la fonction f est donné ci-dessous. 

+ 00 

1. Dans l'intervalle ]0, + cf, l'équation f(x) = e? admet : 

a) aucune solution ; 

b) une unique solution ; 

c) deux solutions. 

2. La tangente à la courbe @ au point d’abscisse In(1,5) 

admet un coefficient directeur : 

a) strictement positif ; 

b) strictement négatif ; 

c) nul. 

3. f(In3) est égal à : 

a) In6 + 2,5; 

b) 2 In3 + 2,5; 
c) 3 In3 + 2. 

4. La courbe 6 admet au voisinage de + + une asymptote 

d'équation : 

a)y=2%#2; 

b)y=2x+1; 

c) x = 0. 



Les exercices pour le baccalauréat sont des exercices qui pourraient figurer dans l'épreuve de mathématiques du baccalauréat 
STL-Biotechnologies. 

Étudier une fonction définie 
à l’aide de la fonction x: e* 

4 3 e +++ Détermination d’une fonction 

Le but de l'exercice est de modéliser le contour de la plaque 
représentée dans un repère orthonormé d'unité graphique 
1 cm (voir la figure). 

On se propose de représenter ce contour par une fonction 

f définie sur l'intervalle [-— 2,5 ; 5] par f(x) = (ax + b}e‘* 

où 4, b et c sont trois nombres réels. 

On précise que les points A(-— 2,5 ; 0) et B(0 ; 5) appar- 

tiennent à la courbe. De plus, la tangente à la courbe au 

point d’abscisse — 1,5 est parallèle à l’axe des abscisses. 

1. Utiliser les données pour préciser f(-— 2,5), f(0) et 

f'(- 15). 

2. a) En déduire le système que doivent vérifier les réels 4, 

bet c. 

b) Résoudre ce système et déterminer la fonction f cher- 

chée. 

14. +++ Lecture graphique et étude des variations 

Le repère (O; î, ÿ) est orthonormé (unité 2 cm). 

La courbe 6 ci-dessous est la courbe représentative de la 

fonction f définie sur ]- co, + c[ par : f(x) = 2x + 2 — e*. 

La droite a pour équation : y = 2x + 2. 

Le point À a pour coordonnées (0, 1), le point B (— 1, 0). 

On se propose dans ce problème : 

— d'étudier graphiquement certaines propriétés de f, 

— de justifier par le calcul l'étude des propriétés de f et le 

tracé de €. 

A. Étude graphique 

1. a) Préciser f (0). 

b) Déterminer une équation de la droite (AB). 

c) La droite (AB) est la tangente à la courbe € en A. 

Préciser f”(0). 

2. Justifier l'affirmation suivante : l'équation f(x) = 0 pos- 

sède deux solutions & et f (ot < f). 

Par lecture graphique, donner un encadrement de chacune 

de ces solutions par deux entiers consécutifs. 

B. Étude de f 

L. a) Vérifier que, pour tout x non nul, 

X— +00 
f(x)=2+ x(2- 2) Déterminer alors lim f(x). 

% 

b) Déterminer lim f(x). 
X— — 00 

c) Montrer que la droite ® est asymptote à € quand x tend 

vers — co, 

d) Étudier la position de la courbe par rapport à son 

asymptote. 

CHAPITRE 5 + FONCTIONS EXPONENTIELLES LEZ 
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2. a) Résoudre l’inéquation : 2 — e* > O. 

b) Calculer f(x) 

c) Établir le tableau de variation de f. 

(On calculera la valeur exacte du maximum.) 

3. Déterminer une équation de la tangente à € au point 

d’abscisse 0. 

Quel résultat retrouve-t-on ainsi ? 

4. On se propose de déterminer un encadrement de f 

Exemples d'utilisation de logiciels 

2 Bb. +++ Taux d'équipement en téléviseurs avec le tableur 

On étudie le taux d'équipement des foyers français en télé- 

viseurs. On prend comme « année 0 », 1950 et on dispose 

des taux d'équipement des années 1958, 1962, 1974 et 1980. 

Ainsi en 1958, année de rang x = 8, le taux d'équipement 

était T = 10 % et en 1980, année de rang x = 30, T=94% 

(part des foyers possédant au moins un téléviseur). 

On cherche à modéliser l’évolution du taux T en fonction 

du rang x de l’année à l’aide d’une fonction « logistique » f 

d'expression f(x) = où a et k sont des réels posi- 
1+ae-K* 

tifs que l’on cherche à déterminer à l’aide d’un tableur. 

1. Le tableur propose la possibilité d’un ajustement « expo- 

nentiel » des données par une courbe d’équation y = ae K*. 

d'amplitude 0,1. 

Compléter, après l'avoir reproduit, le tableau suivant : 

(donner les valeurs approchées arrondies à 1071) 

En déduire l'encadrement demandé. 

—Kkx Si l'on pose T = en , donner l'expression de ae 
1+ae 

fonction de T. 

2. L'ajustement exponentiel est réalisé sur le graphique 

suivant représentant les points dont les coordonnées 

figurent en colonnes B et D. 

Quelle est la formule qui, entrée en D3, a été recopiée vers 

le bas jusqu’en D6 ? 

3. Le tableur fournit comme ajustement : 
1 ——1= 39,5 e 02054, 
T 
La cellule B1 contient la valeur 39,5 et la cellule D1 contient 

la valeur 0,205. 

E-Cs SP CDS SS) 

Taux d'équipement et fonction logistique 

a) Quelle est, parmi les trois formules suivantes, celle qui, 

entrée en E3, a été recopiée vers Le bas jusqu’en E6 : 

=B$1*EXP(-D$1*B$3); =$B1*EXP(-$D1*B3) ; 
=B$1*EXP(-D$1*B3) ? 

b) Quelle formule peut-on entrer en F3, puis recopier vers 

le bas, pour obtenir les valeurs de T calculées selon le 

modèle logistique ? 

! CHAPITRE 5 + FONCTIONS EXPONENTIELLES 

4. Estimer, en utilisant la fonction f définie par 
1 

X ) = —————— 

14) 1+39,5e 0205 
en 1970. 

, le taux d'équipement en téléviseurs 

b On peut se reporter à l'information suivant l'exercice 55. 



26. +++ Avec un logiciel 

Ce problème a pour objet l'étude d'une fonction f et la com- 
paraison de résultats lus sur la représentation graphique de 
cette fonction, obtenue à l'aide d’un logiciel, avec les résul- 
tats obtenus par calculs. 

Partie A 

Un élève a obtenu, à l’aide d’un logiciel, la représentation 
graphique d’une fonction f définie sur l'intervalle [- 1, + oo[ 
dans un repère du plan d’origine ©. Il a réglé la fenêtre 

d'affichage pour x appartenant à l'intervalle [- 1, 8] et pour 

y appartenant à l'intervalle [- 6, 3]. 

La courbe de f dans un repère du plan d’origine O s'appelle 

€. Il a aussi tracé une droite % qu'il pense être la tangente 

à la courbe € au point O. 

Enfin, il a placé des points dont il pense qu'ils sont sur la 

droite % ou encore sur la courbe ‘6. Voir la courbe ci-après. 

On décide dans cette première partie de se fier à ce gra- 

phique et au travail de cet élève. Pour répondre aux ques- 

tions 4. à 6., compléter la 3° colonne du tableau donné sur 

la feuille Annexe, à rendre avec la copie. 

1. Lire sur ce graphique l’image du nombre — 1 par la fonc- 

tion f. 

2. Lire sur ce graphique l’image du nombre 0 par la fonc- 

tion f. 

3. Donner l'équation de la droite %. 

4. En déduire la valeur de f”(0) où f’ est la dérivée de f. 

5. Quel est le signe de f’(x) pour x appartenant à [- 1, 2] ? 

6. L'élève dit que la fonction est constante sur l'intervalle 

[7, 8]. Si l'élève a raison, que peut-on en déduire pour f(x) 

lorsque x appartient à cet intervalle ? 

Partie B 

La fonction évoquée dans la partie A, est en fait la fonction 

définie sur l'intervalle [-— 1, + c[ par : 

fe +2 
1. Calculer f(0). 

2. Déterminer la limite de f (x) en + ce. 

On rappelle que : 

re 
Im —=+, 
X—+oo % 

3. Interpréter graphiquement le résultat précédent. 
» 

, étudier le 4, En observant que [ f(x)—2]Jest égal à FE 

signe de cette dernière quantité pour x appartenant à l’in- 

tervalle [2, + oo. 

Interpréter graphiquement le résultat. 

5. Calculer f’(x). Étudier le signe de f’(x). 

6. Dresser le tableau de variation de la fonction f. 

7. Déterminer l'équation de la tangente à la courbe €, sous 

la forme y = ax + b, au point d’abscisse 0. 

8. À partir des résultats des questions 4. à 7. de la partie B, 

on veut revenir sur les réponses données dans la partie A. 

Compléter la dernière colonne du tableau déjà utilisé en 

annexe, en écrivant « OUI » pour confirmer la réponse don- 

née en colonne 2 et « NON » pour infirmer cette réponse. 

Annexe 

Dans le tableau ci-dessous vous devez porter dans la troi- 

sième colonne, les réponses aux questions 4e, 2e, 3., 4.,5. 

et 6. de la partie À du problème. La dernière colonne de ce 

tableau sera remplie pour répondre à la question 8. de la 

partie B. 

Question 2 | image de O par f 

Question 3 | équation de la droite % 

Question 4 | valeur de f”(0) 

NES MANS fa 

Question 1 | image de — 1 par f 

signe de f’(x) pour x 

QE | lintevalle (et 2] 

Question 6 | f’(x) avec x dans [7, 8] 

Exemples d'étude de situations 
issues des biotechnologies 

1 Le +++ Taux d'alcoolémie 

Lorsqu'une personne absorbe à jeun une certaine quantité 

d'alcool, on note f(x) son taux d'alcoolémie (en grammes 

d'alcool par litre de sang) en fonction de x (le temps écoulé 

en heure depuis l'absorption). Dans cet exercice, on se pro- 

pose d'étudier le taux d'alcoolémie d'une femme d'environ 

65 kg ayant absorbé de l'alcool. Dans ce cas, la fonction fest 

définie sur [0, 6] par : 

fa=TE 
e* 

CHAPITRE 5 + FONCTIONS EXPONENTIELLES 163 
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A. Étude de fonction 

1. On désigne par f’ la fonction dérivée de la fonction f. 
3—3 

Démontrer que, pour tout x de [0, 6], f'(x)= ” 
e* 

2. Étudier le signe de f’(x) puis dresser le tableau de varia- 

tion de fsur [0,6]. 

3. Recopier et compléter le tableau suivant dans lequel les 

valeurs approchées sont à arrondir à 1072. 

OCEAN 
PU Ep 

4. Construire la courbe représentative de la fonction f dans 

un repère orthogonal. On prendra : 2 cm pour une unité 

sur l’axe des abscisses et 10 cm pour une unité sur l’axe des 

ordonnées. 

B. Application 

1. Déterminer le taux d'alcoolémie maximal et le temps au 

bout duquel ce taux est atteint. 

2. Depuis le 15 septembre 1995, le taux maximum d’alcoo- 

lémie autorisé pour conduire un véhicule est 0,5 g/1. 

a) Indiquer si la personne aura respecté la législation en 

conduisant sa voiture 3 heures après l'absorption d'alcool. 

b) Cette femme a fini son dernier verre à 12 h 00. À l’aide 

du graphique, déterminer si elle peut prendre le volant à 

13 h 00 sans enfreindre la loi. Si non, quelle heure devra-t- 

elle attendre avant de pouvoir partir ? 

1 8. +++ Évolution de la température 

A. Étude d'une fonction 

On donne la fonction f définie sur l'intervalle [0, + o[ par 

f(x) = 18. +806 00%, 

On désigne sa courbe représentative par € dans un repère 

orthonormé d'unité graphique 1 cm pour 10 unités. 

1. Calculer f(x), puis étudier son signe. 

2. a) On admet que lim e-°"%* =0, En déduire lim f(x). 
X—+ 00 X—+ 00 

b) Que peut-on déduire de a) pour la courbe € ? 

3. Établir le tableau de variation de f sur l'intervalle 
[O, + oo. 

4. Trouver une équation de la tangente à la courbe € au 
point À d’abscisse 0. 

5. Tracer la courbe € sur l'intervalle [0, 120]. Tracer égale- 
ment la droite asymptote et la tangente au point A. 

B. Application 

On admet que la fonction f représente l’évolution de la 

température (en degrés Celsius) d’un certain liquide, 

durant la phase de refroidissement, en fonction de la 

variable x (en minutes) pour x variant dans l'intervalle 

[O, 120]. 
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1. Déterminer à 1 minute près, la valeur de x pour laquelle 

la température du liquide est égale à 50 degrés. Vérifier sur 

le graphique en faisant apparaître les traits utiles. 

2. Le technicien de laboratoire affirme que « la tempéra- 

ture a baissé de 50 % entre les instants x, = 20 et x, = 60 ». 

Justifier ou invalider cette affirmation. 

1 9. +++ Évolution d’une population de rongeurs 

On étudie l’évolution d’une population de rongeurs limitée 

par un prédateur, en fonction du temps £. On admet que la 

taille de la population, exprimée en centaines d'individus, 

est modélisée par la fonction f définie sur l'intervalle 

[O, + c[ par : 
3e05t 

f() = et +2 

où t représente le temps écoulé depuis 2002, exprimé en 

années (donc t = 0 en 2002). 

On note € la courbe représentative de la fonction f. 

1. a) Calculer f(0) et interpréter ce résultat. 
6 

b) Montrer que : f(t)=3-— es of 

c) On admet que lim e°°! =0. En déduire lim f(£). 
t—+ co t—+ co 

d) Que peut-on déduire du c) sur l’évolution à long terme 

de cette population ? 

2. a) Montrer que la dérivée f” de la fonction f vérifie, sur 

[O, +cof : 
0,5 

FOR (e05t + 2ÿ 

b) Étudier le signe de f”(t), puis établir le tableau de varia- 

tions de f sur [0, + oo. 

3. Dans cette question, toute trace de recherche, même 

incomplète, ou d'initiative même non fructueuse, sera prise 

en compte dans l'évaluation. 

Déterminer en quelle année la population de rongeurs 

dépassera 250 individus. 

80. +++ Évolution du taux d’un médicament dans 

le sang 

A. Étude d'une fonction 

Soit f la fonction définie sur l'intervalle [0, 8] par : 

f(t)=14-t-10e 5, 

1. On désigne par f” la fonction dérivée de la fonction f. 

Démontrer que, pour tout £ de [0, 8], f'(f)=—1+8e" 08, 

2. Résoudre dans [0, 8] l'équation : — 1+8e-08t = 0, 

Donner la valeur exacte t, de la solution puis la valeur 
approchée arrondie à 10°! de #,. 

3. Résoudre sur l'intervalle [0, 8] l’inéquation : 

180020 

En déduire le signe de la dérivée de la fonction f sur cet 
intervalle et dresser son tableau de variation. 



4. Recopier et compléter le tableau de valeurs suivant 
(arrondir les résultats à 1071) 

5. Dans un repère orthogonal, en prenant 2 cm pour 
1 unité sur l'axe des abscisses et 1 cm pour 1 unité sur l'axe 
des ordonnées, construire la tangente au point d’abscisse 4, 

ainsi que la courbe €. 

B. Application 

On injecte une substance médicamenteuse dans le sang 

d’une personne et on surveille le taux de cette substance 

pendant 8 heures. 

On considère que le taux de cette substance (en mg.l-1) en 

fonction du temps £ (en heures) est modélisé par la fonc- 

tion f définie dans la partie A. 

1. À quel instant f ce taux est-il maximum ? Exprimer cet 

instant en heures et minutes en utilisant la valeur appro- 

chée obtenue dans la partie A. 

Quelle est alors la valeur du taux maximum de cette subs- 

tance dans le sang du patient ? 

2. Pour les deux questions suivantes, on fera apparaître les 

traits de construction utiles et les résultats seront arrondis 

à la demi-heure près. 

a) Déterminer graphiquement l'instant £ où Le taux rede- 

vient inférieur à 8,5 mg.l°!. 

b) On considère que cette substance est active lorsque le 

taux est supérieur à 7 mg.l!. Déterminer graphiquement la 

durée pendant laquelle cette substance est active. 

8 1 e +++ Culture bactérienne 

On étudie l’évolution d’une culture bactérienne en fonc- 

tion du temps. On estime que le nombre de bactéries en 

milliards par mL est donné, à chaque instant £ (exprimé en 

heures) par la fonction f définie sur [0, 24] par : 

(= (2#+1je*. 

On note € la courbe représentative de f dans un repère 

orthogonal (unité graphique 0,5 cm pour une heure sur 

l'axe des abscisses, et 1 cm pour un milliard par mL sur 

l'axe des ordonnées). 

Z. a) Montrer que la dérivée f’ de f est telle que : 

f'É)=(19-0,2#)e01f, 

b) Étudier le signe de f(t). 

c) Calculer f(0), f(24), f(9,5) à 1072 près. 

d) Dresser le tableau de variation de f. 

2. a) Reproduire et compléter le tableau suivant (les résul- 

tats sont à arrondir à 10°?). 

EDEN EN EN EMMINIEUrE 
Que représente f(9,5) pour le phénomène étudié ? 

b) Calculer le coefficient directeur de la tangente T à la 

courbe € au point A d’abscisse 0. 

c) Tracer T et 6 dans le repère donné. 

3. À l’aide du graphique, et en faisant apparaître les 

constructions nécessaires, déterminer à une heure près les 

valeurs de £ pour lesquelles il y a 5 milliards de bactéries 

par mL. 

82 e +++ Fonction logistique 

Vers 1840, le mathématicien belge Verhulst propose un 

modèle d'évolution d’une population de bactéries en 

culture. Il suppose que la population ne peut dépasser une 

certaine valeur maximale. 

On note f(t) le pourcentage de cette valeur maximale à 

l'instant £ exprimé en heures. On suppose que f(0) = 1 et 

que pour une certaine population, f est définie sur [0, + ce[ 

FO = —— 
par: f()= ne 
La courbe € ci-dessous est la représentation graphique de 

la fonction f. 

% 
100 

80 

60 

40 

12 16 
t (en heures) 

A. Les questions suivantes sont à résoudre par lecture gra- 

phique 

1. Donner le pourcentage du maximum de la population à 

la date t = 10. 

2. Quelle est la limite de f en + c ? 
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3. À l'instant #, à 0,1 près, la population atteint-elle 50 % de 

son maximum ? 

4. Quel est le signe de f’(£) ? 

5. À quelle date la croissance de la population est-elle la 

plus rapide, à la date £ = 2 ou à la date £ = 10 ? Expliquer. 

B. Les questions suivantes sont à résoudre par le calcul 

1. Calculer à 0,1 % près le pourcentage de la population à 

la date £ = 10. 

2. On admet que lim e°! = 0. Quelle est la limite de fen 
+ © 

+ c ? Que peut-on en déduire ? 

3. À quel instant f la population atteint-elle 50 % de son 

maximum (arrondir à 107?) ? 

4. Prouver que la dérivée de f'est définie par : 

fo = 5 QETe à 
(1+99e06t) 

En déduire le signe de f’(#). 

5. Trouver une équation de la tangente à la courbe au 

point d’abscisse 10 (le coefficient directeur et l’ordonnée à 
l'origine étant donnés à 0,1 près). 

> Voir la note accompagnant l'exercice 55. 

8 3 e +++ Diminution d’une population 

A. Soit la fonction définie sur [0, + c[ par : 
440 

DJ —— "2 
JG) 1-0,56e 2! 

1. On admet que lim e?* =0. En déduire lim f(é). 
t—+ © 1—+ © 

2. Étudier les variations de f sur [0, + o[. 

3. Construire la courbe représentative € de f dans le plan 

muni du repère orthogonal (O ; i,j). On prendra comme 

unités : 5 cm pour 1 sur l'axe des abscisses et 1 cm pour 100 

sur l'axe des ordonnées. 

A. Une étude sur le comportement d'organismes vivants 

placés dans une enceinte close dont le milieu nutritif est 

renouvelé en permanence a conduit à admettre que le 

nombre d'individus à l'instant f, exprimé en heures, est 

N(£) = f(#), où f'est la fonction étudiée au A. 

1. Déterminer le nombre d'individus à l'instant # = 0. 
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2. Déterminer au bout de combien de temps la population 

initiale aura diminué de moitié. 

3. Donner une interprétation du résultat de A.1. 

84. +++ Contamination des eaux de baignade 

A. Étude d'une fonction 

Soit f la fonction définie sur l'intervalle [0, + c[ par : 

79 4 
t)=—e 22% — et, 

fG) 8 3 
On désigne par C la courbe représentative de f dans un 

> > 
repère orthonormé (O; é, j) où l’on prend comme unités 

1 cm pour 2. 

1. a) Démontrer que, pour tout £ de [0, + cf, 

f'È= : e-025t (_ 19,75 + 4 e-0751). 
b) Résoudre dans [0, + 1[ l’inéquation — 19,75 + 4e-97% < 0. 

c) Déduire du b) le signe de f”(t) lorsque f varie dans [0, + ce 

et le sens de variation de fsur [0, + 1. 

2. a) Compléter après l'avoir reproduit le tableau de valeurs 

suivant dans lequel les valeurs approchées sont à arrondir à 

100 

b) Construire la courbe C. 

3. Résoudre graphiquement l'équation f(é) = 2,5. Arrondir 

la solution à l’unité. 

B. Exploitation des résultats de la partie A 

Une contamination accidentelle d’un cours d’eau par un 

produit chimique s’est produite. 

Dans ce qui suit, f est le temps exprimé en semaines. 

On admet que la concentration du produit dans l’eau, 

exprimée en milligrammes par litres, est f(£), où f est la 

fonction définie au début de la partie À. 

1. La baignade est sans danger lorsque la concentration du 

produit est inférieure à 2,5. Déterminer au bout de com- 

bien de semaines la baignade peut être autorisée. 

2. On considère que la pêche peut être autorisée lorsque la 

concentration du produit est inférieure à 0,2. Peut-on 

autoriser la pêche au bout de 20 semaines ? 



= wxeuse)) 

CAPACITÉS 
# Calculer une intégrale. 

# Déterminer l'aire du domaine défini comme 

l'ensemble des points M(x, y) tels que a<x<bet 

C9 <y< 90). 



ACTIVITÉS d'approche 

sn! Mettre en évidence un lien 

entre une fonction et une aire définie 

A. Fonction constante 
Cr . " 

Le plan est muni d'un repère orthonormé (O; i, j) l'unité de longueur étant le centimètre. 

1° Tracer la représentation graphique de la fonction f définie sur [1, 4] par f(x) = 2 et calculer 

l'aire de la partie du plan limitée par cette représentation graphique, l'axe des abscisses et les 

droites verticales d'équation x= 1 etx=4. + 

2° Déterminer une primitive F de fet calculer F(4) - F(1). 

3° Comparer les résultats numériques obtenus aux questions précédentes. 

4° Reprendre les trois questions précédentes en remplaçant la fonction fpar la fonction g définie 

sur [1, 4] par g(x) =- 1. 

B. Fonction affine 
> > 

Le plan est muni d'un repère orthonormé (O; i, j) l'unité de longueur étant le centimètre. 

1° Déterminer la fonction f, définie sur l'intervalle [1, 4], dont la courbe représentative est le 

segment de droite [AB] où À a pour coordonnées 1 et 1 et où B a pour abscisse 4 et pour 

ordonnée 2. 

2° Calculer l'aire de la partie du plan ensemble des points M de coordonnées x et y telles que 

1<x<4 et O<y<f(x). 

3° Déterminer une primitive F de fet calculer F(4) - F(1). 

4° Comparer les résultats numériques obtenus aux questions 2° et 3°. 

5° Quelle est la largeur CG du rectangle CDEG, où C(1, 0) et D(4, 0), dont l'aire est égale à celle 

obtenue au 2° ? 

Tracer ce rectangle, E et G ayant une ordonnée positive. 

D Rappel : L'aire d'un trapèze de bases b et B et de hauteur h est : 4 = 6 +B)h 

b 
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| 
RE — | AL ÉS d'approche 

Observer avec GeoGebra 

A. Aire sous une parabole 

: On considère la fonction fdéfinie pour tout réel x par f(x) = x? et représentée, dans un repère, par 
LOGICIEL UTILISE là parabole P. 

GeoGebra Pour tout réel t, t 21, on désigne par F(t) l'aire de la surface limitée par la parabole P, l'axe des 

abscisses et les droites d'équations x= 1 etx=t, exprimée en unités d’aires (l'unité d'aire est celle 

du carré unité, représenté en vert sur l'image d'écran suivante). 

Ouvrir un fichier GeoGebra. Représenter la fonction f créer un curseur t allant de 1 à 10 avec un 

incrément de 0,1 puis afficher l'aire F(t) en entrant dans la barre de saisie : F_t=Intégralelf,1,t] . 

1° a) Quelle est la valeur de F(1) ? Quel est le signe de F(t) pour tout t > 1 ? 

b) Quel est le sens de variation de la fonction F sur l'intervalle [1, + cel ? 

c) À l’aide du fichier GeoGebra, reproduire et compléter le tableau de valeurs suivant. On 

indiquera les valeurs de F(t) arrondies à 10°3. 

t 2 3 = 5 6 7 8 

F(t) = 8,666 67 

2° On souhaite montrer que F est une primitive de fsuür l'intervalle [1, + [. Pour cela, on s'inté- 

resse au taux d’accroissement T de la fonction F entre deux valeurs t et t +h de l'intervalle 
RER F(+h)= FE) 

h 

Sur le fichier GeoGebra, créer un curseur h allant de - 1 à 1 avec un incrément de 0,001 puis 

afficher l'aire F(t + h) en entrant dans la barre de saisie : F_tph=Intégralelf,1,t+h]. 

Calculer le taux d'accroissement en saisissant : T=(F_tph-F_t)/h. 

-oFph=4876 | 
- 0 T=5.08333 | 
—@ poly1=1 | 4 

Fph = 4.875 
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ACTIVITÉS d'approche 

a) À l'aide du fichier GeoGebra, reproduire et compléter le tableau de valeurs suivant. On 

indiquera les valeurs de T arrondies à 10%. 

valeur de t HE) t=3 t=4 

valeur de h — 0,001 0,001 — 0,001 0,001 — 0,001 0,001 

n L] 

taux d'accroissement de À 

sur[t,t+h]:T= 

b) Le nombre dérivé F'(t) est la limite, lorsqu'elle existe, du taux d'accroissement 7 de la fonc- 

tion F sur l'intervalle [t, t+ h] lorsque h tend vers 0. + 

En utilisant le tableau de la question précédente, conjecturer les valeurs de F'(2), F'(3) et F'(4). 

Comparer vos conjectures à f(2), f(3) et f(4). 

3° Dans cette question, on suppose h > O. 

a) À quelle aire correspond l'accroissement F(t+ h) — F(t) ? 

b) Donner un encadrement de l'aire F(t +h) - F(t) par les aires de deux rectangles et en 

déduire que, pour tout réel t >1,hxt? <F(t+h)-F(t)<hx(t+h}. 

F(t+h)-—F(t) 

h 
c) En déduire que pour tout réel t > 0 et tout réel h > 0, t? < <(t+h}. 

d) Que vaut, pour tout réel t>1, lim (t+h)}2? 
—0 

4° Ce qui précède s'étend au cas h <0 et t+h >1 et permet de démontrer que pour tout réel 

t>1, F0 = ip NO Le = f(b). 
h=0 

Saisir dans GeoGebra g(x)=Intégrale[f]. Effacer la courbe représentative de g. 
é Le à ne 

Montrer que, pour tout réel t > 1, F(t) = g(t) — Fi où g est la fonction obtenue précédemment. 

Contrôler cette réponse en saisissant g(t)-1/3 dans GeoGebra. 

B. Aire sous une courbe exponentielle 

On considère dans cette partie la fonction f définie pour tout réel positif x par f(x) = 2e-X et on 
désigne, pour tout réel t, t 2 1, par F(t) l'aire de la surface limitée par courbe représentative de f 
l'axe des abscisses et les droites d'équations x= 1 et x= t, exprimée en unités d'’aires (ces fonc- 
tions interviennent en probabilité). 

1° Saisir dans GeoGebra f(x)}=Fonction[2*exp(-2*x),0,10] puis observer le graphique et la fenêtre 
algèbre. 

2° Donner l'expression de la primitive de fsur [1, + «[ nulle en 1. 

3° Vérifier la réponse précédente à l'aide de GeoGebra. 
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© Intégrale d'une fonction 
continue sur [a, b] 
À. Continuité d’une fonction 

Rappel 

Nous avons admis, au chapitre 2, le théorème suivant. 

THEORÈME 

Soit fune fonction polynôme ou une fonction rationnelle ou la fonction racine 
carrée ou la fonction sinus ou la fonction cosinus. | ou à à 

. © # x : Te 2 À 1.6 4 À 

Soit a un nombre réel appartenant à un intervalle sur lequel fest définie. du à 
limf(x)=f(a). HENRI LE AUTRE 
x—a V. ne pe a 

Ce théorème signifie qu'avec ces fonctions, f(x) prend des valeurs aussi proches de 

f(a) que l'on veut dès que x est suffisamment proche de a. 

Fonction « partie entière » 

À tout nombre réel de l'intervalle [1,5 ; 2,5], on associe le nombre entier écrit à 

gauche de la virgule dans l'écriture décimale de x. 

Ce nombre entier est appelé partie entière de x et noté E(x). 

Ainsi 1,5 re" : LE car 2 = 1,666... 

BE car V3 = 1,732; 1,999 51 .2122,25 ES: 

Nous observons que pour tout x de l'intervalle [1,5 ; 2[, E(x) = 1 et que pour tout x 

de l'intervalle [2 ; 2,5], E(x) = 2. 

La représentation graphique de la fonction E est donc constituée de deux seg- 

ments de droite, à l'exception de l'extrémité de droite du premier. 

ES il en = | 

N------------- 

y 

Figure 1 

Quand x augmente de 1,5 à 2,5, le nombre E(x) fait un saut de 1 à 2 lorsque x arrive 

à la valeur 2. 

Le tracé de la représentation graphique de E sur l'intervalle [1,5 ; 2,5] n'est donc pas 

continu : il faut lever le crayon pour passer d'un segment de droite à l’autre. 

Pour distinguer cette situation du cas des fonctions figurant dans le théorème ci- 

dessus, on introduit la notion de continuité d'une fonction. 
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Continuité d’une fonction 

DÉFINITION 

Exemples 

La fonction polynôme x x2+3x-1, définie sur R, est continue en 0. 

; ; XP EN REEe J 
La fonction rationnelle x-> —, définie sur 10, + [ est continue sur 1. 

x 

Contre-exemple 

La fonction « partie entière » E définie ci-dessus n'est pas continue en 2. 

D Ë FINITION 

| ‘Une fonction fa est continue sur un intervalle Jsiet seulement si elle est conti- 

rt nue en tout a de J. Le 44 

Exemples 

Toute fonction polynôme, toute fonction rationnelle, la fonction racine carrée, 

les fonctions sinus et cosinus, la fonction logarithme népérien, la fonction expo- 

nentielle sont continues sur tout intervalle où elles sont définies. 

Contre-exemple 

La fonction « partie entière » E définie ci-dessus n'est pas continue sur l'inter- 

valle [1,5 ; 2,5]. 

Cependant E est continue, par exemple, sur l'intervalle [1,5 ; 2. 

Remarque 
CCC EEE EL EEE) 

Les théorèmes sur la limite d’une somme, d’un produit, .., et les théorèmes 

sur la limite d’une fonction de la forme #", In # ou e“ permettent d'étendre le 

champ des fonctions continues. 

B. Définition de l'intégrale d’une fonction continue et positive 
sur [a, b] 

Soit f une fonction continue et positive sur [a, b] et soit € sa représentation gra- 

phique dans un repère orthogonal (O; î, ÿ. 

Quadrilatère curviligne 

Figure 2 
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DEAR 

Sur la figure, la partie du plan limitée par l'axe des abscisses, la courbe % et les 

droites d'équation x= a etx= b est coloriée en jaune : c'est le quadrilatère curviligne 

ABB'A' dont le côté AB est un arc de courbe. 

Ce quadrilatère curviligne est l'ensemble des points M(x, y) tels que a<x<b et 

O<y<f(x). 

Son aire, appelée usuellement «aire sous la courbe», est un nombre positif, 

exprimé en unités d’aire, que nous allons chercher à calculer. 

Unité d’aire 

> > 

Sur la figure ci-dessus, l’unité d'aire est l'aire du rectangle OIKJ car i et j étant les 

vecteurs unitaires des deux axes de coordonnées, on a Ol= 1 et OJ= 1, donc 

OIKOIS= 1. 

Si l'unité de longueur est 3 cm sur l'axe des abscisses et 2 cm sur l’axe des ordon- 

nées, l'aire du rectangle OIKJ est 3 x 2=6 cm?, donc l'unité d'aire est 6 cm2. 

Dans le cas particulier où le repère est orthonormé et où l'unité de longueur sur 

chaque axe est le centimètre, OIKJ est un carré de côté 1 cm, donc d'aire 1 cm2: 

l'unité d’aire est alors le centimètre carré. 

Dans toute la suite du cours, toutes les aires sont exprimées en unités d’aire. 

Définition 

intégrale d d'une fonction f continue et positive sur [a, b] est l'aire de la partie du 

plan limitée par l'axe des abscisses, la représentation c graphique de fet les droites 
_ d'équationx=aetx=b. A Qu se 

AR SC es 

mn * 

Exemples 

['2dx=6. 

NÉS 2j 4,5. 

Remarques 

+ Nous avons déjà rencontré la notation dx à propos de la notation 

différentielle de la dérivée d’une fonction LE au lieu de f”) utilisée notamment 

d ; 
en biologie (v = D en électricité (i= —) et en mécanique (y = pr 

+ De même que pour une même fonction la variable peut être notée x ou £ 

ou... (f:xr f(x) ouf: tr f(t) ou...), pour une intégrale on a : 

L'AGdx= [ fodt =. 
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C. Calcul de l'intégrale d’une fonction continue et positive 

sur [a, b] 

On admet le résultat suivant. 

THÉORÈME | | 
_ Soit fune fonction continue et positive sur [a, b]. 

L’fbodx=F(b)-F(a) 

où F est une primitive de fsur [a, b]. 

Remarque 
coronosssssssssss 

b LA # # 0 + 

Pour calculer | f(x)dx nous commençons par déterminer une primitive F de 
a 

favant de calculer F(b) — F(a). , 

Nous notons ce calcul de la façon suivante : [ f(x)dx=[F(x)Ë = F(b)-F(a). 

Exemples 

: [2x dx = DCR, 222 -(-17 = 4153. 
1 

+ [dt=inti =ine-int=1 car Ine=1.et In 1=0. 

T T 

sa à 1 D 
+ [#sint dt =[-cos té =———+1Ccan cos et COS 0 =: 

V2 4 V2 
- Dans le cas particulier où b = a, ['FLodx= O car F(a)-F(a)=0. 

ER ESROLE 
OCT UITEES ÉNONCÉ 

DR 2 
Calculer l'intégrale I =[ eaidt. 

MÉTHODE SOLUTION 

f(t) = e +1 est de la forme et) dont la dérivée est u’(t) e“!°) avec u'(t) = -3. 

f(t)=- = 3er tt). 

Reconnaître la forme de f(é). 

Faire apparaître une forme 

u’(£) e“0), 1 
az _ Une primitive F de fest donc définie par F(t)=——e"3t#1, 

Déterminer une primitive 3 
Fde f. 

é is[-Les] j 1=_ les (Le ; 1=l{e_ es) ;: 1<0,904 
3 Ce 14 3 k d'u 

> © 

Calculer F(b) — F(a). FA 3 

13, 14, 20, 28 
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@ Propriétés de l'intégrale 
A. Linéarité 

Soit f et g deux fonctions continues et positives sur [a, b]. 

Nous savons que si F et G sont des primitives de fet g, alors : 

F+ Gest une primitive de f+g, 

kF est une primitive de kf, où k est une constante réelle. 

En utilisant ces résultats et la définition de l'intégrale d’une fonction continue et 

positive sur [a, b], on démontre le théorème suivant. 

THÉORÈME 

Soient f et g deux fonctions continues et positives sur (a, b] et k une constante 
réelle positive. | 

[09 + g0o)ax= [’roadx+ [’acoax 

[ HLOdx=Kk [ ’fLodx. 

EXERCICE es 
“ NATURE Eoncé 

Calculer I= Fox À )ax. 
x 

MÉTHODE SOLUTION 

2 & 
———> = f fox À Jax 

Exploiter la linéarité de x 
l'intégrale pour isoler des 2 24 
dérivées de fonctions de I= [ 6x dx HI US , 

référence dans des 

intégrales. 1 2x dx+4[°Tax, 
x 

1=3[x2R +4fln xF, 
Appliquer la définition de 
l'intégrale d’une fonction 1=3(4-1)+4{(In2-In1), 

continue et positive 1=9+41n2. 

sur [a, b]. 
ET ZA 

B. Positivité 

Nous avons vu que l'intégrale d'une fonction continue et positive sur [a, b] est 

l'aire sous la courbe ; c'est donc un nombre positif. 

Soit fune fonction continue sur [a, b]. 

b 
Si, pour tout x de [a, b], f(x) > 0, alors { f(x)dx > 0. 
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© calculs d'aires 
A. Aire d’un domaine limité par une courbe représentant 

une fonction continue positive 

Soit fune fonction continue et positive sur [a, b], de représentation graphique 

dans un repère orthogonal. 

Nous avons vu au paragraphe 18. que l'aire du domaine défini comme l'en- 

semble des points M(x, y) tels que a < x < b et 0 < y < f(x) est égale, en unité 
-b 

d'aire, à L f(x)dx. 

ALAN: 
résolu 3 AT 

Calculer l'aire de la partie du plan coloriée en jaune sur la figure. 

YA 

1 

LI 
2 

MÉTHODE SOLUTION 

#7" Lafonctionf:xr> t positive sur l'intervalle | 0, LEE que f'est positive a tonctüon !ix Cos x est positive sur t'intervalle | 0, 2 

sur [a, b]. 

MP) 

K 

L'aire de la partie du plan coloriée est F cos x dx ={[sin x£ =1 car sin =1 
Appliquer le résultat ; 

ci-dessus et sin0=0Q. 

B. Aire d’un domaine plan limité par deux courbes représentatives 
de fonctions positives 

Exemple 

Le plan est muni d'un repère orthonormé (O ; i, j) unité : 1 em sur chaque axe, 

Sur la figure, € est la courbe représentative de la fonction g définie sur JO, + «| 
L 

par g{x)=x+— 
x 

La droite A d'équation y =x est une asymptote de €. 

Calculons l'aire en cm? de la partie limitée par €, A et les droites d'équations 
x=1etx=2. 

L'aire cherchée est celle de la partie du plan coloriée en jaune : c'est la diffé- 
rence entre l'aire du quadrilatère curviligne ABKH et l'aire du trapèze CDKH. 
L'aire du quadrilatère curviligne ABKH est latx)ax car g{x) > Q pour tout x de 
(1, 2]. L 
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De même l'aire du quadrilatère CDKH est [f(x x)dx car f(x) =x > 0 pour tout x de 
(F2 

L'aire cherchée 54 est donc Fa x)dx— [ “#9 dx= F(g0x)-FL0)dx d'après la 

propriété de linéarité de l'intégrale. 

Donc 4 F{xt xx 
X 

24 
s= | —dx=[INnx#=In2 car In1=0. 

x 
L'unité d'aire étant le centimètre carré, 4 =In 2 cm? = 0,7 cm2. 

Cas général 

Soient f et g deux fonctions continues et positives sur un même intervalle [a, b] 
telles que, pour tout x de [a, b], f(x) < g(x). 

Nous allons déterminer l'aire de la partie du plan limitée par les deux courbes 
représentatives des fonctions fet g et les droites d'équations x= a etx=b. 

C'est l'aire du domaine défini comme ensemble des points M(x, y) tels que a <x<b 

et f(x) < y < g(x). 

+ Les fonctions fet g sont positives sur [a, b], nous avons par exemple : 

y= gx) _ 

(€, 

np 0 
H: 'K 
Rome 

a b 

4 est la différence des aires des quadrilatères curvilignes ABKH et CDKH : 

4= [’gtodx- [Fo dx 

Nous constatons que : 4 = [’ax x)dx — [’#00 )dx = L'taco-fco)dx. 

THÉORÈME 

L'aire du domaine plan défini comme ensemble des points M (x, y) tels que 

a<x<b et f(x) < y <g(x), fet g étant deux fonctions continues et HOUR sur 
La, blest: re D. LT Ne à oi à … 

PNR DUT. eo 
: 

Le f (g0x)-fb0)dx. 
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Principaux résultats sur les primitives (rappels) 

Les résultats suivants ont été énoncés aux chapitres 3, 4 et 5. 

È + Primitives des fonctions usuelles | 

a ” Dans ce qui suit, Cest une constante réelle quelconque. 

\ | 
Le] sus } 

Les primitives de f der F 
— fini Intervalle de validité | 
" 67 SEGA pal sont définies par us È 

ë | 
Ua f(H9=a F(x) = ax +C ]- 00, + co[ | 
Feb 
‘= l 
es 1] ; 
* F(x)= x ÉL)= rx C JS, 15e) 

| 
CI f(x)= x" Lines -sin>0:R 
Q (nz-1) Sex £S «sin <0:]-c,0[ ou ]0,+cl[ | 

D eur me ]-c, O[ ou ]0,+c | 
se x 

fLO=— F(X)=Inx+C 10 1 | 
X È 

f(x) = e* F(x)= e* +C ]- 00, + ol | 

f(x)= sin (ax +b) FN Eh LG ]- 00, + co[ | 
a 

f(x)= cos (ax +b) Ebje enr brie ]- 00, + ol | 
a 

+ Primitives des fonctions composées 

Dans les formules suivantes, u est une fonction dérivable sur un intervalle I, et Cune 

constante réelle quelconque. 

RE EIRE 

f est définie sur un intervalle I par Les primitives F de f sont définies sur I par 

f(x) =u’(x)lu(x)}" 1 
F(x) = —— EC 

ne Z*-{-1} si li : 

7 Moss 
[u(x)P u(x) 

__u"(x) 
u(x) F(x)=In[u(x)]+C 

où u(x) est strictement positif sur I. 

f(x) = u'(x)e! 9 F(x) = et +C 

Conséquence 

f(x)=e" 

où k est constante réelle quelconque 

non nulle 
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Intégrale d'une fonction continue et positive 
- Soit fune fonction continue et positive sur un intervalle [a, b], et Fune primitive de | 
fsur [a, b]. 

On appelle intégrale de a à b de fle nombre réel : F(b) - F(a). 

On note : [’f(x)dx = F(b)-F(a). 
+ On lit : «somme de a à b de f(x)dx ». 

+ On écrit aussi : [FLO dx ECO: 

Calculs d’aire 

Soit fune fonction dérivable et positive sur un inter- 
valle [a, b]. L'aire sf, en unités d'aire, de la partie du 
plan, ensemble des points M de coordonnées x et y 
telles que : 

a<x<b et O<y<f(x), 

est: #4 = [’f(x)dx. 

- Aire limitée par deux courbes 

Soient f et g deux fonctions dérivables et positives 

sur [a, b] telles que pour tout x de [a, b], f(x) < g(x). 

L'aire, en unités d'’aire, de la partie du plan limitée par 
les courbes représentatives de f et g et les deux 
droites d'équations respectivesx=aetx=best: 

4 = ['Igtx) Fax. 

Le 

EE RE EE 
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4 Travaux pratiques TICE 

TP calculer une intégrale à l’aide d’un logiciel 
CEECETEEE 

f ensituation technologique 

Longueur d'une chaînette 
La chaînette est la courbe suivant laquelle se tend un fil 

LOGICIEL UTILISE homogène, pesant, flexible et inextensible, suspendu par 

GeoGebra ses extrémités à deux points fixes (pensez aux lignes à 

haute tension de RTE, Réseau de transport d'électricité). 

On admet que, rapportée à un repère orthonormé conve- 

nable, la chaînette a une équation de la forme : 
6 Le re 

avec À > 0. 
2À 

Créer, avec GeoGebra, un curseur À allant de 0 à 5 avecun 

Le 

incrément 0,1. 

Tracer avec GeoGebra, dans un repère orthonormé, la 

courbe représentative de la fonction f définie sur l'inter- 

ex + er 
valle [- 1, 1] par f(x)= HT avec À > 0. 

Placer les points A et B aux extrémités de la courbe ainsi 

que le point S d’abscisse 0 situé sur la courbe. 

Valeur 
(0.0.3704) 
EURE 

Pas de racine 

DER 

A. Détermination de la hauteur du point le plus bas 

Déterminer la valeur de À pour laquelle la longueur OS, où O est l’origine du repère, vaut 0,5 : 

— en modifiant la position du curseur ; 

- en effectuant un calcul. 

B. Calcul de la longueur du fil 
On admet que la longueur Z de l’arc de courbe d’équation y =f(x) compris entre les points d’abs- 

LA LA nù LE 4 1 L x ? + * 

cisses — 1 et 1 est égale à l'intégrale L = Lv1+ 1 (x) dx, où f” est la fonction dérivée de f. 

Dans cette partie, on suppose que À = 2. 

e2* ” e 2x 

nie 7] . 2 (Saisir f(x) et effacer la courbe en cliquant sur la puce devant l'expression de la dérivée figurant 
dans la fenêtre algèbre.) 

1. Vérifier, à l’aide de GeoGebra, que, pour tout réel x de l'intervalle LILI CG)= 

2. Vérifier graphiquement que, pour tout réel x de l'intervalle [- 1, 1], 

ET 
1+[f(x) = — 22% f(x). 

(On pourra saisir g(x)=sqrt(1+(f’(x))?) puis h(x)=A*f(x). On ne demande pas de démontrer le 
résultat.) 
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msn. 

Travaux pratiques TICE 

3. a. Déterminer une valeur approchée de l'intégrale L à l’aide de la fonction Intégrale de Geo- 
Gebra. 

2% —2%x 

b. Calculer la valeur exacte de L = [. _ 

4. Saisir dans GeoGebra Longueur[f,A,B] et vérifier que cette instruction fournit directement 
une valeur approchée de Z. 

» Voir également l'exercice 57 de ce chapitre. 

TP Exploiter une fonction définie par une intégrale 
2  dansunesituation technologique 

LOGICIELS UTILISÉS 

GeoGebra 

Maxima 

Ce TP peut permettre d'évaluer des capacités mathématiques développées grâce aux TICE. 

Anticiper les crues 
Une étude statistique, fondée sur un historique des crues d’un fleuve permet à un bureau d’étude 

du domaine de l'équipement de faire des prévisions sur la hauteur maximale annuelle du fleuve, 

à l’aide du modèle probabiliste suivant. 

Soit 4 un réel positif. La probabilité qu'une année donnée la hauteur maximale du fleuve soit 
a 

inférieure à a mètres est L f(x)dx où f est la fonction définie pour tout nombre réel x de l’inter- 

valle [O, + [ par f(x)=0,4xe02*, 

C. Visualisation de la fonction a [#0 dx à l’aide de GeoGebra 

À l’aide de GeoGebra, visualiser et calculer l'aire correspondant à je f(x) dx pour un curseur a 

allant de 0 à 10 avec un incrément de 0,1. 

| LAN) [+] Des mate un de Mr tel 

a=09 

F,= 014956 

Utiliser le fichier GeoGebra, pour répondre sans calcul aux deux questions suivantes. 

1. Les digues actuelles ne protègent l’agglomération que lorsque la hauteur maximale du fleuve 

est inférieure à 4 mètres. Déterminer, selon ce modèle, à 10? près, la probabilité qu’une année 

donnée, l’agglomération soit protégée de la crue. 

2. Afin de réaliser des travaux pour améliorer la protection de l’agglomération, on s'interroge 

sur le fait de savoir si, selon ce modèle, en surélevant les digues actuelles de un mètre, la proba- 

bilité qu'une année prise au hasard, l’agglomération soit protégée est supérieure à 0,99. Donner 

votre avis. 

Appelez le professeur pour présenter votre démarche et vos réponses. 
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Travaux pratiques TICE 

D. Utilisation d’un logiciel de calcul formel 

Un logiciel de calcul formel a permis d'obtenir l'affichage suivant (log désigne dans ce logiciel le 

logarithme népérien habituellement noté In). 

{$il) define(f(x),0.4*x*exp(-0.2*x"2)); 

0.2 
(Sol) fix)l:—=0.4 x $e 

($3i2) define(F(a),integrate(£f({x}),x,0,a)}); 

Is a positive, negative, or zero?p; 

rat: replaced -0.2 by —-1/5 = —-0.2 

rat: replaced -2.5 by -5/2 = -2.5 

rat: replaced -0.2 by —-1/5 = -0.2 

rat: replaced -2.5 by -5/2 = -2.5 

=? 

rates As 
La] RSR Ne 

2 2 

{$i3) expand(F(a)); 

a? 

($o3} 1.0-1.0%e * 

($i4) solve([F(a)=0.99], [al); 

rat: replaced -0.99 by —-99/100 = —-0.99 
rat: replaced 0.4 by 2/5 = 0.4 

($o4} [La=-\5 109100), a=15 10gt100}] 

L. Utiliser, sans justification, cet affichage pour donner une expression simple de la fonction F 
définie pour tout nombre réel a de l'intervalle [0, + c[ par : 

F(a)= f'oaxe 02 dx. 

2. Justifier que 4 = ,/51n(100) est solution de l'équation F(a) = 0,99. 

Appelez le professeur pour présenter vos réponses. 
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CE QU'IL FAUT SAVOIR FAIRE 

Calculer une intégrale à l’aide d’une primitive 

Transformer l'écriture d'une fonction pour calculer une intégrale 

. F2 
. . | Justifier un résultat obtenu avec un logiciel de calcul formel 

Calculer une intégrale 
à l’aide d’une primitive 

En utilisant le tableau des primitives rappelé dans 

«Ce qu’il faut savoir », calculer la valeur exacte de 

chacune des intégrales suivantes (exercices 1 à 36). 

b Conseil : pour chacun des exercices 1 à 36, on peut vérifier le 
résultat avec un logiciel de calcul formel. 

: 
1= ['(x-—2) dr. 

2. : 
1= [°(222-x+3) dx. 

3. + 
1 

1=| (x3 + x? + x) dx. 

HLLUARAFET 

= ['dx. 

pures 

: 

Calculer une aire plane : 
{ 

ÉE 

Ca | 
Utiliser Geogebra 

| 
Utiliser Maxima 

ER 

5. + 
121 dx. 

6. . 
1= ['(x-3) dx. 

Z. + 
I = ('(2+1) dé, 

8. : 
1= ['(a2+x%+1) dx. 

9. + 
1= [a +a2+x+1) da. 

10. . 
1 1e dt. 

11... 
1= [(2x+1)(2 + +1) de. 
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* 
+ 
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Fe 

_ ere pe 
Utiliser le calcul intégral dans les autres disciplines re 

Re Does 

Exercices 
corrigés 
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Exercices 

non corrigés 
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Exercices. 

12. + 
1= ['(x+0 (6 +2%+3) a 

13. ; 
1= [(2x+1) da. 

14. 
jl ARS 

(2x+1) 

CORRIGE P. 351 

15. 

Bi a 

16. . 
l 

1e Pen nn 

1= {ar Jas. 
x 

18. . 
2 2 

1=[ fair E)as 

19... 
= Fes 5 ex 

x+2 

20. ++ 

Eau | 
nl 

21. ++ 

= Less ? Ja 
2x +3 

22,: 
= f 2x +1 

x?+x+5 

23. : 
= [= @n xP dx. 

x 

Indication : x Zn x} est de la forme uXUGT. is" 

24. : 
1= [nada 

: CHAPITRE 6 + INTÉGRATION 

25. + 
1= [Ce +1)dx. 

26. : 
1= [it-e#)dr. 

3 

27. ++ 
In 4 

T= [ e* dx. 
In2 

28. ++ 
| 

a) I = [ e2' dt ; D 1e f Cu 

29. + 

X = na—* 

L= fe ee 
?) 

30. .. 
In2 e* 

1=| erp 

31. ++ 
. n3 e 

Abe ; 

32. : 
T 

= L$ (sin 3x+2 cos 2x)dx. 

33... 
1 = [cos 2x dr 

34. . 
T 

1E= [° (cosx+sinx)dx. 

35... 
T 

1 F sin x cos? x dx. 

36. .… 
T 

1= f° sn” cos dx. 
2 ] 

3 r +++ Résoudre une équation 

1. Résoudre dans R l'équation : 

#= #7 2 =, 

2. Pour tout nombre réel a, on pose : 

I(a)= ['(e* +2e-*)dx. 

Calculer /(a) en fonction de 4. 

3. Calculer le réel a tel que (a) = 



. Transformer 
l'écriture d’une fonction 
pour calculer une intégrale 

3 8. +++ Avec une fonction rationnelle 

Soit f la fonction définie sur ]1, + c[ par : 
A2 

f(x)= É 
x? — 

1. Vérifier que, pour tout x de ]1, + c, 
8 1 

x) = ——+ 
fe) ME Cl 

2. En déduire la valeur exacte de l'intégrale 
54%—2 

1= dx. 
x2—T 

39. +++ 

Soit f la fonction définie sur Z = ]- 1, + c[ par : 
2x+5 

Dh —., 
f@) HR +3x+2 

1. Vérifier que, pour tout nombre réel x de 1, 
3 1 

D : 
f@) SENTE 

2. En déduire une primitive F de f sur 1. 

3. a) Calculer la valeur exacte de l'intégrale 

J=[ fOdx ; 
b) Donner la valeur arrondie au centième du nombre J. 

Une primitive est donnée 

Cette situation se rencontre lorsqu'on ne peut pas déter- 

miner directement une primitive avec les résultats du 

cours de Terminale STL, par exemple lorsque f(x) s'ex- 

prime à l’aide de In x. 

40. ++ Une primitive de x+= In x 

1. Déterminer la dérivée F’ de la fonction F définie sur 

]0, + s[ par F(x) = x In x ee À 

2. En déduire le calcul de l'intégrale 

Î= f'inx dx. 

CORRIGÉ P. 351 

FT FRERE 
Soit f la fonction définie sur ]0, + c[ par : 

HET 
x)=—-—Inx. f(x) AT 

1. Déterminer la fonction dérivée de la fonction F définie 

sur JO, + ce[ par : 

» 
F(x)=—(x2+6-61nx). (x) 15 ( ) 

2. En déduire la valeur exacte de l'intégrale : 

1= [° f(x) dx. 

42 e ++ Avec la fonction In 

1. Montrer que la fonction F définie sur [— 1, + | par 
3 

ER)= É + ; In(2x +3) — x est une primitive de la fonction 

f définie sur [— 1, + c[ par f(x) =In(2x+3). 

2. Calculer la valeur exacte de l'intégrale : 

1= [ f(x)da. 

43. .. 
1. Déterminer la dérivée de la fonction f définie sur 

J0, + oo[ par f@=Te Inx. 

2. En déduire la valeur exacte de l'intégrale 

fi Éxinx+ à) dx. 
; 2 

4 4 e ++ Avec la fonction exponentielle 

Soit f la fonction définie sur R par f(£) = (2 + 1)et. 

1. Vérifier que la fonction F est définie sur R par 

f(E) = (- 2 - 3)e * est une primitive de f sur R. 

2. Calculer la valeur exacte de l'intégrale 7 = {a f(t)dt. 

45. ++ 

Soit f et G les fonctions définies sur R par 

f(x)=6x?+xe" et G(x)= xe* —e*. 

1. Déterminer la fonction dérivée G’ de G. 

2. En déduire une primitive de f sur R. 

3. Calculer l'intégrale 7 = J° f(x)dx. 

justifier un résultat obtenu 
avec un logiciel de calcul formel 

46. .. 
Justifier par un calcul détaillé la valeur exacte de l’inté- 

grale J qui a été obtenue avec un logiciel de calcul formel. 

a) ['(x—2) dx = 0,5 ; 

b) [er -1+3)4t=22,5; 

13 
T 3 D Er o) [ (x +x +x)dr= 2; 

à f'{x+EJas=a+ins; 
X 

US 
— dé = In3; Re 

f) [.(2e* +1) dx = 2(e-e +1); 
In4 

p[. e*dx= 1 ; 

1 
h) P En — =E —e). 
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Exercices 

Calculer une aire plane 2. On considère l'intégrale : 
0 

A= [f(s)de 

i étati rmes d’aire de A. Me teoncdéise donclee a) Donner une PA te ass 

résultats énoncés à la page 4 b) Par lecture graphique, indiquer, parmi les propositions 

178 est exprimée en unités . suivantes, celle qui est vraie. Expliquer la réponse : 
d'aire. -2SAS<0/0S4<7;2<A8, 

Exemples d'unités d’aire 

- Dans un repère orthonormé 

(O ; i, j) l'unité d'aire est l'aire 

du carré défini par les vecteurs # 
> 

ünitares l'ehOIaurepere, | 48. ++ On justifie l'encadrement d’une intégrale à 
Si sur l'axe des abscisses et sur l'axe des ordonnées l'unité choisie l’aide d’un graphique 
est 1 cm, alors l'unité d'aire est 1 cm? ; si l'unité choisie sur > > 

chaque axe de coordonnée est 2 cm, alors l'unité d'aire est 4 cm°. Dans le plan rapporté au repère orthoñormé (O;i, j), 

(unité graphique 1 cm), [est la courbe représentative 

d’une fonction f définie et continue sur [-— 2,5]. 

- Dans un repère orthogonal 

(O ; i, j) l'unité d'aire est l'aire 

du rectangle défini par les 
 — La courbe l passe par les points A et B de coordonnées 

respectives (— 1, e) et (0, 2). Elle admet au point A une tan- 

gente parallèle à l’axe des abscisses. 

vecteurs unitaires OI et OJ du 

repère. 

Si l'unité choisie sur l'axe des 
abscisses est 2 cm et si l'unité 

sur l'axe des ordonnées est 

.1 cm, alors l'unité d'aire est 2 cm’. 

4 7 e +++ Lectures graphiques 

On a dessiné ci-dessous, dans un repère orthonormé 
> > 

(O ; i, j) la courbe représentative € d’une fonction f définie 

et dérivable sur l'intervalle [-— 3, 10]. Cette courbe passe par 
les points de coordonnées (— 2, 0), (2, 0), (8, O). 

Les droites %,, D, et , sont les tangentes à la courbe 
FD 1 

représentative de f aux points d’abscisses — 7 2et5,4, et 

D, étant parallèles à l’axe des abscisses. La droite ®, passe 1. Indiquer le sens de variation de f sur [— 2,5]. 
par le point de coordonnées (0, 3). 0 

2. Justifier l'encadrement 2 < (e PRIS. \ 

49. +++ Avec une fonction polynôme 

Sur la figure ci-dessous, € est la courbe représentative de la 

fonction f définie sur - : ; par :f(x)=-x3-x2+x+1 

dans le plan muni d’un repère orthonormé (O + h (unité : 
4 3 cm). 

On précise que la courbe € coupe l’axe des abscisses au 

point B d’abscisse 1 et est tangente à l’axe des abscisses au 

point À d’abscisse — 1. 

1. Dans la suite, f” désigne la fonction dérivée de f. 

Par lecture graphique et sans justification du résultat, donner : 

a) la valeur de chacun des nombres suivants : 

f); r{- ) f'O):f"6): 
b) l’ensemble des solutions de chacune des inéquations sui- 

vantes : f(x) <0; f’(x) < 0. 
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1. À l’aide de la figure, indiquer le signe de la fonction f sur 
3219 

l'intervalle | | 
289 

2. Déterminer la valeur exacte de l'aire en cm? de la partie 
de plan colorié. Vérifier l’ordre de grandeur du résultat sur 
la figure. 

CORRIGE P. 351 

50. +++ Avec une fonction trigonométrique 

La courbe € est la courbe représentative, dans le plan muni 
> > 

d’un repère orthonormé (O ; i, j), (unité graphique : 1 cm), 

de la fonction f définie sur l’intervalle | 0, _ par : 

f(x)=2+0cos (x) 

Déterminer l'aire en cm? de la partie du plan ensemble des 

points M(x, y) avec 0 < x < = etO<y< f(x). 

5 1. +++ Utiliser une calculatrice graphique 

1. À l’aide d’une calculatrice graphique, dessiner dans un 

repère orthonormé (O À, 5) (unité : 5 cm) la courbe repré- 

sentative [” de la fonction numérique f définie sur Û a 

par f(x)= sin 2x. 

2. Calculer l’aire en cm? de la partie du plan limitée par 

l'arc let l’axe des abscisses. 

5 2 e +++ Avec une fonction logarithme 

| 1 
Soit f la fonction définie sur Ë + | par : 

e 

f(x) = 2x(1 — In x) + 1. La courbe représentative € de f est 
> > 

donnée sur l’annexe dans un repère orthonormé (O ; i, j) 

où l'unité est 2 cm. 

1 
1. Soit F la fonction définie sur l'intervalle È + | par 

LÉ UT x+xX. 

re 1 
Montrer que F est une primitive de f sur Ë + #|. 

2. a) Calculer l'aire exprimée en unités d’aire, de la partie 

de plan limitée par la courbe ‘6, l'axe des abscisses et les 

droites d'équations x = letx=e. 

b) Exprimer cette aire en cm? puis en donner la valeur 

approchée arrondie à 101. 

Annexe 

5 3 © +++ Avec une fonction exponentielle 

Soit f la fonction définie sur R par 

f(x) = 4e* — e7 = e*(4 — e”), 

On donne sa courbe représentative [dans le plan rapporté 

à un repère orthogonal (O mé 5) (unités graphiques : #cm 

sur l’axe des abscisses ; 1 cm sur l’axe des ordonnées). 

Montrer que l’aire du domaine colorié sur la figure est 

égale à 16 cm?. 

> Avec prise d'initiatives. 

54. ++++ On fait le pont ! 

On considère une arche de pont parabolique de 24 mètres 

de portée et de 6 mètres de flèche. 

E ï Hi 

1C 

1m 

3 B 

la portée 

Dans cette question, toute trace de recherche, même incom- 

plète, ou d'initiative, même infructueuse, sera prise en 

compte dans l'évaluation. 

Calculer la valeur approchée, en m?, arrondie à 1072, de 
l'aire de la surface ABCDEF de l’arche sachant que 

BC=AF=1m. 
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Exercices 

Exemples de calcul 
d'autres grandeurs 
à l’aide du calcul intégral 

5 5 e ++ Développement durable : flux solaire 

On considère une construction dans une zone de moyenne 

montagne équipée de 20 m? de vitrage sur une façade au 

sud. Dans ce cas, les vitrages laissent passer 60 % du flux 

solaire. On admet que le flux solaire obtenu à l’intérieur 

après 8 heures consécutives d'exposition au soleil, au mois 

de novembre, est, en joules X (jour”!) : 

ce 
(0 

28 800 : T 
E=0,60x20x | 600 sn rs 

Calculer E. 

5 6. ++ Développement durable : stockage d'énergie 

On considère une retenue d’eau qui peut être assimilée à 

un parallélépipède rectangle dont les dimensions en mètres 

sont : 1 000 X 1 000 X 100. On admet que l'énergie totale, 

en joules, stockée dans la retenue d’eau est : 

E= [1000 x1000x9,81 ha 

Calculer E. 

5 re +++ La longueur d’une chaînette 

La chaînette est la courbe suivant laquelle se tend un fil 

homogène, pesant, flexible et inextensible, suspendu par ses 

extrémités à deux points fixes. 

On montre et on admet que, rapportée à un repère ortho- 

normé convenable, la chaînette admet une équation de la 

forme : 

_e#+e M 

2À 
avec À > 0. 

b- Pensez aux lignes à haute tension de RTE (Réseau de transport 
d'électricité). 

CHAPITRE 6 + INTÉGRATION 

On laisse pendre un tel fil entre deux points situés à une 

même hauteur et distants de 2 mètres, comme le montre la 

figure: 

On admet que, dans le plan muni du repère orthonormé 
> > 

(O ; i, j), l'arc AB est la courbe représentative de la fonction 
e2* +e2* 

f définie sur [- 1, 1] par f(x) = F 

b- La courbe est la chaînette obtenue pour À = 2. 

1. Détermination de la flèche 

La flèche prise par le fil est la distance SH de la figure. 

Calculer la valeur approchée arrondie à 107? de la flèche 

SH. 

2. Calcul de la longueur du fil 

On admet que la longueur L de l’arc de courbe d’équation 

y = f(x) compris entre les points d’abscisses — 1 et 1 est 
1 

égale à l'intégrale L = LVi+LF GP dx, où f” est la fonc- 

tion dérivée de f. 

a) Vérifier que, pour tout x de [- 1,1], 

e2* ou e2* | 

1+[f'(x)P -| : 

e? = e 2? 

b) En déduire que L = Grp 

c) Donner la valeur approchée arrondie à 10-2 de la lon- 
gueur L en mètres de ce fil. 

D Voir également l'exercice 57 du chapitre 5 et le TP1 du chapitre 6. 



Utiliser des logiciels 
5 8. +++ Vitesses probables du vent 
avec GeoGebra et Maxima 

On étudie dans cet exercice une fonction définie par une 
intégrale modélisant les probabilités de vitesse du vent 
dans le cadre d'implantation d’éoliennes. 

Suite à une étude statistique, on suppose que, sur le site 
considéré, la probabilité qu’une journée donnée la vitesse 
du vent soit inférieure à a mètres par seconde est : 

F(a)= |" f(x)dx, 
où f est la fonction définie pour tout nombre réél x de l’in- 
tervalle [0, + c[ par 

x2 

fU= a e % 

4. Utilisation de GeoGebra 

a) Représenter la fonction f à l’aide de GeoGebra. Créer un 

curseur 4 allant de 0 à 30 avec un incrément 0,1 puis repré- 

senter l’intégrale F(a) (on pourra pour cela entrer 

F_a=Intégrale{f,0,a] dans la barre de saisie). 

b) Utiliser le fichier GeoGebra, pour répondre aux trois 

questions suivantes : 

— Quelle est la probabilité, qu’une journée donnée, la 

vitesse du vent soit inférieure à 4 m/s ? Arrondir à 10%. 

— Quelle est la probabilité, qu’une journée donnée, la 

vitesse du vent soit inférieure à 14 m/s ? Arrondir à 10". 

— Quelle est la probabilité, qu’une journée donnée, la 

vitesse du vent soit comprise entre 4 m/s et 14 m/s ? 

Arrondir à 102. 

2. Utilisation de Maxima 

Utiliser un logiciel de calcul formel pour répondre aux trois 

questions suivantes. 

a) Déterminer une expression « simple » de F(a) en fonc- 

tion du nombre réel positif a. 

b) Calculer la valeur exacte de F(14) — F(4) et retrouver le 

résultat de la question 1.b). 

c) Calculer lim F(a). Le résultat est-il surprenant, en 
a—>+co 

termes de probabilité ? 
CORRIGE P. 351 
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A = 

59, ++ 

Mmdiquez sur votre copie, pour chaque question posée, la bonne réponse 

(ou une bonne réponse) parmi les propositions de l'énoncé; 

ELELELELELEL : aucune justification n'est demandée. 

Dans chaque question, la fonction f dont on calcule la 

valeur exacte de l'intégrale sur un intervalle donné est 

continue sur cet intervalle. 

a FO 

js ['rGdx=8 

B L'rtoax- 
a 19 el [ f(x = 

À f(x)=2x+1+ 
: HEAR 

Q rot 
E ['rtax=6+3m2 

el [tx =6+1n 4 

60. 

2 | f(x)= x? +3x+2 

3 

al f(x)=e*+e"* 

In3 

al 1e f(x)dx=5 

7 

3 
AA 

Û [rot 

le fe f(é)dt =0 

Soit f la fonction définie sur [0, + c[ par : f(£)=—0,2te ?#, 

1. Une primitive de f'est définie sur [0, + c[ par : 

a) F(t)=(t+5)e 22; 

DA shox 

c) F(t)=(-t+5)e 2°. 
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a) |" fH)dt=5+15e? ; 

b) [” f()dt = 15e? ; 

c) ["ft)dt=-5+15e2. 

représentative de f. 

Le nombre 1 appartient à 

représentative de f. 

Le nombre J appartient à 

QCM 

interactifs 
59-60-61 

1. Dans cette question 1 = MOTTE et @ est la courbe 

[6, 7] [3, 5] 

2. Dans cette question 1 = [fax et € est la courbe 

(1, 2] [0, 1] 



Exercices 

Les exercices pour le baccalauréat sont des exercices qui pourraient figurer dans l'épreuve de mathématiques du baccalauréat 
STL-Biotechnologies. 

Calculer une intégrale g(-1)=0 et g(3) = 2; 
62 © +++ Éliminer des valeurs pour une intégral SR a sr SIL g(x) a pour limite 0 lorsque x tend vers + oo. 

1. Dresser le tableau de variation de la fonction g. 

2. Reconnaître parmi les trois courbes ci-dessous la courbe 

représentative de la fonction g dans un repère orthonormé. 

Noter la référence de cette courbe sur la copie. 

3. Indiquer si chacun des énoncés suivants est vrai ou faux, 

et justifier la réponse à partir des hypothèses de l'énoncé 

ou à partir du graphique de la question 2.. 

a) g'(&) <0; 
b) l'équation g(x) = 2 a une seule solution dans R ; 

c) la droite d’équation x = 4 est asymptote à la courbe 

représentative de g; 

d) ['eto)dx>s. 

Le graphique ci-dessus est réalisé dans un repère ortho- 

normé (O Fr: ÿ) On a tracé : 

— la courbe représentative € d’une fonction f définie sur R ; 

_— la droite (AB) tangente à la courbe € au point A ; 

— la droite A d’équation y = 2; 

— la droite T, parallèle à l'axe des abscisses, tangente à la 

courbe € au point d’abscisse 1. 

Les points A et B ont respectivement pour coordonnées 

(0, 2) et (1, — 1). 

1. Déterminer une équation de la droite (AB). 

2. Sachant que la droite A est asymptote à la courbe 6 en Figure 1 

+ cs, déterminer lim f(x). 
X— +00 

On admet que la courbe 6 est toujours au-dessus de la 

droite (AB). Déterminer lim f(x). 

3. Lire sur le graphique les valeurs entières de f(0) et f’(1). 

Établir le tableau de variation de la fonction f. 

4, On considère les quatre valeurs décimales suivantes : 

1=65; L=-3,6; 1,=3,6 et 1,=-6,5. 
L'une d’entre elles est la valeur décimale approchée arron- 

die à 10-1 de l'intégrale 1 = [” f(x)dx. 

Laquelle ? Expliquer l'élimination des trois autres. 

63. +++ Vrai-faux 

Soit gune fonction continue sur R ayant les propriétés sui- Figure 2 

vantes : 

g est décroissante sur ]- ce, — 1], croissante sur [— 1, 3] et 

décroissante sur [3, + cl; 
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Exercices Le 

Figure 3 

Calcul d’aire avec des fonctions 
polynômes 

œé e ++ Avec une fonction polynôme 

Soit f la fonction de la variable réelle x définie sur R par 
3 2e LE ; ; 

f(x)=- ee pen dont la courbe représentative dans un 

> > 
repère orthonormé (O ; i, j) (unité 1 cm) est donnée sur la 

figure. 

4. Calculer les coordonnées de A, point d’intersection de la 

courbe avec l'axe des abscisses. 

Vérifier le résultat sur la figure. 

2. Calculer la valeur exacte de l’aire 4 en cm? de la partie 

du plan coloriée sur la figure. 

Vérifier l'ordre de grandeur du résultat en comptant les 

carreaux sur la figure. 

G 5. +++ Lectures graphiques et calcul d’aire 

La courbe € de la figure est la courbe représentative, dans 

un repère orthogonal (unités graphiques : 3 cm sur l’axe 

des abscisses et 1 cm sur.l’axe des ordonnées) d’une fonc- 

tion f définie sur I = [- 1, 3]. La tangente à € au point 

d’abscisse 2 est parallèle à l’axe des abscisses, ainsi que celle 

au point d’abscisse 0. 

1. À partir du graphique, construire le tableau de variation 

de f. 

2. Par lecture graphique, donner les valeurs de (0) , f(-— 1) 

et f(1). 
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3. On admet que la fonction f est définie sur [-— 1, 3] par 

fG)=a+brre, 

où 4, b, c sont des constantes réelles à déterminer. 

À l’aide des résultats obtenus à la question 2+, calculer la 

valeur des nombres réels 4, b et c. 

4. On admet par la suite, que pour tout x de I, on a 

f(x)= 4" = 3x7 #5. 

Calculer la valeur exacte de l'aire de la partie du plan colo- 

riée : 

a) en unités d’aire ; 

b) en cm. 

Calcul d’aire avec des fonctions 
rationnelles 

66. +++ Avec une fonction rationnelle 

Soit f une fonction dont le tableau de variation incomplet 

est le suivant ; on désigne par f” la fonction dérivée de la 

fonction f. 

où a et b sont des constantes réelles. 

1. Calculer f’(x) en fonction de a. 

2. En vous aidant des informations contenues dans le 
tableau de variation ci-dessus, montrer que l’on a a = 1 et 
D=ST, 

3. Déterminer la limite manquante dans le tableau de 
variation fourni. 



4. Montrer que la courbe ‘€,de la fonction f admet comme 
asymptote la droite  d’équation y = x — 1 lorsque x tend 
Vers + co, 

5. Déterminer la valeur exacte de l'intégrale : 

FU 
d’aire. 

CORRIGE P. 352 

—(x—1)]dx et interpréter le résultat en termes 

G7. +++ Recherche d’une fonction, calcul d’aire, 

application 

Une entreprise veut réaliser les deux montants latéraux 

d'un toboggan. La courbe qui modélise le toboggan est 

définie comme une partie de la représentation graphique € 

d'une fonction f dans un repère orthonormé adapté. 

A. Détermination d'une fonction 

La partie utile de la courbe € qui modélise le toboggan est 

délimitée par les points de coordonnées (0,5 ; 2) et (2 ; 0,2) 

comme le suggère la figure ci-dessus. 

La fonction f est définie, pour tout nombre réel x stricte- 

ment positif, par f(x) = a+—, où a et b sont deux nombres 
À 

réels. Déterminer a et b. 

B. Étude de fonction 

On admet que la fonction f est définie sur l'intervalle 

(0,5; 2] par.f (x) = paper On note € sa courbe repré- 
* 

sentative dans un repère orthonormé (O À j) d'unité gra- 

phique 4 cm. 

1. On note f” la fonction dérivée de la fonction f. Calculer 

f'(x) pour tout nombre réel x de l'intervalle [0,5 ; 2]. 

2. Étudier le sens de la variation de la fonction fsur l'inter- 

valle [0,5 ; 2]. 

3. Déterminer une équation de la tangente T, à la courbe 6 

au point d’abscisse 0,5 et une équation de la tangente T; à 

la courbe ‘6 au point d’abscisse 2. 

4. Tracer, dans le repère indiqué, les droites T; et T,, ainsi 

que la courbe ‘€. 

5. a) Déterminer une primitive de la fonction f sur l’inter- 

valle [0,5 ; 2]. 

b) Montrer que l’aire, exprimée en unité d’aire, du domaine 

plan délimité par la courbe représentative de f, l'axe des 

abscisses et les droites d'équations respectives x = 0,5 et 

x = 2 vaut 2,4 In 2 — 0,6. 

Avec la fonction logarithme 

68. +++ Lectures graphiques, étude d’une fonction 

définie avec la fonction logarithme népérien, calcul 

d’une aire 

On considère la fonction f définie sur [1, + c[ par 

F(x)= 2x+1- x In x. À ( 

Le plan est muni du repère orthonormé (O ; ë, À. L'unité 

graphique est 1 cm. La courbe représentative [de fest 

donnée sur la figure. La droite (AB) est tangente à [au 

point A de coordonnées (1, 3). 

Le point B a pour coordonnées (0, 2). 

Le point C, de coordonnées (e?, 1) appartient à la courbe °. 

A. Étude graphique 

1. Déterminer graphiquement f’(1). 

2. Résoudre graphiquement sur [1, 11] l’inéquation 

3. Expliquer pourquoi l'équation f(x) = 0 admet une solu- 

tion unique & dont on donnera un encadrement d’ampli- 

tude 1. 

B. Étude de f 

1. Pr que, pour tout x de [1, + cel, 

| 1(x)=x(2=Inx)Et 

En a lim f(x 
es X— +0 = 

2. a) Démontrer que, pour tout x de [1, + 1, 

f'(x)=1 
b) Résoudre dans [1, + cf, l’inéquation 1 

En déduire le signe de f(x) sur [1, + ol. 

c) Établir le tableau de variation de f. 

— In x. 

— In x > 0, 
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C. Recherche de points particuliers 

1. Déterminer une équation de la tangente à [au point C. 

2. a) Compléter, après l'avoir reproduit, le tableau suivant, 

dans lequel on fera figurer des valeurs arrondies à 1072. 

b) Donner un encadrement d'amplitude 1071 de la solution 

© de l'équation f(x) = 0. 

D. Calcul d'aire 

1. On donne la fonction G définie sur ]0, + o{ par 
2 

G(a)= E[ma - :) Montrer que G est une primitive de la 

fonction g définie sur ]0, + c[ par g(x) = x In x. 

2. Trouver une primitive F de f sur ]0, + cf. 

3. a) Calculer la valeur exacte en centimètres carrés de 

l'aire de la partie du plan limitée par la courbe, l’axe des 

abscisses et les deux droites d'équations x = 1 et x = e?. 

b) Donner la valeur approchée arrondie à 10? du résultat 

obtenu en a). 

69. +++ Aire entre deux représentations gra- 

phiques 

. po S ; CARRE Ne 
Le plan est muni d’un repère orthonormé (O ; i, j) d'unité 

graphique 1 cm. On considère la fonction numérique f 
In x 

définie sur l'intervalle ]0, e] par f(x) = x— ce 

1. La courbe € ci-dessous représente, dans le plan, la fonc- 

tion f. On appelle A la droite d’équation y = x. 

a) Étudier, suivant les valeurs du réel x, le signe de x — f(x) 

sur l'intervalle ]0, el]. 

b) En déduire la position relative de la courbe % et de la 

droite A. 

2. a) Déterminer la fonction dérivée g’ de la fonction g 

définie sur l’intervalle ]0, e] par g(x) = (In x)’. 

En déduire, sur cet intervalle, une primitive de la fonction 

qui, à x, associe Ju 
# 

b) Calculer, en cm’, l'aire de la partie du plan limitée par la 

courbe 6, la droite A et les droites d'équations x = 1 et 

æ=e 
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Avec la fonction exponentielle 

20. +++ 

On considère la 

fonction f définie 

sur R par 

JA=6#r2)e7. 

La courbe repré- 

sentative € de f, 

dans le plan muni 

d’un repère ortho- 

normé (O;i, ÿ) est 

donnée. Soient les 

points A(0, 2) et 

B(2, 0). 

S est le point de € d’abscisse — 1. On précise qu’au points, 

la tangente à € est parallèle à l’axe des abscisses du repère. 

A. 4. Lire les valeurs du réel f(-— 2) et du nombre dérivé 

JE; 
2. Déterminer une équation de la droite (AB). 

3. La droite (AB) est tangente à € au point A. 

En déduire f”(0). 

B. 1. a) Déterminer lim f(x). 
X—> —c0 

L] 

b) En écrivant que, pour tout réel x, f(x) = ete déter- 

miner lim f(x). Ft 
X—> +00 

Que peut-on en déduire pour la courbe € ? 

2. Montrer que, pour tout x de R, f’(x) = (— x — 1)e”*. 

3. Déterminer une équation de la tangente à la courbe au 

point d’abscisse 0. 

Vérifier que vous retrouvez le résultat de la partie À. 

C. 1. Montrer que, la fonction F définie sur R par 

F(x) = (- x - 3)e* est une primitive de la fonction f sur R. 

2. En déduire l'aire, en unités d’aire, de la partie du plan 

comprise entre la courbe €, l’axe des abscisses et les droites 

d'équations x = — 2 etx= 0. 

On donnera d’abord la valeur exacte de cette aire, puis la 

valeur approchée arrondie à 0,01. 
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1 1 e +++ Étude d’un mouvement 

On considère la fonction f définie sur l'intervalle [0, + co[ 
par f(£) = 25(1 — e 2). 

On donne sur la feuille annexe, à remettre avec la copie, la 
représentation graphique l° de la fonction f dans un repère 

orthogonal (O:4, 1) 

f(£) représente la vitesse exprimée en mètres par seconde 
d’un mouvement. 

Le but de l'exercice est de justifier et de compléter la repré- 
sentation graphique de la fonction f donnée en annexe. 



L. a) Par lecture graphique, déterminer la valeur arrondie 
au dixième de l'instant £, où la vitesse dépasse 20 m.s-1. 
b) Résoudre l’inéquation f(t) > 20. En déduire la valeur 
exacte de f,. 

2. Déterminer la limite de f en + + et donner une interpré- 
tation graphique. 

3. Démontrer que la fonction f est strietement croissante 

sur l'intervalle [O, + cf. 

4. Déterminer une équation de la tangente T à la courbe @ 

au point ©, origine du repère. 

Construire cette droite sur l’annexe à remettre avec la 

copie. 

5. En utilisant le graphique donné en annexe, estimer l'aire 

en unités d’aire de la partie du plan comprise entre la courbe 

F, l'axe des abscisses et les droites d'équations f = 1 et = 2. 

6. a) Déterminer une primitive F de la fonction f sur l’in- 

tervalle [O, + cl. 

b) Calculer l'intégrale k f(t)dt. En donner une interpréta- 

tion graphique. 

Annexe à remettre avec la copie 

Courbe représentative de la fonction f. 

y 

25 

20 

15 

10 

5 

0 1 2 t 

22. +++ 

A. Soit la fonction f définie sur R par f(x) = (2x+3)e * +1. 

1. Déterminer la limite de fen — ce. 

2. a) Montrer que pour tout nombre réel x : 

é] x 
f(x)= tous 

b) Déterminer la limite de fen + ce. 

En déduire que la courbe ‘6 a une asymptote D dont on 

donnera une équation. 

c) Démontrer que cette asymptote D coupe la courbe 6 au 

point B de coordonnées (- 1,5 ; 1). 

d) Étudier, en justifiant soigneusement, la position de la 

courbe @ par rapport à la droite D. 

3. Prouver que la dérivée f’ de la fonction f'est définie pour 

tout nombre réel x par : 

fa) E2:- 1) ”. 

4. Étudier le signe de f”(x) sur R, puis dresser le tableau de 

variation de la fonction f. 

5. Déterminer une équation de la droite T tangente à la 

courbe € au point A de coordonnées (0, 4). 

B. 1. On rappelle que, sur l’annexe jointe, à rendre avec la 

copie, on a représenté la courbe € dans un repère ortho- 

normé d'unité graphique 2 cm. 

Déterminer le coefficient directeur de la tangente A à la 

courbe € au point E d’abscisse (— 0, 5). 

Tracer sur la feuille annexe la tangente A. 

Compléter cette figure en représentant l’asymptote D et la 

tangente T.. 

Hachurer la partie du plan comprise entre l’axe des abs- 

cisses, la courbe € et les droites d'équations x = — 1 etx = 0. 

2. Montrer que la fonction F définie par : 

F(x)=(-2x-5)e *+x 

est une primitive de la fonction f sur R. 

3. Soit 4 l’aire en cm? de la partie hachurée précédem- 

ment. Calculer la valeur exacte de 4, puis en donner la 

valeur approchée arrondie au centième. 

Annexe du problème (à rendre avec la copie) 

1 3. +++ Principe actif d’un médicament 

On décide de mesurer en fonction du temps la quantité de 

principe actif d'un médicament présent dans le sang d’un 

groupe de patients en traitement dans un hôpital. 

À l'instant #, exprimé en minutes, on note g(t) la quantité 

exprimée en milligrammes de ce principe actif, contenue 

dans le sang d’un patient. 

On admet que, pour tout £ de [0, 1 440], 
t 

g(t)=3-0,0021-3e 4. 

On rappelle que le temps £ est exprimé en minutes. 

1. a) Calculer g’/(t) pour tout £ de [0, 1 440]. 

b) Résoudre dans [0, 1 440] l’inéquation g”(£) > 0. 

c) En déduire le sens de variation de g sur [0, 1 440]. 

La fonction g admet un maximum pour f = f{,. Donner la 

valeur approchée arrondie à 10 ? de £, et gt). 
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2. Calculer la quantité de principe actif restant dans le 

sang d’un patient 24 heures après l'injection du médica- 

ment. On arrondira le résultat à 1072. 

3. Démontrer que : 
îl 1440 1 

———— L)dé——(2234,4+12 e 0); 
D q@) 1440! 

Cette intégrale est appelée valeur moyenne de la fonction q sur 

[0, 1 440] et représente la valeur moyenne de la quantité pré- 

sente dans le sang pendant les 24 heures suivant l'injection. 

14. +++ Une hotte pour les laboratoires 

A. Étude d'une fonction et calcul intégral 

Soit f la fonction définie sur [0, 15] par : 

fE)= (4t+1e 25. 

On désigne par € la courbe représentative de f dans un 

repère orthogonal (O A À. 

Unités graphiques : 1 cm sur l’axe des abscisses, 4 cm sur 

l'axe des ordonnées. 

1. On désigne par f” la fonction dérivée de la fonction f. 

On admet que, pour tout nombre réel £ de [0, 15], 

L'(E)=(8,5-2t)e dt, 

Ce résultat, Dre avec un logiciel de calcul formel, n'a pas 

à être démontré. 

a) Étudier le signe de f”(#) sur [0, 15]. 

b) Établir alors le tableau de variation de f. 

2. Tracer la courbe € sur une feuille de papier millimétré. 

3. Soit F la fonction définie sur [0, 15] par : 

F(t)=(-18-8t)e °“!. 

a) Démontrer que la fonction F est une primitive de la 

fonction f sur [0, 15]. 

b) On note 1 = [rod Démontrer que 1 =18—106e °". 

B. Application de la partie A 

Dans une usine, on se propose de tester un nouveau 

modèle de hotte aspirante pour les laboratoires. 

Avant de lancer la fabrication en série, on a réalisé l’expé- 

rience suivante avec un prototype : dans un local clos de 

volume 500 m°, équipé du prototype de hotte aspirante, on 

diffuse du dioxyde de carbone (CO,) à débit constant. 

Dans ce qui suit, f est le temps exprimé en minutes. 

À l'instant £ = 0, la hotte est mise en marche. Les mesures 

réalisées permettent d'admettre qu’au bout de { minutes de 

fonctionnement de la hotte, avec 0 <£ < 15, le volume de 

dioxyde de carbone, exprimé en m°, contenu dans le local 

est f(£), où f'est la fonction définie dans la partie A. 
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1. Déterminer le volume de dioxyde de carbone, en m°, 

présent dans le local au moment de la mise en marche de la 

hotte aspirante. 

2. L'atmosphère « ordinaire » contient 0,035 % de dioxyde 

de carbone, ce qui correspond pour le local où a été réalisée 

l'expérience à un volume de 0,175 m° de dioxyde de car- 

bone. 

À l’aide d’une lecture graphique sur la figure réalisée à la 

question A.2., déterminer au bout de combien de temps de 

fonctionnement de la hotte aspirante l'atmosphère dans le 

local clos contenait un volume de dioxyde de carbone infé- 

rieur ou égal à 0,175 m°. 

3. On désigne par V,, le volume moyen de dioxyde de car- 

bone présent dans le local pendant les 11 premières 

minutes de fonctionnement de la hotte aspirante. On 

admet que V,, = —[ f(t)dt. Donner la valeur exacte de 

V,, puis la valeur approchée de V,, arrondie à 1071. 

4 5 e +++ Verres photochromiques 

avec Maxima 

Les verres photochromiques s’assombrissent ou s’éclair- 

cissent en fonction de la luminosité. 

Pour un verre minéral photochromique, le coefficient de 

transmission, exprimé en pourcentage, en fonction de la 

longueur d'onde x, en nm, est donné par : 

Ouen 
lens 

À l’aide d’un logiciel de calcul formel, déterminer la quan- 

tité d'énergie 7 absorbée par le verre durant la transition 

sombre/clair : 

550 
1=[, ftx)ds. 

(Donner la valeur exacte, puis la valeur approchée arrondie 

21072) 

Avec le logiciel Maxima, on pourra utiliser les instructions 

suivantes, où les arguments en ifalique sont à remplacer 

selon le calcul désiré : 

define(f(x),expression) permet de définir la fonction f de la 

variable x ; 

integrate(f(x),x,borne inférieure,borne supérieure) calcule 
une intégrale de la fonction f de la variable x. 

Pour obtenir une valeur approchée, faire Numérique/To 
Float. 
HULL ARE) 
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+ : ON UTILISE DES ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES EN BIOLOGIE POUR 

ETUDIER L'ÉVOLUTION DANS LE TEMPS D'UNE POPULATION 

FORMEÉE D'INDIVIDUS SUSCEPTIBLES DE SE REPRODUIRE, DE 

MOURIR..., ON EN UTILISE EGALEMENT EN PHYSIQUE, EN CHIMIE, 

ANR teL I Te)Ne]lcIIE 

Résoudre une équation différentielle de la forme 

y + ay=boùaet b sont des nombres réels avec 

aa 0. 

Déterminer la solution satisfaisant une condition 

initiale donnée. 
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ICIEL UTILISÉ 

oGebra 

Désintégration d'un atome radioactif 
Un corps radioactif est un corps dont les atomes se désintègrent spontanément. 

On désigne par m(t) la masse d'un échantillon d'un corps radioactif. m est donc une fonction de 

temps t. La vitesse de désintégration est m'(t), où m'est la fonction dérivée de la fonction m. 

L'unité de temps est choisie suivant l'élément chimique étudié (ce peut être l'heure, le jour, 

l'année). 

La vitesse de désintégration est proportionnelle à la masse de l'échantillon à l'instant considéré, 

il existe donc une constante réelle positive k telle que, pour tout t de [0, + cf, m'(t) =-k x m(t). 

Cette égalité peut s'écrire : m'(t) + km(t) = 0. 

m'(t) =- km(t) est une équation liant la fonction inconnue m et sa dérivée m'. 

Une telle équation est appelée équation différentielle ; traditionnellement, pour une équation 

différentielle, l'inconnue est notée y et sa dérivée y”. 

Dans cette activité d'approche, pour alléger les calculs, on cherche des fonctions solutions de 

l'équation différentielle (E) : y’ = 2y, c'est-à-dire telles que, pour tout x réel, F'(x) = 2f(x). 

1° L'équation (E) a-t-elle pour solution une fonction constante ? 

2° L'équation (E) a-t-elle pour solution une fonction polynôme de degré non nul ? (Pensez au 

degré de la fonction dérivée). 

3° Démontrer que (E) a une solution unique de la forme f(x) =e%* où a est une constante réelle 

à déterminer. 

4° L'équation (E) a-t-elle de nouvelles solutions de la forme f(x) =e*+€C où Cestune constante 

réelle et où a est défini au 3° ? 

5° L'équation (E) a-t-elle de nouvelles solutions de la forme f(x) =ke* où k est une constante 

réelle et où a est défini au 3° ? 

Ilest à noter que nous ne savons pas si l'équation (E) a d'autres solutions que celles obtenues 

ci-dessus. 

Approcher la notion d'équation 

Injection d’une substance médicamenteuse 

À l'instant x= 0, on injecte à un malade une substance médicamenteuse, qui est ensuite progres- 

sivement éliminée. On désigne par y(x) la quantité de substance, en mg/L, présente à l'instant x, 

exprimé en heures. On suppose qu'à chaque instant x, la vitesse d'élimination y’(x) est propor- 
tionnelle à la quantité de substance y(x) restante dans le sang du malade. Cette hypothèse se 

traduit mathématiquement par l'équation différentielle (E,) : 

y'b)=-ay(»x), 

où a est une constante strictement positive et où x y(x) est une fonction inconnue définie sur 

[O, + co. 

Sur un fichier GeoGebra, créer un curseur a allant de 0 à 1 avec un incrément 0,01 et un curseur k 
allant de 0 à 80 avec un incrément 10. 

CHAPITRE 7 + ÉOUATIONS DIFFÉRENTIELLES 



—— d'approche 

Entrer dans la barre de saisie l'expression : =RésolEquaDiff[-a*y,0,k,100,0.1]. 

On obtient un « lieu » qui est la représentation graphique d’une fonction solution de l'équation 
(E,) sur l'intervalle [0, 100]. 

Objets dépendant:| 70 

[:] Afficher l'objet 
Afficher l'étiquette 

(#] Trace activée 

Œ Copier dans Champ de saisie 

) Renommer 

Effacer 

& Propriétés … 

1° a) Fixer le curseur a à la valeur a= 0,5. 

Par un clic droit, activer la « trace » du « lieu » tracé. 

Modifier le curseur k. Chaque valeur de k fournit une solution à l'équation différentielle (E, ;). 

L'équation différentielle (E,.) possède une infinité de fonctions solutions définies sur [0, + oo. 

À quoi correspond le curseur k, dans le contexte de cette activité ? 

b) Fixer le curseur k à la valeur k= 50. Nettoyer la trace et modifier le curseur a. Chaque valeur 

de a fournit une équation différentielle (E,) différente. 

Quel est l'impact de a sur l'allure de la courbe représentant une solution de l'équation (E,) ? 

2° Supprimer la trace. 

On considère la fonction f définie pour tout réel x positif par f(x) = ke”%. 

a) Représenter la fonction fsur le fichier GeoGebra. Que constate-t-on ? 

b) Démontrer que, pour tout réel x positif, on a f'(-) =- a f(x). 

3° On suppose que l’on a injecté 50 mg/L à l'instant x= 0 et qu'au bout d'une heure, il ne reste 

plus que 25 mg/L de substance médicamenteuse dans le sang du malade. 

a) Ajuster le curseur k pour que la solution corresponde à la donnée « on a injecté 50 mg/L à 

l'instant x= 0 ». Par quel point À la courbe doit-elle passer pour que la solution corresponde à 

la donnée « au bout d’une heure, il ne reste plus que 25 mg/L de substance médicamenteuse 

dans le sang du malade » ? 

Créer ce point sur le fichier GeoGebra et ajuster le curseur a pour que la solution tracée passe 

par ce point. 

b) Montrer, par un calcul, que a = In 2. 
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© équation différentielle (E) : 
y'+ay-0 

Exemples 

. Dans le cas où a = - 2, l'équation (E') devient y’ -2y=0, c'est-à-dire y'= 2y. 

Nous savons que les fonctions définies sur R par x ke”, où k est une constante 

réelle, sont des solutions de l'équation différentielle y’ - 2y= 0. 

. Dans le cas où a=-1, l'équation (E') devient y'-y=0, c'est-à-dire y'=y. 

Nous connaissons une solution de cette équation différentielle : la fonction 

exponentielle. 

Par analogie avec le cas précédent, observons que les fonctions x ke”, où k est 

une constante réelle, ont pour dérivée x ke* et sont donc des solutions de 

l'équation différentielle y'— y = 0. 

Cas général 

Les résultats obtenus dans les deux exemples ci-dessus où a =-2 et a=-1 nous 

amènent, pour l'équation (E'): y'+ay=0, c'est-à-dire y'=- ay, à considérer les 

fonctions x ke”%* où k est une constante réelle. 

Leurs dérivées sontxr- k(- a)e-* = - a(ke=%). 

Elles sont donc des solutions de l'équation (E”) : y'+ ay =0. 

On démontre que l'équation différentielle (FE) n'a pas d'autres solutions: la 

démonstration, qui sera développée dans un cadre plus large en section de techni- 

cien supérieur, figure ici en exercice. 

3 les fonctions définies sur F 

THÉORÈME 
bis nés sd ; A . re ? ULZ ; . . A . n [À : & 7 € SR De + à : Es # : Les solutions de l'équation différentielle (E ):y'+ay=0, c'est-à-dire y’=- ay, sont 

€ R par x ke-* où k est une constante réelle quel- 
3 l AG RU e LT “ MON 
CONQUEANS LIENS INITIÉ RU TONNES de + En PER 

L'activité d'approche 2 permet de visualiser la famille des courbes représentatives 

des solutions d'une telle équation différentielle et d'observer l'influence du 

paramètre a. 

EXERCICE 
—_ Œuui)US US Résoudre une équation y’+ay=0 

ÉNONCÉ 

Résoudre l'équation différentielle y'+4y= 0. 

MÉTHODE SOLUTION 

L'équation différentielle y’ + 4y= 0 est de ! Fr = 
Identifier la forme de q ÿ ji la forme y'+ ay =0 avec a = 4. 

l'équation différentielle. Les solutions de cette équation différentielle sont les fonctions définies sur R 
: is parx-> ke-* où k est une constante réelle quelconque. 

Appliquer le théorème 
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@' équation différentielle (E) : 
D _ y'+ay=b 
Solution particulière de y’+ ay =b ) 

Cherchons si l'équation différentielle (E) : y’ + ay = b admet une fonction constante 

x+> C comme solution. 

La fonction constante x C a pour dérivée la fonction nulle x 0. 

Donc la fonction x+- C est solution de (E): y’+ay=b si et seulement si aC=b, 
ue b 

c'est-à-dire C=— 

PROPRIÉTÉ 
PES ST ab 9 D € LÉ e * 

(DR 
La fonction = Obctantes x. Ur une uno particulière de l'équation différen- 

tielle (E) : y’ + ay= er FR SNA LUE. fe 
1e Le 

Solutions de y’ +ay=b 

b ; Re 
Notons y, la fonction constante x+>—. Comme c'est une solution particulière de 

q 
l'équation différentielle (E), on a: 

Y, Faÿ, =D. (1) 

y est solution de (E) si et seulement si y'+ay=b, c'est-à-dire y'+ay=y; + ay, 

d'après l'égalité (1). 

Donc y est solution de (E) si et seulement si : 

Y-ÿ+alÿy-y;)=0, 
(y—y,) + a(y-y,)=0 d'après la linéarité de la dérivation. 

En posant y — y, = Y, c'est-à-dire y= Ÿ + y,, nous venons de démontrer que : 

y est solution de (E) si et seulement si y= Y+ y, où Y vérifie Y'+aY=0, c'est-à-dire 

où Y est solution de l'équation différentielle homogène (EF). 

D'après le théorème du paragraphe A. Y est de la forme x+> ke” où k est une 

constante réelle quelconque. 

THÉORÈME 

| Les solutions de lSguael a di fférentielle(e) :y y'+ay= -b sont es fonctions défi nee 
ÿ be £ 

sur R par x ke #+ + où kest une constante réelle quelconque. : ' eur è 
F 

Résoudre une équation y’ + ay =b 

ÉNONCÉ 

Résoudre l'équation différentielle y’ - 3y=5. 
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MÉTHODE SOLUTION 

==> l'équation différentielle y’ -3y=5 est de la forme y'+ay=b avec a=-3 et 
Identifier la forme de He 

l'équation différentielle. fes 

Les solutions de cette équation différentielle sont les fonctions définies sur R 
Es : 

> par x kef* —— où k est une constante réelle quelconque. 
Appliquer le théorème 3 \ 

ci-dessus. 

@ Existence et unicité 
de la solution vérifiant 
une condition initiale 
donnée 

Exemple 

Cherchons les solutions fde l'équation différentielle y’ - 3y= 5, si elles existent, 

telles que f(0)=1 

Les solutions de cette équation différentielle sont les fonctions définies sur R 
D be , 

par x + ke** ee où k est une constante réelle quelconque. 

f(0)= 1 équivaut à ke°-2=1 c'est-à-dire KE k== 

Il'existe donc une seule fonction solution de l'équation différentielle vérifiant la 

condition initiale f(0) = 1 : la fonction fdéfinie sur R par f(x) = 86% + 

Cas général 

Parmi les solutions de l'équation différentielle y’ + ay = b, cherchons celles, si elles 
existent, qui vérifient f(x,) = y, où x, et y, sont des nombres réels donnés. 

Les solutions de l'équation différentielle sont les fonctions définies sur R par 

xH ke x +—, 
aq 

ne ne : b La condition f(x,) = y, équivaut à ke-% +—= y,, c'est-à-dire ke-% = y, 20 
a a 

b se 
k “( Len en multipliant les deux membres de l'égalité par e%. 

a 

Ilexiste donc une seule fonction solution de l'équation différentielle vérifiant la 

condition f(x,) = y, : la fonction f définie sur R par f0=( bee sas 
a q 

q 

CTHÉORÈME 
_ L'équation différentielle 2 + -ay= b edmet une solution ? À 
R, vérifiant la condition initiale donnée F(Xo) = Yo: ‘# 

HE He nié Te 

LS La 14, 
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AUUUS 

MÉTHODE 

+ 

Identifier la forme de 
l'équation différentielle. 

Appliquer le théorème sur 

les solutions de l'équation 
différentielle. 

Exploiter la condition 
Q(0) =5. 

Exploiter la condition 

Q(2)= : Q). 

Injection d’un médicament 

ÉNONCÉ 

Lorsque de la pénicilline est injectée directement dans le sang, on considère 

que sa vitesse d'élimination est, à chaque instant, proportionnelle à la quan- 

tité de pénicilline présente dans le sang à cet instant. 

Ainsi, la quantité de pénicilline Q(t), exprimée en milligrammes, présente 

dans le sang à l'instant t (t > 0, exprimé en heures), est solution de l'équation 

différentielle (E) : Q'(t) =- aQ(t), où a est un réel. 

À l'instant {= 0, on injecte une dose de 5 mg de pénicilline. 

1° Montrer que, pour tout réel t > 0 : Q(t) = 5e”. 

2° Sachant qu'au bout de 2 heures, la quantité de pénicilline présente dans le 
D ES n2 s 

sang a diminué de moitié, montrer que :a= A Donner la valeur arrondie 

de a au centième. 

SOLUTION 

1° L'équation différentielle (E) s'écrit : Q'(t) + aQ(t) = 0. 

Elle est de la forme y'+ay=0. 

Les solutions de cette équation différentielle sont les fonctions définies sur 

[0, + c[ part+- ke”, où k est une constante réelle quelconque. 

Q(0)=5 s'écrit : ke°=5, d'où k=—5. 

Pour tout réel t > 0, Q(t) = 5e. 
. 

2° La condition Q(2) == Q(0) s'écrit : 5e722= à ere : et, en prenant le loga- 

1 
rithme népérien de chaque membre, - 2a = mn) ;-2a=-In2. 

Donc a = — 055; 

Équation différentielle : y’ + ay = 0 

par : 

a 
1m 
ee) 
= 
8 
@ 

LE) 

C: 
5 
= 

Fa 
Ve 

“à 
5" 
© 
ki) 

RES grecs rer 

Les solutions de l'équation différentielle y’ + ay = 0 (c'est-à-dire y’ = - ay) sont les 

fonctions définies sur R par : 

x ke-%, où k est une constante réelle quelconque. 

Équation différentielle : y + ay = b 

Les solutions de l'équation différentielle y’ + ay = b sont les fonctions définies sur R 

Dre ; 
x > ke-% +—, où kest une constante réelle quelconque. 

a 

En à 

RE RE EEE 
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Travaux pratiques TICE 

TP Résoudre, à l’aide d'un logiciel, une équation différentielle 
f comprenant des paramètres 

LOGICIEL UTILISÉ 

GeoGebra 

Posologie d'un médicament 
On injecte à un patient un médicament par perfusion. L'objectif est de régler le débit de la perfu- 

sion de façon à atteindre un « plateau » pour lequel l'efficacité du médicament est optimale (en 

deçà, le médicament est inefficace, au-delà, il est toxique). 

On désigne par f(#) la concentration, en mg/mL, du médicament dans le sang à l'instant {exprimé 

en heures. Une modélisation permet de considérer que f est solution, sur l'intervalle [0, + cf, de 

l'équation différentielle (E) : 

y=-£ +5 
Vos 

où d est le débit de la perfusion, en mg/h, V le volume du système sanguin du patient, en L, et c 

la clairance du patient, en L/h, correspondant à sa capacité d'élimination. Les paramètres c et V 

sont inconnus et dépendent du patient ; le débit J est réglable. 

(D'après D. Barbolosi Repères IREM n° 71.) 

À. Résolution de l'équation différentielle et valeur limite 

LOCALE cé ou stectomer nou des cts 
î 

c=172 V = 80 
e + 

1. Sur un fichier GeoGebra, créer un cur- 

seur c allant de 4 à 12 avec un incrément 

0,1, un curseur V'allant de 60 à 100 avec un 

incrément 0,5 et un curseur d allant de 50 à 
1a| 

250 avec un incrément 1. 

Représenter sur l'intervalle [0, 100] avec un 

pas de calcul 0,1, la solution f de l'équation 

différentielle (E) pour la condition initiale 

f(0) = 0, en entrant dans la barre de saisie : 

E=RésolEquaDiff[-(c/V)*y+d/V,0,0,100,0.1] 

Conjecturer la valeur limite de f en + c (le 

« plateau ») lorsque les curseurs sont réglés 

ac—7,2;Vi= 80 et d = 108. 

2. L'équation (£) peut s’écrire : y” + me pe £ 

a. Montrer que l’ensemble des solutions, définies sur [0, + «1, de l'équation (E) est l’ensemble des 
401 

fonctions {+ ke V +— où k est une constante réelle quelconque. 
c 

b. Déterminer la solution f de (E), définie sur [0, + ce et vérifiant la condition initiale f(0) = 0. 

Vérifier votre réponse en faisant tracer une représentation graphique de f sur GeoGebra. 

3. En déduire lim f(r) et contrôler la conjecture faite à la question 1. 
1—+00 

B. Estimation des paramètres d’un patient et ajustement du débit de la perfusion 

On ignore les paramètres c et V du patient et l'objectif est de régler le débit d de la perfusion de 
façon à viser un plateau à 15 mg/mL. 

1. On suppose, dans un premier temps, que V= 80 et on règle le débit à 4= 108. 

a. Modifier le curseur c. Quel est l'impact d’une augmentation de la clairance (le coefficient d’éli- 
mination) c ? 

b. On effectue un prélèvement sanguin au bout de 6 heures et on mesure une concentration du 
médicament égale à 5,8 mg/mL. Placer sur le fichier le point A de coordonnées (6 ; 5,8). 

Estimer c, d'abord graphiquement, puis à 0,1 près en affichant l’écart e =f(6) — 5,8. 
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2. On souhaite, au temps £ = 12, modifier le débit de la perfusion pour viser un plateau à 
15 mg/mlL, en prenant en compte l'analyse précédente. 

Créer un nouveau curseur D allant de 50 à 250 avec un incrément 1. 

Tracer, à l’aide de l'instruction RésolEquaDiff, une représentation de la solution g de l'équation 
RANCE ; c Diapo CREUSE 

différentielle y’ = - _ Y+ Fe vérifiant la condition initiale g(12) = f(12). 

Déterminer, à une unité près, la valeur de D permettant d’obtenir, pour la courbe représentative 

de g une asymptote d’équation y = 15. 

3. On suppose maintenant que cet V sont tous deux inconnus, mais on dispose, pour un débit 

d = 108, de deux mesures donnant (6) = 5,8 et f(12) = 8,4. 

a. Donner une estimation de c et de Ven affichant l'écart : e, = (f(6) — 5,8)? + (f(12) — 8,4)?. 

b. On suppose que l’on peut régler le débit D à l'instant £= 15. Donner une estimation de D per- 

mettant de viser le plateau de 15 mg/mL. 

TP Utiliser un logiciel de calcul formel pour 
CPETELEEE 

2 étudier une équation différentielle 

LOGICIEL UTILISÉ 

Sédimentation et traitement des eaux 

Dans les processus de traitement 

des eaux, l'étape de décantation 

permet d'éliminer les particules de 

taille supérieure à une dizaine de 

micromètres. L'objet de ce TP est 

l'étude de l’évolution de la vitesse 

dans une eau à 10 °C d’une parti- 

cule minérale, de forme sphérique, 

de 1 mm de rayon. 

(D'après Mathématiques et déve- 

loppement durable IREM de Cler- 

mont-Ferrand). 

On lâche, sañs vitesse initiale, une sphère de sable de rayon 1 mm. Les lois de la physique per- 

mettent d'établir que la fonction v correspondant à la vitesse, en mètres par seconde, de la sphère 

au temps f, exprimé en secondes, est solution de l'équation différentielle (E) : 

0,003 53 y’ + 0,007 86 y = 0,021 56. 

1. a. Utiliser un logiciel de calcul formel pour 

résoudre l'équation différentielle (E). 

Avec Maxima, entrer la commande : 

ode2(0.00353*’ diff(y,t)+0.00786*y=0.02156,y;t) 

ou utiliser le menu Equations/Résoudre une équa- 

tion différentielle. 

y’ se traduit par ‘diff(y;t), 

attention à ne pas oublier le ” devant diff. 
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b. Déterminer, à l’aide du logiciel, la solution parti- 

culière y, définie sur [0, + [, de l'équation différen- 

tielle (£), vérifiant la condition initiale : 

v(0) = 0. 

Avec Maxima, on peut entrer l'instruction 

ic1(%,t=0,y=—0), où % reprend le résultat précédem- 

ment obtenu, ou utiliser le menu Equations/Condi- 

tion initiale(1). 

c. Vérifier, à l’aide du logiciel, que v(£) peut, en arrondissant les coefficients, s'écrire : 

v(£) = 2,743(1 — e-22277), 

Avec Maxima, l'instruction define(v(t),rhs(%)) permet d'attribuer à v(£) le membre de droite 

d’une égalité venant d’être obtenue. L'instruction float(qguantité) permet d'obtenir un affichage 

décimal approché d’une quantité. 

2. Déterminer la vitesse limite de la particule. 

Avec Maxima, l'instruction limit(v(t),t,inf) affiche lim v(é). 
1—+c0 

3. a. Soit T'un réel positif. La hauteur A(T ), en mètres, parcourue par la particule durant l'inter- 

valle de temps [0, T] est donnée par A(T) = is v(é)dé. 

À l’aide du logiciel de calcul formel, expliciter, sous forme développée, l'expression de H(T). 

Avec Maxima, l'intégrale est obtenue par l'instruction integrate(v(t),t,0,T). 

b. On souhaite déterminer la durée nécessaire à la 

particule pour atteindre le fond du bassin de décan- 

tation, situé à 5 m sous la surface de l’eau. 

Effectuer une résolution numérique de l'équation 

HCDES. 

Avec Maxima, on peut compléter la boîte de dia- 

logue ci-contre, obtenue par le menu Equations/ 

Trouver une solution. 
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LOGICIEL UTILISÉ 

Travaux pratiques TICE 

Ce TP peut permettre d'évaluer des capacités mathématiques développées grâce aux TICE. 

Etude d’un phénomène biologique 
Une expérience portant sur l’étude de la croissance de bactéries escherichia coli, durant deux 

heures dans un milieu liquide minimum glucosé, donne le tableau suivant, où f est la durée expri- 

mée en heures et D(#) la densité de cellules en fonction de la durée. 

Et à 0 0,1 0,5,°+.0,57M0;6 0,7 0,9 12048147 4077/2095 

D PRET-2 MIS 90 17,2 1.17,7 119,521 23,52 305 39 .| 49,2 61 

1. À l’aide d’un tableur, représenter le nuage de points correspondant au tableau ci-dessus. 

Appelez le professeur pour vérifier votre graphique. 

On cherche désormais une fonction qui approche la densité de population en fonction de la 

durée. La détermination d’une telle fonction passe par la détermination de quantités fixes. 

2. Dans une telle situation, différentes hypothèses sont envisagées concernant l'accroissement 

de la densité AD. Est-elle proportionnelle : 

— à l'accroissement de la durée Af, ce qui signifie que Ha est constant ? 

— à D, ce qui signifie que Foi est constant ? 

est constant ? 
AD 

— à Det Af, ce qui signifie que qui sig q AID 

À l’aide d’un tableur, vérifier que la troisième hypothèse est la mieux adaptée aux données. 

Appelez le professeur pour présenter votre démarche. 

AD 
3. a.0 e = 0,9. a. On suppose qu ee 

Expliquer pourquoi la relation F0) 0,9 x D conduit à considérer que la densité peut être repré- 

sentée par une fonction f solution de l'équation différentielle (E) : y” — 0,9 y= 0. 

b. Déterminer l’ensemble des solutions de l'équation différentielle (E). 

c. Compte-tenu des données dont on dispose, quelle formule peut-on proposer pour la fonction 

f sur l'intervalle [0, 2] ? 

d. Représenter, à l’aide du tableur, cette fonction f sur le même graphique que celui du nuage de 

points de la question 1. 
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Exercices 

CE QU'IL FAUT SAVOIR FAIRE 
Exercices 

n corrigés 
Exercices 

corrigés 

Roue une équation différentielle de la DA +ay=0 Le : 
(avec a Æ0) 

Résoudre une équation différentielle de la forme y’ + ay =b 

Résoudre 
une équation différentielle 
de la forme y’ +ay=b 

Déterminer la solution 
satisfaisant une condition donnée 

Cas particulier : b= 0, équation différentielle 
y'+ay=0 (exercices 1 à 12) 

B- les solutions de l'équation différentielle : :Y'+ ay= Osont les 
fonctions définies sur R par x: ke où k est une constante 

È réelle quelconque. 4 5 F 
L d POSE 

1 e ++ Résolution et recherche d’une solution particu- 

lière 

1. Résoudre l'équation différentielle (E) : y -3y=0 dans 

laquelle y est une fonction de la variable réelle x définie et 

dérivable sur R et y’ la dérivée de y. 

2. Déterminer la solution f qui vérifie f(0)= 1. 
CORRIGE P. 955 

2. ++ 

1. Résoudre l'équation différentielle (E) : 2y°+ y =0, où y 

est une fonction de la variable x, définie et dérivable sur R 

et y’ la dérivée de y. 

> Conseil : mettre (E) sous la forme y'+ ay =0.. 

2. Déterminer la solution f vérifiant f (In 4)=1. 
CORRIGE P. 355 
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Utiliser RRPE 

Utiliser Maxima 

À Résoudre 1 sion différentielle suivante dans laquelle 

yest une fonction de la variable réelle x, définie et déri- 

vable sur R, et y la dérivée de y (exercices 3 à 5). 

3: 5. + 

y =2y=0. ÿ=-T. FF 

CA On peut se reporter à l'exercice résolu 4 du cours. 

| Résoudre l'équation différentielle suivante dans laquelle 

x + une fonction de la variable réelle t, définie et déri- 

vable sur R, et x’ la dérivée de x (exercices 6 et 7). 

6. : Lei 

x —4%x=0; ct 

> 

8. ++ Résolution et recherche d’une solution particu- 

lière 

1. Résoudre l'équation différentielle (E) : y — =: y=0 dans 

laquelle y est une fonction de la variable réelle x, définie et 

dérivable sur R, et y’ la dérivée de y. 

2. Déterminer la fonction f solution de (E) telle que 

0)=2 AIS 

9. +++ 

Soit l'équation différentielle (E) : 2y’+ y=0, où y désigne 

une fonction définie et dérivable sur R de la variable réelle 

x et y’ sa dérivée. 



1. Résoudre l'équation (£). 

2. a) Déterminer la solution particulière f de (E) dont la 
courbe représentative €; dans le plan rapporté à un repère 

> 

orthonormé (O ; i, j) passe par le point A (In 9, 1). 

b) Déterminer la dérivée de f et en déduire le coefficient 
directeur de la tangente à C;au point A. 

3. Montrer que la fonction g définie dans R par : 

1e 
ar) ae 2 est une autre solution de (E). 

10. +++ 

1. Résoudre l’équation différentielle y +2y=0 dans 

laquelle l’inconnue y est une fonction de la variable réelle x, 

définie et dérivable sur R, et y’ la dérivée de y. 

2. Déterminer la solution f dont la courbe représentative 

dans le plan muni d’un repère orthonormé (O NM 5) passe 

par le point M(0. :) 

3. Calculer le nombre réel a tel que : [fax =—)2. 

1 1 e +++ Développement durable : capteur solaire 

Un ballon de stockage d’eau de 500 litres est chauffé par un 

capteur solaire d’aire 10 m° situé sur le toit d’une maison. 

On s'intéresse à une période d'exposition au soleil de 

10 heures consécutives au mois de décembre, dans une 

région où la température extérieure est de 0 °C. 

On désigne par T(£) la température de l’eau dans le ballon 

à l'instant £ exprimé en secondes. 

Ona0<#< 36 000. 

On admet que la fonction Test solution de l’équation dif- 

férentielle du premier ordre (E) : 

4185xT/(t)=24,5sin t | 
36 000 

1. Déterminer l’ensemble des solutions de l'équation diffé- 

rentielle (E). , 

2. Déterminer la solution de (E) qui vérifient la condition 

initiale T(0) = 19. 
(Avant la période de chauffe, l’eau est à 19 102) 

Arrondir à 107! la constante obtenue. 

3. Déterminer la température de l’eau : 

a) après 5 heures d'exposition au soleil ; 

b) après 10 heures d'exposition au soleil. 

1 2 e ++++ Où l’on démontre un résultat du cours 

Nous avons démontré dans le cours que les fonctions 

x ke-% sont des solutions de l'équation différentielle 

(E”) : y’ + ay = 0, où a est une constante réelle non nulle. 

Montrons que l'équation (E”) n’a pas d’autres solutions. 

Soit f une fonction dérivable sur KR. 

On note z la fonction définie sur R par u(x) = f(x)e“*. 

1. a) Montrer que f(x) = u(x)e * où w est une fonction 

dérivable sur R. 

b) Calculer f(x). 

2. Montrer que si f est une solution de (E”), alors w’(x) = 0 

pour tout x réel. 

3. En déduire que les seules solutions de (F7) sont les fonc- 

tions x > ke-%, où k est une constante réelle. 

Exemples de résolution d'équations 
différentielles y’ + ay= bavec bz0 
(exercices 13 à 17) 

b Les solutions de l'équation différentielle y’ + ay = b (b 0) sont 

les fonctions définies sur R par:x+ ke=% +—, où k est une 

constante réelle quelconque. ê 

1 3. ++ Résolution et recherche d’une solution par- 

ticulière 

La modélisation d’un phénomène physique conduit à 

l'équation différentielle (E) : 2y°+ y = > où y est une fonc- 

tion de la variable réelle x, définie et dérivable sur R, et y 

est la fonction dérivée de y. 

1. Résoudre l'équation différentielle (E). 

b- Conseil : mettre d'abord l'équation (E) sous la forme y'+ ay =b. 

2. Déterminer la solution @ de (£) vérifiant @(0) = 0. 

CORRIGE P. 355 

14. + Résolution 

Résoudre chacune des équations différentielles suivantes 

où l’inconnue y est une fonction de la variable réelle x, défi- 

nie et dérivable sur R, et y’ sa fonction dérivée. 

a)y—3y=1; 
b) y +2y=2; 

c)2y —y=3. 

> On peut se reporter à l'exercice résolu 2 du COUrs. 

1 5. ++ Résolution et recherche d’une solution par- 

ticulière 

Soit (E) l'équation différentielle : 2x’ + x = 2, où l’inconnue 

x est une fonction de la variable réelle é, définie et dérivable 

sur R et x’ sa fonction dérivée. 

1. Résoudre l'équation (E). 

2. Déterminer la solution de (£) vérifiant la condition ini- 

tiale x(0) = 1. 

D On peut se reporter à l'exercice résolu 3 du cours. p 

1 6. +++ Deux équations différentielles 

On considère les équations différentielles 

(E):y-27=2 et (E,):y -y=1 

dans lesquelles y est une fonction de la variable réelle x, 

définie et dérivable sur R, et y’ la dérivée de y. 

Fr 
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L. Résoudre les équations différentielles (Æ,) et (E;). 

2. a) Déterminer la solution particulière f, de (E.) telle que 

fi(0)=4. 
b) Déterminer la solution particulière f, de (E,) telle que 

f:(0)=1. 
3. Soit f la fonction définie sur R par : 

Fx)= f(x) f(x). 
Résoudre dans R l'équation : f(x) = 0. 

1 r & ++ Trois équations différentielles issues de 

situations de transfert d’énergie 

Dans chacun des cas suivants, y(ou T) est une fonction de 

la variable réelle t, définie et dérivable sur [0, + o[ et y’ (ou 

T”) est la fonction dérivée de y (ou de T). Déterminer la 

solution de l'équation différentielle (E) qui vérifie la condi- 

tion initiale donnée. 

a) 97118,2 X 1077y =6,56 X 10; 

#10) 50. 
DOTE 75; 
T(0) = 400. 
c)y =-(y— 18); 
f(0) = 100. 

Exemples d'utilisation 
de logiciels 

1 8. +++ Fibre optique avec GeoGebra 

1. Étude d'une équation différentielle d'ordre 1 

On considère l'équation différentielle : 

(Œ)y =-027 
où y est une fonction de la variable réelle x, définie et déri- 

vable sur [0, + «[, et y’ la dérivée de y. 

La réalisation d’un fichier GeoGebra permet de visualiser la 

famille des courbes représentatives des solutions de l’équa- 

tion différentielle (E). 

Soit a un nombre réel compris entre O et 10. 

On désigne par f la fonction définie sur [0, + [, solution 

de l'équation différentielle (E) et vérifiant la condition ini- 

tiale : f(0) =. 

Sur un fichier GeoGebra, créer un curseur 4 allant de 0 à 10 

avec un incrément 0,1. 

Tracer une représentation de la fonction f sur l’intervalle 

[0, 30] avec un pas de calcul 0,01 en entrant dans la barre 

de saisie RésolEquaDiff[-0.2*y,0,a,30,0.01]. 

Par un clic droite sur la courbe, activer la trace et créer des 

couleurs dynamiques en faisant Avancé/Couleurs dyna- 

miques Rouge :0; Vert:aetBleu:2a 

Balayer les valeurs de a puis visualiser les courbes obte- 

nues. À quoi correspond, graphiquement, la condition 

initiale f(0) = a ? 

2. Application à la puissance des fibres optiques 

. Dans cette partie, les puissances sont exprimées en mW et 

les longueurs en km. 

Pour un signal d'entrée de puissance 4 fixée, la puissance 

lumineuse à la sortie d’une fibre optique dépend de sa lon- 

gueur x. On considère une fibre optique pour laquelle la 

perte relative de puissance lumineuse est de 20%. On peut 

modéliser la puissance f(x) de sortie en fonction de la lon- 

gueur x comme la solution sur [0, + [ de l'équation diffé- 

rentielle (£) précédente vérifiant la condition initiale 

f(0) = a. 
a) On suppose que a = 5, déterminer l'expression de f(x). 

Vérifier votre réponse en saisissant l'expression trouvée 

dans GeoGebra. 

b) Déterminer la longueur de fibre à partir de laquelle la 

puissance du signal de sortie sera inférieure à 1 mW. 

Contrôler votre réponse à l’aide de GeoGebra. 
HLLTTRAREE) 

[+] 2 ] Déplacer ou sélectionner un ou des objets(Ctri) (Raccourci-Esc) 
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» Dans ce qui suit, k est une constante réelle quelconque. 

1 9. + Équation homogène y’ + ay = 0 

On considère l'équation différentielle (E) : y’ — 2y = 0, où y 

est une fonction de la variable réelle x, définie et dérivable 

sur R, et y’ la fonction dérivée de y. 

Les solutions sur R de l'équation différentielle (E) sont 

définies par : 

a) f(x) = ke* ; 
1 

b) f(x)= ke?" ; 

c)f(x) = ke”. 

2 0. + Solution satisfaisant à une condition initiale 

On considère l'équation différentielle (E) : y’ + 2y = 0, où y 

est une fonction de la variable réelle x, définie et dérivable 

sur R, et y’ la fonction dérivée de y. 

Parmi les solutions de cette équation, on considère la solu- 

tion particulière f telle que f(0) = 3. Pour tout x de R, fest 

définie par : 

a) f(x) = 3e; 

b) f(x) = 3e7 ; 
E)f(x) = — 3e 7. 

2 1 e ++ Équation de la forme y’ + ay = b(b#0) 

On considère l'équation différentielle (E) : 27° — y = 1, où y 

est une fonction de la variable réelle x, définie et dérivable 

sur R, et y’ la fonction dérivée de y. 

Les solutions sur R de l’équation différentielle (E) sont 

définies par : 

a)x ke*—1; 
1 

b)xt ke?” +1; 
1 

c)xr Le? 1. 

2 2 e ++ Solution satisfaisant à une condition initiale 

On considère l'équation différentielle (E) : y’ + 2y= 4, où y 

est une fonction de la variable réelle x, définie et dérivable 

sur R, et y’ la fonction dérivée de y. 

La solution de (E) satisfaisant à la condition initiale f (O)=5 

est définie sur R par : 

a)xe “+3; 

b)xr-e*+2; 

c)xr ex +2. 

Mmdiquez sur votre copie, pour chaque question posée, la bonne réponse 

(ou une bonne réponse) parmi les propositions de l'énoncé; 

aucune justification n'est demandée. 

interactifs 

19 à 24 

2 3 e +++ Refroidissement d’un corps 

La vitesse de refroidissement d’un corps est proportion- 

nelle à la différence de température entre ce corps et l'air 

ambiant. En désignant par @(£) la température du corps à 

l'instant £ exprimé en secondes, on admet que la fonction 

tr @(£) est solution de l'équation différentielle (E) : 

KE -0), 
dé 

où k est une constante strictement positive et 6, la tempé- 

rature de l'air ambiant. 

1. Dans ce qui suit, C est une constante quelconque. Les 

solutions de l'équation différentielle (E) sont les fonctions 

définies sur [0, + c[ par : 

a)t- Ce k + : 

b)t- Ce; 

c)t- Ce “+0. 

2. La solution de l'équation différentielle (E) satisfaisant à 

la condition 6(0) = 6, est : 

a)t- 6,e “+6, ; 

b)£r- (6, —-8,)e-“ +0, ; 

c)tr (6,-6,)e#+06.. 

3. On suppose que 8, = 20 °C et que 8, = 70 °C. 

Au bout de 5 minutes, 6 vaut 60 °C. La valeur de K, arrondie 

à 107”, est : 

a) 7,43 X 10 ; 
b) — 7,43 x 10 ; 
€) —- 7,4 x 107, 

24. +++ 

On considère l'équation différentielle (E) : y” + 710y = 710, 

où y est une fonction de la variable réelle #, définie et déri- 

vable sur [0, + [, et y’ la fonction dérivée de y. 

1. La solution f de l'équation différentielle (E) qui prend la 

valeur 0 pour £ = 0 est définie sur [0, + [ par : 

a) f(é) = 710 + e71%; 

b) f(£) = 1+e71#; 

cf(t) = 1 -e7 710, 

2. f étant la fonction de 4., on désigne par & le nombre réel 

tel que f (ot) = 0,5. 

La valeur approchée arrondie à 10° de & est : 

a) & + 0,000 89 ; 
b) a = 0,000 02 ; 
c) à + 0,000 98. 
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Les exercices pour le baccalauréat sont des exercices qui pourraient figurer dans l'épreuve de mathématiques du baccalauréat 

STL-Biotechnologies. 

Avec l'équation différentielle 
du premier ordre y’ + ay= 0 (ax0) 

2 5. +++ Équation de la forme y’+ay=0, lectures 

graphiques 

4. Résoudre l'équation différentielle (E) : y'—2y= 0. 

2. On note f la solution définie sur R de l'équation diffé- 

rentielle (E£), vérifiant f(0) = 1 et g la solution définie sur R 

de l'équation différentielle (E), vérifiant g(0) = 2. 

a) Vérifier que, pour tout nombre réel x, f(x) = e?*. 

b) Exprimer g(x) en fonction de x. 

3. Sur l'annexe, à rendre avec la copie, figurent les courbes 

représentatives 6 et €’ des fonctions f et g dans un repère 

orthonormé (O 1, À. 

Soit A la droite d’équation y = 2. 

Cette droite coupe respectivement les courbes @ et €’ aux 

points À et B. 

a) Tracer la droite A et placer les points A et B. 

b) Déterminer le coefficient directeur de la droite T'tan- 

gente en À à la courbe € et celui de la droite T” tangente en 

B à la courbe €’. 

c) Quelle remarque peut-on faire sur les deux tangentes T 

et T’? 

Annexe (à rendre avec la copie) 

CORRIGE P. 356 

2 6. +++ Résolution d’une équation différentielle et 

calcul d’aire 

1. a) Résoudre l’équation différentielle (E) : 

4y°+37y=0 dans laquelle y est une fonction de la variable 

réelle x, définie et dérivable sur R, et y’ la dérivée de y. 

b) Déterminer la fonction f, solution de (E), telle que 

JAUPEEE. 
2. Soit g la fonction numérique de la variable réelle x défi- 

nie sur l'intervalle 1=[0, 4] par : 
53 

rx 8e”. 
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a) Étudier les variations de la fonction g sur I et tracer sa 

courbe représentative € dans le plan rapporté à un repère 

orthonormé (O 2 h (unité graphique 1 cm). 

b) Déterminer la valeur exacte de l’aire À en cm’ de la par- 

tie du plan ensemble des points M de coordonnées x et y 

telles que :0<x<4et0<y< f(x). 

Donner la valeur approchée de À arrondie au mm°. 

Exemples de situations issues 
des sciences physiques et chimiques 
(exercices 27 à 31) 

2 A +++ Problème de température 

1. On considère l’équation différentielle 

(E) y +2x10 {y=0 où y est une fonction de la variable 

réelle £, définie et dérivable sur [0, + of. 

a) Résoudre cette équation différentielle. 

b) Déterminer la solution f qui vérifie la condition initiale 

f(0)=-80. 

2. On chauffe un liquide dans une cuve. On note g(f) sa 

température en degrés Celsius à l'instant #, exprimé en 

secondes. La fonction g est définie sur [0, + œ[ par 

g(t)= f(t)+100, où f est la solution déterminée au 1.b). 

a) Exprimer g(£) en fonction de t. 

b) Calculer g(0), la température du liquide à l'instant £ = 0. 

c) Au bout de combien de temps la température atteint- 

elle 85 °C ? Donner la réponse en heures, minutes et 

secondes. 

2 8. +++ Pollution 

Après des violents orages, des eaux de ruissellement conte- 
nant 4 % de pesticides se déversent dans un bassin amé- 
nagé pour la baignade. 



Le système d'évacuation du bassin permet d'y maintenir un 
volume constant de 30 000 litres. 

On admet que le volume de pesticides en litres dans ce bas- 
sin est une fonction du temps définie par g(t) =f(#) + 1 200, 
t étant le temps en minutes et f étant une solution de 
l'équation différentielle (E) : y’ + 5 x 10-3y= 0. 
1. Résoudre l'équation différentielle (E). 

En déduire l'expression de g(#). 

2. On suppose qu’à l'instant £= 0, le volume des pesticides 

dans l’eau est nul. 

Déterminer la fonction g satisfaisant à cette condition. 

3. Le corps médical considère que des affections cutanées 

peuvent survenir dès que le taux de pesticides dans le bas- 

sin atteint 2 %. 

Au bout de combien de minutes ce taux est-il atteint ? (On 

donnera d’abord le résultat exact puis la valeur approchée 

arrondie à une minute.) 

29. +++ Suite géométrique et équation différen- 

tielle 

L'iode 131 est un produit radioactif. Tout échantillon 

d’iode 131 a sa masse qui diminue régulièrement par désin- 

tégration. 

1. Dans un premier livre de physique, on lit que la masse 

de tout échantillon d’iode 131 diminue de 8,3 % chaque 

jour. On dispose d’un échantillon de masse initiale 

M, = 100 g. 

a) Calculer, arrondie au dixième, la masse M, de l’échan- 

tillon au bout d’une journée puis sa masse M, au bout de 

deux jours. 

b) On note M, la masse de l'échantillon au bout de # jours. 

Démontrer que la suite (M) est une suite géométrique. 

c) Calculer la masse M,, de l'échantillon au bout de 

10 jours, arrondie au dixième. , 

2. Dans un second livre de physique, on lit que la masse de 

tout échantillon d’iode 131 est une fonction du temps, 

M:t+ M(t) qui est solution de l'équation différentielle : 

M'(E)=-M() (E) 
où f est le temps exprimé en jours et À une constante réelle. 

a) Résoudre l'équation (£). 

b) Sachant que lorsque {= 0, la masse de l'échantillon est 

de 100 g, exprimer M(£) en fonction de f et de À. 

c) Calculer M(1) en fonction de À. Pour quelle valeur de À 

a-t-on M(1) = 91,7 ? 

On donnera la valeur approchée de À arrondie au dix mil- 

lième. 

3 0. +++ Désintégration du carbone 14 

A. Les êtres vivants contiennent du carbone 14 radioactif 

(constamment renouvelé) qui se maintient à la valeur de 

15,3 unités. 

Exercices 

À leur mort, ce carbone 14 n’est plus renouvelé : il se désin- 

tègre à une vitesse proportionnelle, à tout instant, au car- 

bone 14 encore présent dans l'organisme. 

On montre que le coefficient de proportionnalité est voisin 

de 0,123. 

Ainsi, la radioactivité du carbone 14 présent dans un orga- 

nisme à l'instant { après sa mort (£ exprimé en milliers 

d'années), notée f(t), vérifie les deux conditions : 

(== 0173 fr) rem (0) 153: 

1. Résoudre l'équation différentielle (£) : 

(0,193 j (6) = 0. 

2. Déterminer la solution qui satisfait à la condition 

f(0) = 15,3. 

B. Soit f la fonction définie sur [0, + c[ par : 

EVE 15,3e 025 

1. a) Calculer la limite de f quand t tend vers + co, 

b) En déduire l’existence d’une asymptote (que l’on préci- 

sera) à 6 courbe représentative de f dans un repère ortho- 

gonal. 

2. a) Pour tout nombre t positif, calculer f’(£), où f” 

désigne la dérivée de f. 

b) Étudier le signe de f’(t) et en déduire les variations de f 

sur [0, + of. 

3. Construire € en prenant : 

+.2 cm pour 5 milliers d'années en abscisses, 

+ 1 cm pour 1 unité en ordonnées. 

(On placera les points d’abscisses : 0 ; 5 ; 10; 15; 20; 25 et 

30.) 

C. On considère que la fonction f donnée dans la partie B. 

donne la radioactivité du carbone 14 dans un organisme 

après sa mort, en fonction de £ (en milliers d'années). 

1. On trouve dans une grotte des débris d'os présentant 

une radioactivité égale à 10,2 unités. Estimer l’âge de ces 

débris à l’aide d’une lecture graphique. 

2. Lorsque la radioactivité devient inférieure à 1 % de sa 

valeur initiale, le calcul de f(t) est entaché de trop d’incer- 

titude pour permettre de dater raisonnablement à l’aide du 

carbone 14. Trouver à partir de quel âge, un organisme ne 

peut plus être daté au carbone 14. 

3. Donner une interprétation du résultat obtenu au B.1.a). 

3 1 e Dela chimie 

Dans cet exercice, on étudie l’hydrolyse d’un ester en fonc- 

tion du temps. 

A. Résolution d'une équation différentielle 

1. Résoudre l'équation différentielle (E) : y’ = — 0,61y, où y 

est une fonction de la variable £, définie et dérivable sur 

[O, + cf et y’ la dérivée de y. 

2. Déterminer la solution particulière de (E) qui vérifie 

f(O) = 1,5. 
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B. Étude d'une fonction 

On considère la fonction f définie sur [0, + c[ par : 

TE) = 15e 8 

€ est la courbe représentative de f dans un repère orthogo- 

nal d'unités graphiques : 2 cm pour 1 heure en abscisse, 

10 cm pour 1 unité en ordonnée. 

1. a) Calculer f’(£), où f”’ désigne la dérivée de f et étudier 

son signe sur [O, + cf. 

b) Établir le tableau de variations de f. 

2. Tracer la courbe €. (On placera les points d’abscisses 0 ; 

05°1;:252;4;:5) 

C. Application 

On admet que f(t) représente la concentration d’un ester, 

en moles par litre, en fonction du temps f, exprimé en 

heures. 

1. En faisant apparaître les constructions utiles, détermi- 

ner graphiquement : 

a) la concentration de l’ester au bout de 1 h 30; 

b) au bout de combien de temps la concentration de l’ester 

devient inférieure à 0,3 mole par litre. 

2. Retrouver le résultat du 4.b) par le calcul. (On donnera 

la valeur approchée par excès du résultat en heures et 

minutes.) 

Exemples de situations issues 
des biotechnologies (exercices 32 et 36) 

3 2 e ++ Production industrielle de pénicilline 

Lors de la production industrielle de pénicilline G par la 

moisissure Penicilium chrysogenum, l'évolution de la bio- 

masse de moisissure dans le fermenteur est suivie par des 

déterminations de masse sèche. 

On admet que la quantité X de biomasse, en grammes par 

litre, sur un intervalle de temps donné est solution de 

l'équation différentielle : vs KkX , où k est une constante 

réelle strictement positive, et où £ est le temps exprimé en 

heures. 

1. Résoudre cette équation différentielle. 

2. Exprimer X en fonction de #, sachant que : 

X(0) = 2,7 et X(20) = 24. 

3 3 e +++ Croissance d’une population 

A. Résolution d'une équation différentielle 

On considère l'équation différentielle y’ = 0,12y. 

1. Résoudre dans R cette équation différentielle où y est 

une fonction de la variable réelle #, définie et dérivable sur 

[0, + [ et y’ la dérivée de y. | 

2. Déterminer la fonction f solution de cette équation dif- 

férentielle prenant la valeur 3,5 pour la valeur 0 de la 

variable. 
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B. Application 

Dans un milieu donné, on appelle N le nombre de cellules 

d’une population en développement. N varie en fonction 

du temps f selon la relation N = f(t) = 3,5e% 1%, où N est 

exprimé en millions de cellules et £ en heures. v 

Calculer l'instant £ (arrondi au centième) où le milieu 

donné contiendra une population de 6 millions de cellules. 

3 4, +++ Culture bactérienne en milieu liquide 

Dans cet exercice, on étudie l’évolution d’une culture bac- 

térienne en milieu liquide. On suppose que le nombre N(+) 
Z 

de bactéries par millilitre à l'instant £ vérifie l'équation dif- | 

férentielle suivante (E) : N’(£) = — O,O4N(F) où t est exprimé 

en heures. 

1. Déterminer les solutions de cette équation différentielle. 

2. Déterminer la solution particulière f de (E) vérifiant la 

condition N(0) = 104. 

3. Déterminer { pour que le nombre de bactéries de la 

culture soit inférieur ou égal à 8 000. 

3 5. +++ Culture cellulaire 

A. On considère l’équation différentielle (E) : 

1 ’=[-=In2 y. y=[-2n2) 
4. Résoudre l'équation différentielle (£). 

2. Déterminer la fonction f solution de (E) qui vérifie la 

condition initiale f(0) =5. 

B. On considère la fonction F définie sur [0, + [ par : 
1 

F5 5"). 
Sa courbe représentative @ est tracée sur le document en 

annexe que vous devrez rendre avec votre copie. 

1. On admet que Jim F(t)= 0. Donner une interprétation 

graphique de ce résultat. 

2. Soit F’ la fonction dérivée de F. 

a) Calculer F’(£) pour tout f de l'intervalle [0, + [. 

b) Déterminer une équation de la tangente à @ au point 

d’abscisse 0. La tracer dans le repère en annexe. 

3. Vérifier que, pour tout f de l'intervalle [0, + of, 
d 

F(t+3)= 5 F0 (1) 

C. Le nombre de cellules, exprimé en millions, d’une 

culture cellulaire soumise à une expérimentation est modé- 

lisé, en fonction du temps, par la fonction EF. 

1. Comment interpréter l'égalité (1) de la question B.3. ? 
2. Déterminer l'instant £ (en heures et minutes) où le 

nombre de cellules n’est plus que de 750 000. 

3. Retrouver graphiquement le résultat en faisant appa- 

raître les tracés utiles. 



Annexe 

ten heure 

GE SR INT 0 AT. 13-15 

36. +++ Suite géométrique et équation différen- 

tielle 

A. On s'intéresse, lors d’une expérience, à la croissance 

d’une population de bactéries dont le nombre triple toutes 

les heures. À l'instant = 0, la population est de 10 germes. 

1. Reproduire et compléter le tableau suivant : 

2. On appelle : #, le nombre de germes à l'instant £ = 0, 

u, le nombre de germes à l'instant £ = 1, u, le nombre de 

germes à l'instant é= n. 

a) Exprimer #,,., en fonction de u,. 

b) En déduire la nature de la suite de terme général (4, et 

donner ses caractéristiques. 

c) Écrire 4, en fonction de n. 

d) Calculer à partir de quelle heure la population de bacté- 

ries atteindra au moins un million de germes. 

B. Soit la fonction f définie sur l'intervalle [O, + c[ par : 

f(£)= 105}, k 

1. a) Déterminer la dérivée f’ de la fonction f. 

b) Étudier le signe de f’(f) puis en déduire le tableau de 

variation de f sur [0, + cf. 

2. a) Reproduire et compléter le tableau de valeurs sui- 

vant dans lequel les valeurs approchées sont à arrondir à 

l'unité. | 

b) Tracer dans un repère orthogonal (O 58, j) la courbe 

représentative de la fonction f. On prendra pour unités 

graphiques : 2 cm pour 1 unité sur l'axe des abscisses et 

1 cm pour 100 unités sur l'axe des ordonnées. 

Exercices 

C. Dans l'étude faite précédemment, la variation de la 

population bactérienne est modélisée par la solution g défi- 

nie sur [0, + [ de l'équation différentielle y’ = (In3)y qui 

vérifie la condition initiale g(0) = 10. 

a) Vérifier que la fonction f étudiée dans la partie B est 

égale à g. 

b) Déterminer graphiquement, en faisant apparaître les 

constructions utiles, l'intervalle de temps pendant lequel la 

densité bactérienne est inférieure ou égale à 500. 

Résoudre 
une équation différentielle 
delaformey'+ay=b 
(avec 240 et b+0) 

3 2. +++ Eau douce et eau de mer 

Un réservoir contient 1 000 litres d’eau douce dont la sali- 

nité est de 0,12 g-L'1 

À la suite d’un accident regrettable, de l’eau de mer pénètre 

dans ce réservoir à raison de 10 litres par minute. 

On note s la salinité de l’eau du réservoir ; s est une fonc- 

tion du temps £ (exprimé en minutes), définie et dérivable 

sur [0, + ol. 
Z 

On admet que s est solution de l’équation différentielle 

(E) : s’(£) + 0,01 s(£) = 0,39. 

1. Résoudre l'équation différentielle (E). 

2. Considérant qu’à l'instant £ = 0 où débute l'incident la 

salinité de l’eau du réservoir était de 0,12 g-L-!, montrer 

que l’on a : (6) = 39 — 38,88 e-001!, 

3. Déduire du résultat précédent la salinité de l’eau du 

réservoir 60 minutes après le début de l'incident. Arrondir 

àa107 

4. De combien de temps le service de surveillance dispose- 

t-il pour arrêter l’arrivée de l’eau salée si, pour réduire les 

conséquences de l'incident, la salinité doit rester inférieure 

43, 18-L77? 
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3 8. +++ Pollution (suite) 

Les parties À et B de cet exercice peuvent être traitées de 

façon indépendante. 

A. Résolution d’une équation différentielle 

On considère l'équation différentielle (E) : y’ + 0,01y = 24, 

où y est une fonction de la variable réelle £, définie et déri- 

vable sur [0, + «[, et y’ sa fonction dérivée. 

1. Déterminer l’ensemble des solutions de l'équation diffé- 

rentielle (E). 

2. Déterminer la solution v de l'équation différentielle (E) 

qui vérifie la condition initiale v(0) = 0. 

B. Étude d'une fonction 

Soit v la fonction définie sur [0, + œ[ par 

v(£) = 2 400(1 — e-201i), 

1. Déterminer lim v(#). 
t— +0 

2. On désigne par v’ la fonction dérivée de la fonction v. 

Calculer v’(f) pour tout t de [0, + of. 

3. Déduire de ce qui précède le sens de variation de la 

fonction y sur [0, + cl. 

4. Résoudre sur [0, + | l'équation v(£) = 1 200. 

Donner la valeur exacte de la solution, puis une valeur 

approchée arrondie à 1071. 

C. Application des résultats de la partie B 

Un réservoir contient 60 m° d’eau destinée à abreuver du 

bétail. 

Dans ce qui suit, £ est le temps exprimé en heures. 

À l'instant £ = 0, se déverse dans le réservoir une eau pol- 

luée par une substance M. 

Un système de trop plein permet de conserver à tout ins- 

tant à partir de l'instant £ = 0 un volume de 60 m° dans le 

réservoir. 

On admet, qu’à l'instant £ (exprimé en heures), le volume, 

exprimé en litres, de substance polluante M présente dans 

le réservoir est v(t), où v est la fonction définie dans la par- 

tie B. 

1. La santé du bétail est menacée lorsque le volume de 

substance M dans le réservoir atteint 2 % du volume total 

du réservoir. Déduire d’un résultat obtenu à la partie B. la 

valeur de £ à partir de laquelle la santé du bétail est mena- 

cée par la présence dans le réservoir de substance M. 

2. Le volume de substance M dans le réservoir peut-il 

dépasser 4 % du volume du réservoir ? Justifier la réponse à 

l’aide d’un résultat de la partie B. 
LTH ARE 

39. +++ Tasse de thé : équation différentielle et 

calcul intégral 

Dans cet exercice on s'intéresse à l’évolution de la tempé- 

rature d’une tasse de thé. 

CHAPITRE 7 + ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES 

Les deux parties À et B peuvent être traitées de façon indé- 

pendante. 

A. Résolution d'une équation différentielle 

On considère l'équation différentielle (E) : k 

y’ + 0,057 = 1,05, où y est une fonction de la variable réelle 

t, définie et dérivable sur [0, + +[, et y’ la fonction dérivée 

de y. 

1. Déterminer les solutions de l'équation différentielle (E). 

2. Déterminer la solution f de l'équation différentielle (E) 

qui prend la valeur 100 pour ft = 0. 

B. Étude d’une fonction et calcul intégral 

Soit f la fonction définie sur [0, + [ par 

| f(E) = 798-005 + 21. 
On désigne par € la courbe représentative de f dans un 

repère orthonormé (O ; i, j). 

La courbe @ est donnée en annexe, à rendre avec la copie. 

1. a) Déterminer lim f(£). 
Ê— +oo 

b) Déduire du a) que la courbe € admet une asymptote A 

dont on donnera une équation. 

Tracer la droite A sur la figure de l'annexe. 

2. Résoudre par le calcul dans [0, + œ[ l'équation 

f(#) = 211. 
Donner la valeur exacte de la solution, puis sa valeur 

approchée arrondie à 1071. 

3. a) On désigne par f” la fonction dérivée de la fonction f. 

Calculer f”’(£) pour tout £ de [0, + cf. 

b) Établir le tableau de variation de f. 

4. Démontrer que la valeur moyenne V,, de la fonction f 

sur [0, 120] est : V,, = 214 (1e) 

C. Exploitation des résultats des parties À et B 

Du thé est mis à infuser dans une tasse placée dans une 

pièce où la température ambiante, supposée constante, est 

desiec 

Dans ce qui suit, £ est le temps exprimé en minutes. 

On admet que la température du thé exprimée en degrés 

Celsius est f(t), où f est la fonction définie au début de la 

partie B. 

1. En utilisant le résultat de la question B.2., donner, à la 

minute près, l'instant au-delà duquel la température du thé 

est inférieure à 21,1 °C. 

2. Déterminer graphiquement, à la minute près, l'instant 

où la température du thé est de 60 °C. 

On fera apparaître les constructions utiles sur la figure. 



Annexe à rendre avec la copie. 

y 

100 

10 
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40. +++ Pour économiser l’énergie 

Dans une pièce, la température est de 22 °C à 23 h quand 

on éteint le chauffage. Nous allons étudier l’évolution de la 

température dans cette pièce au cours de la nuit. 

Nous supposons que la température extérieure est 

constante, toujours égale à T°, = 10 °C. ù 

Soit { le temps écoulé depuis 23 h, exprimé en heures. La 

température dans le bureau est une fonction f de la 

variable f, définie et dérivable sur l'intervalle [0, 8]. Elle est 

solution de l'équation différentielle : Cy’ + Ay = AT,,, où C 

est la capacité thermique globale de la pièce et À la conduc- 

tivité thermique globale du mur donnant sur l'extérieur. 

On admet que l'équation s'écrit alors : 

(E) y +0,157= 1,5. 

1. a) Résoudre l'équation différentielle (E): 

D) Déterminer la fonction f solution de l’équation (E), qui 

vérifie la condition initiale : f(0) = 22. 

2. On admet dans la suite que f est la fonction définie sur 

[0, 8] par : f(£) = 10 + 12e 015. 

a) Étudier les variations de la fonction f sur [0, 8]. 

b) Tracer la courbe représentative de la fonction f dans un 

repère orthogonal. On prendra comme unités graphiques 

2 cm pour 1 h en abscisse et 1 cm pour 1 °C en ordonnée. 

c) Au bout de combien de temps la température devient- 

elle inférieure à 16 °C ? En déterminer la valeur exacte à 

l’aide d’une inéquation. Quelle heure sera-t-il (arrondir à 

l'heure près) ? 

3. À chaque instant £, le flux de chaleur vers l'extérieur est 

donné, en MJh-! (mégajoule par heure), par la fonction j 

fonction {+ 

Exercices 
3210 

définie sur [0, 8] par : j(t) = AM f(E)-T..) = 2,88e 015, 

L'énergie dissipée à l'extérieur entre 23 h et 7 h, exprimée 

en M), s'obtient en calculant : E, = f j(é)dt. 

a) Calculer la valeur exacte E,. 

b) En donner une valeur approchée à 0,1 MJ près par 

défaut. 

4 1 e +++ La vitesse d’une bille 

À l'instant £ = 0, une bille est lâchée à la surface d’une 

colonne de liquide. 

On note y(#) la vitesse instantanée de cette bille, exprimée 

en m.s |, à un instant { donné. 

On admet que la fonction v est définie et dérivable sur l’in- 

tervalle [0, + «[ et qu’elle est solution de l’équation diffé- 

rentielle (E) : y’ +140 y = 5,88. 

1. Résoudre l'équation différentielle (E). 

2. Parmi les fonctions solutions obtenues au 4., démontrer 

que celle, notée v, qui s’annule pour f = 0, est définie par : 

v(t)=0,042(1-e 140), 

3. Deux utilisations de l'expression trouvée de v(+). 

a) Démontrer, en étudiant la limite de v(£) lorsque f tend 

vers + «, que la vitesse de la bille admet une valeur limite 

notée € dont on donnera la valeur numérique. 

b) À quel instant f la bille atteint-elle 95 % de sa vitesse 

limite ? 

Utiliser des logiciels 

42 e +++ Dynamique des populations 

avec Maxima TICE 

On étudie l’évolution d’une population de paramécies 

(paramecium aurelia), organismes unicellulaires, dans un 

. milieu de culture clos. Soit N(#) le nombre de paramécies à 

l'instant f, exprimé en jours. On peut considérer que la 

Se définie pour tout réel f de l'intervalle 

[O, + cf, est solution de l’équation différentielle (E) : 

y’ + 0,75y = 0,001 5, 

où y est une fonction de la variable réelle £, définie et déri- 

vable sur [0, + +[, et y’ la dérivée de y. 

On désigne par a la population à l'instant £ = 0. On a donc 

N(0) = a, avec a > 0. 

Un logiciel de calcul formel a permis d'obtenir les résultats 

suivants, où (%il) indique l’entrée n° 1 et (%o1) la sortie 

nil: 

Dans cet exercice, on peut utiliser ces résultats sans justi- 

fication. | 
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Exercices 

{$il) ode2('diff(y,t)+0.75*y=0.0015,y,t); 

rat: replaced -0.0015 by -3/2000 = -0.0015 

rat: replaced 0.75 by 3/4 = 0.75 
rat: replaced -0.0015 by -3/2000 

rat: replaced 0.75 by 3/4 = 0.75 

rat: replaced -0.0015 by -3/2000 
rat: replaced 0.75 by 3/4 = 0.75 

3€ 
3t er 

-0-0015 

—0.0015 

$e * 
Sol =%e |——+8c {$ol} y 500 

($3i2) expand($); 

3t 
1 

$o2 =$c$e 1 +— ($o2) y=éc$e 500 

($i3) 1icl(%, t=0, y—-1/a); 

8 £ 3€ 

%e + \añ%e * -2+500 
$o3 = 

{ 1y 500 a 

(314) define({N{t),1/rhs ($)); 

34 

500 a %e * 
{$04) N(E):= 2e 

a%e * -a+500 

1. Donner l’ensemble des solutions de l'équation différen- 

tielle (E). 

2. À quoi correspond l'entrée (%i3) ? 

3. La sortie (%04) donne une expression de N(f). Montrer 

que l’on peut aussi écrire : 

NE 
1+ 2 - 1)e + 

a 

4. Utiliser l'expression précédente pour déterminer la 

limite de N(#) lorsque ft tend vers + c, Que signifie le résul- 

tat pour la population de paramécies ? 
CORRIGE P. 356 

Un QCM pour le baccalauréat 

43. +++ 

L'exercice suivant est un QCM (questionnaire à choix mul- 

tiples). Pour chaque proposition, choisir l'unique bonne 

réponse, sachant qu'une bonne réponse rapporte un point et 

que l'absence de réponse ou une réponse fausse ne rapporte 

ni n’enlève aucun point. 

Aucune justification n'est demandée. 

CHAPITRE 7 + ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES 

A. On considère la fonction f définie sur R par f(x) = xe”. 

La courbe représentative de f est tracée dans le repère ci- 

dessous : 

1. Pour tout réel x, f’(x) est égal à : 

be”; c) (1 - x)e*. 

2. La tangente à la courbe représentative de f au point 

d’abscisse 0 a pour équation : 

a)—-e*; 

a)y=x; b)7=2%; c)y=-x. 

3. Une primitive F de f est définie sur R par : 

1 
a) FE(x)=—x2e"" ; ) F(x) e 

b) FE(x)=-(1+x)e"* ; 

c) F(x)=-xe ”*. 

4, La valeur de [ f(x)dx est : 

a) négative ; b) inférieure à 1;  c) supérieure à 3. 

B. Dans ce qui suit, C est une constante quelconque. 

L'équation différentielle (E) : 2y° + y = 1 a pour ensemble 

de solutions : : : 

a)x-Ce?*-]; b)x—Ce 2°+1 ; c)xm Ce 2-1. 

C. Soit X(t) le nombre de bactéries présentes dans un 

milieu donné à l'instant £ (exprimé en heures). On admet 

que la fonction X est solution sur [0, + [ de l’équation 

différentielle (E) : y’ — (In2)y = 0. 

L. L'ensemble des solutions de (£) est l’ensemble des fonc- 

tions définies sur [0, + c[ par : 

a) X(E) = Ce (x; 

b) X{t) = -2t1+C; 

ChXDECGeE 

2. À l'instant £ = 0, il y a 104 bactéries. La fonction X cher- 
chée est définie sur [0, + c[ par : 

a) A(th= 10%en 2x 

b) X{t) = — 2t+ 10“; 

c) X(t) = 104 eln2}, 

3. On peut estimer la population de bactéries, arrondie à la 

centaine, au bout de 2 heures 30 minutes à : 

a) 56 600 : b) 23 000 ; c) 49 200. 
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DES EME 
A SANTÉ, 

DE LA DÉMOGRAPHIE, ES BIOTECHNOLOGIE 

CAPACITÉS 
Li Représenter graphiquement un nuage de points 

et déterminer le point moyen. 

® Trouver un ajustement affine selon la méthode 

des moindres carrés. 

®& Utiliser un ajustement affine pour interpoler ou 

extrapoler. 



© Tableaux de données, 
nuages de points 

On observe que, dans certains cas, il semble exister un lien entre les deux carac- 

tères d’une série statistique à deux variables, par exemple entre le poids et la 

taille d'un nouveau-né, entre les maxima de tension artérielle et l'âge d’une popu- 

lation, entre la consommation et la vitesse d'une voiture. 

l'est alors intéressant d'étudier simultanément deux caractères d'une même popu- 

lation. Nous pouvons alors présenter les résultats sous forme de tableaux ou de 

graphique. 

A. Tableaux de données 

Exemple 1 

Le tableau suivant donne, dans une population féminine, la moyenne de la ten- 

sion artérielle maximale en fonction de l'âge. 

Âge en années : x; 36 42 48 54 60 66 

LCUOQUEUENCUELTES AR 11,8 13,2 14 14,4 15,5 15 

Exemple 2 

Pour un certain type de véhicules sanitaires, roulant en palier (ou en descente), 

on a relevé les consommations moyennes et les vitesses correspondantes sui- 

vantes : 

Vitesse en km/h: x; 10 } 20 | 30°: | 40:50 | 60 70/80" 90 

Consommation en 
16,5411,5# 9,00 7,5 46,84 6,60 ONE, 0 

{1100 km : y; 

B. Nuages de points 

Le plan étant muni d'un repère, nous pouvons associer au couple (x, y;) de la série 

statistique double, le point M; de coordonnées x; et y. 

L'ensemble des points M; obtenus constitue le nuage de points représentant la 

série statistique. 

Tension artérielle Consommation en €/100 km 

jf 
36 42 48 54 60 66 70 

Âge 

Figure 1 0 20 40 60 80 
Vitesse en km/h 

Figure 2 
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Dans les exemples 1 et 2, nous obtenons les nuages des figures 1 et 2. Le nuage 

étant dessiné, on peut essayer de trouver une fonction ftelle que la courbe d'équa- 

tion y = f(x) « passe le plus près possible » des points du nuage. 

C'est le problème de l'ajustement. 

Dans l'exemple 1 (figure 1), on peut penser qu'en première approximation, une 

droite ® peut être tracée au voisinage de ces six points. On dit alors qué l’on a un 

ajustement affine. 

Dans l'exemple 2 (figure 2), un ajustement affine ne convient pas ; on peut penser 

à « approcher » le nuage par une parabole. 

On peut trouver des nuages dont les points sont dispersés de façon quelconque, 

notamment lorsqu'il n'existe aucun lien entre x, et y, : par exemple, x; est la taille de 

y; le nombre de frères et sœurs, d'un groupe d'individus. 

C. Point moyen 

Lorsqu'on pense pouvoir réaliser un ajustement affine d'un nuage, il peut sembler 

intéressant, avant de tracer la droite, de placer le point dont l'abscisse est la 

moyenne x des abscisses x; et l'ordonnée, la moyenne y des ordonnées y. 

DÉFINITION 
On appelle point moyen d'un nuage de n points M, d 

point G de coordonnées: x; =X et y;=ys …—  . 

e coordonnées (x, y;) le 
se . DT 0 à" 

Exemple 

Vérifier que, dans l'exemple 1 ci-dessus, le point moyen G a pour coordonnées : 

(51, 14). 

© Q' ajustement affine par 
# © 

une méthode graphique 
On reprend le nuage de points de l'exemple 1. On se propose, à partir des tensions 

artérielles obtenues d'estimer les tensions artérielles pour d'autres âges. 

Un moyen d'y parvenir est de tracer « au jugé » une droite ® passant le plus près 

possible des points du nuage et d'admettre que les tensions y; et les âges x; sont 

liés par l'équation de y = ax+b de %. 

On peut utiliser une règle transparente et la disposer suivant la direction constatée, 

en s’efforçant de répartir de façon équilibrée les points de part et d'autre comme 

sur la figure suivante. 

Tension artérielle 

36 42 48 54 60 6670 
Age 

Figure 3 
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Exemple 

Expliquer pourquoi on peut estimer la moyenne de la tension artérielle maxi- 

male pour une personne de 70 ans à 16,1. 

Remarque 
ÉPECECEEEE ELLE EEE 

La méthode graphique ci-dessus a l'avantage de sa simplicité apparente et de 

sa rapidité ; en revanche chaque utilisateur de cette méthode peut tracer'une 

droite différente, ce qui peut poser le problème du choix entre plusieurs 

propositions. 

Pour surmonter cette difficulté, sans introduire de longs calculs à la main, 

d’autres méthodes ont été mises en œuvre avant l'apparition d’outils de calcul 
_ 

performants. 

Avec les calculatrices et les tableurs-grapheurs actuels, les calculs nécessaires à 

la mise en œuvre d’une méthode débouchant sur la meilleure droite possible 

suivant certains critères sont programmés : il suffit d’entrer les valeurs 

numériques des données pour obtenir une équation et le tracé de cette droite 

dans le repère choisi. C’est là méthode retenue par le programme de 

Terminale STL — Biotechnologies. 

13 Ajustement affine 
ss la méthode 
des moindres carrés 

Une entreprise fabriquant du matériel pour les laboratoires s'intéresse au lien entre 

ses dépenses publicitaires et son chiffre d'affaires : elle recueille les données sui- 

vantes, exprimées en millions d'euros, portant sur cinq périodes où les dépenses 

publicitaires sont notées d,, d., …, d, et les chiffres d'affaires c;, c,, ..., cs. 

CS Dépenses publicitaires : d, 0,5 2,0 2,9 4,5 5,6 

Chiffres d'affaires : c. 35 37 75 92 : 90 

Reprenons ces données par cinq points M, dans un repère où les dépenses publi- 

citaires sont en abscisse et les chiffres d'affaires en ordonnée (figure 4) : x; = d, et 

Yi=G: 

| je 
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Figure 4 

Ce nuage de cinq points semble suffisamment allongé pour justifier un ajustement 

affine et le problème est de déterminer quelle droite est susceptible de remplacer 

«au mieux » ce nuage de points. 

Pour trouver cette droite, nous allons indiquer les critères utilisés en nous appuyant, 

dans cette première approche, sur des observations graphiques et numériques. 

Première condition 

Les coordonnées du point moyen G du nuage de cinq points M; sont x =3,1 et 

y 65,8. 

La figure 5 complète la figure 4 avec le point G et deux droites ® et À passant par 

G : la droite % semble passer « au plus près » du nuage de points, ce qui n'est pas le 

cas de la droite A. 

Remarque 
DPPPEEEEEECEELEEEE 

À est la lettre grecque majuscule « delta ». Les points M, semblent répartis de 
façon équilibrée au-dessus et au-dessous de la droite Ÿ. Nous allons préciser 
comment la droite a été obtenue. 
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0 1 2 3 4 5 6 x 

Figure 5 

Pour mesurer l'écart entre chaque point M; du nuage et la droite %, nous avons 

privilégié l'axe des ordonnées : en notant P, le point de même abscisse que Mi; et 

situé sur la droite %, cet écart est mesuré par la différence des ordonnées de Wi et 

P, c'est-à-dire yy — y, 

Cet écart est positif pour M,,M, et M, qui sont situés au-dessus de la droite ® ; il est 

négatif pour M, et M, situés au-dessous de Ÿ. 

Sur la figure 5, mesurons, en mm, chacun de ces cinq écarts et faisons leur somme 

en tenant compte du signe de chacun. 

Que constatons-nous ? 

Reprenons les mêmes mesures et le même calcul en remplaçant la droite ® par la 

droite A. 

Que constatons-nous ? 

Nous pouvons multiplier les exemples en utilisant un tableur-grapheur. 

Nous observons ainsi, dans des cas particuliers, une propriété générale que nous 

admettons ici. 

ALU EL 

Étant donné un nua 

éc arts ) Yu Ya co 
G( x, ÿ) du nuage. 

ke 

æ 
Y 

> 
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Remarques 
nossssessssesenses 

+ Il y a donc uneinfinité de droites satisfaisant à la condition : la somme des 

écarts yx;, — y, est nulle. 
+ Cette conclusion est à rapprocher du résultat obtenu en première en 

introduisant des indicateurs de dispersion pour les séries statistiques à une 

variable : 

Gr) (Re x)r. (x =x)= 0: 

+ Pour distinguer parmi les droites passant par G celle qui paraît la « mieux » 

située par rapport au nuage de points, nous allons ajouter une seconde 
condition qui correspond au point de vue adopté en première pour introduire 

la variance et l'écart type : on considère la somme des carrés des écarts dont 
tous les termes sont positifs. 

Seconde condition 

Cherchons, parmi les droites passant par G, celles pour lesquelles la somme des 

carrés des écarts (y,, — y, ? =PMF est minimum. 

Nous pouvons commencer par observer que, pour la droite % de la figure 5, la 

somme PM? +P.M2 +...+P.M2 est plus petite que la somme analogue pour la 

droite A. 

Nous pouvons ensuite, à l'aide d'un tableur-grapheur, effectuer une recherche 

numérique illustrée graphiquement en multipliant les exemples de droites passant 

par G et en calculant dans chaque cas PM? + PME +...+P.MÈ. 

On démontre le résultat suivant que nous admettons. 

AL EURE N al 

_ Étant donné un nuage de n points M, il existe une droite ‘unique passant par le 

HEC moyen G du nuage telle que la somme des carés des 6 SEE Or HS à 

PM? +P > M2 +. Fr > M2 ; soit minimale. a PT Li 

DÉFINITION 
: Cette droite s'appelle la droite de ré 

Exemple 

La droite d de la figure 5 est la droite de régression de y en x du nuage des cinq 

points M. 

. Équation de la droite de régression de y en x 

La droite de régression de y en x d'un nuage de points a une équation y = ax +b 

où les valeurs des coefficients a et b sont obtenues à l’aide d'une calculatrice ou 

d'un tableur. 

. Exemple d'exploitation d’une droite de régression 

À l’aide d'une calculatrice où d'un tableur, on obtient pour la droite % de la 

figure 5 les valeurs suivantes arrondies au millième : a = 12,768 et b = 26,219. 

La droite ® a donc pour équation : y = 12,768x + 26,219. 

Or, pour la droite de régression ® de y en x, nous avons porté les dépenses 

publicitaires den abscisse et les chiffres d'affaires c en ordonnée. 

Donc c= 12,768d + 26,219. 

Cette relation nous permet d'estimer, par exemple, le montant du chiffre d'af- 

faires associé à des dépenses publicitaires d = 3,5 où d et c sont exprimés en 

millions d'euros. . 
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c=12768X3,5#+26219 

c= 70,907. 

Graphiquement nous pouvons observer sur la figure 5 que le point de la droite 

% dont l’abscisse est 3,5 a une ordonnée voisine de 70,9. 

De même nous pouvons estimer le montant des dépenses publicitaires asso- 

ciées au chiffre d'affaires c = 7, soit par le calcul, soit graphiquement en prolon- 

geant le segment de droite de la figure 5. 

Eè ALAN ne RE RTS = " où ie Et ré RTS 
_Ilexiste de même une « droite de régression de x en y » » ve : de 

Remarques = 
CCEPEEEEECEE CEE ET 

+ Séries chronologiques 

Le nombre de malades atteints d’une pathologie rare, dans un département, 
pendant 9 trimestres consécutifs, est donné dans le tableau suivant. 

NOEL AUELET CES A 270 265 255 273 285 295 318 320 320 

Une telle série statistique, où l’une des variables est le temps est une série 

chronologique. 

Si l’une des deux variables est le temps, on peut chercher à mettre en évidence 

une évolution. 

On peut traiter comme des séries statistiques à deux variables les séries 

chronologiques qui concernent un seul caractère dont les valeurs sont relevés 

à des dates différentes (températures, effectifs d’une population.….). 

Dans ce cas x, peut être le rang d’un trimestre, d’une année. 

+ En terminale STL-Biotechnologies la forme allongée d’un nuage de points 

suffit pour envisager un ajustement affine. 
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Travaux pratiques TICE 

TP Trouver un ajustement affine à l’aide de la calculatrice 

1 Demande de matériel de laboratoire 

On se propose d'ajuster le nuage de points (x; y;) suivant. 
LOGICIEL UTILISÉ 

Une enquête du service commercial d’un fabriquant de matériel pour le laboratoire a permis de 

Calcula- connaître l’évolution de la demande y; d'unités d’un certain matériel, selon le prix x; auquel il est 

trice proposé : 

Prix TTC en euros : Demande mensuelle : 

X; 4 

80 540 

100 452 

120 335 

140 188 

160 120 

180 68 

200 18 

1. Procédure d'ajustement affine sur une calculatrice. 

Calculatrice de marque CASIO 

On entre dans le menu de statistique en faisant [MENU] |STAT]|EXE] puis on procède à l'effacement 

éventuel des données présentes dans les listes en se plaçant dans une colonne puis en faisant 

DEL A|[YES]|EXE] (appuyer sur F6 en cas d’icône caché). 

Mara fsaro [vec MER Tins | © | 

Le réglage des listes s'effectue par [SET] puis : 

2Var X List : List 1 

2Var Y List : List 2 

2 Var Freq : 1 |EXE| 

L'affichage des résultats de la « régression linéaire » (ajustement affine), se fait par XI. 

Vous devez obtenir un affichage semblable à celui montré ci-dessus. 
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Travaux pratiques TICE 

Calculatrice de marque Texas Instruments (instructions en français en bleu) : 

On entre dans le menu de statistique en appuyant sur la touche [STAT] ou [stats] puis on procède à 

l'effacement éventuel des données présentes dans les listes en faisant | EDIT} 4:CirList [ENTER] L;, L, 

ou 4:EffListe entrer] L,, L, (on obtient L, et L, au clavier par la touche [2nd] ou (2nd)). 

ae TESTS Cirlist Li:Laz 
. Done 
edit ” 
3: SortD< 

Cirlsiste 
: SetUrEditor 

Pour saisir les données, on fait [STAT] [EDIT] 1: Edit [ENTER] ou 1:Edite [entrer] puis on entre les 

valeurs x, en colonne L, et les valeurs y; en colonne L.. 

L'affichage des résultats de la « régression linéaire » (ajustement affine), se fait par [STAT||CALC 

4:LinReg(ax+b) [ENTER] L,, L, ou [stats] CALC 4 :RegLin(ax+b) [entrer] L,, L.. 

Linkeg 

:2-Uar Stats 
sMed-Med 
LinRegéax+bi 

* QuadhReg 
:CubicReg 

rJGuartReg 

Vous devez obtenir un affichage semblable à celui montré ci-dessus. 

2. Utiliser les résultats affichés par votre calculatrice pour donner une expression du type 

y = ax + b de la demande mensuelle en fonction du prix. On donnera des valeurs approchées des 

coefficients & et b arrondies à 1072. 

3. Utiliser le résultat de la question précédente pour évaluer la demande lorsque le prix proposé 
est 130 €. 
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LOGICIEL UTILISÉ 

Travaux pratiques TICE 

Observer, à l’aide du tableur, le caractère minimal 

de la somme des carrés des écarts 

Chiffre d'affaires d'un grand laboratoire 
Ouvrir le fichier « moindres_carres.xls » ou « moindres_carres.ods », donnant le chiffre d’af- 

faires, en milliards d'euros, d’un grand laboratoire. 

d'euros 

28 

27,2 

37,6 

Moyennes 6,25 

a= 

b=| 27,125 

On recherche une droite d’équation y = ax + b, passant par le point moyen et ajustant «au 

mieux » le nuage des quatre années données. 

A. Principe des « moindres carrés » 

1. Dans quelles cellules sont calculées les coordonnées (x ; y) du point moyen ? 

2. Puisque la droite passe par le point moyen, on a b = y — ax. Expliquer la formule entrée en 

B9. 

3. La colonne E contient les écarts verticaux entre les points s 

du nuage et les points correspondants de la droite. La colonne F Écart vertical 

contient les carrés de ces écarts. 

Pourquoi la somme des écarts contenus en colonne E ne permet- 

elle pas de savoir si la droite est proche des points du nuage et 

quel est l'avantage de considérer la somme des écarts au carré ? 

4. Modifier en B8 la première décimale du coefficient directeur a de la droite (prendre 1,1 ; 1,2 ; 

1,3 …) de sorte à obtenir en F6 une somme des écarts au carré minimale (observer en même 

temps la droite sur le graphique). Quel est, à 1077 près, le coefficient a optimal ? 

B. Comparaison avec l'ajustement du tableur 

Le tableur peut afficher directement la droite d'ajustement obtenue selon le principe précédent 
a 

des « moindres carrés ». Sur le graphique, cliquer sur un point du nuage situé à l'écart de la droite 

à l’aide du bouton droit de la souris et choisir « Courbe de tendance... » Dans la boîte de dia- 

logue, choisir « Linéaire » et cocher « Afficher l'équation ». 

1. Quelle est l'équation de la droite d’ajustement donnée par le tableur ? 

2. Comparer au résultat obtenu à la question A.4.. 
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Travaux pratiques TICE 

TP  Ajuster un grand nombre de données 

LOGICIELS UTILISÉS 

GeoGebra 

Capacité de production éolienne 
Ouvrir le fichier « prod_eolienne.xls » ou « prod_eolienne.ods » fournissant la capacité de 

production éolienne de 76 pays de 2001 à 2010 (Source : EWEA). 

A. Étude de la capacité de production française si 

1. Sélectionner les données de la France (ou utiliser le filtre « Pays »), puis représenter le nuage 

de points correspondant. 

Pourquoi un ajustement affine a-t-il ici peu de sens ? 

2. Montrer, à l’aide du tableur, qu’en ne retenant que les années de 2005 à 2010 (rangs 5 à 10), 

on peut ajuster la production française par la droite d’équation y = 839x — 4 114. 

3. En supposant que cette tendance se maintienne, estimer la production française en 2012 

(rang x = 12). 

B. Comparaison de l’Europe et de l'Asie 

e À l’aide du filtre, sélectionner les données des pays d'Europe, les copier, puis les coller sur une 

nouvelle feuille. | 

1. Calculer, pour chaque année, la production totale des pays européens. 

2. Effectuer un ajustement affine de la production en Europe de 2001 à 2010 (afficher l’équa- 
tion). 

3. À l’aide de l'équation y = 6 815x + 3 391, estimer la production européenne en 2012 (rang 

x 12) 

+ À l’aide du filtre, copier les données RS 

des pays d'Asie, puis les coller sur une | 

nouvelle feuille. 

4. Calculer, pour chaque année, la 

production totale des pays asiatiques. 
fx) = 973,77:1,422x 

5. Un ajustement affine de la produc- 

tion en Asie de 2001 à 2010 est-il justi- 

fié ? 

G. Le tableur permet d'ajuster le nuage 

à l’aide d’une «courbe de tendance 
exponentielle ». En utilisant la formule 973,77 x 1,42 1 x (le symbole ‘ indique la puissance), 
estimer la production asiatique en 2012 (rang x = 12). 

Production (MW) 
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Travaux pratiques TICE 

Fiche technique tableur 

Calculs statistiques à deux variables 

Ajustement graphique 

Pour représenter le nuage de points, on sélectionne la plage de cellules contenant les données statistiques 

(X; Y;) puis : 

— avec Excel 2003, on clique sur l'icône de l'Assistant graphique et on choisit Nuage de points, premier sous- 

type ; 
- avec Excel 2007, on choisit Insertion/Nuage de points ; 

— avec OpenOffice Calc, on clique sur l'icône Diagramme puis on choisit XY (dispersion). 

Prix x Demande y 

80 540 

100 452 

120 335 

140 188 

160 120 : 

180 68 | Rétabir le ste a'omgime | 
200 ec Modifier le type de graphique Série de données... 

4H Rotation 3D... 

: Het 2207 ei at DO TE 

60 60 100 120 140 160 160 200 2% 

L 22 
EU 
27: 
Lt 
KE 

en 

] 

[ol 

ii = 

2 
5 mn 

15 

[7 | 
18 
19 |_ 
2 | 4. 
A 
FAI 
23 
[24 | 4 
[ 2 | 4, 
| | 
[al 

{ << Précédent 

aus a 

Pour obtenir une droite d'ajustement selon les moindres carrés, on clique avec le bouton droit sur l'un des 

points du nuage et on choisit (clic gauche) Ajouter une courbe de tendance... avec Excel ou Insérer une 

courbe de tendance. avec Calc. 

Dans la boîte de dialogue, on sélectionne Linéaire et on coche la case Afficher l'équation sur le graphique. 

[ll 2 
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Travaux pratiques TICE 

Fonctions d'ajustement linéaire 

Le tableur est pourvu de fonctions réalisant un ajustement affine sans nécessiter un graphique. 

DROITEREG 

Cette fonction calcule les coefficients a et b de l'équation y = ax + b selon la méthode des moindres carrés. 

Il s'agit d'une « fonction matricielle » dont la validation est particulière et ne s'effectue pas simplement par la 

touche ENTREE. Il faut d'abord sélectionner deux cellules vides côte à côte puis écrire la formule et enfin valider 

en enfonçant les deux touches CTRL et $ (majuscule) puis en faisant ENTREE. 

La syntaxe est =DROITEREG(plage des y donnés ; plage des x donnés ; VRAI ; FAUX) . 

Des accolades { et } s'ajouteront après validation pour montrer qu'il s’agit d'une fonction matricielle. Les valeurs 

de a et b s'affichent dans les deux cellules prévues à cet effet. . 

Si l'on veut éviter l'usage d'une « fonction matricielle », on peut obtenir a et b par les deux fonctions suivantes. 

PENTE 

Cette fonction fournit le coefficient directeur a de la droite d'ajustement de y en x selon les moindres carrés. 

La syntaxe est =PENTE(plage des y donnés ; plage des x donnés). 

Dans l'exemple précédent, =PENTE(B2:B8;A2:A8) affiche la valeur - 4,55178571. 

ORDONNEE.ORIGINE 

Cette fonction fournit l'ordonnée à l'origine b de la droite d'ajustement de y en x selon les moindres carrés. 

La syntaxe est =DRDONNEE.ORIGINE(plage des y donnés ; plage des x donnés). 

Dans l'exemple précédent, =-ORDONNEE.ORIGINE(B2:B8;A2:A8) affiche la valeur 883,107143. 

PREVISION 

Cette fonction calcule la valeur de y correspondant à une valeur x donnée selon l'équation y = ax + b de la droite 

d'ajustement de y en x selon la méthode des moindres carrés. 

La syntaxe est =PREVISION (valeur de x ; plage des y connus ; plage des x connus). 

Dans l'exemple précédent, =PREVISION(130;B2:B8;A2:A8) affiche le résultat 291,375. 

TENDANCE 

Cette fonction a le même rôle que la précédente lorsque la valeur de x pour laquelle on souhaite évaluer y est 
contenue dans une cellule. 

Par exemple =TENDANCE(B2:B8;A2:A8;A14) affiche 291,375 lorsque la valeur 130 de x est contenue en cellule 
A14. 
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LOGICIEL UTILISÉ 

Travaux pratiques TICE 

Ce TP peut permettre d'évaluer des capacités mathématiques développées grâce aux TICE. 

Âge, taille et poids : ajustement affine 
A. Étude d’un échantillon 
On dispose des données suivantes concernant un échantillon de 20 hommes : âges f; en années, 
tailles x; en mètres, poids y, en kg (en physique, on parle de masses). 

1 2 IS MREMNET NT TON OO PTE 13 PAM M5 À 16 ? 17° P Te | 19 20 

22) 26 | 33 } 35 | 38 | 40 | 42 | 42 | 43 | 44 | 45 | 48 | 49 150 151153 | 5661164175 

LETTRE 
182#/7111,72M,751,771,9741,94 1,76 1,68 1,98 1,79 1,82 1,8 1,87 1,72 1,65 1,9 1,81 1,75 1,68 

deite FR 
75 66 64,4 74,2 70,5 93,2 90,4 71,5 59,8 95,2 73,1 74,2 71 82,8 75,4 68,7 75,1 73 82,6 64 

On peut trouver ces données sur le fichier « lorentz.xls » ou « lorentz.ods » . 

On souhaite examiner de quelle manière le poids est lié à l’âge et à la taille. 

1. Représenter avec un tableur les nuages des points M (7) et NC y). 

2. D'après l’aspect de ces deux nuages, peut-on considérer que, sur cet échantillon, le poids est 
lié à l’âge ? Que le poids est lié à la taille ? 

Appelez le professeur pour présenter votre démarche et votre réponse. res de: Œ : er 
be + 

3. Effectuer un ajustement affine du nuage de points N{(x, y;) à l’aide du tableur. Donner une 
équation de la droite obtenue. 

4. Selon la tendance observée sur cet échantillon, estimer le poids d’un homme mesurant 
1,85 m. 

B. Formule de Lorentz 
La formule de Lorentz donne le poids moyen selon la taille : 

: taille —1,5 poids = 100 x[rite- 1- Res) 
a 

(Taille en mètres ; poids en kg ; 4 = 4 pour un homme ; 4 = 2,5 pour une femme.) 

1. Que fournit la formule pour un homme de 1,85 m ? Une femme de 1,73 m ? 

2. Cette formule a-t-elle un sens appliquée à un petit garçon de 80 cm ? 

3. Montrer que, dans les cas des hommes, la formule de Lorentz peut s’écrire sous la forme 

y =75x — 62,5 où x désigne la taille en m et y le poids en kg. 

4. Calculer y pour x = 1,85 et comparer au résultat de la question A.4.. 

Appelez le professeur pour présenter votre démarche et votre réponse. 
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CE QU'IL FAUT SAVOIR FAIRE 

Représenter graphiquement un nuage de points 

Déterminer le point moyen du nuage 

Trouver un ajustement affine par la méthode des moindres carrés 

Utiliser un ajustement affine pour interpoler ou extrapoler 

Réaliser un ajustement affine après un changement de variable 

Représenter graphiquement 
un nuage de points 
Trouver un ajustement affine par 
la méthode des moindres carrés 
Utiliser un ajustement affine 

1 e + Retrouver à l’aide de la calculatrice ou d’un tableur 

l'équation de la droite d’ajustement qui est donnée 

Dans chacun des cas suivants, on donne une série statis- 

tique double à l’aide d’un tableau. On demande de retrou- 

ver à chaque fois, à l’aide d’une calculatrice ou d’un tableur, 

l'équation, qui est donnée, de la droite d'ajustement de y en 

x par la méthode des moindres carrés. 

> Conseil : Pour l'utilisation de la calculatrice, on peut se reporter 

au TP1 de ce chapitre. 

FRE Len ee oies oi 
À 7,204 5,429 4,357 B,50D 

Une équation de la droite d'ajustement de y en x, sous la 

forme y = ax + b où a et b sont arrondis à 10? est: 

Cu NN CEE A CE 

b) 

D Lu las." 
y | 25,33 | 24,43 | 18,17 | 15,06 | 10,76 

Une équation de la droite d'ajustement de y en x, sous la 

forme y = ax + b où a et b sont arrondis à 10? est: 

y = — 4,09x + 30,86. 
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n 

+ AR 

Re 

Sepi 

LES Se of SF" 2 ne ME n ir Oo ne LLUTEDe D Re. 

À D EE RS 

DCE EL 

FN E er 

és 

EPA. 
OA RTE ES A LE So: 

ET Fe 

Re mi 
n: 

C'HREX 4 a - l'A: pes Ne 

res ÉD RE 
AE 

de FU Utiliser un tableur 
É-Ù CS RE: | Leu A1 Éd Ce À 258 9 Fée MEN | En rte 

ESAIÉREIENRAENES 
1,609 | 2,015 | 2,219 | 2,398 3,114 | 3,434 | 3,761 

Une équation de la droite d'ajustement de y en x, sous la. 

forme y = ax + b où a et b sont arrondis à 10 * est: 

y = 0,302x + 1,324. 

2 e ++ Déterminer un ajustement affine pour extrapoler 

Le tableau suivant donne l’évolution des ventes de lait, en 

hectolitres, dans une région, pendant cinq années consécu- 

tives. 

| 114671 | 114772 | 114 394 | 115621 | 116 321 

1. Déterminer, à l’aide d’une calculatrice ou d’un tableur 

par la méthode des moindres carrés, une équation de la 

droite de régression de y en x sous la forme y = 4x + b, où a 

et b sont à arrondir à 1071. 

2. À l’aide de l'équation précédente, estimer le volume des 

ventes l’année de rang 6. Arrondir à l’unité. 
CORRIGE P. 358 

3 e ++ Représenter un nuage de points et extrapoler 

Le tableau suivant représente l’évolution du chiffre d’af- 

faires d’un petit laboratoire de biologie médicale pendant 

dix années consécutives. 



5 

210 

6 7 8 9 

240 | 245 | 270 | 295 

1. Construire le nuage de points M,(x, 7;) dans un repère 
orthogonal. En abscisses, on prendra 2 ém pour une année, 
En ordonnées, on prendra 1 em pour 20 000 €. 

2. Déterminér, en pourcentage, l'augmentation du chiffre 
d’affaires entre les années de rang 0 et de rang 9 (on arron- 
dira à 1 % près par excès). 

3. Soit G le point moyen du nuage. Calculer les coordon- 
nées du point G. 

4. La répartition des points du nuage montre qu’il est judi- 
cieux de procéder à un ajustement affine. 

On prend la droite A d’équation y = 20x + 112,5 comme 
droite d'ajustement affine du nuage. 

Vérifier que G appartient à la droite A et tracer cette droite 
sur le graphique. 

5. En admettant que l’évolution continue au même rythme 

et en utilisant l’ajustement affine, quel chiffre d’affaires 

peut-on attendre pour l’année de rang 12 ? 

4. ++ Pour préserver l’environnement 

Dans cette partie, on s'intéresse aux dépenses engendrées 

par la gestion des déchets dans un pays de l’Union euro- 

péenne. 

Le tableau ci-dessous présente les données pendant six 

années consécutives. 

Le nuage de points de coordonnées (x, y,) pour i variant de 

0 à 6, est donné en annexe. 

1. À l’aide d’une calculatrice ou d’un tableur, déterminer, 

par la méthode des moindres carrés, une équation de la 

droite d'ajustement de y en x (arrondir les coefficients au 

millième). 

2. On décide d’ajuster le nuage avec la droite % d’équation 

y=575,3x +9214. 

a) Tracer la droite ® sur le graphique figurant sur l'annexe. 

b) En utilisarit cet ajustement affine, estimer la dépense 

engendrée par la gestion des déchets l’année de rang 10. 

3. Au cours de quelle année, la dépense atteindra-t-elle 

14 milliards d'euros ? 

ET And Id A) 

Annexe 

15 000 

14 000 

13 000 

12 000 

11 000 

10 000 

9 000 
0 12:34:56 7.8 9401112 

CORRIGE P. 358 

B. ++ Le nuage de points est donné (bis) 

Le tableau ci-dessous donne la dépense médicale en soins 

hospitaliers, dans un pays de l’Union européenne, en mil- 

liards d'euros. 

Le nuage de points de coordonnées (x, y;) avec o <i< 5 est 

représenté ci-dessous, où la graduation en ordonnée 

débute à 40 milliards. 

1. Déterminer les coordonnées, arrondies au dixième, du 

point moyen G. 

Placer le point G sur le graphique. 

2. On souhaite réaliser un ajustement affine. 

À l’aide d’une calculatrice ou d’un tableur, déterminer une 

équation de la droite d'ajustement obtenue par la méthode 

des moindres carrés. (Arrondir les coefficients à 1072). 

À partir des calculs ci-dessus, on décide de réaliser un ajus- 

tement affine à l'aide de la droite D d’équation : 

y = 3,9x + 47,7. 

3. Tracer la droite ® sur le graphique. 

4. En supposant que le modèle reste valable dans les trois 

années suivantes, prévoir la dépense en soins hospitaliers 

en 2015. Indiquer la méthode utilisée. 

CHAPITRE 8 + STATISTIQUE À DEUX VARIABLES 20 
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Exercices 

Montants en milliards d'euros 

EL CDS NG es ARR O1 TO 2 

Rang de l’année 
OERTN2 

6. ++ Le site internet du laboratoire de recherches 

Le tableau suivant donne le bilan des visites par des profes- 

sionnels du site d’un laboratoire de recherches en biotech- 

nologies. 

Novembre 

1. On considère la série statistique (x; y;) donnée par le 

tableau ci-dessus. 

Représenter graphiquement le nuage de points de coor- 

données (x, y;) dans un repère orthogonal sur une feuille 

de papier millimétré à rendre avec la copie. On prendra 

pour unités graphiques : 1 cm pour un mois en abscisse, 

1 cm pour 10 visites en ordonnée. L’axe des ordonnées sera 

gradué à partir de 100. 

2. Calculer les coordonnées du point moyen G. 

Placer le point G dans le repère précédent. 

3. À l’aide d’une calculatrice ou d’un tableur, donner une 

équation de la droite ® d’ajustement affine de y en x 

CHAPITRE 8 + STATISTIQUE À DEUX VARIABLES 

obtenue par la méthode des moindres carrés. Les coeffi- 

cients seront arrondis au dixième. 

Tracer la droite % dans le repère précédent. 

4. En supposant que le modèle précédent reste valide l’an- 

née suivante, donner par le calcul le mois au cours duquel 

le nombre de visiteurs dépasse 350. 

CORRIGE P. 358 : 

2. +++ Épidémie de grippe 

Dans un lycée il y a 1 280 élèves. 

Dès l'apparition des premiers symptômes de l'épidémie, 

l'infirmière du lycée relève pendant 8 jours le nombre 

d'élèves malades. Le tableau ci-dessous indique les résul- 

tats observés. 

LE Er 

. 4. Construire dans un repère orthogonal le nuage de 

points associés à cette série statistique. On prendra les uni- 

tés suivantes : en abscisse, 2 cm pour 1 jour ; en ordonnée, 

1 cm pour 2 élèves. 

2. Calculer les coordonnées du point G du nuage et le pla- 

cer sur le graphique. 

3. Donner une équation de la droite d'ajustement affine de 

y en x par la méthode des moindres carrés sous la forme 

y = ax + b. Arrondir les coefficients 4 et b à 107. 

4. En utilisant cet ajustement, estimer à partir de combien 

de jours au moins 5 % des élèves du lycée seront atteints 

par la grippe. 

Se ramener 
à un ajustement affine 
après un changement de variable 

8. +++ On utilise la fonction logarithme népérien 

On observe l’évolution d’une culture microbienne. 

A. On note x le nombre de microbes à l'instant #, où £ est 

exprimé en heures. Les mesures obtenues figurent dans le 

tableau ci-dessous : 

Construire le nuage de points de coordonnées (f;, x;) dans 

un repère orthonormé en prenant pour unité graphique 

2 cm. Peut-on envisager un ajustement affine ? Justifier la 

réponse. 

B. Le nuage de points M{(f, x;) obtenu ne permet pas d’ef- 

fectuer un ajustement affine satisfaisant. On pose alors 

y.=lnx. 



1. Recopier et compléter le tableau ci-dessous (arrondir les 
résultats à 1072). 

2. Construire le nuage de points N; de coordonnées (£, y;) 
dans un repère orthonormé en prenant comme unité gra- 
phique : 2 cm. 

3. Calculer les coordonnés du point G de ce nuage (arron- 
dir les coordonnés de G à 10-2) et placer ce point G sur le 
graphique précédent. 

4. Déterminer par la méthode des moindres carrés une 
équation de la droite d'ajustement affine D de la forme 
y = ax + b. Arrondir les coefficients a et b à 102. 
5. En utilisant le graphique, déterminer le temps néces- 
saire pour que la population atteigne 11 milliers d’indivi- 
dus (on expliquera la démarche utilisée et on laissera les 
traits de construction apparents). 

6. Déterminer par le calcul le nombre x de microbes pré- 
sents dans le milieu de culture au bout de 10 heures (arron- 
dir au millier). 

Utiliser un logiciel 

9. +++ Vitesse et sécurité routière 

avec le tableur 

Le tableau suivant fournit la vitesse moyenne en km/h des 

véhicules légers et le nombre de morts sur les routes fran- 

çaises de 1998 à 2009 (Source : ww.securite-routiere.fr). 

FT HER 

Le 

2003 86,8 5 731 

1998 

1999 88,6 
vi 

1 TE BRAS 

Co go SJ 

2000 90,1 

2001 

2002 

O0 SO rS 

2004 84,5 5593 

2005 82,9 5 318 

2007 81,4 4 620 

4275 2008 

2009 

On peut obtenir ces données sur le fichier « vitesse_ 

securite.xls » ou « vitesse securite.ods ». 

1. Comparer les graphiques ci-dessous, illustrant l’évolu- 

tion de la vitesse moyenne et du nombre de morts. 

Exercices 

Quelle hypothèse peut-on en déduire entre la vitesse 

moyenne et le nombre de morts ? 

Evolution de la vitesse moyenne 

Evolution du nombre de morts 

2005 

2. a) Représenter avec un tableur le nuage de points 

M; (x; ;) correspondant à la série statistique des vitesses 

moyennes des véhicules légers et du nombre de morts. 

b) L'examen du nuage de points précédent confirme-t-il 

l'hypothèse faite au 4. ? 

Peut-on envisager un ajustement affine du nombre de 

morts en fonction de la vitesse moyenne ? 

3. a) À l’aide du tableur, donner une équation d’une droite 

d'ajustement du nuage de points M, (x, y.). 

b) Estimer le nombre de vies qui pourraient être sauvées 

par rapport aux 4 273 morts de 2009, si la vitesse moyenne 

baissait à 78 km/h. 

Les accidents de la route sont la première cause de mortalité 

chez les jeunes de 10 à 24 ans dans le monde. L'accident type 

auquel les jeunes sont confrontés est une perte de contrôle dans 
un virage à cause de la vitesse. 

1 0. +++ Ça chauffe ! avec le tableur 

Ouvrir le fichier « temp_globale.xls » ou « temp_globale. 

ods » du CD-Rom qui fournit, de 1880 à 2009, la différence 

en °C de la température moyenne annuelle globale sur 

Terre par rapport à la moyenne de la période 1951-1980 

(Source : Goddard Institute for Space Studies - NASA). 

1. Effectuer un ajustement affine du nuage de points. 

Quelle est l'équation affichée par le tableur ? 

2. Le tableur Excel fournit un ajustement par une parabole 

d’équation : 

y = 0,000 054 5x? — 0,205 88x + 194,19. 

CHAPITRE 8 «+ STATISTIQUE À DEUX VARIABLES ASE he 
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A B PRE ET E Æ Get ii ladite J 

| 1 Température globale mondiale 
2 |Source : Goddard Institute for Space Studies - NASA 

3 

Différence de EE Différence de la température mondiale avec la moyenne 1951-1980 

Année la moyenne 

& annuelle 0 L Î 

5 | 1880 |” -0.24 545x2 - 0/2058757x + 194,1874755 
6 | 1881 0,19 ee 
T| 1882 0,14 06 +— 
8 | 1883 0,19 È 

g | 1884 0.45 g 
10[ 1885 0,32 = 
11] 1886 -0,42 EL 
12[ 1887 0,54 ë 
13[__1888 -0,24 2 
14] 1889 -0,05 Ë 
15[__ 1890 041 Le 
16| 1891 0,47 : 
17|__ 1892 0.39 È 5 
18 1893 -0,42 à 0 

19|__ 189% -0.29 E 
20. 189% 221 enr 
21] 18% 0,1 g 
2 1897 -0,04 5 02 

23] 1898 0,21 ë 
24 1899 -0,13 Le] 

25 1900 0,02 

26| 1901 0,02 04 
[2711902 0,17 
28| 1903 -0.27 
29| 1904 0.37 
30[ 1905 017 ne 
3 1906 0,07 

(Avec Excel, choisir « Polynomiale Ordre 2, avec OpenOf- 3. Donner une estimation de l’écart de la température glo- 

fice, tracer la parabole à l’aide de sa formule.) bale en 2040 par rapport à la période 1951-1980 : 

Quel est, de l’ajustement affine ou de l'ajustement parabo- — en utilisant l’ajustement affine ; 

lique, celui qui semble préférable ? _ en utilisant l’ajustement parabolique. 
CORRIGE P. 358 

b- Un peu d'écologie 
Le réchauffement de la planète est une inquiétude majeure. Il est 

responsable, entre autres, de la fonte de la calotte glaciaire et du 

recul des glaciers. 

Ce réchauffement est principalement dû à ce qu'on appelle 

l'effet de serre. Le principe de l'effet de serre est simple. Un 
certain nombre de gaz réfléchissent ou « gardent » une partie de 
la chaleur émise par la Terre : la vapeur d'eau, le dioxyde de 

carbone (CO), le méthane, le protoxyde d'azote, les gaz CFC et 

l'ozone. 

À l'origine, l'effet de serre est une bonne chose : si l'atmosphère 
ne contenait aucun gaz à effet de serre, la température moyenne 

de la Terre serait inférieure d'environ 33 °C à ce qu'elle est. La 

vie ne serait pas possible. 

En brûlant de grandes quantités de combustibles fossiles 
(pétrole, gaz, charbon) l'homme a fait augmenter la quantité de 

gaz à effet de serre dans l'atmosphère, en particulier celle du 
CO. La présence accrue de ces gaz dans l'atmosphère entraîne 

une hausse de la température de la Terre. Cet effet de serre 

additif est dit « anthropique ». Actuellement, les scientifiques ne 
savent pas chiffrer les parts respectives de l'homme et de la 

nature dans l'effet de serre. 

Cette photographie, qui montre le recul glaciaire, a été prise à 
environ 1 000 km du pôle Nord, dans l'archipel norvégien du 
Svalbard. 
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“oc: 
1 1. ++ Nuage de points, point moyen, ajustement 
affine 

1. Parmi les trois nuages de points suivants, indiquer celui 
pour lequel un ajustement affine semble judicieux. 

a) fig. 1 b) fig. 2 c) fig. 3 

© © LÀ 0123456 PIS ASS S 

2. Le point moyen du nuage ci-dessous est le point G de 
coordonnées : 

a) G(12, 290) b) G(5, 260) c) G(8, 290) 

320 

300 

280 

260 

240 

200 

3. Parmi les trois droites suivantes, quelle est celle qui réa- 

lise le meilleur ajustement affine du nuage suivant ? 

a) La droite 4,  b)Ladroited, ce) La droite d, 

340 

320 

300 

280 

260 

240 

200 

1 2 e ++ La taille des bébés 

Le tableau suivant donne, pour une population d'enfants 

de 0 à 24 mois, la taille moyenne (en cm) en fonction de 

l’âge (en mois). 

Mmdiquez sur votre copie, pour chaque question posée, la bonne réponse 
(ou une bonne réponse) parmi les propositions de l'énoncé; 
aucune justification n'est demandée. 

Faîtes 1e 

QCM 
interactifs 

11 à 13 

Les coordonnées du point 

moyen du nuage de points (10,5; 69) (11,5; 70,25) (11,25 ; 70,5) 
correspondant sont : 

On admet qu’une droite 

d'ajustement du nuage de 
points correspondant a 
pour équation : 

y = 1,47x + 58,5. 

La meilleure approximation 

de la taille d’un enfant de 

25 mois est : 

85 cm 90 cm 95 cm 

On prend la même droite 

d'ajustement qu’au 2. La 

meilleure approximation de 

l’âge d’un enfant mesurant 

77 cm est: 

13. +++ 

1. Un laboratoire décide de changer, d’ici deux ou 

trois ans, le véhicule utilitaire acheté en 2006. 

15 mois 16 mois 17 mois 

Souhaïitant connaître le prix auquel il pourra le revendre, il 

consulte l’Argus afin de connaître la cote de son véhicule et 

obtient le tableau suivant : 

On précise que la cote est la valeur de revente du véhicule 

en fonction de l’année choisie pour la revente ; par 

exemple, en 2009, la valeur de son véhicule était 11 200 €. 

Pour estimer la cote du véhicule en 2014, il procède à un 

ajustement affine par la méthode des moindres carrés à 

l’aide d’une calculatrice ou d’un tableur. 

Après avoir arrondi les valeurs approchées à la centaine 

d'euros la plus proche, une équation de la droite de régres- 

sion de y en x est : 

a) y = — 2 100x + 17 600 

b) y = — 2 000x + 17 600 

c) y = — 2 100x + 17 000, 

2. L’estimation du prix du véhicule en 2014, selon le 

modèle précédent, est alors : 

a) 1 600 € b) 800 € c) 200 €. 

3. En moyenne, sur la période 2007-2012, ce véhicule a 

perdu par an, à 100 € près : 

a) 1 000 € b) 2 000 € c) 3 000 €. 
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Les exercices pour le baccalauréat sont des exercices qui pourraient figurer dans l'épreuve de mathématiques du baccalauréat 

STL-Biotechnologies. 

1 4, +++ La tension en fonction de l’âge 

Le tableau suivant donne la moyenne y des maxima de ten- 

sion artérielle en fonction de l’âge x d’une population don- 

née. 

1. Représenter graphiquement le nuage de point M(x, y) 

dans un repère orthogonal. Prendre pour unités gra- 

phiques, 0,5 cm pour 1 an en abscisse et 3 cm en ordonnée 

pour l'unité de tension artérielle, les axes tracés se coupent 

au point I de coordonnées (30, 10). 

2. a) Déterminer une équation de la droite de régression 

de y en x sous la forme y = ax + b et la représenter. (Les 

coefficients a et b sont à arrondir à 10"). 

b) Une personne de 70 ans a une tension de 16,1. Quelle 

serait sa tension théorique en utilisant la droite de régres- 

sion ? Comparer avec la tension réelle. 

1 5. +++ Nombre de postes à la clinique 

Le tableau ci-dessous donne, pour onze cliniques, le 

nombre de postes de personnel non médical et le nombre 

de lits Fe es 

1. Représenter le nuage de points associé à la série statis- 

tique (x, y;) dans le plan rapporté à un repère orthogonal 

en prenant pour unités graphiques : 1 cm pour 20 lits en 

abscisse et 1 cm pour 50 postes en ordonnée. 

2. Donner une équation de la droite de régression de y en 

x par la méthode des moindres carrés sous la forme 

y = ax + b. Les coefficients a et b sont à arrondir à 10°. 

Tracer cette droite dans le repère précédent. 

3. Une clinique possède 35 lits. 

a) En utilisant les résultats obtenus au 2., déterminer com- 

bien devrait-elle embaucher de personnel occupant un 

poste non médical à temps plein. 

b) En réalité, cette clinique dispose de 60 postes. 

Calculer la différence entre le nombre de postes réels et le 

nombre de postes théoriques obtenu précédemment. Quel 

pourcentage cette différence représente-t-elle par rapport 

à la situation théorique ? 
CORRIGE P. 358 
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1 6. +++ Les temps sont durs... 4 

Hélène est salariée du même laboratoire depuis mainte- 

nant quinze ans. Elle regarde l’évolution de son salaire qui 

dépend de la variation des cotisations, des changements 

d’échelons et des augmentations occasionnelles. Elle 

observe les résultats suivants sur les huit dernières années. 

1 850 | 1 950 | 1 960 

1. Tracer le nuage de points associé à cette série statistique 

dans un repère d'unités graphiques : 

1 cm pour une année sur l’axe des abscisses, 

2 cm pour 100 € sur l’axe des ordonnées (graduer l'axe des 

ordonnées à partir de 1 600 €). 

2. a) Déterminer les coordonnées du point moyen G et le 

placer dans le repère précédent. 

b) Avec la calculatrice, déterminer une équation de la 

droite À d'ajustement de y en x de ce nuage de points par la 

méthode des moindres carrés : les coefficients de l’équa- 

tion sont à arrondir à l'unité. 

c) Tracer la droite A dans le repère de la question 1. 

3. On considère que cette droite permet un ajustement de 

la série statistique valable jusqu’en 2020. 

a) Estimer, à l’aide du graphique, le salaire mensuel moyen 

d'Hélène en 2015 en laissant apparents sur le graphique les 

traits de rappel (arrondir à la dizaine d'euros). 

b) Son salaire atteindra-t-il 2 400 € avant 2020 ? Justifier la 

réponse. 

Exemples d'ajustement affine 
après un changement de variable 

1 2, +++ Population d’une ville moyenne 

Le tableau ci-dessous donne l’évolution de la population 

d'une ville moyenne au cours des 5 dernières années. 

Ds 59,04 | 59,88 | 60,55 nf 



TERRE ALL 

Exercices 

he à ce 

Le plan est muni d’un repère orthonormé (O ; i, j) d’unités 
graphiques : 2,5 cm pour une unité en abscisse et 2,5 cm 
pour 1 millier d'habitants en ordonnée. 

1. Représenter le nuage de points associé à la série statis- 

tique (x, y;). 

2. a) Déterminer, avec une calculatrice, une équation de la 

droite À, droite de régression de y en x. On donnera une 

équation de la forme y = ax + b dans laquelle a et b seront 

arrondis à 105. 

b) Construire la droite A. 

3. Calculer une estimation de la population de cette ville 

pour l’année de rang 6. 

18. +++ Propagation de la grippe 

Craignant une propagation de grippe infectieuse, un ser- 

vice de santé d’une ville de 50 000 habitants a relevé le 

nombre de consultations hebdomadaires concernant cette 

grippe dans cette ville pendant 7 semaines. 

Ces semaines ont été numérotées de 1 à 7. 

On a noté x; les rangs successifs des semaines et y; le 

nombre de consultations correspondant : 

1. Tracer le nuage de points sur une feuille de papier mil- 

limétré, on prendra 2 cm pour une unité en x et 1 cm pour 

200 en y. Un modèle d’ajustement affine a été rejeté par le 

service de santé. Pourquoi ? 

2. On décide de poser z; = Iny, Reproduire et compléter le 

tableau suivant sur votre copie en arrondissant les z; à 107°. 

Il n’est pas demandé de tracer le nuage de points corres- 

pondant. 

3. Trouver à la calculatrice l'équation de la droite d’ajuste- 

ment affine par la méthode des moindres carrés reliant z et 

x (les coefficients obtenus par la calculatrice sont à arron- 

dir à 10-!), puis déduire y en fonction de x (on donnera le 

résultat sous la forme y = e“*?, a et b étant deux réels). 

4. En utilisant ce modèle, trouver par le calcul : 

a) Une estimation du nombre de consultations SE 

107ième semaine (arrondir à l'unité). 

b) La semaine à partir de laquelle le nombre de consulta- 

tions dépassera le quart de la population. 

5. Dans cette question, toute trace de recherche, même 

incomplète, ou d'initiative, même non fructueuse, sera prise 

en compte dans l'évaluation. 

En observant les valeurs données par le modèle introduit à 

la question 2. grâce à un tableau obtenu à l’aide d’une cal- 

culatrice, expliquer si ce modèle reste valable sur le long 

terme. 

CORAIGE P. 359 

1 9. +++ Incident nucléaire 

Suite à un incident nucléaire, on a consigné dans le tableau 

suivant, heure par heure, les résultats fournis par un appa- 

reil de mesure de la radioactivité. Les N,, sont des nombres 

entiers représentant le nombre de particules recueillies par 

l'appareil pendant une seconde. 

1. On pose z, = In(N, — 2)pour tout i variant de 0 à 6 (où In 

désigne le logarithme népérien). 

Donner les valeurs de z; arrondies au millième le plus proche. 

Représenter le nuage (f,, z;) dans un repère orthogonal 

(unités graphiques : 3 cm pour une heure en abscisse, 4 cm 

pour une unité en ordonnée). 

2. Donner une équation de la droite de régression de zen 

t (les coefficients sont à arrondir à 107%). . 

3. Donner l'expression de N en fonction de f déduite de cet 

ajustement. | 

4. En supposant que l’expression obtenue en 3. reste 

valable, déterminer à partir de quel relevé on obtiendra une 

valeur de N inférieure ou égale à 3. 

Comparaison d'ajustements 

2 0. +++ Recul d’un glacier 

Pour étudier le recul d’un grand glacier alpin au fil des 

années, une première mesure a été effectuée en 1900 : ce 

glacier mesurait alors 25,6 km. 

Des relevés ont ensuite été effectués tous les 20 ans : le 

recul du glacier est mesuré par rapport à la position où se 

trouvait initialement le pied du glacier en 1900. 

Les mesures successives ont été relevées dans le tableau ci- 

dessous. 

On note f la durée, en années, écoulée depuis 1900, et r le 

recul correspondant, mesuré en kilomètres. 

tal 

: | 1900 | 1920 | 1940 | 1960 | 1980 | 2000 
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Par exemple, en 1940 (1 = 40), le recul du glacier par rap- 

port à 1900 a été de 0,6 km : la longueur du glacier était 

donc de 25,6 — 0,6 = 25 km. 

Dans cet exercice, les résultats seront arrondis, si nécessaire, 

à 10%. 

A. Ajustement affine 

1. Tracer le nuage de points dans le repère donné en 

annexe (durée f en abscisse, distance r en ordonnée). 

2. À l’aide de la calculatrice, donner l'équation de la droite 

d'ajustement affine par la méthode des moindres carrés de 

r en fonction de f, puis tracer cette droite dans le repère 

précédent. 

3. À partir du modèle affine obtenu précédemment, esti- 

mer par le calcul : 

a) Le recul, puis la longueur du glacier en 2011. 

b) L'année de disparition du glacier (arrondir à l’unité). 

Annexe 

Recul (mesuré en km) 

Durée (à partir de 1900) 

40 60 80 100 120 140 

B. Ajustement exponentiel 

Le résultat du 3.b) de la partie A. étant peu en accord avec 

la plupart des autres études, les glaciologues considèrent 

un autre modèle : le modèle exponentiel. 

On pose y = Inr. On rappelle que Inr désigne le logarithme 

népérien du recul r. 

1. Recopier, puis compléter le tableau suivant sur votre 

copie (pour permettre le calcul de y, la durée 0 de l’année 

1900 a été exclue du tableau). 

2. a) À l’aide de la calculatrice, donner l'équation de la 

droite d'ajustement affine par la méthode des moindres 

carrés de y en fonction de t. 

b) Déduire que r(#) = e0025t-1,599, 

3. En utilisant le modèle obtenu précédemment, estimer 

par le calcul : 

a) Le recul, puis la longueur du glacier en 2011. 

b) L'année de disparition du glacier (arrondir à l'unité). 
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2 1. +++ Progression d’une épidémie 

Pour étudier la progression d’une épidémie de grippe, une 

enquête est faite auprès d’un échantillon de 1 000 per- 

sonnes ; le tableau ci-dessous donne le nombre N(t) d’indi- 

vidus ayant été contaminés, à la date f, exprimée en jours. 

On considère qu'après 20 jours l'épidémie est terminée, 

c'est-à-dire que le nombre total de personnes ayant été 

contaminées ne varie plus. 

L. a) Dans un repère orthogonal (O À, ÿ), placer les points 

de coordonnées (£, N(£)) (unités graphiques : 0,5 cm pour 

1 jour en abscisse, 1 cm pour 50 individus en ordonnée). 

b) Déterminer une équation de la droite de régression de N 

en £ et la tracer. Les coefficients sont à arrondir à l’unité. 

c) Déduire de l'ajustement précédent une estimation du 

nombre d'individus contaminés au bout d’une semaine. 

2. On considère la fonction définie sur [0, 40] par : 

f(E) = 500(1 — e-22f), 

a) Recopier et compléter le tableau suivant (les résultats 

sont à arrondir à l’unité). 

b) Tracer la courbe représentative de f dans le repère 

(O dt j) précédent. 

c) Déterminer graphiquement quelle est, de la droite de la 
première question ou de la courbe précédente, celle qui 
ajuste le mieux le nuage et l'utiliser pour indiquer la date à 
laquelle le quart de la population étudiée a déjà été atteint. 

2 2 e +++ Croissance d’une population 

On étudie la croissance d’une population de crustacés 
planctoniques dans un environnement limité. 

On note x le nombre des individus de cette population à 
l'instant £ exprimé en jours. Les résultats obtenus sont dans 
le tableau suivant : 



1. Dans un repère orthogonal représenter le nuage des 

huit points de coordonnées (f; x;). On prendra comme uni- 

tés graphiques 1 cm pour 1 jour en abscisses et 1 cm pour 

50 individus en ordonnées. Un ajustement affine de ce 

nuage paraît-il justifié ? 

Dans la suite de l'exercice, toutes les valeurs sont à arrondir 

Ale 

2. On pose y =In er 
sa Le 

} où In désigne la fonction loga- 

rithme népérien. 

a) Recopier et compléter le tableau de valeurs ci-dessous : 

b) Calculer les coordonnées du point moyen G du nuage 

des points de coordonnées (f, y). 

c) Déterminer l’équation de la droite d'ajustement de la 

forme y = at + b. Les coefficients a et b sont à arrondir à 

li A 

3. On admet, dans cette fonction, que f et y sont reliés par 

la relation : y = 0,75t — 4,08. 
720 

——————— ce qui détermine x 1+e-075t-4,08 a) Montrer alors que x = 

comme fonction de f sur [0, + cf. 

b) Sur le graphique de la question 1., quel phénomène 

semble apparaître lorsque { devient suffisamment grand ? 

c) On admet que lim e°75-#% = O, En déduire lim x(#£). 
tt t—+o 

Ce résultat est-il cohérent avec la réalité expérimentale ? 

Ajustement affine 
et suite géométrique 

2 3. +++ Avec le tableur 

Un laboratoire a acheté un équipement en 2007 pour une 

valeur de 50 000 £ et a noté la valeur de cette machine sur 

le marché de l’occasion jusqu’en 2012. 

Les résultats sont notés dans le tableau suivant : 

nu 554 

50 000 36 000 | 32 000 

1 

Fr 

42 000 22 000 

4 

00 

A. 1. Représenter le nuage de points (x, y,) dans un repère 

orthogonal. 

2. À l’aide de la calculatrice, déterminer une équation de la 

droite d'ajustement de y en x, obtenue par la méthode des 

moindres carrés (arrondir les coefficients à l’unité). 

Pour l'étude qui suit, on retient comme ajustement affine la 

droite À d'équation y = — 5 440x + 48 400. 

3. Tracer la droite A sur le graphique. 

4. En supposant que ce modèle reste valable pour les cinq 

années à venir, prévoir une estimation de la valeur de cet 

équipement en 2014, puis en 2017. 

5. Commenter le dernier résultat. 

B. Le service comptable de cette entreprise remarque que 

pendant les années 2007 à 2012 la machine s’est dépréciée 

d'environ 15 % par an. Il suppose alors qu’à partir de 2012 

la baisse annuelle sera de 15 %. Il pose v, = 22 000 et note 

(v,) la suite donnant la valeur estimée, selon ce modèle, de 

l'équipement au bout de r années de fonctionnement à 

partir de 2012. 

Ainsi, v, est la valeur estimée de l’équipement en 2013. 

1. a) Montrer que la suite (v,) est géométrique ; détermi- 

ner sa raison. 

b) Montrer que, pour tout entier n, 

v, = 22 000 x (0,85)". 
2. Le tableau suivant est un extrait d’une feuille de calculs. 

Il donne la valeur estimée v, de l'équipement pour les 

années 2012 à 2018. Le format de la colonne D est un for- 

mat numérique à zéro décimale. 

| Valeur réelle | Rang de l'année | Valeur estimée 

| de la machine | à partir de 2012 | de la machine 
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Exercices 

Donner une formule qui, entrée dans la cellule D8, permet, 

par recopie vers le bas, d'obtenir la plage de cellules 

D8:D13. 

3. Dans cette question, toute trace de recherche, même 

incomplète, ou d'initiative même non fructueuse, sera prise 

en compte dans l'évaluation. 

Selon ce modèle, à partir de quelle année la machine aura- 

t-elle une valeur inférieure à 5 000 € ? 

60 000 

50 000 

40 000 

30 000 

20 000 

10 000 

— 10 000 
Rang de l'année 

Ajustement affine 
et équation différentielle 

2 4, +++ Perfusion lente 

Les deux parties peuvent être traitées indépendamment 

l’une de l’autre. 

Pour un examen cardiovasculaire, on effectue une perfu- 

sion lente à débit constant d’une solution marquée par un 

indicateur radioactif. 

A. Étude expérimentale 

On relève l’évolution de la concentration au niveau du ven- 

tricule droit et on obtient les résultats suivants : 

EIRE EN Te. 
DRE 

; 

Dans cette partie, les résultats sont à arrondir à 1072. 

1. On pose z; = In(120 — c;), In désigne le logarithme népérien. 

Donner les valeurs de z; pour i variant de 1 à 7. 
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2. Déterminer par la méthode des moindres carrés une 

équation de la droite de régression de z en f. 

3. Donner une expression de la concentration c en fonc- 

tion de t déduite de cet ajustement. 

4. Utiliser l'ajustement précédent pour déterminer au bout 

de combien de temps c = 118. 

B. Résolution d'une équation différentielle 

On admet que la fonction c est solution de l'équation diffé- 

rentielle (E) : y’ + 0,3y = 36. 

1. Résoudre l'équation différentielle (E). 

2. Déterminer la fonction solution c qui vérifie c(0) = O. 
1 r2 

3.0 t [=— t)dt. n note EL ft) 

Démontrer que J = 120 + 40e-% — 40e06. 

L'est la valeur moyenne de la concentration quand 2 < t< 12. 
CORRIGE P. 359 

2 5. +++ Réimplantation d’écrevisses 

Dans cet exercice, les deux parties peuvent être traitées de 

façon indépendante. 

A. On procède à une réimplantation d’écrevisses. On lâche 

100 individus et on relève tous les six mois l'effectif » de la 

colonie d’écrevisses en fonction du temps écoulé £ (exprimé 

en mois). On obtient ainsi huit effectifs n, (i variant de 1 à 8) : 

| 100 É 2 500 |7 500 |22 000 64 000) 000 

1. On pose y = In(3r — 200) où In représente la fonction 

logarithme népérien. Calculer les valeurs y, = In(3n, — 200) 

pour À variant de 1 à 8. Arrondir à 10%. 

2. Représenter le nuage de points M{(f, y;) dans un repère 

orthogonal (unités graphiques : 3 cm pour 6 mois sur l’axe 

des abscisses, 1 cm par unité sur l’axe des ordonnées). 

3. Donner une équation de la droite de régression de y en 

t sous la forme y = at + b. Arrondir a et b à 1072. En déduire 

l'expression de n-en fonction de t associée à cet ajustement. 

4. Utiliser l’ajustement précédent pour déterminer l’effec- 
tif au bout de 40 mois. 

B. Dans cette partie, on considère que la fonction donnant 
le nombre d'individus en fonction du temps £ (exprimé en 
mois) est représentée par une solution de l'équation diffé- 
rentielle (E) : À” — 0,18X = — 12. 

1. Résoudre l'équation différentielle (E). 

2. Déterminer la solution de (E) qui vérifie X(0) = 100. 
3. Déterminer au bout de combien de mois la population 
aura dépassé 50 000 individus. 
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Concevoir et exploiter une simulation pour une loi uniforme. 

Calculer une probabilité avec une loi exponentielle. 

Interpréter l'espérance avec une loi exponentielle. 

Utiliser une calculatrice ou un tableur avec une loi normale. 

Déterminer la loi normale approximant une loi binomiale. 

Connaître et exploiter l'intervalle de fluctuation 

asymptotique à 95 % d'une fréquence. 

Estimer une proportion inconnue avec un niveau de 

confiance de 95 %. 

Juger de l'égalité de deux proportions. 



LA AL $ d'approche 

introduire l'espérance et la variance 
d'une variable aléatoire de loi uniforme 
avec le tableur 

CES 
Moyenne et écart type du générateur aléatoire 

Le générateur de nombres aléatoires du tableur =ALEA() a pour fonction de produire «au 

hasard » un nombre entre 0 et 1. L'expression «au hasard » signifie que tout nombre décimal 

entre 0 et 1, ici affiché avec 9 

décimales, a théoriquement 

autant de « chances » d'appa- 

raître qu'un autre. 

On s'intéresse ici à la moyenne 

et à l'écart type des résultats 

produits par le générateur 

ALEA(. 

A. Simulations 

1° Sur une feuille de tableur, produire 5 000 valeurs du générateur ALEA() puis calculer la 

moyenne et l'écart type de ces 5 000 valeurs (attention, pour l'écart type, on doit utiliser la 

fonction =ECARTYPEP(plage) avec un « P » à la fin). 

2° En faisant plusieurs fois F9, donner une estimation (arrondir à 10 2?) de la moyenne et de 

l'écart type du générateur ALEA() sur un très grand nombre de valeurs. 

B. Calculs théoriques 

Les estimations précédentes correspondent à l'espérance et à l'écart type d'une variable aléa- 

toire X de loi « uniforme » sur l'intervalle [0, 1] que le générateur ALEA() simule. 

1° Espérance 

a) La valeur de l'espérance E(X) était prévisible. Pourquoi ? 

b) La moyenne de 5 000 valeurs est obtenue selon la formule x = > x X d où le symbole Y 
n 

signifie que l'on fait la somme des 5 000 valeurs x; produites par ALEA et où n = 5 000, chaque 
1] 

valeur ayant le même « poids » 
5 000 

Le calcul de : espérance se fait sur un nombre infini de valeurs. Pour cela, x; est remplacé par 

xet > ….x— rest remplacé par .dx. Calculer |’ intégrale [| x dx. 

2° Variance et écart type 

L'écart type est la racine carrée de la variance. 
| 2 LR Pour 5 000 valeurs, la variance est donnée par la formule V= Ÿ° x? x— - x2. 

n 
Pour un nombre infini de valeurs, on aura : V(X) = [ x2dx —(ECOP. 

a) Calculer l'intégrale 1e dx. 

b) En déduire V(X) puis o(X)=/V(X). 

Comparer avec l'estimation donnée d'après les simulations. 
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Passer d'histogrammes de fréquences 
a une loi à densité avec GeoGebra 

Temps de fonctionnement 

On considère un matériel pour les laboratoires dont le temps de fonctionnement, exprimé en 

semestres, est modélisé par une variable aléatoire T prenant ses valeurs dans l'intervalle [0O, + cf. 

Simulation des temps de fonctionnement et histogrammes des fréquences 

On utilise le tableur de GeoGebra pour simuler 5 000 temps de fonctionnement, c'est-à-dire 

5 000 réalisations de la variable aléatoire T. On suppose qu'un temps de fonctionnement est 

simulé par l'instruction -In(random())/0.07. 

Entrer cette instruction en cellule A1 puis recopier vers le bas jusqu’à la ligne 1 000 et vers la 

droite jusqu'à la colonne E. 

Sélectionner les 5 000 données, puis, par un clic droit, créer une liste (la liste est nommée liste1). 

Pour visualiser les données, on les regroupe en n classes. Créer un curseur n allant de 5 à 30 avec 

un incrément 1. 

On crée ensuite un histogramme « normalisé » c'est-à-dire tel que l'aire de chaque rectangle est 

égale à la fréquence de la classe correspondante. 

Pour cela, entrer dans la barre de saisie l'expression : 

Histogrammelffalse,Classes[liste1,n],liste1,true,1/50001. 

Déplacer 

g)| E—0) :| Déplacer ou sélectionner un où des objets(Cir) (Raccourci-Esc) bal] 
©G® [Graphique ©@0 |Tabieur 

0.07 Ac :|EEEIm-|E- 

A & Ÿ}={-n(random())} / 0.07 

B 6 D 
Dares 50 1805) 52324 219568 

81905] 30918. 05715) 17412 

[3 liozou7| 135164) 21452) 51327 
123112 | 772366 | 10.6909 | 42.5216 
49507| 1163! 11039! 23385 
20488 | 109504! 37112! 0.1444 
arB15|123002| 13723] 46621| 47343 

45756 | 79546 
6431| 14282 

25 | 106579 | 15.6880 | _ 
99248 | 8.9291 | 
6.502| 9.7481 |23. 

211966 | 5477 
3 | 204546 | 213775 | 

51272 | 30424| 10461 | 149814! 

LOTPA 23218 | SR 
69081 | 

1° Régler le curseur à n = 20 et appuyer plusieurs fois sur F9 pour observer plusieurs échantillons 

de taille 5 000. Quelle est la classe la plus fréquente ? 

2° Soit t un réel positif, On s'intéresse à l'événement : « le temps de fonctionnement est inférieur 

ou égal à t », que l’on peut noter «T<t». 

Créer un curseur t allant de 0 à 150. 

Entrer dans la barre de saisie Fréquence=NbSi[x<=t,liste1]1/5000. 

a) En faisant plusieurs fois F9, donner une estimation de la probabilité P(T< 15). 

b) En faisant plusieurs fois F9, estimer, à l'unité, la valeur t, pour laquelle P(T < t,) = 0,5. Cette 

valeur t, est le temps de fonctionnement médian, exprimé en semestres. 
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ACT IV ÊËS d'approche 

3° Augmenter le curseur n jusqu'à n = 100 et faire plusieurs fois F9. De quel type est le « profil » 

de l’histogramme ? 

B. Courbe de densité et calculs d’aires 

On introduit la courbe de densité représentant la fonction f définie pour tout réel x positif par 

fs 00 eux 

1° Saisir f-Fonction[0.07*exp(-0.07*x),0,150]. Faire plusieurs fois F9. Que constate-t-on ? 

2° a) Pour tout réel t positif, calculer F(t) = [fo dx. 

b) En déduire F(15) et comparer avec l'estimation de P(T< 15) effectuée à la question A.2°a. 

c) Calculer une valeur approchée de F(t) à l'aide de GeoGebra. Donner une-interprétation 

graphique de F(t). 

\ d) Résoudre l'équation F(t) = 0,5 et comparer avec l'estimation effectuée à la question A.2°b. 

e) Calculer lim F(t). Donner une interprétation graphique du résultat. 
t—+00 

EMEA introduire la loi « normale » avec GeoGebra 
Vers la courbe de Gauss 

La courbe de Gauss, ou courbe « en cloche », apparaît dans de nombreuses situations. Cette acti- 

vité permet d'expérimenter, par simulation avec GeoGebra, une telle situation. 

A. Somme de 12 nombres tirés au hasard entre 0 et 1 

On s'intéresse à la répartition des résultats de la somme de 12 nombres, chacun de ces nombres 

étant tiré au hasard entre 0 et 1, c'est-à-dire selon une loi uniforme. 

e Avec le tableur de GeoGebra, entrer en cellule A1 l'instruction : 

=random()+random()+random()+random()+random()+random()}+random()+random()+random() 

+random()}+random()+random(). 

Recopier vers le bas jusqu'à la ligne 1 000 puis vers la droite jusqu'à la colonne E, pour obtenir 

5 000 réalisations. 

e Sélectionner les 5 000 valeurs obtenues, puis, par un clic droit, créer une liste (la liste est nom- 
mée listel). 

e Pour visualiser les données, on les regroupe en n classes. Créer un curseur n allant de 5 à 30. 
Créer ensuite un histogramme « normalisé » c'est-à-dire tel que l'aire de chaque rectangle est 
égale à la fréquence de la classe correspondante en entrant dans la barre de saisie l'expression : 
Histogrammelfalse, Classes[liste1,n]liste1,true,1/50001. 
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na] [:] Déplacer: Déplacer ou sélectionner un ou des objets(Ctrl) (Raccourci=Esc) 

Mn BE orgue : SRE abus = Objets libres T Bis EEGe:] G- @n=10 Ra LL pe 
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Fe CE ÉCHECS RCE Lo & = 04 © listel — {5.3698, 
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60527 | 8.8255 | | 48627 (Tous | 56573 | 
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03 
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02: 
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use 

= UE] 3 

1° Régler le curseur à n=5 et appuyer plusieurs fois sur F9 pour observer plusieurs échantillons 
de taille 5 000. 

a) La répartition des valeurs entre les classes paraît-elle uniforme ? 

b) Autour de quelle valeur entière observe-t-on la classe la plus fréquente ? 

c) Reprendre les deux questions précédentes en réglant le curseur à n= 11. 

2° Augmenter le curseur n jusqu'à n = 30 et faire plusieurs fois F9. Décrire le « profil » de l’histo- 
gramme. 

B. Courbe de Gauss 

La courbe de Gauss est celle d’une fonction de densité fd’une loi de probabilité dite « normale ». 

On sait que la loi uniforme sur l'intervalle [0, 1] correspond à une espérance de 0,5 et à une 

variance de re On admet qu'en répétant à l'identique la même expérience consistant à tirer un 

nombre au hasard entre 0 et 1, la somme des 12 nombres conduit à des valeurs de moyenne 
1] 

12X0,5=6 et de variance Le di 

e Saisir sur GeoGebra l'instruction : f=Normale[6,1,x]. 

1° Avec le curseur réglé à n = 30, faire plusieurs fois F9. Qu'observe-t-on ? 

2° Donner, d'après la fenêtre « algèbre » de GeoGebra, l'expression analytique de la fonction de 
densité f. 

Cette activité illustre le fait que lorsqu'un phénomène aléatoire est la somme d’un nombre, assez 

important, de phénomènes aléatoires indépendants de même loi (quelle que soit cette loi), il suit une 

loi normale. C'est une raison pour laquelle la loi normale est assez fréquemment rencontrée (d'où son 

nom). 
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ACTIVITÉS d'approche 

introduire la notion d'intervalle 

Un intervalle de fluctuation « asymptotique » ! 

On lance n fois (n > 100) une pièce de monnaie supposée équilibrée et on s'intéresse à la proba- 

bilité d'observer, après ces n lancers, une fréquence de « pile» appartenant à l'intervalle 

0,98 rl 
L=sl05-==-;0,5+F— 08 Se 

: X 
Soit X, la variable aléatoire correspondant au nombre de « pile » après n lancers et F,= me la 

variable aléatoire associée à la fréquence de « pile ». 

1° Montrer que X, suit la loi binomiale de paramètres n et 0,5. 

2° a) Montrer que, pour tout entier n strictement positif : 

PF, e 1,)=P(X, <0,5n+0,98Vn)-P(X, <0,5n—0,98Vn). 

b) Reproduire et compléter le tableau suivant, en déterminant, à partir de O,5n - 0,98Vn et 

0,5n + 0,98Vn, les entiers i et j permettant, à l'aide de la loi binomiale, le calcul de : 

PRE I=P(XAS NE PIX EI) (Arrondir les résultats approchés à 10.) 

n 0,5n - 0,98 /n 0,5n +0,98Vn i j PF,el) 

100 40,2 HU 7608 40 59 0,943 

1000 

2 500 

3° On a obtenu, sur tableur, la feuille de calcul suivante. 

a) D'après l’aide du tableur, la 

fonction ARRONDI.SUP(xnb) 

arrondit x «en s'éloignant de 

zéro » avec nb chiffres après 

la virgule. 

Que fournit l'instruction 

=ARRONDI.SUP(x;0)-1 lorsque 

x= 46901 et lorsque 

xX=11201% 

b) En utilisant le graphique, 

conjecturer la valeur de 

lim P(F, € 1). 
N—+0° 

On dit que I, est un intervalle de fluctuation « asymptotique » au seuil de 95% de F,. L'intérêt de cet 

intervalle de fluctuation, par rapport à celui, non asymptotique, introduit en Première, est d'avoir une 

expression analytique explicite de l'intervalle. 
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L CTI \ ÊS d'a
pproche 

introduire graphiquement la notion 
d'intervalle de confiance avec GeoGebra 

À la recherche d’un intervalle « de confiance » 

On considère une urne contenant des boules rouges et des boules bleues. On note p la propor- 
tion des boules rouges dans l’urne. On désigne par F la variable aléatoire qui, à tout prélèvement 
de 100 boules, avec remise, dans l’urne, associe la fréquence f des boules rouges obtenue sur 
l'échantillon. 

12 

2e 

Supposons que p soit connu, que 100p 2 5 et 100(1 — p) > 5. Dans ce cas, un intervalle de 
fluctuation asymptotique au seuil de 95 % de Fest donné par: 
[p — 0,1964/p(1-p) ; p + 0,196/p(1- p)] (c'est-à-dire que, théoriquement, environ 95% des 

échantillons fournissent une fréquence fcomprise dans cet intervalle). 

a) À l'aide de GeoGebra, créer un curseur p de 0 à 1 avec un incrément de 0,01 et tracer les 
courbes C; et C, représentant les fonctions définies pour x dans l'intervalle [O, 1] par : 
XHX-0,1964/x(1- x) etxk x+0,196/x(1- x). 

Créer les points d’intersection de C, et C, avec la droite d'équation XD. 

= Objets libres 
a p=04 

= Objets dépendants 
2 À = (0.4, 0.304) 
-@ B={0.4, 0.496) 
+-@ a:x= 0.4 

-@ Fl(x) = x — 0.196 /x (1 — x) La | Lite 

Le P(x) = x+0.196 /x (L—x) |! ! 

b) Utiliser le fichier GeoGebra (arrondir à 3 décimales l'affichage) pour obtenir un intervalle 

de fluctuation asymptotique de F à 95 % lorsque p = 0,4; p= 0,71 ; p= 0,02. Que se passe-t-il 

dans le dernier cas ? 

Supposons maintenant que l'on ignore la valeur de p (on ne connaît pas la proportion des 

boules rouges dans l’urne). On possède cependant la fréquence f= 0,6 des boules rouges 

après un prélèvement au hasard et avec remise de 100 boules. La recherche d’un intervalle 
« de confiance » à 95% pour p consiste en un changement de point de vue. 

Utiliser le fichier GeoGebra pour obtenir les abscisses x, et x, (avec x, < x.) des points d'inter- 

section des courbes C, et C, avec la droite d'équation y = 0,6. 

L'intervalle Ex, x,] est un «intervalle de confiance » de p à 95 % de confiance. 

On suppose que, pour une autre composition de l’urne (autre valeur de p inconnue), on 

observe une fréquence f= 0,55 de boules rouges après un prélèvement au hasard et avec 

remise de 100 boules. Donner, à l'aide de GeoGebra, un « intervalle de confiance » de p à 95 % 

de confiance. 
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© Exemples de lois à densité 
À. Loi uniforme sur [a, b] 

Générateur de « nombres aléatoires » 

L'instruction Ran#, NbrAléat où rand suivant le modèle de calculatrice ou ALEA() 

pour un tableur permet d'obtenir des nombres pseudo-aléatoires, c'est-à-dire une 

suite de nombres décimaux de l'intervalle [0, 1] qui s'approchent statistiquement 

de ce qui peut être considéré comme résultat du seul hasard, la notion de hasard 

étant très difficile à définir d’un point de vue théorique. 

L'idéal serait de créer une suite de nombres compris entre 0 et 1, chacun ayant la 

même chance d'apparaître. 

Nous savons, avec le lancer d'un dé bien équilibré, qu'il est possible d'obtenir les 

nombres 1, 2, 3, 4, 5, 6 de façon équiprobable, la probabilité d'obtenir chacun 

1 
étant —. 

6 

De manière plus générale, le prélèvement au hasard d'une boule dans une urne 

contenant n boules indiscernables au toucher correspond à une équiprobabilité, la 
:. 1] 

probabilité d'obtenir chaque boule étant —. 
n 

Mais ici l'intervalle [0, 1] a une infinité d'éléments et attribuer une probabilité non 

nulle, même très petite, à l'obtention de chaque nombre de l'intervalle [0, 1] est en 

contradiction avec la définition d'une probabilité car P(Q) = 1. 

On est donc amené à choisir un autre modèle pour définir des probabilités d'évé- 

nements lorsque l'univers Q des possibles a une infinité d'éléments. 

Considérons l'expérience aléatoire consistant à lancer une fléchette sur une cible 

carrée en considérant que la fléchette atteint la cible à chaque lancer et que tous 

les points de la cible ont, en théorie, la même chance d'être atteints. 

La probabilité que la fléchette atteigne la 

cible est P(Q) = 1 et on peut supposer que 

la probabilité que la fléchette atteigne une 

partie de la cible est proportionnelle à l'aire 

de cette partie. 

Divisons la cible en dix bandes rectangu- 

laires de mêmes dimensions (voir la figure). 

Alors la probabilité que la fléchette atteigne 

un point du rectangle rouge est P(R) =— et, 

de même, pour la partie verte PU= 

ce 4 
pour la partie jaune P(J) dr: et pour l'ensemble des parties blanches P(B) + 

Loi uniforme sur [0, 1] 

Revenons à l'intervalle [0, 1] représenté par le segment [OE] dans le repère ortho- 
— — 

normé (O ; OE, OF), sur la première figure de la page suivante. 

Par analogie avec l'exemple ci-dessous de la cible, traçons le carré OEGF d’aire 1. 
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À tout intervalle L=[x,, x] inclus 
dans [0, 1], associons le rectangle 

QRST qui est l’ensemble des 
points M(x, y) tels que xe I et 
CSST 

Nous pouvons alors considérer 
que la probabilité d'obtenir au 
hasard un nombre de l'intervalle 
[0, 1] appartenant à 1=[x,, x,] est 
l'aire du rectangle QRST, c'est-à- 
dire : 

QRXQT=(x,-x)xX1=x,-x. 

Cette probabilité ne change pas 

Si I=1x;, x; D, x[ ou ]x., xl 
puisque nous avons vu que la probabilité d'obtenir exactement x, ou x, est nulle. 

DEFINITION |! 

Une variable aléatoire X suit la loi uniforme sur [0, 1] si et seulement si, pour tout 
intervalle I inclus dans [0, 1], la probabilité de l'événement «Xel» est l'aire de 
l'ensemble des SAS MX, y) 6 quexe IetO Sy < F0 

Sie 

"V ? Mic, 

à x ide EE ACRES e 

Exemple 

Soit U une variable aléatoire suivant la loi uniforme sur [0, 1]. 

P(U € [0,4 ; 0,6]) = 0,6 - 0,4 = 0,2. 

P(U = 0,8) = P(U € [0,8 ; 0,8]) = 0. 

Pour tout nombre réel u de l'intervalle [0, 1], 

P(U € [0, u]) =u-0, donc P(U < u) =u. 

En particulier P(U < 1) =1. 

Remarque 
ÉPPEETEE EE TETE 

Jusqu'à une date récente, tous les générateurs de « nombres aléatoires » 
- reposaient sur le même modèle : la loi uniforme sur [0, 1]. 

Loi uniforme sur [a, b] 

La définition précédente peut 

être généralisée à un intervalle 

[a, b] quelconque en rempla- 

çant le carré OEGF d'aire 1 par 

le rectangle ABDC d'aire 1: 

AB=b-aetABXAC=1,donc 
TN 

AC= Pl 

La probabilité d'obtenir un nombre de l'intervalle [a, b] appartenant à un intervalle 

I=[x;, x] inclus dans [a, b] est l'aire du rectangle QRST, c'est-à-dire : 

1 Plter > EUR 

b-a beas 
QRXOT=(x, 
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— D ÉFI \ ITI 0 N 

| Une variable aléatoire X suit la loi uniforme « sur [a, b] siet 
seulement si ,pourtout 

intervalle I inclus dans (a, b], la probabilité « de l'événement exe el» est l aire ( u. 

1 PT. “1 7 À A pa 

domaine {M(xy);xe I et0< y = f00} oùf: > R rex est la fonction de densité 

de la loi uniforme sur [a, b]. ne NT 

Soit X une varia able aléatoire suivant la loi uniforme sur ir [a, b].f Pour tout inter
valle 
EN E : 

… Dplindius dans [ab Le l _. dec TES 
€ * Le : x : È 2 SpA 

; X2-X: sé &, 
L.. à PIX CIE : RE 

$ » “ ; 2 é La ” 7 D es Mie de 

La probabilité que X prenne une valeur dans l'intervalle [x;, x,lest le quotient 

des longueurs des intervalles [x,, x] et [a, b]. 

Exemple 

Pour une variable aléatoire X suivant la loi uniforme sur [1, 3], la fonction de 

1 
densité est définie sur [1, 3] par f(x) = a É 

1e 
P(X el, 2-2 —= 5: c'est l'aire du domaine jaune clair. 

P(X el2,3)= = = : c'est l'aire du domaine violet. 

2,01—-1,99 0,02 
P(XEN,99 ; 2,01) == 2 ———=0, O1. 

P(X=2)=0. 
3-1 _2 

= ——— |, PIX EN, 3)=— = 5 

Remarque 
sosssssesssssesse 

De façon plus générale, pour une variable aléatoire à densité sur [a, b], la 
fonction de densité f vérifie les trois conditions : 

+_fest positive : pour tout x de [a, b], f(x) > 0; 

+ fest continue sur [4, b], sauf éventuellement en un nombre fini de points ; 

. fé f(x) dx = 1. (L’aire sous la courbe est P(Q) = 1). 

On peut étendre la définition de f à R en posant f(x) = 0 pour tout x 
n’appartenant pas à [a, b]. 

Espérance d’une variable aléatoire suivant une loi uniforme sur [a, b] 

L'activité d'approche Æ a permis, dans le cas d’une variable aléatoire X suivant la loi 

uniforme sur [0, 1], d'introduire comme expression de l'espérance de X: 

ECO = [xdx. 
Comme la fonction de densité f de la loi uniforme sur [0, 1] est définie par 

1] 
FO)= ES 1, nous pouvons écrire que E(X)= fx f(x) dx. 

Plus généralement, pour une variable aléatoire à densité sur [a, b], on définit E(X) 

de la façon suivante. 

DÉFINITION ; 

| L'espérance d'une variable aléatoire X à densité é sur [a, 
où est la fonction de densité.is 55 RTE PR 

Lare 
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Si X suit la loi uniforme sur [a, b], alors f(x) = _ pour tout x de [a, b]. 
— a 

px 1 
Donc E(X)= de 

L b-a be 

2 P EE 
Et = ssl LEE 

b-a 20e 2 

(b—-a)(b+a) ; a+b 

b 
[ x dx, 

a a 

EUR) 
2(b- a) 2 

PROPRIÉTÉ | 

L'espérance d'une variable aléatoire X qui suit la loi uniforme sur [a, b] est 
a+b Ÿ +) : rie FRERE A A E 

E(X)=— | L hs à. 0 0 ; ART LR A 
. “ne. sn FOUT 

me eu LME TA 

Ce résultat peut être interprété de la façon suivante : lorsqu'une expérience aléa- 
toire faisant intervenir une variable aléatoire X suivant la loi uniforme sur [a, b] est 
répétée un très grand nombre de fois, la moyenne des valeurs prises par X devient 

. a+b 
voisine de qui est le centre de l'intervalle [a, b]. 

Variance d’une variable aléatoire suivant une loi uniforme sur [a, b] 

L'activité d'approche Æ a aussi permis, dans le cas d’une variable aléatoire suivant 
la loi uniforme sur [0, 1], d'introduire comme expression de la variance de X: 

v00= [x dx-—(E(X)}, qui peut aussi s’écrire V00= Pef(o dx (EL) puisque 

la fonction de densité fde X est définie par f(x) = 1. 

Plus généralement, pour une variable aléatoire à densité sur [a, b], on définit V(X) 
de la façon suivante. 

s La variance d'une variable aléatoire X à densité sur (a, b] est-ut 7 1 Fu 
10 70 + A ES : ; # à _ V(X)= Lx fO0dx—{E(X) ? où est la fonction de densité. # "A: pi 72 

RO . AT : so LT, À = à. L sadies RE - ? VEINE Re thire + CT ROUES 

1 
SiX suit la loi uniforme sur [a, b], alors f(x) = HE pour tout x de [a, b]. 

bax? a+bŸ 
DoncV(X)= | ax [222 

ARCS 102 

L'écart type est O(X) 

a b—a D) 

3 P 2 XIe) x PAG ÈEME 

b-a È 4 

1 fb-&\ (a+b} 
V(X Ses à LS 1 

a | 3 | 4 

7 RS RQ RE her 

3 4 
2+4ab+4a? -3a? —-6ab-3b? VE be Mn A Let 

12 

b?-2ab+a? _(b-a} 

AE 12 dt Eine 
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UN 
VIS SE Étude d’une situation relevant de la loi uniforme 

ÉNONCÉ 

Sur une autoroute, deux postes consécutifs de téléphone de secours A et B 

sont distants de 5 km. % 

On note X la variable aléatoire qui, à tout véhicule tombant en panne entre À 

et B, associe la distance en km parcourue depuis le poste A. 

On considère que X suit une loi uniforme sur l'intervalle [O, 5]. 

1° Donner la fonction de densité fde la variable aléatoire X. 

2° Calculer les probabilités P(XE [0,1])et P(XE (3, 5]). 

3° a) Calculer l'espérance E(X). 

b) Donner une interprétation de E(X) dans le contexte de l'énoncé. 

4° Calculer la variante V(X) et l'écart type o(X). 

MÉTHODE SOLUTION LE RP : 

1° La fonction de densité de X est la fonction fdéfinie sur [0, 5] par f(x) me 
Utiliser la définition de 

2°? 

la loi uniforme sur [a, b]. 

P(X el0, Me De 
Utiliser la définition de SM 

la loi uniforme sur {a, b]. PIX, 5)-(5-3)x-2. 

SERRE 
5 

b . 5X 7 25 
3°a)E(X)=| xf(x)dx, doncici E(X)=| —dx, E(X)=|—| =—2=2,5. 

Utiliser la définition ea ï me ; ag 1 5 is pal 10 = 

de E(X). 4 4 a+b 
On peut aussi appliquer directement la formule E(X)=—. 

Appliquer la formule 2 
donnant E(X). Ici EU0= 222,5. 

b) Pour un très grand nombre de véhicules tombant en panne entre A et B, la 

distance moyenne parcourue depuis le poste A est voisine de 2,5 km. 

æv00=|[ 2 fLodx-[EGOE, donc ici 
Utiliser la définition 

5 de V(X). 2 2 
: v00= FA ax-[à) , donc von =|# | PER 

PS 15,44 
125 de Lo A) 
15204 3 4 

25 
V(X)=— = 2,0833. 

12 
_ nY2 

| > On neltauseranbliateediecte oO Re ie 
Appliquer la formule 12 

donnant VX). Ici {X)=2222,0833. 
TARN 

re. 3 25 5 
> Par définit = = | =——= rer ar définition G(X)=/V(X), donc ici c(X) x TA ME 

de G(X). 
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B. Loi exponentielle 

L'activité d'approche 2 sur la durée de fonctionnement d'un matériel non soumis 
à Un phénomène d'usure et le TP2 sur la radioactivité conduisent à étudier des 
variables aléatoires à densité, prenant leurs valeurs dans l'intervalle [0, + co], dont la 

fonction de densité est d'un type particulier. 

DÉFINITION 

La loi exponentielle de paramètre À, où À > 0, est la loi à densité do la fonc- 
tion de densité est définie sur [O, + cf par : . rue M de pi à 

f(t)= he .. Les TONER 
2, 4 Li. 

Exemple 

Dans le cas particulier où À = 0,02 on a f(t) = 0,02 e-%°2t bour tout t positif. 

f'(t) = -(0,02)2 e202t < 0, 

f(0) = 0,02 car e°=1. 

lim —0,02t=-et lim e*=0, donc lim e2%2 =0 et lim f(t)=0 : la courbe 
t— +00 X— -c t— +00 t— + 

représentative de fa pour asymptote l'axe des abscisses. 

Signe de f’(t) = 

A=10 02 0,02 

VEUEUCU CEE M: à 

0,01 

50 100 x 150 200 t 

L'aire de la partie du plan limitée par les axes de coordonnées, la courbe et la 

droite verticale d'équation t = x, où x > 0, est: 

AUX) = Ltd, doncici 4(x)= fé 0,02 e-002t dt. 

s{x)=[-e 21%, donc a(x)=-e"002x -(—e0), A(x)=1-e"002x, 

Nous venons de démontrer ci-dessus que lim e-°°%*=0, donc lim &{(x)=1. 
X— 400 X— +00 

L'aire sous la courbe représentative de la fonction fest égale à 1 unité d'aire, 

alors que c'est l'aire d'une partie du plan illimitée à droite. 
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Remarque 
sonsossssoressees 

Les propriétés obtenues dans le cas particulier où À = 0,02 restent valables 

dans le cas général où À > 0. Ainsi nous observons que la fonction f satisfait 

aux trois conditions caractérisant une fonction de densité, mais ici celle-ci est 

définie sur [0, + [ et non sur [a, b]. 

Calcul de probabilités 

On étend à l'intervalle [O, + « les définitions et résultats concernant les variables 

aléatoires à densité sur [a, b]. 

À RETENIR SE 

_ Soit X une variable aléatoire suivant la loi exponentielle de RATE Re Mit. 
Te 

CRE Le 

' Pour tout [x x;] ir inclu us dans [0, + ol, PIX ELx x D= . ‘le #dt.… 
ES 

| GAS EAP 
EEE PRE a 

A 

\ Done particulier, pour toutx2 0,  PUXSx)= “h Ce dt. 
“ 

Exemple | 

Reprenons le cas où À = 0,02. 

La probabilité que X prenne une valeur comprise entre 20 et 50 est 
50 

P(X ef20, 50]) = 14 0,02e2%2 dt, donc P(X e[20, 50])=e 24 -e-1=0,302. 

La probabilité que X prenne une valeur inférieure ou égale à 100 est 
100 

P(X<100)= [ 0,02e°%2tdt, donc P(X<100)=1-e"? =0,865. 

Espérance d’une variable aléatoire suivant une loi exponentielle 

1 3e 
di Ex = sn Lx ré, où fs la fonce de censé " #4 Ê 21 

Comme f(t) = edf, on a E(X)= lim fe Àte”Àt dt. 
x + 

Soit G la fonction définie sur [0, + c[ par : G(t)=-— te — sex 

G'(t}=-e x -t(-L)e At = he : 

G'(t}=-e"" +Ate” M +erAt, 

G'(t)= te À, 

Donc G est une primitive de la fonction t- Ate”}!, 

[ “Mte-Mdt = G(x)-G(0). 

Or G(0) => par définition de G. 

Donc l: Àte ht dt =— xe-Xx — sex + at x 

Cherchons la limite en + des deux premiers termes de cette somme. 

ATEN 
APE TL A! e ke 

lim Àx= ä ss im + car À >Oet lim —=0 car l'inverse — a pour limite + co. 
X— +00 X— + eX X 
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EXERCICE 
résolu 2 

PROPRIÉTÉ 

aies TEAX 
Donc lim ——=0et lim -———=0. 

X— +00 ex X— +00 À ex 

Nous avons déjà démontré que lim e-*=0, donc lim —e-*=0. 
X— +00 X— +co 

x 1 
[k Ate”} dt est donc la somme de la constante 7 et de deux termes qui ont pour 

limite O quand x tend vers + co, 

En conclusion, lim f Àte”" dt = _. donc E(X)= _ 
X— +00 

L'espérance d’une variable aléatoire X qui suit la loi exponentielle de para- 

mètre À est EUO=. 

Ce résultat peut être interprété de la façon suivante : lorsqu'une expérience aléa- 

toire faisant intervenir une variable aléatoire X suivant la loi exponentielle de para- 

mètre À est répétée un très grand nombre de fois, la moyenne des valeurs prises par X 

devient voisine de —. 

Exemple 

Pour une variable aléatoire X suivant la loi exponentielle de paramètre À = 0,02, 
1] 

l'espérance de X est E(X)= Fo donc E(X)= 50. 

Vous pouvez observer sur la figure du début du paragraphe B. que E(X)= 50 est 

l'abscisse du point où la tangente à la courbe au point d'abscisse 0 et d'ordon- 

née À = 0,02 coupe l'axe des abscisses. 

Remarque 
CCCEEPEEEC EE EEE 

Avec un tableur ou une calculatrice on peut simuler une loi exponentielle à 

partir de la loi uniforme sur ]0, 1] ; ceci peut notamment permettre de 
De 1 

conforter l'interprétation ci-dessus de l'espérance E(X)= re 

Étude d’une situation relevant 
de la loi exponentielle 

ÉNONCÉ 

On note T la variable aléatoire qui, à tout composant électronique d’un cer- 

tain type, prélevé au hasard dans un stock, associe sa durée de fonctionne- 

ment (en heure) avant une défaillance. 

On suppose que T suit la loi exponentielle de paramètre 0,000 5. 

1° Donner la fonction de densité. 

2° Calculer les probabilités des événements suivants (arrondir à 10°) : 

À : la durée de bon fonctionnement du composant prélevé est inférieure à 

1 000 heures ; 

B : le composant prélevé fonctionne encore au bout de 500 heures ; 
IL e 
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C: la durée de bon fonctionnement du composant prélevé est comprise 

entre 500 h et 1 000h. 

3° a) Déterminer l'espérance E(T). 

b) Donner une interprétation de E(T) dans le contexte de l'énoncé. 

MÉTHODE SOLUTION ù En LR ee VUE k tt > 0, (# = 0,000 5e-000051. 
Utiliser la définition La es de 1000 

de la loi tielle. o L Es 0,000 5t SAP RREDUE 2° P(A)=P(T< 1 000), donc P(A)= [ 0,000 5e dt 
Utiliser un résultat 

surla loi erponentielle P(A)= 1 - e%5 + 0,393, les calculs étant effectués avec un tableur ou une cal- 

culatrice. 7 

L'événement contraire de B est B : la durée de bon fonctionnement du com- 

posant est inférieure à 500 heures. 

Donc P(B)= ‘He 0,000 5e-2.0005 dt, 

Introduire l'événement 

contraire. 

Utiliser un résultat À 
sur la loi exponentielle. P(B)=1-e 7 =0,221. 

Comme P(B)=1-P(B), on a P(B)=e 2, P(B)= 0,779. 

Cest l'événement T € [500, 1 000] dont la probabilité est : 
Utiliser un résultat 1000 Se 

sur la loi exponentielle. P(500 <T < 1000)= Fe GERS de, 

Utiliser P(B)=1- P(B). 

P(C}=e 9% —e 9 20,172. 
1 

> 3°a) Etre doncici E(T)}=————=2 000. 
Appliquer la formule À 0,000 5 

donnant E(T). b) Pour un très grand nombre de composants prélevés, la moyenne de leur 

temps de bon fonctionnement est voisine de 2 000 heures. 

Dans cet exercice, on étudie la fiabilité d'un dispositif (ici un composant électronique). 

Pour l'AFNOR, la fiabilité est «la caractéristique d'un dispositif qui s'exprime par la 

probabilité pour ce dispositif d'accomplir une fonction requise, dans des condi- 

tions données, pendant une période donnée ». 

Le nombre E(T) est noté habituellement MTBF ; Moyenne des Temps de Bon Fonc- 

tionnement. 

À l'origine, MTBF est le sigle de Mean Time Between Failures, qui se traduit par 

«temps moyen entre (deux) défaillances ». 

C. Loi normale (1, 6) 

L'activité d'approche 3 nous a permis d'observer, sur un exemple, que l'addition de 

phénomènes aléatoires indépendants et de même loi uniforme conduit à une nou- 
velle loi, appelée loi normale car son champ d'intervention est très vaste. 

Une loi normale intervient dans la modélisation de phénomènes aléatoires pos- 
sédant de nombreuses causes indépendantes dont les effets s'ajoutent, sans 
que l’un d'eux soit dominant. 

Compte tenu de la complexité des processus industriels ou de laboratoire et des 
phénomènes économiques et sociaux, la loi normale apparaît dans de nombreux 
secteurs, y compris pour les calculs d'erreurs. 
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DÉFINITION L _ ; AR 
à La oi normale N(u, 6) d'espérance ou de moyenne Het d’écar 
à densité dont la fonction de densité est définie sur R par: 

FAC là LL 

# ns RAR a 2 Le 
. ÿ ä 4 3 Le pe es à LÉ She TS 05, À dtregns 

À & RON 
£ ET sil ft 

: . ; te 2 Les —" ere 

Exemple 

La loi normale centrée réduite est la loi N(0 ,1). 

Sa fonction de densité est définie sur R par f(t)= 

Pour tout t réel, f(- t) = f(t) : la fonction fest paire et sa représentation gra- 

phique est symétrique par rapport à l'axe des ordonnées. 

LANR2CIES rue 
ro(-2)e7 2, donc f'{t}=-——e 2 a le signe de -t. 

V2 \ 2 Pr 4 
1 

Br LR - ue 
2 

lim Dit et lim e*=0 ST Te LAN e EE 2 (9) _ 
t— + D) X— —00 

, donc lim f(t)=0 AU 
t— +00 

Pour la fonction t + e-” on ne connaît pas l'expression algébrique de ses primi- 

tives et il en est de même pour la fonction de densité f. 

Nous admettons ici que l'aire de la partie du plan limitée par la courbe et l'axe 

des abscisses, illimitée à gauche et à droite, est égale à 1 unité d'aire. 

L'aire F(x) de la partie de plan limitée par la courbe, l'axe s abscisses, la droite 

verticale d'équation t=xet illimitée à gauche est notée F(x = [° #(6) t)dt. 

Pour chaque valeur fixée de x, la valeur numérique de F(x) peut être obtenue à 

l’aide d'un tableur par l'instruction =LOI.NORMALE.STANDARD(Xx) qui donne, 

par exemple, F(1,96) = 0,975. 

Remarque 
CPPECEEEEEEEEEEEE 

Dans le cas général où li et 6 sont des nombres réels quelconques, avec © > 0, 

la courbe représentative de la fonction de densité définie sur R par 
t- a 

SA mire Le 5 / admet la droite verticale Ÿ d’équation {= 1 comme axe 
OV2T 

de symétrie. 
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L'aire de la partie du plan limitée par la courbe et l'axe des abscisses, illimitée à 

gauche et à droite reste égale à 1 unité d’aire. 

Pour une même valeur de Li, l'allure de la courbe est plus ou moins resserrée 

ou étalée suivant que 6 est plus ou moins petit. 

Ces observations graphiques permettent d'expliquer qu'une loi normale peut 

concerner une variable aléatoire X prenant ses valeurs dans une partie seulement 

de R, par exemple [0, + cf, [30, 70] ou même [0, 1]. 

Calcul de probabilités 

On étend à R les définitions et résultats concernant les variables aléatoires à den- 

sité sur [a, b] ou [0, + cf. 

À RETENIR 

Soit Xune are aléatoire suivant la loi normale N(u, o) de fonction d de densité pi 

‘ vit home seu rnene 

less Are. numériques de a, b et se étant données, on obtient les valeurs 
numériques de P(a < X< b) ou p(X < x) en utilisant une calculatrice ou { un 

. tableur et en remarquant, si nécessaire, que P(a <X< b)= P(X< <b)- - P(X< a). 

Le TP3 explique comment obtenir ces probabilités avec une calculatrice. 

Avec un tableur la probabilité P(X < x) est obtenue en entrant les valeurs de x, u et 
6 dans l'instruction =LOI.NORMALE(<u:0:;1) où =LOI.NORMALE (Gu;6: VRAI). 
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Exemple 

Soit X une variable aléatoire suivant la loi normale N(10 ; 15). 

P(X< 10) = 0,5 et P(X > 10) = 1 - P(X< 10) = 0,5. Ces deux résultats étaient pré- 

visibles car, comme 1 = 10, la droite verticale d'équation t = 10 est axe de symé- 

trie pour la courbe représentative de la fonction de densité et l'aire totale sous 

cette courbe est égale à 1. 

P(7<X<13)= 0,95; doncici P(Xe [u - 26, 1+206)] = 0,95. 

P(8,5 <X< 11,5) +0,68; doncici P(XE [U-6,1+ 0)] = 0,68. 

P(,5 <X< 14,5) = 0,9973 ; doncici P(XE [u - 30, u + 30)] + 0,997. 

Nous admettons que ces résultats concernant ces intervalles restent vrais pour une 

loi normale, quelles que soient les valeurs de l'espérance 1 et de l'écart type o. 

] RETENIR 

La variable aléatoire X suit la loi normale N{u, 6). 

P(X= pi) =0,5 

LAS Es 

u t 

P(XeLu-20,1+ 201) = 0,95 P(XELu-30,u1+301]) = 0,997 

“8. A 
U + 26 RUES G LPS 

P(XELu-6,u+01) = 0,68 

D 
U-6 HH+6 

Remarque 
nnssssssssussssss 

Avec un tableur ou une calculatrice on peut simuler une loi normale à partir 

de la loi uniforme sur [0, 1]. 

L'exercice corrigé 32 propose un algorithme à ce sujet en s'appuyant sur la 

” méthode de convolution. Celle-ci peut être améliorée par la transformation 
de Box-Muller ou la méthode ziggourat qui est une méthode de rejet 

particulière. 

EXERCICE : 
| HAITI SE Étude d'une situation relevant de la loi normale 

ÉNONCÉ 

Le cahier des charges de l’usinage d'une tige prévoit pour sa longueur, en cm, 

l'intervalle de tolérance [4,40 ; 4,801. 

Le service qualité constate qu'un premier lot de tiges fabriquées correspond 

à une distribution normale de moyenne 4,52 cm et d'écart type 0,21 cm. 

1° Calculer la probabilité qu'une pièce prélevée au hasard dans ce lot soit 

acceptable. Arrondir à 10. 

(ll. 2 
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MÉTHODE 

Définir une variable 
aléatoire et donner sa loi. 

Utiliser un tableur ou 
une calculatrice pour 

calculer une probabilité. 

Interpréter des résultats 
dans le contexte 

de l'énoncé. 

GD073041877 

Deutsche Bundesbonk 

ds Gus à 
Frankfurt om Main 
1Oktober 1993 

2° Après avoir procédé à un réglage, un second lot correspondant à une dis- 

tribution normale de moyenne 4,70 cm et d'écart type 0,15 cm est usiné. 

Calculer la probabilité qu'une pièce prélevée au hasard dans ce second lot 

soit acceptable. Arrondir à 10. 

3° a) Quel lot a sa moyenne la plus proche du centre de l'intervalle de tolé- 
x 

rance ? 

b) Sur quel paramètre l'effet du réglage a été le plus bénéfique ? 

SOLUTION 

1° Soit X la variable aléatoire qui à toute tige prélevée au hasard dans le pre- 

mier lot associe sa longueur en cm. 

X suit la loi normale .N (4,52 ; 0,21). 

La probabilité qu'une pièce prélevée au hasard dans ce lot soit acceptable est 

P(XE [4,40 ; 4,801) = 0,625. . 

2° Analogue avec la variable aléatoire Y qui suit la loi normale .N (4,70 ; 0,15). 

P(YE [4,40 ; 4,80]) = 0,725. 

3° a) 4,60-4,52=0,08 et 4,70 - 4,60 =0,10. 
C'est le premier lot qui a sa moyenne la plus proche du centre de l'intervalle 

de tolérance. 

b) Le réglage a eu pour effet de diminuer l'écart type, c'est-à-dire la disper- 

sion autour de la moyenne, ce qui a amélioré la conformité de la produc- 

tion au cahier des charges. 

9, 10, 18 

 ZEHN-DEUTSCHE MARK 

D. Approximation d’une loi binomiale par une loi normale 

264 

Pour la loi binomiale introduite en Première, un exercice résolu permet de rappeler 
la démarche attendue. 
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SABRE résolu 4 

MÉTHODE 

Mettre en évidence 
une épreuve de Bernoulli. 

> 

Mettre en évidence 

un schéma de Bernoulli. 

En déduire l'existence 

de la loi binomiale. 

Pour l'usage 

de la calculatrice se reporter 
au TP1 de ce chapitre. 

On peut aussi obtenir 
directement P(X < 1) 

avec la calculatrice. 

Étude d’une situation relevant de la loi binomiale 

ÉNONCÉ 

Une statistique portant sur l'ensemble des candidats des séries STI2D et STL 

du baccalauréat montre que 10 % choisissent une épreuve facultative À, 30 % 

une épreuve facultative B et 60 % une épreuve facultative C. 

On prélève au hasard les fiches de 30 candidats, l'effectif total étant suffisamment 

important pour que l'on puisse considérer ce prélèvement effectué avec remise. 

On considère la variable aléatoire X qui, à tout prélèvement de 30 fiches, asso- 

cie le nombre de candidats ayant choisi l'épreuve A. 

Dans ce qui suit, les résultats approchés sont à arrondir à 1072. 

1° Justifier que la variable aléatoire X suit une loi binomiale dont on détermi- 

nera les paramètres. 

2° a) Calculer la probabilité que, dans un tel prélèvement, aucun candidat ne 

choisisse l'épreuve facultative A. 

b) Calculer la probabilité que, dans un tel prélèvement, exactement un candi- 

dat choisisse l'épreuve facultative A. 

3° Déduire de la question 2° : 

a) la probabilité que, dans un tel prélèvement, au plus un candidat choisisse 

l'épreuve facultative A ; 

b) la probabilité que, dans un tel prélèvement, au moins un candidat choi- 

sisse l'épreuve facultative A. 

SOLUTION 

1°. Chaque épreuve élémentaire, le tirage d’une fiche au hasard, peut débou- 

cher sur deux résultats et deux seulement : 

0,1 Le candidat choisit l'épreuve facultative A. 

Le candidat ne choisit pas cette épreuve. 

. C'est une épreuve de Bernoulli de paramètre p = 0,1. 

+ Chaque prélèvement de 30 fiches est constitué par la répétition 30 fois, de 

façon identique et indépendante, de l'épreuve élémentaire, puisque le prélè- 

vement est associé à un tirage avec remise. (C'est un schéma de Bernoulli de 

paramètres n = 30 et p = 0,1.) 

+ Doncla variable aléatoire X qui associe à ces tirages le nombre de candidats 

choisissant l'épreuve facultative A suit la loi binomiale de paramètres n = 30 

etp=0,1. 

2° a) Avec la calculatrice on obtient, en arrondissant à 1072, P(X = 0) = 0,04. 

b) De même, on obtient : P(X = 1) = 0,14. 

Avec un tableur le calcul de P(X = k) est réalisé avec l'instruction 

=LOI.BINOMIALE(kn;p;0) ou =LOI.BINOMIALE(Kn;p;FAUX). 

3° a) On cherche P{X < 1) = P{(X=0) LU (X=1)}. 

Les deux événements sont incompatibles, donc P(X < 1)=P(X=0)+P(X=1). 

D'où : P(X < 1)=0,04+0,14; P(X< 1) = 0,18. 

1111 
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Avec un tableur le calcul de P(X < k) est réalisé avec l'instruction 

=LOI.BINOMIALE(Kn:;p;1) où =LOI.BINOMIALE(k;n;p;VRAI). 

b) On cherche P({X > 1). Les deux événements (X 2 1) et (X =0) sont contraires. 

Donc P(X > 1)=1-P(X= 0); P(X > 1) = 0,96. 
On sait que, pour tout 

événement À, 

P(A)=1- P(A). 

21 et 44 

Prolongeons l'étude de 

cette statistique en tra- 

çant avec un logiciel 

l'histogramme de la loi 

binomiale (30; 0,1) 

associée au choix de 

l'épreuve facultative A, 

les classes de probabi- 

lité quasi nulle n'étant 

pas dessinées. 

DS NAS SR CONTE C OT CRT 

RPAQNE | 
2 os > »”'# 

| 

fs L'espérance d'une variable aléatoire X suivant une loi binomiale (n, p) est 
T EXO) = np. D A .. —— 

à: 

L'espérance E(X) peut être interprétée comme tendance à long terme de la 

valeur moyenne observée x dans le cas d’un grand nombre de réalisations du 

schéma de Bernoulli associé à la variable aléatoire X. 

AUS 

V(X)=npl1-p). ; | 
Son écart pe est O(X)=. Vnpl1-p 

La variance d'une Vaiéble aléatoire suivant une loi binomiale B(n, p) es st 

Ilcin=30 etp=0,1 ; donc E(X) =3 et o(X)=./2,7 =1,643. 

Dans le même repère figure la courbe en cloche représentative de la fonction de 
densité associée à la loi normale N'(u, 6) de même espérance 11 = 3 et de même 
écart type 6 = 2,7. 

Les deux figures suivantes représentent de même : 

+ L'histogramme de la loi binomiale %(30 ; 0,3) correspondant à un prélèvement des 
fiches de 30 candidats pour l'épreuve facultative B et la courbe en cloche de la loi 
normale de même espérance 30 x 0,3 = 9 et de même écart type /6,3 2,510. 
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PAM ELU, S'NOUUYT SOMORMIONNINEZ ES ES, HO 177 TOI 

+ L'histogramme de la loi binomiale %(300 ; 0,6) correspondant à un prélèvement 

des fiches de 300 candidats pour l'épreuve facultative C et la courbe en cloche de 

la loi normale de même espérance 300 x 0,6 = 180 et de même écart type 

(72 = 8,485. 

150 160 170 180 190 200 210 

Nous observons sur la dernière figure une très bonne coïncidence des deux repré- 
sentations graphiques, ce qui est encore à peu près le cas pour la deuxième figure. 

En revanche l'histogramme de la première figure est trop dissymétrique pour se 

superposer correctement à une courbe en cloche. 

Plus généralement nous admettons le résultat suivant. 

AU 

Si n est « grand » et sipn 'est «ni trop voisin deO ni trop voisin de », alors la loi 
binomiale (n, p) admet pour approximation la loi normale \(, o) de même 

espérance et de ner DU OU V6 É EG TORNIRE 

U=np CR o=/mPG PI. 8 à . 2 r 

Les conditions d'approximation ne sont pas précisées ici car elles peuvent être dif- 

férentes d’un secteur professionnel à l’autre en fonction de contraintes spécifiques. 
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Exemple 

Reprenons la situation de la dernière figure : la variable aléatoire X qui suit la loi 

binomiale (300 : 0,6) admet pour approximation la variable aléatoire Y qui suit 

la loi normale N(180, 72) de même espérance et de même écart type. 

À l'aide d’un tableur ou d’une calculatrice nous obtenons : 

P(Xe [172, 185]) = 0,552 . 

P(YE [172,185)]) = 0,549 

P(X< 190) = 0,892 

P(Y < 190) = 0,880. 

@ échantillonnage 
et prise de décision 
À. Intervalle de fluctuation asymptotique, à environ 95 %, 

d’une fréquence avec la loi normale 

Exemple : sondage « au sortir des urnes » 

En France, pour les élections législatives et présidentielles, on effectue depuis 

plusieurs dizaines d'années des sondages « au sortir des urnes » : il s'agit d'inter- 

roger un échantillon d'électeurs juste après qu'ils ont voté. L'intérêt est, par une 

batterie de questions ne se limitant pas au vote émis, de pouvoir analyser les 

votes suivant l’âge, le sexe, la profession, …, en considérant que chaque per- 

Proportion p = 0,52 sonne sondée dit la vérité. 

On suppose que le candidat A est élu par 52 % des votants. Chaque fois qu'un 

échantillon de 100 votants est choisi au hasard pour un tel sondage, il est illu- 

soire de penser qu'exactement 52 % d'entre eux déclarent qu'ils ont voté 

pour À. En réalité cette fréquence exprimée en pourcentage va fluctuer autour 

de 52 %. Cette fréquence peut-elle être égale à 45 % ? 40 % ? 60 % ? 70 % ? 

Tout est possible, mais plus ou moins probable. 

Échantillon : 
taille 100 

fréquence inconnue 

La loi binomiale va nous aider à préciser les choses. 

Considérons l'expérience aléatoire : à tout votant interrogé au hasard, on asso- 

cie son vote: 05222S 

- soit pour À, considéré ici comme un succès S, ose 

- soit un autre vote, considéré ici comme un échec E. Ê 

Il s'agit d'une expérience de Bernoulli de paramètre p = 0,52. On répète 100 fois 

cette expérience aléatoire et on appelle X la variable aléatoire qui prend pour 

valeur le nombre de succès ainsi obtenus. En supposant que les 100 épreuves 

de Bernoulli sont indépendantes, nous savons que X suit la loi binomiale de 

paramètres n = 100 et p = 0,52. 

L'idéal serait de trouver un intervalle [a, b] tel que X prenne une valeur dans cet 

intervalle avec la probabilité 0,95 ; les 0,05 restant se partageant de façon égale 

à gauche et à droite de cet intervalle. 

0,025 0,95 0,025 

0 à b 100 
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Proportion p connue 

Échantillon : 

taille n connue 

fréquence inconnue 

Mais comme X prend des valeurs entières, on ne peut pas, sauf exception, trou- 
ver un tel intervalle [a, b] avec cette variable aléatoire. 

Cependant, si les conditions d'approximation d'une loi binomiale par une loi 
normale sont réunies, alors nous pouvons remplacer la variable aléatoire X par 
la variable aléatoire Y qui suit la loi normale N'{u, 6) d'espérance 1 = np = 52 et 
d'écart type 6 = Vnp(1= p) = 1/24,96 = 5, 

Or pour une loi normale nous savons que : 

P(Y elu - 20, 1+2061]) = 0,95 

qui s'écrit avec une meilleure précision 

P(Y elu - 1,960, 1 + 1,9661]) = 0,95. 

Ici 1 - 1,966 = 42,2 et 1 + 1,966 = 61,8. 

On passe des effectifs aux fréquences en divisant les effectifs par l'effectif total 

100 de l'échantillon des votants : 

Piel. 422 10,6181)- 0,95. 
100 

Ainsi la probabilité d'avoir, dans un échantillon de 100 votants pris au hasard, la 
fréquence des votants pour le candidat A comprise entre 0,422 ou 42,2 % et 

0,618 ou 61,8 % est très proche de 0,95. 

L'intervalle [0,422 ; 0,618] est appelé intervalle de fluctuation asymptotique, 

à environ 95 %, de la fréquence des votants pour le candidat A dans un échan- 

tillon de taille 100 prélevé au hasard. 

DEFINITION 1 

Cas général 

Dans le cas général le même raisonnement conduit à : 

P(Y elu - 1,960, 1 + 1,960]) = 0,95 

c'est-à-dire, en divisant par l'effectif n de l'échantillon pour passer des effectifs aux 

fréquences : 

PL [E=18e HP |) 95. 
n n n 

Oru=np et 6=./np(1-p). 

ae u—1,966 _np-1,96Vn,/p(1-p) 
n n : 

H=1960 _ 96 [pG-p) 
n é n 

= 

et de même LOS 2 241,96 JP. 
n 

On peut alors définir un intervalle de fluctuation asymptotique. 

vs TN, 

Dintenalle, de fluctuation asymptotique à environ 95 % d'une f équence 
do « 

OREnESEnn cernes detaillenest ‘ae TETIET z L. % 3 + k 
È , SE à 

| DE De EN dut à 
ARRET IT MAT 
TrIL TT. Ne 
LEE. «aéré 

où p estla proportion connue dans la population. rh Ÿ SAR a 
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| 

P(X < k) 

Remarque M Lee : — | 

L'intervalle L — 1,96 PARIS p +1,96 [=] n’est un intervalle de 
V n \ 

fluctuation asymptotique que si les conditions d’approximation de la loi 

binomiale B(n, p) par une loi normale sont réunies. 

Dans le cas contraire, nous disposons de l'intervalle de fluctuation défini en 

Première de la façon suivante. 
* 

L'intervalle de fluctuation à environ 95 % d'une fréquence correspondant à la 

réalisation, sur un échantillon aléatoire de taille n, d'une variable aléatoire X de loi 
Ne 

DR _ GE DID 
binomiale, est l'intervalle 2, 2. défini par : 

nn 

. a est le plus petit entier tel que P(X < a) > 0,025 ; 

. best le plus petit entier tel que P(X < b) z 0,975. 

Dans l'exemple ci-dessus où X suit la loi binomiale de paramètres n = 100 etp = 0,52 

l'extrait ci-contre de la table des probabilités cumulées P(X < k) permet d'obtenir 

a=42etb=62. 

L'intervalle de fluctuation à environ 95 % de la fréquence des votants pour le 

candidat À dans un échantillon de taille 100 prélevé au hasard est [0,42 ; 0,62]. 

Nous pouvons observer que l'intervalle de fluctuation [0,42 ; 0,62] obtenu avec la 

loi binomiale est très proche de l'intervalle de fluctuation asymptotique 

[0,422 ; 0,618] obtenu avec la loi normale. 

D'une manière générale ces deux intervalles sont proches dès que n 2 30,np 25 

etn(1-p)2>5. 

BUREAU 
DE VOTE 

B. Prise de décision à l’aide d’un intervalle de fluctuation 

asymptotique 

Nous adoptons ici le même point de vue qu'en Première en remplaçant l'intervalle 
ul db À 

de fluctuation (2. A par l'intervalle de fluctuation asymptotique. 

Considérons une population pour laquelle on fait Hypothèse : 

l'hypothèse suivante: la proportion d'un certain la proportion est p 

caractère est p. 
Échantillon : 
taille n donnée 

fréquence observée f 

Population 
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Pour juger de cette hypothèse, on y prélève, au hasard et avec remise, un échan- 
tillon de taille n sur lequel on observe une fréquence f du caractère. 

On utilise alors la règle de décision suivante : 

RÈGLE DE DÉCISION 
Au seuil de 5 %, si la fréquence observée f appartient à l'intervalle de fluctuation 

; = | = , 
asymptotique Ip-v PURE p+1,96 Br on accepte l'hypothèse selon 

n n 

laquelle la proportion est p dans la population; sinon, on rejette l'hypothèse 
selon laquelle cette proportion vaut p. 

EXERCICE E 
ne resolu Sondage avant une élection 

ÉNONCÉ 

Un mois avant l'élection où il se présente, le candidat A affirme que 55 % des 

électeurs veulent voter pour lui. Son adversaire B commande immédiate- 

ment un sondage portant modestement sur 100 personnes prises au hasard 

parmi les électeurs. 

Le résultat de ce sondage donne 47 de votes favorables au candidat A. 

Peut-on considérer au seuil de 5 % que l'affirmation du candidat A est vraie ? 

MÉTHODE SOLUTION 

On fait l'hypothèse : l'affirmation est vraie, c'est-à-dire la proportion des élec- 
Enoncer l'hypothèse faite à &4 qui veulent voter pour lui est p=0,55. sur la proportion étudiée 

dans la population. L'intervalle de fluctuation asymptotique à 95 % de la fréquence des votes 

favorables au candidat A sur un échantillon de taille n = 100 est : 
Déterminer l'intervalle de 

fluctuation asymptotique. E 1,96 [pG= p) ,p+1,96 pu BL [0,452 5 :0,6475]. 

n n 

> La fréquence observée des votes favorables au candidat A dans l'échantillon 
Appliquer la règle de estf= 047 

décision au cas de » per 

l'échantillon considéré. Elle appartient à l'intervalle de fluctuation asymptotique. 

On accepte donc l'affirmation du candidat À: 55 % des électeurs veulent 

voter pour lui. 
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@ Estimation 
A. Intervalle de confiance d’une proportion 

Exemple 

Dans une clinique importante, on prélève au hasard un échantillon de 100 per- 

sonnes parmi la population des malades et on mesure la pression artérielle dias- 

tolique (P.A.D.) de chacune de ces 100 personnes. 

On constate que 24 personnes ont une P.A.D. strictement inférieure à 8, ce qui 

24 
correspond à une fréquence f = ve =0,24: 

À combien peut-on estimer la proportion p de personnes dont la P.A.D. est stric- 

tement inférieure à 8 parmi la population constituée de l'ensemble des malades 

de la clinique ? 

Nous cherchons une information sur une popu- Proportion p inconnue 

lation d'effectif relativement important à partir à à, 

de l’étude d’un échantillon de quelques dizaines CT 

d'unités. ù taille n = 100 
fréquence f= 0,24 

D 

Deux types de réponses peuvent être données à 

ce problème : 
Population 

+ Proposer un nombre comme proportion p dans la population : c'est l'estimation 

ponctuelle, très simple à mettre en œuvre mais très sensible aux fluctuations 

d'échantillonnage. 

+ Proposer un intervalle associé à un niveau de confiance : c'est ce choix qui va être 

précisé ici. 

*) 

UE SR ï = 
|r-196, pe Vi +1,96 

LTD EMANT 
re 

Proportion p inconnue ra : | 
2 7: PERS Æ ne - 

fn où fest une fréquence obtenue 
= = ï n hi, Ô 6 ? 

| Échantillon : | 
| taille n donnée N 
| fréquence observée f| | 

ra + AT : 
. à L HD RTE SUN TERRES 16 pri 

écha ntillon de taille n, est un intervalle de confiance, au niveau de 
 %, pour la proportion correspondante p dans la population. a à 

br 

' 1. 

Exemple 

Dans l'exemple ci-dessus où f= 0,24 et n = 100, l'intervalle de confiance, au 

niveau de confiance 95 %, pour la proportion des malades de la clinique ayant 

une P.A.D. strictement inférieure à 8 est [0,156 ; 0,324]. 

Remarque 
CCECEEEEECEEEE EEE) 

1. Cet intervalle de confiance pour la proportion p de la population a pour 

centre la fréquence f de l'échantillon qui sert à la définir. 
On peut aussi définir un autre intervalle de confiance de p avec le même 
niveau de confiance, très proche du précédent, à l’aide de graphiques 
constitués d’arcs d’ellipses : son centre n’est plus la fréquence f de l'échantillon 

utilisé. 

2. Avec d’autres échantillons de même effectif, on obtiendrait de nouveaux 
intervalles de confiance de cette proportion p avec le même coefficient de 

confiance ; en voici, par exemple, quelques-uns : 
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Si on prélève un très grand nombre de tels échantillons (on peut simuler de 
tels prélèvements sur calculatrice ou ordinateur), environ 95 pour 100 d’entre 

eux contiennent la proportion inconnue p de la population. 

En fait, on n’en prélève qu’un seul et on ne peut savoir si celui-ci contient ou 

non le nombre p, mais la méthode mise en œuvre permet d’obtenir un 

intervalle contenant p dans 95 cas sur 100. 

3. Dans les domaines de l’industrie et du laboratoire on utilise aussi des 
intervalles de confiance pour des moyennes de populations : ceux-ci sont 
définis de façon analogue. 

B. Comparaison de deux proportions à l’aide d’intervalles 
de confiance 

Exemple 

Dans trois villes voisines, on s'intéresse au temps passé en moyenne, par jour, 

devant un écran par les jeunes de 15 à 20 ans, pendant leur temps de loisir. 

Dans chaque ville on constitue un échantillon de taille 500 considéré comme 

prélevé au hasard et avec remise ; on observe ainsi que le temps est supérieur à 

4 heures pour 210 jeunes de la ville À, 160 jeunes de la ville B et 170 jeunes de 

la ville C. 

Nous pouvons calculer, pour chaque échantillon, la fréquence des jeunes pour 

lesquels ce temps est supérieur à 4 heures : 

170 
DE se em FEV 

500 500 500 

Nous pouvons alors déterminer un intervalle de confiance, avec un niveau de 

confiance de 95 %, pour la proportion inconnue du même caractère dans 

chaque ville : 

1, = [0,377 ; 0,463]; 1, = [0,279 ; 0,361]; 14 = [0,298 ; 0,382]. 
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LÉ 03 Se uf AP DURE À rh 0,5 

Nous constatons que les intervalles I, et I, sont disjoints. 

On considère alors que la différence des fréquences observées f, et f, est 

significative et on juge que les deux proportions p, et p, sont différentes 

(avec un petit risque d'erreur). 

Cela veut dire que l'écart entre les fréquences observées f, et f, est trop grand 

pour être considéré comme le résultat de la seule fluctuation d'échantillonnage 

au sein d'une population : les proportions p, et p, sont différentes. 

À l'opposé, les intervalles I, et I. ont une partie commune importante ; l'écart 

entre f, et f- a donc de fortes chances d'être le résultat de la seule fluctuation 

d'échantillonnage. 

La différence des fréquences observées f, et f. n’est pas significative et on 

juge que les deux proportions p, et p. sont égales (avec un petit risque 

d'erreur). 

Pour les intervalles I, et I. qui ne sont pas disjoints, on peut conclure comme 

pour les intervalles I, et I. 

Cependant, compte tenu de la taille très réduite de leur intersection, il peut être 

utile d'effectuer une nouvelle prise d'échantillons dans les villes A et C avant de 

conclure définitivement. 

Cas général 

Proportion p, inconnue Proportion p, inconnue 

| En 

| taille n donnée 

ÉTAT observée f, 

(Énution 

| taille n donnée 

(fréquence c CHFEREC A) 

Population À Population B 

On note I, l'intervalle de confiance 1-16 Oh) $ +1,96 AE | au 
\ n n 

niveau de confiance 95 % pour la proportion p, dans la population A et on définit 

de même I, pour la population B. 

À RETENIR | 

La différence entre les deux fréquences observées f, et f, est considérée 
comme significative quand les intervalles de confiance à 95 % I, et I, sont 
disjoints. 

On juge alors que les deux proportions p, et p, sont différentes (avec un 
petit risque d'erreur). 

Dans le cas contraire, on juge que les deux proportions Pa et Ps: sont égales 
(avec un petit risque d'erreur). 4 À tn j 
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FXERCICE résolu 6 

MÉTHODE 

Utiliser la définition d’un 
intervalle de confiance. 

Utiliser la définition d’un 
intervalle de confiance. 

Utiliser la définition d’une 

différence significative de 
fréquences observées. 

Campagne publicitaire 

ÉNONCÉ 

Une importante société de vente au détail de matériel informatique veut 

juger de l'impact d'une campagne publicitaire menée dans les médias pour 

une tablette numérique particulière. 

Dans un échantillon, considéré comme prélevé au hasard et avec remise, de 

200 ventes de tablettes effectuées avant la campagne publicitaire, on observe 

que 44 ventes concernent cette tablette. 

Dans un nouvel échantillon de même taille et prélevé dans les mêmes condi- 

tions après la campagne publicitaire, on observe que 66 ventes concernent 

cette tablette. 

1° Déterminer un intervalle de confiance, avec un niveau de confiance de 

95 %, pour la proportion des ventes de cette tablette avant la campagne 

publicitaire. 

2° Même question après la campagne publicitaire. 

3° La différence entre les deux fréquences observées avant et après la cam- 

pagne publicitaire est-elle significative ? 

4° Le responsable de la campagne publicitaire affirme : «Les deux échan- 

tillons montrent que les ventes de cette tablette ont augmenté de 50 %; 

donc la campagne publicitaire a été très efficace ». Qu'en pensez-vous ? 

SOLUTION 

1° L'intervalle de confiance, avec un niveau de confiance 95 %, pour la pro- 

portion p, des ventes de cette tablette avant la campagne publicitaire est : 

bn -106 A0 ve JR) où pe etn=7200. 
n n 200 

1, = [0,163 ; 0,277]. 

2° De même f, = _— n=200 et 1,= [0,265 ; 0,395]. 

3° Les deux intervalles I, = [0,163 ; 0,277] et I, = [0,265 ; 0,395] ne sont pas 

disjoints car I, N 1, = [0,265 ; 0,277]. 

Au seuil de 5 %, la différence entre les deux fréquences observées f, et f, 

avant et après la campagne publicitaire n'est donc pas significative. 

2e 4” 0,33=0,22 

le 0,22 

Le responsable de la campagne a raison d'affirmer que pour les deux échan- 

tillons les ventes de cette tablette ont augmenté de 50 %. 

=0,5=50%. 

Cependant, comme la différence entre f, et f, n'est pas significative, on juge 

que les deux proportions p, et p, sont égales (avec un petit risque d'erreur). 

Le responsable de la campagne publicitaire ne peut donc pas affirmer, sur la 

seule base de ces deux échantillons, que la campagne publicitaire a été très 

efficace. 
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Ce qu’il jaut savoir 

276 :CHAPITRE9: 

Probabilités d'événements A, B 

+ P(AUB)=P(A)+P(B)-P(A NB). 

+ Événement contraire : P(A)=1-P(A). En particulier P(@) = 0. 

. SiA AB =@ (événements disjoints ou incompatibles), alors 
P(A LB) =P(A) + P(B). \ 

Épreuve de Bernoulli 
Une épreuve de Bernoulli de paramètre p (nombre réel compris entre 0 et 1) est 

une épreuve aléatoire comportant deux issues : 

4 S : succès 

1-p E:échec 

Loi binomiale 

+ La loi binomiale de paramètres n et p, notée (n, p), est la loi de la variable | 
aléatoire X qui donne le nombre de succès dans la répétition, de façon identique et 
indépendante, de n épreuves Bernoulli de paramètre p. | 

+ En STI2D-STL, on utilise une calculatrice ou un logiciel pour calculer directe- 
ment P(X = k) ou P(X < k). 

+. L'espérance de X est : E(X)=np. | 

DDR NT TNT TNA 

- La variance de X est : V(X) = np(1 -p). 

+ L'écart type de X est: o(X)=./np(1-p). 

Loi uniforme sur [a, b] 

+ La fonction de densité fest définie sur [a, b] par f(x) = — 
a 

. Soit X une variable aléatoire suivant la loi uniforme sur [a, b]. 

Pour tout [x,, x] inclus dans [a, b], P(X Efx., x D= ; 

+ l'espérance de X est E(X =. 

” 2 

+ La variance de X est VOLE 

Loi exponentielle 

+ La fonction de densité fest définie sur [0, + «[ par f(t)=Ae”Xt où À > 0. 

+ Soit X une variable aléatoire suivant la loi exponentielle de paramètre À. 

Pour tout [x,, x,] inclus dans [0, + [, P(X efx,, x, 1) = fe x dt. 

En particulier, pour tout x > 0, P(X <x)= [ae dt. 

+ L'espérance de X est E(X)= 
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Loi normale 

* Soit X une variable aléatoire suivant la loi normale N'(u, o) de fonction de den- 
sité f. 

Les valeurs numériques de a, b et x étant données, on obtient les valeurs numériques ! 
de P(a < X <b) ou P(X< x) en utilisant une calculatrice ou un tableur et en remar- 

quant, si nécessaire, que P(a<X <b)=P(X<b)—P(X< a). 

+ Si la variable aléatoire suit la loi normale N(L, 6), 

P(X Elu - 6, 1 + 61) = 0,68 ; 

P(X Elu - 26, 1 + 261) = 0,95 ; 

P(X Elu - 30, 1 + 361) + 0,997. 

Approximation d’une loi binomiale par une loi normale 
Si n est « grand » et si p n'est « ni trop voisin de O0 ni trop voisin de 1 », alors la loi 
binomiale B(n, p) admet pour approximation la loi normale N'(1, 6) de même espé- 
rance et de même écart type : 

L=np et o=./np(1-p). 

Intervalle de fluctuation, à environ 95 %, d'une fréquence 
avec une loi binomiale 

L'intervalle de fluctuation à 95 % d'une fréquence correspondant à la réalisation, 

sur un échantillon aléatoire de taille n, d'une variable aléatoire X de loi binomiale, est 
b 

l'intervalle (2. A défini par : 
nn 

. aest le plus petit entier tel que P(X < a) > 0,025 ; 

. best le plus petit entier tel que P(X < b) > 0,975. 

ROTRRSE ERREUR EENRNRRER Intervalle de fluctuation asymptotique à environ 95 % 
d’une fréquence avec la loi normale 

L'intervalle de fluctuation asymptotique à environ 95 % d'une fréquence obte- 

p(1-p) p(1-p) 
n n 

nue sur un échantillon de taille n est| p—1,96 P+1,96 où p est 

la proportion connue dans la population. 

nr ee 

PE TT 
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Prise de décision à l’aide d'un intervalle de fluctuation lié 

à la loi binomiale ou d'un intervalle de fluctuation asymptotique lié 

à la loi normale 

Méthode : 

. Repérer dans l'énoncé l'hypothèse faite sur une proportion ou une fréquence dans 

la population. 

. Chercher l'intervalle de fluctuation correspondant, à environ 95 %, de la fréquence 

des échantillons aléatoires de taille n. 

+ Énoncer la règle de décision : 
si la fréquence observée f appartient à l'intervalle de fluctuation considéré au seuil 

de 95 %, on accepte l'hypothèse selon laquelle la proportion est p dans la popula- 

tion ; sinon, on rejette l'hypothèse selon laquelle cette proportion vaut p. 

+ Appliquer la règle de décision. 

Intervalle de confiance d'une proportion 

L'intervalle 196, | ACTE +1,96, | (es) | où fest une fréquence obtenue sur 
n n 

un échantillon de taille n, est un intervalle de confiance, au niveau de confiance 

95 %, pour la proportion p dans la population. 

Comparaison de deux proportions à l’aide d’intervalles 
de confiance 

La différence entre les deux fréquences observées f, et f, est considérée comme 
significative quand les intervalles de confiance à 95 % L, et I, sont disjoints. 

On juge alors que les deux proportions p, et p, sont différentes (avec un petit 
risque d'erreur). 

Dans le cas contraire, on juge que les deux proportions p, et p, sont égales 

(avec un petit risque d'erreur). 
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“RÉPONSES EXT] Travaux pratiques TICE 

TP Calculer des probabilités dans le cadre de la loi binomiale CECEETEEN 

1 avec une calculatrice 

LOGICIEL UTILISÉ 

Calcula- 

trices 

Défaillances des robots de peinture 
Les ateliers de peinture d’un grand constructeur auto- Bras 
mobile fonctionnent à l’aide de robots permettant de Ameire articulé 

SE , ) de contrôle 
positionner les pistolets autour de la carrosserie. 

Les pannes mécaniques sur le bras articulé de ces robots, 
assez fréquentes, sont souvent sans gravité. Elles sont 
généralement dues à l’encrassage par la peinture, à du 

jeu ou à un blocage dans les articulations mécaniques. 

Groupe 

hydraulique 

Les ateliers de peinture comptent 100 robots équipés de bras articulés identiques dont les pannes 
mécaniques surviennent de façon indépendante. Pour chaque bras articulé, la probabilité, qu’une 

semaine choisie au hasard, ce type de panne se produise est 0,05. 

Une semaine étant choisie au hasard, on réalise, pour chacun des 100 robots, la même expérience 

aléatoire consistant à observer si son bras connaît une défaillance mécanique. 

On désigne par X la variable aléatoire qui, à toute semaine, associe le nombre de robots dont le 

bras a connu une panne mécanique. 

1. Justifier que la variable aléatoire X suit une loi binomiale, dont on déterminera les paramètres. 

2. Quelle est l'espérance de la variable aléatoire X ? Interpréter le résultat. 

3. La plupart des modèles de calculatrices permettent d'obtenir, pour tout entier k compris 

entre 0 et 100, les probabilités P(X = k) et P(X < k). Utiliser une telle calculatrice pour détermi- 

ner les valeurs approchées arrondies à 10° des probabilités suivantes : 

a PCT 2); 

DOPEXe 2): 

c. P(E) où E est l'événement : « en une semaine, strictement plus de 10 robots ont connu une 

panne mécanique sur leur bras articulé ». 

Procédure sur une calculatrice TI 

On accède au menu « distribution » nFdrc166, 6.6 

par 2nde / Distrib (ou DISTR). 9811817719 

Pour calculer P(X = k), on utilise nFRérc<iff;, 0, 

l'instruction binomFdp ou binompdf. .1182629812 

Pour calculer P(X < &), on utilise l’ins- 

truction binomFRép. 

Goo 

binomFRér< 

Procédure à suivre sur une calculatrice CASIO 

On se place dans le Menu STAT. 

On accède à la loi binomiale par DIST / BINM. 

Pour calculer P(X = k), on utilise l'instruction Bpd. 

Pour calculer P(X < k), on utilise l'instruction Bcd. 

[uist 1fuist afuist 3/1ist u 
RSS ER ES LS 

= = D 
FINOP LS. 08118177 P=0, 11826298 

Er4 |Bc4 
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Travaux pratiques TICE 

LOGICIEL UTILISÉ 

Désintégration radioactive 
Dans-son ouvrage Le hasard, Émile Borel rapporte les expériences de Marie Curie sur la désinté- 

gration nucléaire et, en particulier, l’invariance remarquable du taux de désintégration dans le 

temps : « Je citerai notamment une expérience très complète faite par M"* Curie, avec l’aide de 

ses préparateurs, et non encore publiée au moment où j écris ces lignes. Cette expérience a porté 

sur 10 000 émissions et l'étude numérique, faite avec le plus grand soin par M”* Curie, concorde 

admirablement avec les prévisions théoriques. Cette concordance est la preuve expérimentale la 

plus complète de l’invariance de la radioactivité ». 

On considère une matière radioactive et on note 7'la variable aléatoire qui à tout atome radioac- 

tif pris au hasard associe le temps d’attente avant sa désintégration. 

On suppose que T'est une variable aléatoire continue de densité f, définie sur ]0, + cel. 

On désigne par F la primitive de f définie sur [0, + c[ par F(£)= [ f{x)dx =P(T<t). 

1. Montrer que F(0) = 0. 

Émile Borel affirme : «en un temps donné, une substance radioactive déterminée se trouve 

perdre, en vertu du phénomène de la radioactivité, une proportion rigoureusement déterminée 

de son poids ». 

Soité>0ets>0. On considère l'intervalle de temps [é, £+ 51]. 

2 
0 t t+s 

La proportion de masse théoriquement perdue par la substance pendant l'intervalle de temps 

[é, +5] est égale au rapport de la proportion (théorique) d’atomes se désintégrant durant l’inter- 

valle de temps {é, + s] à la proportion (théorique) d’atomes non désintégrés au temps é. 

a. Justifier que la proportion de masse théoriquement perdue par la substance pendant l’inter- 

P(t<ST <t+s) 
valle de temps [f, é+ 5] peut s’exprimer par le quotient : 

AT EE) 
F(E+s)-F(t) 

b. Montrer que ce rapport peut s’écrire - q PPOrt p 1=F@E) 

2. On désigne par « taux moyen de désintégration par unité de temps entre £ et £+s » la quan- 

F(t+s)-F(t) 
tité à ES x— et par « taux instantané de désintégration au temps f » la limite 

- s 

F(t+s)-FE(E 1 
hn(D)= qe Lo a Eve : que A(t) = Ê PE . 

s—0 1—F(t) 1-F(t) 

3. Émile Borel affirme que la désintégration radioactive se « distingue » par son invariance, 

c'est-à-dire que, pour tout réel positif £, (£) = h où h est un nombre réel strictement positif 

(mesuré lors des expérimentations). 

F'(6) 
1-F(t) 

En exploitant l’image d'écran suivante, fournie par un logiciel de calcul formel : 

a. donner l’ensemble des fonctions F solutions de ‘équation — 5° D 

=}. On a donc, pour tout réel positif #, 

? 

b. donner l’expression de f(#) 
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Travaux pratiques TICE 

ode2('"diff(F,t)/(1-F)=h, F, tj); 

F=$%e t($eht}gc) 

expand($); 

F=$c%e rt+1 

icl($, t=0, F=0); 

F=$e Àt($eht_) 

expand($); 

F=1-$e Pt 

diff(1-exp(-h*t}),t,1); 

(%305) h%e ?t 

4. Quelle est la loi de la variable aléatoire T ? 

Quelques mots d'histoire 
Pierre Curie (1859-1906) épousa en 1895 une étudiante d'origine polonaise, Marie Sklodowska (1867- 

1934). Leur collaboration aboutit à la découverte du polonium et du radium, ce qui leur valut de recevoir 

en 1903, en commun avec Henri Becquerel, le prix Nobel de physique. Marie Curie, restée veuve, isola le 

radium pur et en détermina la masse atomique. Elle reçut, à ce titre, le prix Nobel de chimie en 1911. 

Émile Borel (1871-1956) est un mathématicien et un homme politique français. Dès 1905, Émile Borel 

s'intéresse au calcul des probabilités. Ses responsabilités à la défense nationale pendant la Première 

guerre mondiale l'amènent à s'intéresser aux mathématiques appliquées. Il est le premier à s'intéresser, 

dès les années 1920, à la théorie des jeux. Il est aussi l’auteur de nombreux ouvrages de culture générale 

scientifique et de vulgarisation. 

TP Utiliser la calculatrice pour obtenir des probabilités 

LOGICIEL UTILISÉ 

Calcula- 

trices 

3 selon la loi normale 

Plage de normalité dans un laboratoire 
d'analyses biologiques 
Sur le compte rendu d'analyse de sang d’un laboratoire d'analyses biologiques, on peut lire la 
« plage de normalité » suivante, concernant le taux de cholestérol total : 

« Taux de cholestérol total (g/L) N : 1,30 — 2,30 ». 

On désigne par X la variable aléatoire qui associe à un adulte pris au hasard dans la population 

son taux de cholestérol total, exprimé en g/L. On admet que X suit la loi normale de moyenne 1,8 

et d'écart type 0,25. 

À l’aide de votre calculatrice, déterminer les probabilités suivantes (arrondir à 10 *). 

1. PA1,3<X< 2,3). 

2. P(X< 1,6). 

3. P(XZ2,4). 
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Travaux pratiques TICE 

Procédure sur une calculatrice TI 

On accède au menu « distribution » DRE DESSIN 

par 2nde / Distrib (ou DISTR). Pour di 1ESe Fdr 

calculer P(a < X< b), on utilise nor- 2Fr ie 1 “2 

malFRép ou normalcdf. Si l’une des  |4*inuTé 

bornes a ou b est absente, on la rem- 2: He ESS c 

place par —-1E99 ou 1E99. FHKEF dr 

Procédure sur une calculatrice CASIO 

On se place dans le Menu STAT. 

On accède à la loi normale par DIST / NORM. 

Pour calculer P(a < X< b), on utilise Ncd. 

Si l’une des bornes 4 ou b est absente, on la remplace par -1E99 ou 1E99. 

ss. ss ss... ZOhie Os. 5 CONICACA 

cn 

ui] 

N 5 Ma LL 
Po Mig. 25449973 29.21185539 
zsLou=-2 zLou=-4Ee+939 
#eUr =2 z'Ur =-6,. 

TP Analyser et compléter un algorithme de simulation 
ss... 

é Simulation de la loi normale par la méthode du rejet 
On cherche à simuler des réalisations d’une variable aléatoire Z de loi normale centrée réduite, 

x? 

de densité f définie, pour tout réel x, par f(x) = Qu e 2. La fonction f'est représentée ci-après. 
T LOGICIELS UTILISÉS 

Scilab Dans ce TP, on suppose que le générateur de nombres aléatoires de l’ordinateur simule parfaite- 
ment une variable aléatoire de loi uniforme sur l'intervalle [O, 1]. 

ou 
Algobox 1. a. Donner la valeur m du maximum de f(x) 

b. Quelle est la probabilité que Z prenne ses valeurs en dehors de l’intervalle [- 5, 5] ? 

c. Que vaut, approximativement, l'aire comprise entre l’axe des abscisses, la courbe représenta- 
tive de f et les droites d’équation x = — 5 et x = 5, exprimée en unités d’aires ? 
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ME RUE ns y 

—5—45-4=3,5-3-25-2-15-1-0,50| 05 1a1,5b 2 25 3 35 4 45 5 

x PREND _LA VALEUR -5+10*random() 
‘y PREND_LA VALEUR m*random() 

W TANT_QUE (y>F1(x)) FAIRE 
DEBUT_TANT_QUE 
x PREND _LA VALEUR -5+10*random() 
y PREND_LA VALEUR m*random() 

Es PREND_LA VALEUR 1/sqrt{2*Math_P1) 

Fonction numérique 1 isée 

Fl(x)=(1/sqrt(2*Math.PI))*exp(-x*x/2) 

a. Quelle est la loi de la variable aléatoire X dont x, dans l'algorithme ci-dessus, est une réalisa- 

tion ? 

b. Quelle est la loi de la variable aléatoire Y dont y, dans l'algorithme ci-dessus, est une réalisa- 

tion ? 

c. Donner une interprétation graphique d’une réalisation (x, y) des deux variables aléatoires pré- 

cédentes. 

d. Interpréter graphiquement la condition de « rejet » figurant dans la boucle « tant que ». 

e. Quelle est la probabilité de « rejet », c'est-à-dire que la condition de la boucle soit satisfaite ? 

f. Soit a et b deux nombres de l'intervalle [- 5, 5] avec a £ b. Quelle est la probabilité qu’une valeur 

x acceptée (c’est-à-dire sortant de la boucle « tant que ») soit comprise dans l'intervalle [a, b] ? 

Que peut-on en déduire ? 

3. Implanter l'algorithme sur un ordinateur. 

4. Modifier l'algorithme de sorte qu'il génère 10 000 valeurs. Implanter ce nouvel algorithme 

et, selon les possibilités du logiciel, afficher un histogramme et comparer avec la représentation 

graphique de f. 
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Remarque : 

Avec Scilab, on peut créer un vecteur X avec X=zeros(1,10000) et tracer un histogramme à 

l’aide des instructions classes=linspace(-5,5,21) et histplot(classes,X). 

Quelques mots d'histoire 
La méthode de simulation d'une variable aléatoire dite « du rejet » considérée ici a été développée par 

John Von Neumann (1903-1957). Son intérêt est de pouvoir s'adapter à un grand nombre de densités de 

probabilité. 

TP Explorer des données statistiques en grand nombre 
msn 

D et modéliser par une loi à densité 

Des lois à densité dans la nature ? 

Le fichier «9 donnees Pearson _Aso_OIdF » (au format Excel ou OpenOffice) fournit des don- 

nées statistiques concernant des phénomènes naturels « continus » (taille des êtres humains, 

LOGICIEL UTILISÉ temps d’attente d’une éruption volcanique, durée entre éruptions d’un geyser). L'objet de ce TP 

est, pour chacun de ces ensembles de données, de : 

| Tableur - calculer certains indicateurs statistiques : minimum, maximum, moyenne et écart type ; 

- regrouper en classes et représenter un histogramme normalisé des fréquences de chaque classe 

(l'aire de chaque rectangle égale la fréquence de la classe correspondante, pour cela sa hauteur 

égale la fréquence divisée par l'amplitude de la classe) ; 

— d’après le « profil » de l’histogramme, envisager un modèle en superposant le tracé d’une fonc- 

tion de densité figurant au programme de terminale (on peut utiliser les fonctions 

=LOLEXPONENTIELLE(x;1/moyenne;FAUX) ou =LOINORMALE(x;moyen neécart-type;F AUX) 

du tableur ; 

— exploiter, le cas échéant, le modèle mis en place. 

À. Données de Karl Pearson des tailles père-fils à la fin du xix° siècle 

Le statisticien britannique Karl Pearson (1857-1936), dans le cadre de recherches sur l’hérédité, 

a établi un fichier de 1 078 couples de mesures de la taille du père et du fils (adulte). La feuille 1 

fournit ces données, exprimées en mètres. 

1. Regrouper les tailles des pères en classes d'amplitude 0,01 mètre. Peut-on ajuster à l’histo- 

gramme normalisé des fréquences, correspondant à ces classes, une loi à densité figurant au 

programme de terminale ? 

2. Même question pour les tailles des fils. 

3. La taille moyenne d’un homme d’âge compris entre 20 et 29 ans est actuellement, en France, 

de 1,77 m. En utilisant le modèle de la question précédente estimer la probabilité qu’un jeune 

homme anglais de ces âges ait une taille supérieure ou égale à 1,77 m à la fin du xix° siècle. 

B. Éruptions du volcan Aso 

Le volcan Aso, situé sur l’île de Kyushu au Japon, est l’un des plus actifs au monde. On possède 

les statistiques de ses éruptions, régulièrement tenues depuis le x111° siècle. La feuille 2 fournit les 

années d’éruptions jusqu’au x1x° siècle (à partir du xx° siècle, les données, d’une autre nature, ne 

sont pas comparables). On s'intéresse au temps d'attente, exprimé en années, entre deux érup- 
tions. 

1. Regrouper les temps d’attentes en classes d'amplitude 5 années. Peut-on ajuster à l’histo- 
gramme normalisé des fréquences, correspondant à ces classes, une loi à densité figurant au 
programme de terminale ? 
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2. On note T la variable aléatoire qui, à chaque éruption prise au hasard, associe le temps d’at- 
tente de la prochaine éruption. 

Calculer, en utilisant la loi proposée à la question précédente, la probabilité P(T > 56). 
Un temps de repos tel que celui qu’a connu le volcan entre 1709 et 1765 doit-il, selon ce modèle, 
être considéré comme exceptionnel ? 

C. Éruptions du geyser Old Faithful 
Le geyser Old Faithful est situé dans le parc Yellowstone aux États-Unis. Son nom signifie « vieux 
fidèle » en raison de la régularité de ses éruptions. Les données statistiques permettent d'étudier 
cette « fidélité ». La feuille 3 fournit la durée entre le début de chaque éruption, exprimée en 
minutes, pour les 5 699 éruptions de l’année 2010, ainsi que la durée moyenne journalière entre 
éruptions pour chacun des 365 jours de l’année. 

1. Regrouper les 5 699 durées entre éruptions en classes d'amplitude 4 minutes. Peut-on ajuster 
à l'histogramme normalisé des fréquences, correspondant à ces classes, une loi à densité figurant 
au programme de terminale ? 

2. Regrouper les 365 durées moyennes journalières entre éruptions en classes d'amplitude une 
minute. Peut-on ajuster à l’histogramme normalisé des fréquences, correspondant à ces classes, 
une loi à densité figurant au programme de terminale ? 

LOGICIEL UTILISÉ 

Peut-on croire un sondage ? 
On assimile un sondage d'opinion de 1 000 personnes à un échantillon aléatoire prélevé avec 

remise dans une population où la proportion inconnue de personnes en faveur d’un candidat est 

p. On désigne par X la variable aléatoire qui, à tout échantillon ainsi prélevé, fait correspondre le 

nombre de personnes en faveur du candidat. On suppose que X suit une loi binomiale de para- 

mètres 1 000 et p inconnu. 

1. a. On pose F= _ À quoi correspond la variable aléatoire F ? 

b. On suppose que sur un échantillon, on observe la valeur f de la variable aléatoire F. Donner 

l'expression d’un intervalle de confiance de p au niveau de confiance de 95 %. 

2. Le fichier « 9_ sondages » (au format Excel ou OpenOffice) simule des sondages aléatoires de 

taille 1 000 le jour de l'élection de Barack Obama en 2008, c’est-à-dire avec une fréquence d’opi- 

nions favorables égale à p = 0,55 dans la population. 
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Pour chaque sondage simulé, fournissant une fréquence d'opinions favorables f, est représenté 

« l'intervalle de confiance » au niveau de confiance de 95 %. 

Sondage  Sondage2  Sondage3 Sondage4 Sondage 5 Sondage6 Sondage7 Sondages Sondage 9 us Sondage 11 Som 

Re 0,517 0,502 0,491 0,522 0,519 0,491 0,520 0,507 0,507 0,520 518 q 
l'intervalle de confiance E L + 

Borne supérieure de 0. 0 0,553 0,582 0,569 0,569 0,582 0580 0 
l'intervalle de confiance Let LE ne doté = A H l 

Fréquence obtenue sur Le 0, 0,52 0,551 0,538 0,538 0,551 0,549 o 
repete C 0,533 0,522 0,553 ,55 , , È , 

pestildansic? [1] 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 

Pourcentage d'intervalles de confiance contenant p : %6 % 

0,65 Da du aise Ti lo EU 

0,60 

a. La fréquence obtenue par Barack Obama le jour de l'élection de 2008 est-elle toujours com- 

prise dans l'intervalle de confiance ? Expliquer la formule =SI(ET(0,55>=B3;0,55<=B4);1;0) 

entrée en cellule B6. 

b. En faisant plusieurs simulations, estimer approximativement le pourcentage d'intervalles de 

confiance contenant le résultat de l'élection. 

c. Deux intervalles de confiance peuvent-ils être disjoints ? 
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CE QU'IL FAUT SAVOIR FAIRE 

Utiliser une loi uniforme sur un intervalle 

Utiliser une loi exponentielle 

Utiliser une loi normale 

Représenter un schéma de Bernoulli 

Utiliser une loi binomiale 

Approximer une loi binomiale par une loi normale 

Déterminer et exploiter un intervalle de fluctuation à environ 95 % 
d'une fréquence avec une loi binomiale 

Déterminer et exploiter un intervalle de fluctuation asymptotique 

Prendre une décision à l’aide d’un intervalle de fluctuation d'une 

d'une fréquence 

fe US . . . f 

fréquence lié à la loi binomiale | 

k 
Prendre une décision à l'aide d'un intervalle de fluctuation … 

asymptotique d'une fréquence … 

LE 

Déterminer et exploiter un intervalle de confiance d'une proportion 

Utiliser une loi uniforme 
sur un intervalle 

1 e ++ Loi uniforme sur [- 2, 8] 

LI est une variable aléatoire qui suit la loi uniforme sur 

l'intervalle [—2, 8]. 

1. Donner la fonction de densité de LL. 

2. Déterminer les probabilités suivantes : 

P(Ue [0,3]), P(-1<U<4),P(lu| < 1), P(U< 5), P(U = 2). 
3. a) Déterminer l'espérance E(U). 

b) Donner une interprétation de E (U). 

Utiliser le Tableur 

Utiliser le Tableur 

Utiliser GeoGebra 
EPA MY ES TE 

Exercices 
corrigés 

UE RO A 

EUR EC A PA ER) 

4. Déterminer la variance V(U). 

b- Voir aussi l'exercice résolu & du cours. 

CORRIGE P. 363 

2 e ++ Loi uniforme sur [0, 4] 

OT 
non corrigés 

X est une variable aléatoire qui suit la loi uniforme sur l’in- 

tervalle [O, 4]. 

4. Donner la fonction de densité de X. 

2. Déterminer les probabilités suivantes : 

PERTE APCATE 2,5) POSE) PTE T)S 

PX= 1); P(X> 1). 
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Exercices 

3. a) Déterminer l'espérance E(X). 

b) Donner une interprétation de E(X). 

4. Déterminer la variance V(X). 

3 e +++ Erreur d’arrondi 

1. Soit x un nombre réel et soit y la valeur de x arrondie à 

l'unité. 

On rappelle que l'erreur d’arrondi est alors e = x — y. 

Déterminer y et e pour chacune des valeurs suivantes de x : 

x = 4,23 ; x = 3,6 ; x = 4,004 ; x = 3,999 ; x = 4,499 ; x = 3,5. 

2. On note X la variable aléatoire qui, à tout nombre réel 

tiré au hasard, associe sa valeur arrondie à l'unité. 

On admet que X suit la loi uniforme sur l'intervalle 

[- 0,5 ; 0,5. 

a) Donner la fonction de densité de X. 

b) Déterminer les probabilités suivantes : 

P(X = 0), P(X < 0), P(X > 0), P(X € [-0,25 ; 0,25]), 

P(Ix| < 0,1), P(IX| < 0,01). 
c) Déterminer l'espérance E(X). 

Donner une interprétation de E(X) et en déduire que la 

valeur de E(X) était prévisible. 

d) Déterminer la variance V(X). 

Loi exponentielle 
b- On peut se reporter à l'exercice résolu 2 du cours. 

4. ++ Calculs de probabilités 

X est une variable aléatoire qui suit la loi exponentielle de 

paramètre 0,05. 

1. Calculer les probabilités suivantes (arrondir à 10") : 

P(X € [25, 35]), P(X < 20) et P(X > 40). 

2. Déterminer l'espérance E(X) et donner une interpréta- 

tion du résultat. 

5. ++ Calculs de probabilités 

X est une variable aléatoire qui suit la loi exponentielle de 

paramètre 0,2. 

1. Calculer les probabilités suivantes (arrondir à 1073) : 

P(Xe [1,3]), P(X < 6) et P(X > 4). 
2. Déterminer l'espérance E(X) et en donner une interpré- 

tation. 

G. ++ Événement de probabilité donnée 

X est une variable aléatoire qui suit la loi exponentielle de 

paramètre de paramètre 0,002. 

Déterminer le nombre réel x tel que P(X < x) = 0,3. Arron- 

dir à 1072. 

Le ++ Événement de probabilité donnée 

X est une variable aléatoire qui suit la loi exponentielle de 

paramètre 0,1. 

Déterminer le nombre réel x tel que P(X < x) = 0,4. Arron- 

dirat0®, 
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8. ++++ Interprétation graphique de l’espérance 

1. Cas particulier 

a) Donner la fonction de densité f, de la loi exponentielle 

de paramètre 2. 

b) Représenter sur l'écran d’une calculatrice ou d’un ordi- 

nateur la représentation graphique €, de f, ainsi que sa tan- 

gente T, en son point d’abscisse 0. jé 

c) Calculer f,(0) et le nombre dérivé f; (0). 

d) Déterminer une équation de T, et en déduire l’abscisse 

du point où T, coupe l’axe des abscisses. 

2. Cas général 

Reprendre les questions a), c) et d) en remplaçant 2 par À, 

où À > 0. 

En déduire une interprétation graphique de l'espérance 

d’une variable aléatoire qui suit la loi exponentielle de 

paramètre À. 

Loi normale 

Tous les calculs de probabilités sont à effectuer à l'aide 

d'une calculatrice ou d’un tableur. 

9. + Retrouver un résultat donné 

La variable aléatoire X suit la loi normale N(20, 5). 

a) Retrouver avec la calculatrice les valeurs approchées 

arrondies à 1073 : P(X < 28) = 0,945 et P(X < 12) = 0,055. 

b) En déduire une valeur approchée de P(12 < X < 28). 

b> Voir aussi l'exercice résolu 3 du cours. 

1 0. + Calcul de probabilités 

La variable aléatoire X suit la loi normale N(10, 2). 

Calculer les probabilités suivantes (arrondir à 10"). 

1. P(X < 8) et P(X > 8).. 

2.P(9<X<12)et P(7<X< 14). 

1 1 e + Calcul de probabilités 

La variable aléatoire X suit la loi normale N(100, 12). 

Calculer les probabilités suivantes (arrondir à 1072). 

1. P(X < 80) et P(X > 80). 

2. P(90 < X < 120) et P(70 < X < 110). 

1 2 e + Calcul de probabilités 

La variable aléatoire X suit la loi normale N(8,5 ; 1,2). 

Calculer les probabilités suivantes (arrondir à 10). 

1. P(X < 7,5) et P(X > 7,5). 
2.P(9<X<10)etP(7<X<8). 

1 3 e ++ Calcul de probabilités et interprétation 

La variable aléatoire X suit la loi normale N(20, 5). 

1. Calculer les probabilités suivantes (arrondir à 10 3). 



a) P(X < 28) et P(X > 28). 

b) P(X < 12) et P(X > 12). 

c) P(18 < X < 22) et P(19 < X < 21). 
2. Quelle propriété de la courbe en cloche représentative 
de la fonction de densité de X permet d'expliquer les liens 
entre les résultats des questions 4. a) et b) ? 

On pourra représenter rapidement l'allure de cette courbe 
en cloche et hachurer les parties du plan dont les aires sont 
égales aux probabilités calculées dans ces questions. 

1 4. ++ Calcul de probabilités et interprétation 
La variable aléatoire X suit la loi normale N'(4, 0) où ui = 24 
ebO=:6. 

1. Calculer les probabilités suivantes (arrondir à 10-2). 
a) P(X < 30) ; b) P(X > 30); c) P(X < 21); 

d) P(18 < X < 30); e) P(16,5 < X < 31,5). 
2. Quelle propriété de la loi normale permettait de prévoir 
le résultat de la question 4. d) ? 

On pourra exprimer les nombres 18 et 30 en fonction de li et ©: 

1 5. ++ Calcul de probabilités et interprétation 

La variable aléatoire X suit la loi normale N(4, 6) où 11 = 15 

et o=3. 

1. Calculer les probabilités suivantes (arrondir à 103) 

a) P(X < 16); b) P(X > 20); c) P(X <15) ; 

d)P(O9<X<21); e)P(6<X< 24). 

2. Quelle propriété de la loi normale permettait de prévoir 

les résultats des questions £. d) et e) ? 

On pourra exprimer les nombres 9 et 21 en fonction de li et 

©; de même pour 6 et 24. 

1 6. + Gestion d’une flotte de véhicules 

Une entreprise de transport de produits sanguins a un parc 

total de 150 véhicules. On désigne par X la variable aléa- 

toire qui, à chaque véhicule tiré au hasard dans le parc, 

associe la distance qu'il a parcourue dans une journée. (Les 

distances sont mesurées en kilomètres.) On admet que 

cette variable aléatoire X suit la loi normale de moyenne 

120 et d'écart type 14. 

Déterminer la probabilité qu’un véhicule parcoure un jour 

donné une distance comprise entre 110 et 130 kilomètres. 

Arrondir à 1072. 

1 2. + Coût de sinistres 

Dans un groupe d'assurances on s'intéresse au coût d'une 

certaine catégorie de sinistres survenus pendant une année. 

On considère la variable aléatoire C qui, à chaque sinistre 

tiré au hasard parmi les sinistres de cette catégorie, associe 

son coût en euros. 

On suppose que C suit la loi normale de moyenne 1 200 et 

d'écart type 200. 

Calculer la probabilité qu'un sinistre tiré au hasard parmi 

les sinistres de ce type coûte entre 1 000 et 1 500 euros. 

1 8. ++ Bouchons cylindriques 

Une machine fabrique plusieurs milliers de bouchons 

cylindriques par jour. 

On admet que la variable aléatoire X qui, à chaque journée 

associe son diamètre exprimé en millimètres, suit la loi 

normale de moyenne "m = 22 et d'écart type 6 = 0,025. 

Les bouchons sont acceptables si leur diamètre appartient 

à l’intervalle [21,95 ; 22,05]. 

1. Déterminer la probabilité qu’un bouchon pris au hasard 

dans la production soit acceptable. Arrondir à 1072. 

2. Pouvait-on prévoir le résultat ? 

CORRIGE P. 363 

1 9. ++ Remplissage de bouteilles d’eau 

Une entreprise produit des bouteilles d’eau minérale de 

1,5 litre. Une bouteille d’eau sortant de la chaîne de rem- 

plissage est considérée conforme si elle contient entre 

149,6 cl d’eau et 150,4 cl d’eau. 

On note C la variable aléatoire qui, à chaque bouteille pré- 

levée au hasard dans la production d’une journée, associe 

son contenu en centilitres. 

On suppose que C suit la loi normale de moyenne 150 et 

d'écart type 0,2. - 

1. Déterminer la probabilité qu'une bouteille soit 

conforme. Arrondir à 1072. 

2. Pouvait-on prévoir le résultat ? 

Représenter un schéma 
de Bernoulli par un arbre pondéré 
(Rappels de 1STI2D-STL) 

20. ++ Schéma de Bernoulli de paramètres n = 3 

et p = 0,2 

Une urne contient 2 boules noires et 8 boules blanches. On 

prélève une boule au hasard dans l’urne. Toutes les boules 

ont la même probabilité d’être prélevées. On désigne par N 

l'événement : « la boule prélevée est noire » et par B l’évé- 

nement : « la boule prélevée est blanche ». 

1. Compléter l'arbre de probabilité suivant correspondant 

à cette épreuve de Bernoulli. 

0,2 -N 

= , 

2. a) Trois prélèvements dans l’urne sont successivement 

réalisés en remettant à chaque fois la boule dans l’urne 

avant d'effectuer le prélèvement suivant. Représenter cette 

épreuve par un arbre pondéré. | 

b) Calculer la probabilité de l'événement E : « obtenir trois 

boules noires ». 

c) On désigne par F l'événement : « obtenir exactement 

deux boules noires ». 

Démontrer que P(F) = 0,096. 

CORRIGE P. 363 
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2 1 e +++ Contrôle de qualité 

Des pièces d’un certain type sont fabriquées en grandes 

séries. On prélève au hasard une pièce d’un lot dans lequel 

97 % des pièces sont conformes au cahier des charges. On 

remet la pièce dans le lot et on effectue un deuxième prélè- 

vement d’une pièce. On répète une troisième fois l’expé- 

rience. On a réalisé trois prélèvements d'une pièce avec 

remise. Calculer la probabilité de l'événement C : « les trois 

pièces prélevées sont conformes au cahier des charges ». 

b Conseil : construire un arbre pondéré. 

Loi binomiale 
(Rappels de 1'° STI2D-STL) 

2 2. + Sachant que la variable aléatoire X suit une loi 

binomiale B(n, p), calculer : 

a) pour n =6 et p = 0,4 

PURES) PO = 0) PTE). 
b) pour n =6 et p = 0,6 

AC GNPCX 20) PIX A), 
Arrondir à 10, 

Méthode : En S7/2D-STL, on utilise une calculatrice, 

ou un logiciel pour calculer P(X= k) ou P(X< k) (Voir le TP1). 

2 3 e + Espérance 

Quelle est l'espérance de la variable aléatoire X qui suit la 

loi binomiale de paramètres r = 30 et p = 0,2? 

2 4, ++ Espérance et variance 

Tous les résultats approchés sont à arrondir à 103. 

Une urne contient dix boules dont trois rouges. 

On tire huit boules l’une après l’autre en remettant à 

chaque fois la boule tirée dans l’urne. Cela constitue un 

prélèvement. 

On suppose l’équiprobabilité des tirages. 

Soit X la variable aléatoire qui, à chaque prélèvement ainsi 

défini, associe le nombre de boules rouges obtenues. 

1. Expliquer pourquoi X suit une loi binomiale, Préciser 

les paramètres de cette loi. 

2. Calculer P(X < 5). 

3. Calculer l'espérance E(X) et la variance V(X) de la 

variable aléatoire X. 

Que représente E(X) ? 

Approximation d'une loi 
binomiale par une loi normale 

2 5. +++ Comparaison de probabilités 

Dans cet exercice, chaque probabilité est à arrondir à 10"?. 

1. X est une variable aléatoire qui suit la loi binomiale 

R(50 : 0,7). 

! CHAPITRE 9 + PROBABILITÉS ET STATISTIQUE 

a) Calculer P(X < 40) et P(X < 29). 

b) En déduire P(30 < X < 40). 

2. On décide d'approcher la loi de X par une loi normale. 

a) Déterminer les paramètres li et 6 de cette loi normale. 

Arrondir 6 à 102. 

b) Y étant une variable aléatoire suivant cette loi normale, 

calculer P(30 < Y < 40). \ 

c) Comparer les résultats obtenus aux questions 4. b) et 

2. b). 
CORRIGE P. 364 

b- Voir aussi l'exercice résolu 4 du cours. 

2 6. ++ Comparaison de probabilités 

Dans cet exercice, chaque probabilité est à arrondir à 10°? 

1. X est une variable aléatoire qui suit la loi binomiale 

(80 ; 0,4). 
a) Calculer P(X < 38) et P(X < 26). 

b) En déduire P(27 < X < 38). 

2. On décide d'approcher la loi de X par une loi normale. 

a) Déterminer les paramètres 1 et © de cette loi normale. 

Arrondir 6 à 102. 

b) Y étant une variable aléatoire suivant cette loi normale, 

calculer P(27 < Y < 38). 

c) Comparer les résultats obtenus aux questions 4. b) et 

2.b). 

2 r ++++ Correction de continuité 

« La correction de continuité n’est pas un attendu » du 

programme. 

1. Reprendre la question 4. de l'exercice 26 en arrondis- 

sant chaque probabilité à 107%. 

2. Reprendre la question 2. de cet exercice en arrondissant 

chaque probabilité à 1074. 

3. Entre les valeurs 26 et 27, la variable aléatoire X ne 

prend aucune valeur, tandis que la variable aléatoire Y peut 

prendre toutes les valeurs de cet intervalle et 

P(YE]26, 271) = 0,0415. 

Il en est de même entre les valeurs 38 et 39. 

PER SP Rd et ab 
2641 278 37 38 39 

26,5 38,5 

Aussi lorsqu'on remplace la variable aléatoire X par la 
variable aléatoire Y, il peut être préférable de remplacer 
l'intervalle [27,98] par l'intervalle [26,5 ; 38,5] : c’est la cor- 
rection de continuité. 

a) Calculer P(26,5 < Y < 38,5) ; arrondir à 10-4, 

b) Comparer les résultats obtenus aux questions 4. b), 
2. b), 3. a). 



Utiliser un logiciel 
2 8. +++ Tremblements de terre avec le tableur 
Le fichier « 9_ tremblements de terre » (au format Excel 
ou OpenOffice) fournit le nombre de jours qui séparent 
deux tremblements de terre graves sur la surface de la terre 
entre 1902 et 1979. Un tremblement de terre est grave si sa 
magnitude est au moins égale à 7,5 sur l'échelle de Richter 
ou s’il a causé la mort d'au moins 1 000 personnes. Il y a eu 
63 tremblements de terre graves durant cette période, donc 
62 valeurs du temps d'attente jusqu’au suivant. 

1. Pour cette série de données : 

— calculer le minimum, le maximum, la moyenne et l'écart 

type ; 
— regrouper en classes d'amplitude 100 et représenter un 

histogramme normalisé des fréquences de chaque classe 

(l'aire de chaque rectangle égale la fréquence de la classe 

correspondante, pour cela sa hauteur égale la fréquence 

divisée par l'amplitude de la classe) ; 

— d’après le « profil » de l’histogramme, envisager un 

modèle exponentiel en superposant le tracé d’une fonction 

de densité adaptée (on peut utiliser : 

=LOI.EXPONENTIELLE(x;1/moyenne; FAUX) ). 

2. On suppose que la variable aléatoire T correspondant au 

temps d'attente, exprimé en jours, entre deux tremble- 

ments de terre graves à la surface du globe suit la loi expo- 

nentielle de paramètre À = 0,002 3. Calculer la probabilité 

que ce temps d'attente dépasse 365 jours. 
CORRIGE P. 364 

2 9. ++++ Simuler une loi exponentielle 

avec la calculatrice ou le tableur 

1. Soit X une variable aléatoire de loi uniforme sur l’inter- 

valle ]0, 1]. 

a) Comment peut-on simuler, à l’aide d’une calculatrice ou 

d’un tableur, une série de réalisations de la variable aléa- 

toire X ? : 

b) Soit 4 un réel de l'intervalle ]0, 1], calculer P(X 2 a). 

2. Soit T la variable aléatoire définie par T = nn où À 

est un réel strictement positif. À 

Montrer que les valeurs prises par la variable aléatoire T 

appartiennent à l'intervalle [0, + cl. 

3. Soit t{ un réel de l'intervalle [0, + [, montrer que 

P(TSH=VU-Ee", 

4. Déduire de la question précédente la fonction de densité 

f de la variable aléatoire T (on pourra montrer que, pour 

1>0,f(t) = LT <0) 

Quelle est la loi de T ? 

5. Comment peut-on simuler, à l’aide d’une calculatrice ou 

d’un tableur, une série de réalisations d’une variable aléa- 

toire de loi exponentielle de paramètre À = 0,005 ? 

Effectuer une simulation d’une telle série de 10 valeurs. 

CORRIGE P. 364 

3 0. ++++ Exploitation d'instructions 

du tableur 

On désigne par Z une variable aléatoire de loi normale cen- 

trée réduite. 

Soit F la fonction définie sur ]-co, + ce[ par F(x) = P(Z < x). 

1. La fonction F correspond à l'instruction =LOI.NOR- 

MALE.STANDARD(x) du tableur. Représenter la fonction 

F à l’aide du tableur. 

2. On admet que tout nombre p de l'intervalle ]0, 1[ admet 

un antécédent unique par F, noté F-1(p). 

a) Par lecture graphique, donner une valeur approchée de 

F#(0,1};F (0,5); 70,95). 

b) Préciser les valeurs précédentes en utilisant la fonction : 

=LOINORMALE.STANDARD.INVERSE(p) du tableur. 

3. On simule la réalisation d’une variable aléatoire X par 

l'instruction : 

=LOINORMALE.STANDARD.INVERSE(ALEA()). 

a) Simuler 1 000 réalisations de la variable aléatoire X. 

b) Regrouper les 1 000 réalisations de X en classes d’ampli- 

tude 0,5 et représenter l’histogramme normalisé des fré- 

quences de chaque classe (l'aire de chaque rectangle égale 

la fréquence de la classe correspondante, pour cela sa hau- 

teur égale la fréquence divisée par l'amplitude de la classe). 

Superposer à cet histogramme la représentation graphique 

de la fonction de densité de la variable aléatoire Z. 

Que constate-t-on ? 

CORRIGE P. 365 

3 1 e ++++ Comparaison des lois binomiales 

et normales avec GeoGebra 

On souhaite comparer graphiquement, à l’aide de GeoGe- 

bra, la loi binomiale de paramètres n et p avec la loi nor- 

male de même moyenne et de même écart type. 

1. Créer un curseur # allant de 5 à 1 000 avec un incrément 

de 1 et un curseur p allant de 0 à 1 avec un incrément 0,1. 

Calculer, avec GeoGebra, la moyenne " et l’écart type s de 

la loi normale à comparer avec la loi binomiale de para- 

mètres n et p. 

2. Représenter par un histogramme la distribution bino- 

miale en saisissant l'instruction : 

H=Histogramme[Séquenceli-0.5,i,0,n+1], 

Séquence[Binomiale{n,p,k,false],k,0,n]] 

Tracer la fonction de densité de la loi normale de para- 

mètres 1 et s en saisissant : 

f(x)=Normale[m,s,x] 

Régler l’échelle graphique à xmin : m-4s ; xmax : m+4s ; 

ymin : -0.01 et ymax : 0.5/5 

Justifier le réglage de l’échelle des abscisses. 
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210 215 220 225 230 

3. Indiquer, pour chacun des couples (r, p) suivants ceux pour lesquels ont peut considérer que les deux distributions sont 

« proches » : 

(5 ; 0,2) ; (20 ; 0,9) ; (30 ; 0,9) ; (30 ; 0,4) ; (1 000 ; 0,1) et (1 000 ; 0,6). 

4. On considère que l’on peut approcher la loi binomiale de paramètres n et p par la loi normale correspondante lorsque 

n>30,np>5etn(1l-p)25. 

Ces conditions sont-elles compatibles avec vos observations précédentes ? 

324 +++ Simulation à l'aide du tableur SL 
1. On considère l'algorithme suivant, simulant une réalisation d’une variable aléatoire et dans lequel la fonction « random » 

désigne un générateur de nombres aléatoires simulant la loi uniforme sur l'intervalle [0, 1]. 

Affecter à x la valeur random 

Pour K allant de 1 à 11 

Affecter à x la valeur x + random 

FinPour 

Afficher x — 6 

a) Combien de fois cet algorithme fait-il appel à la fonction random ? 

b) Définir, en une phrase, le contenu de la variable x à la fin de l'algorithme. 

c) Quelle est la moyenne des valeurs prises par la fonction random, sur un très grand nombre d’appels à cette fonction ? 

Quelle est la moyenne des valeurs affichées par l'algorithme, sur un très grand nombre de réalisations de celui-ci ? 

À h 4 brins 
d) On admet que la fonction random fournit des résultats avec une variance égale à à et que, dans le programme précédent 

cette variance s'ajoute à chaque addition d’une valeur de random. Quelle est la variance des valeurs affichées par l’algo- 

rithme, sur un très grand nombre de réalisations de celui-ci ? 

2. Modifier l’algorithme précédent pour qu’il affiche une liste X(i) de 10 000 simulations. 

3. L'implantation de l'algorithme sur ordinateur a conduit à l'affichage suivant où est tracée la fonction de densité de la loi 
normale centrée réduite et où les 10 000 simulations sont représentées dans un histogramme normalisé de fréquences. 

Que constate-t-on ? 
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3 3 e +++ Intervalle de confiance d’une moyenne avec le tableur 

Une entreprise fabrique des pièces d’un certain type pour l'imagerie médicale. Soit X la variable aléatoire qui, à toute pièce 

de ce type prélevée dans la production de la journée, associe le diamètre de la pièce, exprimé en centimètres. On suppose 

que X suit la loi normale de moyenne 1 inconnue et d'écart type 0,084. 

On prélève au hasard un échantillon de 60 pièces dans cette production. La production est assez importante pour que l’on 

puisse assimiler ce prélèvement à un tirage avec remise. 

On note x la moyenne des diamètres, en cm, des pièces de l'échantillon. 

On montre qu’un intervalle de confiance de la moyenne inconnue pH au niveau de confiance de 95 % est fourni par : 
AN is 0,084 0,084 

Fe , X+1,96X 60 

1. On souhaite vérifier cette formule, en effectuant une simulation sur tableur. 

On suppose pour cette simulation que y1 = 4,02 entrée en cellule B (valeur modifiable). 

La mesure du diamètre d’une pièce prélevée est simulée par la formule : 

=LOIL.NORMALE.INVERSE(ALEA();$B$1;0,084) 
On simule ainsi 100 échantillons de taille 60. 

Fnl R on Pule re ST 
= n° 

Laon | 403 
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échantillon 

borne 

inférieure 4,000 3,976 3,988 4,009 3,997 

IC 

borne 

isupérieure. 4,043 | 4,019 4,030 4,051 4,039 

iC 

ml uest-il dans 
} lc? 

est dans 96 % des intervalles de confiance. 

0 1 1 1 

a) Quelle formule, entrée en cellule B64, permet-elle de calculer la borne inférieure de l'intervalle de confiance ? 

b) Expliquer la formule =SI(ET($B$1>=-B64;$B$1<=B65);1;0) entrée en B66. 

c) Que permet de vérifier l'affichage en cellule B67 ? 

2. Sur l'échantillon réellement prélevé, on constate que x = 4,012 cm. 

a) Donner un intervalle de confiance de la moyenne inconnue u des pièces de la production au niveau de confiance de 95 %. 

(Arrondir les bornes à 10°.) 

b) On considère l'affirmation suivante : « la moyenne y est obligatoirement entre 3,991 et 4,033 ». Peut-on déduire de ce qui 

précède que cette affirmation est vraie ? 

Radiologie numérisée 

Mammographie 

Densitométrie osseuse 

Panoramique dentaire 

Echographie-Doppler 

Scanner - [IRM 
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Exercices 

Les exercices pour le baccalauréat sont des exercices qui pourraient figurer dans l'épreuve de mathématiques du baccalauréat 
STL-Biotechnologies. 

Loi uniforme sur un intervalle 

34. +++ L’attente au téléphone 

Le standard téléphonique d’un centre d'urgence limite la 
durée d'attente en transférant le plus vite possible les 
appels sur d’autres postes. 

On s'intéresse aux appels dont la durée d'attente est com- 

prise entre 10 secondes et 1 minute. 

On note T la variable aléatoire qui, à un tel appel pris au 

hasard, associe la durée de l'attente. On admet que T suit la 

loi uniforme sur l'intervalle [10, 60]. 

L. Donner la fonction de densité de T. 

2. Déterminer les probabilités suivantes : 

P(A) où À est l'événement « la durée de l’attente pour un 

tel appel pris au hasard est inférieure à 20 secondes », 

P(B) où B est l'événement « la durée de l'attente pour un tel 

appel pris au hasard supérieure à 40 secondes », 

P(C) où C est l'événement « la durée de l'attente pour un tel 

appel pris au hasard est comprise entre 20 et 40 secondes ». 

3. a) Déterminer l'espérance E(T). 

b) Donner une interprétation de E(T). 

4. Déterminer la variance V(T). 

er 4 
RL |] 

wmaesr we 
puasrnesee | = 

Loi exponentielle 

3 5. +++ Durée de vie de lampes 

Test la variable aléatoire qui, à toute lampe d’un certain 

type prélevée au hasard dans un stock important, associe sa 

durée de bon fonctionnement (en heures) avant la rupture 

du filament. 

On suppose que T suit la loi exponentielle de paramètre 

0,000 4. 

1. Donner la fonction de densité de T. 

2. Calculer les probabilités des événements suivants 

(arrondir à 10?) : 

A : « la durée de bon fonctionnement de la lampe prélevée 

est comprise entre 2 000 h et 2 800 h », 

B : « la durée de bon fonctionnement de la lampe prélevée 

est inférieure à 3 000 h », 

C : « la durée de bon fonctionnement de la lampe prélevée 

est supérieure à 2 500h », 

D : « la durée de bon fonctionnement de la lampe prélevée 

est égale à 2 800 h ». 

3. Déterminer l'espérance E(T) et donner une interpréta- 

tion du résultat dans le contexte de l'énoncé. 

3 6. +++ Temps de bon fonctionnement 

d’une machine 

T est la variable aléatoire qui, à toute machine à 

embouteiller d’un certain type prélevée au hasard dans un 

stock important, associe sa durée de bon fonctionnement 

(en jours) avant une défaillance. 

On suppose que T suit la loi exponentielle de paramètre 

0,005. 

1. Donner la fonction de densité de T. 

2. Calculer les probabilités des événements suivants 

(arrondir à 107) : 

À : « la durée de bon fonctionnement de la machine pré- 

levée est comprise entre 150 et 250 jours »; 

B : « la durée de bon fonctionnement de la machine pré- 

levée est inférieure à 275 jours », 

C:« la durée de bon fonctionnement de la machine pré- 

levée est supérieure à 200 jours », 

D : « la durée de bon fonctionnement de la machine pré- 

levée est égale à 220 jours ». 

3. Déterminer l'espérance E(T) et donner une interpréta- 

tion du résultat dans le contexte de l'énoncé. 

3 4 +++ Durée de vie de tubes fluorescents 

T'est la variable aléatoire qui, à tout tube d’un certain type 

prélevé au hasard dans un stock important, associe sa 

durée de bon fonctionnement (en heures). 

On suppose que T suit la loi exponentielle de paramètre 

0,001 5. 

1. Donner la fonction de densité de T. 

2. Calculer les probabilités des événements suivants 

(arrondir à 10?) : 

À : « la durée de bon fonctionnement du tube prélevé est 

comprise entre 600 h et 700 h », 
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B : « la durée de bon fonctionnement du tube prélevé est 

inférieure à 800 h », 

C:« le tube prélevé fonctignne encore après 750 h », 

D: «le tube prélevé arrête de fonctionner à l'instant 670 h ». 

3. Déterminer l'espérance E(T) et donner une interpréta- 

tion du résultat dans le contexte de l'énoncé. 

3 8. +++ Claudius le jardinier 

1. Claudius le jardinier a installé 10 bornes lumineuses 

pour baliser une allée du jardin. Chaque borne est équipée 

d’une ampoule halogène de 35 watts. On admet que ces 

ampoules fonctionnent indépendamment les unes des 

autres et que la variable T qui, à une ampoule quelconque, 

associe sa durée de vie £ exprimée en heures, suit une loi 

exponentielle de paramètre À = 1074. 

a) Quelle est la durée de vie moyenne d’une ampoule ? 

b) Quelle est la probabilité, arrondie à 10-*, qu’une 

ampoule donnée fonctionne encore après 20 000 heures 

d'utilisation ? 

2. Désireux de faire des économies, Claudius se rend dans 

un magasin spécialisé et achète 10 ampoules de nouvelle 

génération, fabriquées à partir de leds et ayant une puis- 

sance très faible de 1 watt. On peut lire sur l'étiquette du 

blister contenant une de ces ampoules que sa durée de vie 

moyenne est de 80 000 heures. On admet que ces ampoules 

fonctionnent indépendamment les unes des autres et que 

la variable aléatoire W qui, à une ampoule quelconque, 

associe sa durée de vie £ exprimée en heures, suit une loi 

exponentielle de paramètre JL. 

a) Calculer la valeur exacte de lL. 

b) Quelle est la probabilité, arrondie à 10, qu’une 

ampoule de ce type fonctionne encore 20 000 heures après 

sa mise en service ? 

Loi normale 

3 9. +++ Des matelas adaptés à l’utilisateur 

Une fabrique de matelas lance un nouveau produit : le 

matelas adapté au poids de l'utilisateur. Pour cela, elle uti- 

lise des mousses de densités différentes. 4 

On désigne par X la variable aléatoire qui, à un individu tiré 

au hasard dans un échantillon d'utilisateurs potentiels, 

associe son poids en kilogrammes. 

On admet que X suit la loi normale de moyenne m = 82 kg 

et d'écart type 6 = 8,5 kg. 

L'entreprise conseille le matelas À pour un poids, inférieur 

à 75 kg, le matelas B pour un poids compris entre 75 kg et 

85 kg et le matelas C au-delà de 85 kg. 

Calculer, en arrondissant à 10?, la probabilité de chacun 

des événements suivants : 

E; : « l'individu tiré au hasard est un utilisateur potentiel du 
matelas À » ; 
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E, : « l'individu tiré au hasard est un utilisateur potentiel du 

matelas B » ; 

E, : « l'individu tiré au hasard est un utilisateur potentiel du 

matelas C ». 

40. +++ La taille des hommes 

On note X la variable aléatoire qui à chaque homme pré- 

levé au hasard dans les étudiants d’un campus associe sa 

taille en centimètres. On suppose que X suit la loi normale 

de moyenne 178 et d'écart type 10. 

Déterminer la probabilité de chacun des événements sui- 

vants (arrondir à 10") : 

À : «un homme prélevé au hasard parmi les étudiants a 

une taille supérieure à 180 » ; 

B : «un homme prélevé au hasard parmi les étudiants a 

une taille supérieure à 190 » ; 

C: «un homme prélevé au hasard parmi les étudiants a 

une taille inférieure ou égale à 150 » ; 

D : « un homme prélevé au hasard parmi les étudiants a 

une taille comprise entre 160 et 185 ». 

Â 1 e +++ Les factures 

À la fin d’un autre mois, on s'intéresse au montant de l’en- 

semble des factures éditées pendant ce mois par un grand 

garage. 

On note Y la variable aléatoire qui, à chaque facture préle- 

vée au hasard dans l’ensemble des factures éditées pendant 

le mois, associe son montant en euros. On suppose que la 

variable Y suit la loi normale de moyenne 840 et d'écart 

type 400. 

Les résultats approchés sont à arrondir à 10?. 

4. Calculer P(Y < 1 500). 

2. Calculer la probabilité qu’une facture prélevée au hasard 

dans l’ensemble des factures éditées pendant le mois ait un 

montant supérieur à 300 euros. 

3. Pour les factures dont le montant est supérieur ou égal 

à 600 euros et inférieur ou égal à 1 500 euros, le garage pro- 

pose le paiement en trois fois sans frais. 

Calculer la probabilité qu’une facture prélevée au hasard 

dans l’ensemble des factures éditées pendant le mois puisse 

être réglée en trois fois sans frais. 

42 e +++ Industrie textile 

Une usine produit des bobines de fil pour l’industrie textile. 

On désigne par X la variable aléatoire qui, à toute bobine 
tirée au hasard dans la production d’une journée, associe la 
longueur, exprimée en mètres, du fil de cette bobine. On 
admet que X suit la loi normale de moyenne 50 et d'écart 
type 0,2. 

On prélève au hasard une bobine dans la production d’une 
journée. 

Tous les résultats approchés sont à arrondir à 1072. 



Calculer la probabilité de chacun des événements suivants : 

À : « la longueur du fil de la bobine est inférieure à 
50,19 m» ; 

B : « la longueur du fil de la bobine est supérieure à 
50,16 m » ; 

C: « la longueur du fil de la bobine est comprise entre 

50,16 m et 50,19 m ». 

43. +++ Masse d’une pièce 

Un atelier d'assemblage de matériel informatique s’appro- 

visionne en pièces d’un certain modèle. 

On note Y la variable aléatoire qui, à chaque pièce prélevée 

au hasard dans un lot important, associe sa masse en 

grammes. 

On suppose que la variable aléatoire Y suit la loi normale 

de moyenne 500 et d'écart type 4. 

Les résultats approchés sont à arrondir à 10°. 

4. Calculer P(Y < 210). 

2. Calculer la probabilité qu’une pièce prélevée au hasard 

ait une masse supérieure à 495 grammes. 

3. Une pièce de ce modèle est acceptable pour la masse 

lorsque celle-ci appartient à l'intervalle [490, 510]. Calculer 

la probabilité qu’une pièce prélevée au hasard soit accep- 

table pour la masse. 

44. +++ Flotteurs 

On s'intéresse au contrôle de la qualité de la fabrication 

d’un modèle de flotteur. 

On désigne par Y la variable aléatoire qui, à chaque flotteur 

prélevé au hasard dans la production d’une journée, associe 

sa masse exprimée en grammes. 

On suppose que la variable aléatoire Y suit la loi normale 

de moyenne 25 et d'écart type 1,58. 

Les résultats sont à arrondir à 102. 

1. Calculer la probabilité qu'un flotteur prélevé au hasard 

dans la production d’une journée ait une masse inférieure 

ou égale à 27 grammes. 

2. Calculer la probabilité qu'un flotteur prélevé au hasard 

dans la production d’une journée ait une masse supérieure 

ou égale à 24,5 grammes. 

3. Calculer la probabilité qu'un flotteur prélevé au hasard 

dans la production d’une journée ait une masse comprise 

entre 24,5 grammes et 27 grammes. 

Loi binomiale 

Les exercices 45 à 47 portent sur le programme de la 

classe de 1STI2D-STL. 2 
= 

4 5. ++ Dans une pharmacie 

Dans cet exercice on s'intéresse aux factures comptabili- 

sées chaque mois dans une grande pharmacie. 

Dans cet exercice, les résultats approchés sont à arrondir à 

1074 

À la fin d’un mois donné, on considère une liasse impor- 

tante de factures. On note E l'événement : « une facture 

prélevée au hasard dans la liasse de factures est erronée ». 

On suppose que P(E) = 0,03. 

On prélève au hasard 20 factures dans la liasse pour vérifi- 

cation. La liasse contient assez de factures pour qu'on 

puisse assimiler ce prélèvement à un tirage avec remise de 

20 factures. On considère la variable aléatoire X qui, à tout 

prélèvement ainsi défini, associe le nombre de factures 

erronées de ce prélèvement. 

1. Justifier que la variable aléatoire X suit une loi binomiale 

dont on déterminera les paramètres. 

2. Calculer la probabilité qu'aucune facture de ce prélève- 

ment ne soit erronée. 

3. Calculer la probabilité que, dans un tel prélèvement, au 

plus deux factures soient erronées. 

APOTHEKE RO 
> FARMACA SR 

YAKKYO 
% 

b Voir aussi l'exercice résolu 4 du cours. 

CORRIGE P. 366 

46. ++ Pour protéger l’environnement 

On s'intéresse ici à la fabrication dans une usine d’un grand 

groupe de l’industrie automobile d’un certain modèle de 

véhicules à « moteur hybride ». 

Dans cet exercice, les résultats approchés sont à arrondir à 

10% 

Dans cette question, on s'intéresse à un stock important de 

véhicules sortis des chaînes de montage de l'usine. 

On appelle « véhicule défectueux » un véhicule possédant 

au moins un défaut. Il y a « beaucoup » de défauts possibles 

à la sortie d’une chaîne de montage. 

On note E l'événement : « un véhicule prélevé au hasard 

dans le stock est défectueux ». 

On suppose que P(E) = 0,2. 
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On prélève au hasard 20 véhicules dans le stock pour vérifi- 

cation. Le stock est assez important pour que l’on puisse assi- 

miler ce prélèvement à un tirage avec remise de 20 véhicules. 

On considère la variable aléatoire X qui, à tout prélève- 

ment ainsi défini, associe le nombre de véhicules défec- 

tueux de ce prélèvement. 

1. Justifier que la variable aléatoire X suit une loi bino- 

miale dont on déterminera les paramètres. 

2. Calculer la probabilité qu'un seul véhicule de ce prélève- 

ment soit défectueux. 

3. Calculer la probabilité que, dans un tel prélèvement, au 

plus un véhicule soit défectueux. 

> Contrôle de qualité dans l’industrie automobile : une 

probabilité de 0,2 peut paraître excessive (quand on fabrique 

des vis, par exemple, le pourcentage de pièces défectueuses ne 

dépasse pas 2 %). Il faut savoir que dans l'industrie automobile, 

à la sortie d'une chaîne de montage, le pourcentage de véhicules 
présentant au moins un défaut (et il y a beaucoup de défauts 
possibles !) peut atteindre, jusqu'à … 40 %! 

& r À +++ Des barres en métal 

Les résultats sont à arrondir à 102. 

Dans une usine, une machine produit des barres de métal. 

Dans la production de la machine, 8 % des barres sont non 

conformes. On prélève un lot de 30 barres extraites au 

hasard dans la production de la machine. Le nombre de 

barres produites est suffisamment important pour que l’on 

assimile ce prélèvement à un tirage avec remise de 

30 barres. 

On appelle X la variable aléatoire qui, à chaque lot de 

30 barres associe le nombre de barres de ce lot qui sont non 

conformes. 

1. Déterminer la loi de probabilité suivie par la variable 

aléatoire X et donner ses paramètres. Justifier. 

2. Calculer la probabilité qu'aucune barre de ce lot ne soit 

mise au rebut. 

3. Calculer la probabilité que dans un tel lot, au moins 

90 % des barres ne soient pas mises au rebut. 

Approximation d'une loi 
binomiale par une loi normale 

48. +++ Le courrier d’une entreprise 

Dans cette activité chaque probabilité demandée est à 

arrondir à 1074 

Une enquête permet d'estimer que la probabilité qu’une 

lettre, prélevée au hasard dans le courrier d’une entreprise, 

parvienne à son destinataire en France, le lendemain, est 
O7 

Dans la suite, on ne considère que les lettres à destination 

de la France. 

CHAPITRE 9 + PROBABILITÉS ET STATISTIQUE 

À l'agence de Marne-la-Vallée d’une grande entreprise, on 

admet que l’on expédie 100 lettres par jour. On note X la 

variable aléatoire qui, à un jour tiré au hasard, associe le 

nombre de lettres qui parviendront à leur destinataire le 

lendemain. On suppose que les acheminements: de ces 

lettres sont indépendants. 

1. Loi binomiale 

a) Expliquer pourquoi X suit une loi binomiale et préciser 

les paramètres de cette loi. 

b) Calculer l'espérance mathématique de-X, puis la valeur 

arrondie à 107! de l'écart type de X. 

c) Calculer la probabilité que 60 lettres exactement; sur les 

100 expédiées un jour tiré au hasard parviennent à leur 

destinataire le lendemain. 

2. Approximation d’une loi binomiale par une loi normale 

On décide d'approcher la loi de la variable discrète X par la 

loi normale de paramètres Li et 6. 

a) Donner les valeurs de Li et 6. 

b) On note Y une variable aléatoire suivant cette loi normale. 

En utilisant cette approximation calculer la probabilité 

qu'au moins 80 des 100 lettres, expédiées un jour tiré au 

hasard, parviennent à leur destinataire le lendemain, c’est- 

à-dire P(Y > 80). 

c) Calculer de même la probabilité que le nombre de 

lettres, sur les 100 expédiées un jour choisi au hasard, par- 

venant à leur destinataire le lendemain, soit compris entre 

She): 

d) Comparer ce dernier résultat à la valeur 

P(55 < X < 85) = 0,999 3 obtenue avec la loi binomiale 

définie au 1... 

49. +++ Pile ou face 

On jette 100 fois de suite des pièces de monnaie bien équi- 

librées en notant chaque fois le résultat, ce qui constitue 

une partie. 

Tous les résultats approchés seront arrondis à 10°3. 

1. On note X la variable aléatoire qui, à chaque partie, 

associe le nombre de « face » obtenu. 

a) Justifier que la loi de probabilité suivie par la variable X 
est une loi binomiale ; préciser les paramètres de cette loi. 

b) Calculer la probabilité de l'événement E : « Le nombre 
de “face” est strictement supérieur à 45 ». 

2. On décide d'approcher la loi de la variable aléatoire dis- 
crète X par une loi normale. 

a) Déterminer les paramètres li et 6 de cette loi normale. 
b) On considère une variable aléatoire Y suivant cette loi 
normale. En utilisant cette approximation calculer la pro- 
babilité de l'événement « Le nombre de “face” est compris 
entre 30 et 60 ». 

c) Comparer ce résultat avec la valeur 
P(30 < X < 60) = 0,982 obtenue avec la loi binomiale 
définie au 1... 



50. +++ Vente d'appareils photographiques 

Dans ce qui suit, sauf mention contraire, tous les résultats 
approchés sont à arrondir à 1072. 

Un revendeur de matériel photographique désire s’implan- 

ter dans une galerie marchande. 

Il estime qu'il pourra vendre 40 appareils photographiques 

numériques par jour et que les ventes sont deux à deux 

indépendantes. 

Une étude lui a montré que, parmi les différentes marques 

d'appareils disponibles, la marque À réalise 38,6 % du mar- 

ché. 

1. On note X la variable aléatoire qui, à un jour tiré au 

hasard dans les jours d'ouverture de l’année, associe le 

nombre d'appareils de marque À vendus ce jour-là. 

a) Expliquer pourquoi X suit une loi binomiale et préciser 

les paramètres de cette loi. 

b) Calculer la probabilité que, sur 40 appareils vendus par 

jour, 20 soient de la marque À. 

c) Calculer l'espérance mathématique de X. Calculer l'écart 

type de X. Arrondir à l'unité. 

2. On décide d'approcher la loi de la variable discrète X par 

une loi normale de moyenne " et d'écart type G. 

a) Justifier que m = 15,44 et © = 3. 

b) Déterminer la probabilité de l'événement « un jour donné, 

20 au moins des appareils vendus sont de marque À ». 

c) Déterminer la probabilité de l'événement : « un jour 

donné, le nombre d'appareils de type À vendus est compris 

entre 15 et 25, bornes incluses ». 

5 1. +++ Jeu de dés 

On jette un dé non truqué, la partie est gagnée si on obtient 

un 5 ou un 6. On joue 50 parties de suite. 

Dans cet exercice les résultats approchés sont à arrondir à 

107? 

A. Loi binomiale 

On considère la variable aléatoire X qui associe le nombre 

de parties gagnées au cours d’une suite de 50 parties. 

1. Justifier que la variable aléatoire X suit une loi binomiale 

dont on déterminera les paramètres. 

2. Calculer la probabilité de l'événement E : « on gagne 

20 parties ». 

3. Calculer la probabilité de l'événement F: « on gagne 

20 ou 21 parties ». 

B. Approximation d'une loi binomiale par une loi normale 

On décide d'approcher la loi de la variable aléatoire BR 

DO 
la loi normale de moyenne H = En et d'écart type 6 = … 

On note Y une variable aléatoire suivant cette loi normale. 

1. Justifier le choix des valeurs de li et de 6. 

2. Calculer P(Y < 21) et P(Y < 9). 

3. En déduire une valeur approchée de la probabilité de 

l'événement : « le nombre de parties gagnées est compris 

entre9et21». 

4. Comparer ce résultat à la valeur P(9 < X < 21) = 0,92 

obtenue avec la loi binomiale définie dans la partie A. 

Intervalle de fluctuation 
à environ 95 % d'une fréquence 
avec une loi binomiale (rappel) 

5 2 e +++ Contrôle de qualité : poutres pour 

la construction 

Une usine fabrique en très grande série des poutres pour la 

construction. 

On accepte les poutres dont la longueur, exprimée en cen- 

timètres, appartient à l'intervalle [590, 620] et on admet 

que la probabilité qu’une poutre soit acceptée est 0,88. On 

prélève au hasard un échantillon de 50 poutres dans l’en- 

trepôt. Le stock de l’entrepôt est assez important pour 

qu’on puisse assimiler ce prélèvement à un tirage avec 

remise de 50 poutres. On appelle X la variable aléatoire qui, 

à tout prélèvement ainsi défini de 50 poutres, associe le 

nombre de poutres acceptées. 

1. Expliquer pourquoi la variable aléatoire X suit une loi 

binomiale et préciser les paramètres de cette loi. 

2. À l’aide de la table de probabilités cumulées, déterminer : 

a) le plus petit entier a tel que P(X < a) > 0,025 ; 

b) le plus petit entier b tel que P(X < b) > 0,975. 

f 

L sis RE 

EN El 

1,0000 

3. En déduire un intervalle de fluctuation, à environ 95 %, 

de la fréquence des poutres acceptées dans un lot aléatoire 

de 50 poutres prélevé comme indiqué ci-dessus. 

4. Si on prélève au hasard un tel échantillon de 50 poutres, 

la fréquence des poutres acceptées : 

a) appartient-elle toujours à cet intervalle de fluctuation ? 

b) peut-elle être égale à 0,6 ? 

CORRIGE P. 366 
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5 3 e +++ Emmanchement d’une poulie 

Un atelier est chargé de l'assemblage d’un moteur. Dans cet 

exercice on s'intéresse au contrôle de qualité de l’'emman- 

chement d’une poulie sur une pompe de direction assistée. 

Cet emmanchement est contrôlé par la mesure, en milli- 

mètres, de la cote x apparaissant sur la figure ci-dessous. 

L'installation de la poulie est considérée non conforme 

lorsque la cote x n'appartient pas à l'intervalle [39,85 ; 40,15]. 

Dans la production du jour, 15 % des ensembles pompe- 

poulie ont des cotes x n’appartenant pas à cet intervalle. 

On prélève au hasard 30 ensembles pompe-poulie dans 

cette production. La production est suffisamment impor- 

CF tante pour qu’on puisse assimiler ce prélèvement à un 

300 

tirage avec remise. 

On considère la variable aléatoire X qui, à tout prélèvement 

de 30 ensembles pompe-poulie, associe le nombre de ceux 

dont la cote x n'appartient pas à l'intervalle [39,85 ; 40,15]. 

1. Justifier que la variable aléatoire X suit une loi bino- 

miale dont on déterminera les paramètres. 

2. À l’aide de la table de probabilités cumulées, déterminer : 

a) le plus petit entier a tel que P(X < a) > 0,025 ; 

b) le plus petit entier b tel que P(X < b) > 0,975. 
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3. En déduire un intervalle de fluctuation, à environ 95 %, 

du pourcentage des ensembles pompe-poulie ayant des 

cotes x n’appartenant pas à l'intervalle [39,85 ; 40,15] dans 

un échantillon aléatoire de 30 ensembles prélevés comme 

indiqué ci-dessus. Arrondir la borne de gauche de cet 

intervalle à 0,1 %. 

4. Si on prélève au hasard un tel échantillon de 30 ensembles 

pompe-poulie, le pourcentage étudié peut-il être : 

a) égal à 40 % ? 

b) inférieur à 2,5 % ? 

54. +++ Dopage 

Des statistiques ont permis d'admettre qu’en période de 

compétition, la probabilité pour un sportif contrôlé au 

hasard, d’être déclaré positif au contrôle antidopage est 

égale à 0,05. 

On tire au hasard un échantillon de 50 sportifs et on admet 

que ce tirage peut être considéré comme effectué avec 

remise. 

Soit X la variable aléatoire qui à un tel prélèvement associe 

le nombre de sportifs contrôlés positifs dans cet échan- 

tillon. 

1. Justifier que la variable aléatoire X suit une loi bino- 

miale et déterminer ses paramètres. 

2. Déterminer un intervalle de fluctuation, à environ 95 %, 
du pourcentage de sportifs contrôlés positifs dans un échan- 
tillon aléatoire de 50 sportifs prélevés comme ci-dessus. 
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Exercices 

3. On double maintenant la taille des échantillons et on 
appelle Y la variable aléatoire, définie comme X, pour des 
échantillons aléatoires de 100 sportifs. 

a) Indiquer, sans explication, quelle est la loi suivie par la 
variable aléatoire Y. 

b) Reprendre la question 2. en remplaçant 50 par 100. 

e 

Intervalle de fluctuation 
asymptotique 

5 5. +++ Contrôle de qualité : poutres pour 

la construction 

On reprend le contexte de l'exercice corrigé 52. 

1. Expliquer pourquoi la variable aléatoire X suit une loi 

binomiale et préciser les paramètres n et p de cette loi. 

2. Soit Ÿ une variable aléatoire suivant la loi normale 

N(u, 6) approximant la loi binomiale (n, p) suivie par la 

variable aléatoire X. 

Déterminer les paramètres li et 6. Arrondir à 10% 

3. Comparer les probabilités P(X < 48) + 0,987 et P(Y < 48). 

4. a) Déterminer un intervalle de fluctuation asymptotique 

à 95 % de la fréquence des poutres acceptées dans un lot 

aléatoire de 50 poutres prélevées comme indiquées. 

b) Indiquer si les conditions n 2 30, np 25 et n(1 -p)25 

sont satisfaites. 

c) Comparer cet intervalle de fluctuation asymptotique à 

l'intervalle [0,78 ; 0,96] qui est l'intervalle de fluctuation à 

environ 95 %, obtenu à partir de la loi binomiale suivie par X. 

5. Si on prélève au hasard un tel échantillon de 50 poutres, 

la fréquence des poutres acceptées : 

a) appartient-elle toujours à l'intervalle de fluctuation 

[0,78 ; 0,96] obtenu avec la loi binomiale ? 

b) appartient-elle toujours à l'intervalle de fluctuation 

asymptotique obtenu à la question 4. a) ? 

CORRIGÉ P. 366 

5 6. +++ Emmanchement d’une poulie 

On reprend le début de l’énoncé de l'exercice 53, mais on 

prélève maintenant 50 (au lieu de 30) ensembles pompe- 

poulie dans la production. 

1. Expliquer pourquoi la variable aléatoire X suit une loi 

binomiale et préciser les paramètres # et p de cette loi. 

2. Soit Y une variable aléatoire suivant la loi normale 

N'(H, 6) approximant la loi binomiale B(n, p) suivie par la 

variable aléatoire X. 

Déterminer les paramères Li et 6. Arrondir à 1072. 

3. Comparer les probabilités P(X < 8) = 0,97 et P(Y< 8). 

4. a) Déterminer un intervalle de fluctuation asymptotique 

à 95 % du pourcentage des ensembles pompe-poulie ayant 

des cotes x n’appartenant pas à l'intervalle [39,85 ; 40,15] 

dans un lot aléatoire de 50 ensemble prélevés comme indi- 

qué. 

b) Indiquer si les conditions n > 30, np > 5 et n(1 - p) >25 

sont satisfaites. 

c) Comparer cet intervalle de fluctuation asymptotique à 

l'intervalle [3,3 % ; 30 %] qui est l'intervalle de fluctuation, 

à environ 95 %, obtenu à partir de la loi binomiale suivie 

par À. 

5. Si on prélève au hasard un tel échantillon de 50 ensembles 

pompe-poulie, le pourcentage étudié peut-il être : 

a) égal à 40 % ? 

b) inférieur à 2 % ? 

5 2. +++ Dopage 

On reprend le contexte de la question 3. de l'énoncé de 

l'exercice 54. 

1. Soit Z une variable aléatoire suivant la loi normale 

N'(l, 6) approximant la loi binomiale %(n, p) suivie par la 

variable aléatoire Y. 

Déterminer les paramères li et G. Arrondir à 102. 

2. Comparer les probabilités P(Y < 7) = 0,87 et P(Z <7). 

3. a) Déterminer un intervalle de fluctuation asymptotique 

à 95 % du pourcentage de sportifs contrôlés positifs dans 

cet échantillon. 

b) Indiquer si les conditions n > 30, np>25etn(1-p)2>5 

sont satisfaites. 
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c) Comparer cet intervalle de fluctuation asymptotique à 

l'intervalle [4 % ; 10 %] qui est l'intervalle de fluctuation, à 

environ 95 %, obtenu à partir de la loi binomiale suivie par Y. 

4. Si on prélève au hasard un tel échantillon de 100 spor- 

tifs, le pourcentage de sportifs contrôlés positifs dans cet 

échantillon : 

a) appartient-il toujours à l'intervalle de fluctuation 

[4 % ; 10 %] obtenu avec la loi binomiale ? 

b) appartient-il toujours à l'intervalle de fluctuation asymp- 

totique obtenu à la question 4. a) ? 

c) peut-il être égal à 15 % ? 

5 8. +++ Dosage de calcium sérique 

Un laboratoire d'analyse considère qu'un dosage de calcium 

sérique doit être refait pour vérification lorsque la concen- 

tration observée en mgL-! n'appartient pas à l'intervalle 

[95, 100]. Pour l’ensemble des très nombreux dosages de 

calcium sérique* effectués par ce laboratoire, la probabilité 

qu'un dosage prélevé au hasard doive être refait est 0,05. 

On prélève au hasard et avec remise un échantillon de taille 

40 dans cette population. 

Soit X la variable aléatoire qui à un tel prélèvement associe 

le nombre de dosages qui doivent être refaits. 

1. Expliquer pourquoi la variable aléatoire X suit une loi 

binomiale et préciser les paramètres n et p de cette loi. 

2. Soit Y une variable aléatoire suivant la loi normale 

N'(1, 6) approximant la loi binomiale B(n, p) suivie par la 

variable aléatoire X. 

Déterminer les paramères 1 et 6. Arrondir à 1072. 

3. Comparer les probabilités P(X < 4) = 0,95 et P(Y < 4). 

4. a) Déterminer un intervalle de fluctuation asymptotique 

à 95 % de la fréquence des dosages qui doivent être refaits 

dans un échantillon aléatoire de 40 dosages prélevés 

comme indiqué. 

b) Indiquer si les conditions n 2 30, np > 5 et n(1 — p) >5 

sont satisfaites. 

c) Comparer cet intervalle de fluctuation asymptotique à 

l'intervalle [0 ; 0,125] qui est l'intervalle de fluctuation, à 

environ 95 %, obtenu à partir de la loi binomiale suivie par X. 

5. Expliquer pourquoi ces intervalles de fluctuation ne 

sont pas bilatéraux. 

* sérique : relatif au sérum humain. 

Prendre une décision 

Prise de décision à l’aide d'un intervalle 
de fluctuation lié à la loi binomiale (rappel) 
(exercices 59 et 60). 

5 9. +++ Tour opérator 

Une agence de voyages propose, dans un de ses circuits très 

fréquenté, une excursion sous forme d'option supplémentaire. 

CHAPITRE 9 «+ PROBABILITÉS ET STATISTIQUE 

Le responsable de l’agence affirme qu’un quart de ses 

clients prennent cette option. Or, en choisissant au hasard 

et avec remise un échantillon de 60 clients, son adjoint 

observe qu'un tiers des clients a pris cette option. L'objectif 

de cet exercice est de déterminer si, au seuil de 5 %, Faffir- 

mation du responsable de l’agence peut être acceptée. 

On fait l'hypothèse que la proportion de clients prenant 

l'option est 0,25. 

On appelle X la variable aléatoire qui, à tout prélèvement 

au hasard et avec remise de 60 clients, associe le nombre 

des clients de ce prélèvement qui ont pris l’option. 

1. Justifier que la variable aléatoire X suit la loi binomiale 

et déterminer ses paramètres. 

2. À l’aide de la table de probabilités cumulées, déterminer : 

a) le plus petit entier a tel que P(X < a) > 0,025 ; 

b) le plus petit entier b tel que P(X < b) > 0,975. 

0,9925 
3. En déduire un intervalle de fluctuation, à environ 95 %, de 

la proportion de clients ayant pris l'option dans un échan- 

tillon de 60 clients prélevés comme indiqué ci-dessus. 

4. Énoncer la règle de décision permettant d'accepter ou 

de refuser, au seuil de 5 %, l'affirmation du responsable de 

l'agence. 

5. Appliquer la règle de décision au cas de l’échantillon 

prélevé par son adjoint. 
CORRIGE P. 366 



60. +++ Taux de calcium dans l’eau 

Dans cet exercice on s'intéresse aux taux de calcium de 
l’eau d’une grande quantité de bouteilles devant être livrées 
à une chaîne d’hypermarchés. 

On rappelle que lorsque le taux de calcium dépasse 6,5 mg 

par litre dans une bouteille, l’eau de cette bouteille est dite 

calcaire. 

Le service de contrôle de qualité de l’entreprise commer- 

cialisant cette eau de source affirme que la fréquence des 

bouteilles avec de l’eau calcaire est 0,08. 

On prélève au hasard et avec remise un échantillon de 

60 bouteilles dans cette livraison : la fréquence des bou- 

teilles avec de l’eau calcaire est 0,15. 

L'objectif de l'exercice est de déterminer si, au seuil de 5 %, 

l'affirmation du service de contrôle de qualité est valable 

pour la livraison. On fait l'hypothèse que la fréquence des 

bouteilles avec de l’eau calcaire dans la livraison est 0,08. 

Soit X la variable aléatoire qui, à tout échantillon de 60 bou- 

teilles prélevées au hasard et avec remise dans la livraison, 

associe le nombre de bouteilles avec de l’eau calcaire. 

1. Justifier que la variable aléatoire X suit une loi bino- 

miale et déterminer ses paramètres. 

2. À l’aide de la table de probabilités cumulées, déterminer : 

a) le plus petit entier a tel que P(X < a) > 0,025 ; 

b) le plus petit entier b tel que P(X < b) z 0,975. 

3. En déduire un intervalle de fluctuation, à environ 95 %, 

de la fréquence des bouteilles avec de l'eau calcaire dans un 

échantillon de 60 bouteilles prélevé dans la livraison 

comme indiqué ci-dessus. 

4. Énoncer la règle de décision permettant d'accepter ou 

de refuser, au seuil de 5 %, l'hypothèse faite. 

5. Appliquer la règle de décision au cas de l'échantillon 

prélevé dans la livraison. 

à Remarque zen général, lorsqu'on est très près d'une des bornes 
| del'intervalle, on refait un prélèvement d'échantillon. 

Prise de décision à l’aide d'un intervalle 

de fluctuation lié à la loi binomiale 
ou d'un intervalle de fluctuation 
asymptotique lié à la loi normale 
(exercices 61 à 63). 

G 1 e +++ Tour opérator 

On reprend le contexte de l'exercice 59. 

1. Expliquer pourquoi la variable aléatoire X suit une loi 

binomiale et préciser les paramètres n et p de cette loi. 

2. Soit Y une variable aléatoire suivant la loi normale 

N(u, 6) approximant la loi binomiale (n, p) suivie par la 

variable aléatoire X. 

Déterminer les paramètres li et 6. Arrondir à 10 ?. 

3. Comparer les probabilités P(X < 21) +0,97 et P(Y < 21). 

4. a) Déterminer un intervalle de fluctuation asymptotique 

à 95 % de la fréquence des clients ayant pris l’option dans 

un échantillon de 60 clients prélevés comme indiqué. 

b) Indiquer si les conditions n z 30, np25etn(1-p)2>5 

sont satisfaites. 

c) Comparer cet intervalle de fluctuation asymptotique à 

l'intervalle [0,15 ; 0,0,37] qui est l’intervalle de fluctuation, 

à environ 95 %, obtenu à partir de la loi binomiale suivie 

par À. 

5. Énoncer la nouvelle règle de décision permettant d’ac- 

cepter ou de refuser, à l’aide de l'intervalle de fluctuation 

asymptotique obtenu à la question 4. a), l'affirmation du 

responsable de l'agence. 

6. Appliquer cette règle de décision au cas de l'échantillon 

prélevé par son adjoint. 
CORRIGE P. 366 

B- Voir aussi l'exercice résolu 4 du cours. 

62 e +++ Faces de lunettes 

Une entreprise fabrique des faces de lunettes d’un certain 

type en grande série. 

Une face de lunettes est conforme si sa longueur, en milli- 

mètres, est comprise entre 129 et 131. 

La responsable de la production affirme : « nous fabri- 

quons 8 % de faces de lunettes non conformes ». 

Or le dernier contrôle de qualité effectué montre que 14 % 

des 64 faces de lunettes prélevées au hasard et avec remise 

dans la production ne sont pas conformes. 

L'objectif de l'exercice est de déterminer si, au seuil de 5 %, 

l'affirmation du responsable peut être maintenue après ce 

contrôle. 

On fait l'hypothèse que le pourcentage de faces de lunettes 

non conformes dans la production est 8 % et on appelle X 

la variable aléatoire qui, à tout prélèvement au hasard et 

avec remise de 64 faces de lunettes dans la production, 

associe le nombre de pièces non conformes. 
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Exercices Lo 

1. Expliquer pourquoi la variable aléatoire X suit une loi 

binomiale et préciser les paramètres n et p de cette loi. 

2. Soit Y une variable aléatoire suivant la loi normale 

N'(l, 6) approximant la loi binomiale B(#, p) suivie par la 

variable aléatoire X. 

Déterminer les paramètres |1 et G. Arrondir à 10°?. 

3. Comparer les probabilités P(X < 9) + 0,97 et P(Y < 9). 

4. à) Déterminer un intervalle de fluctuation asymptotique 

à 95 % du pourcentage de faces de lunettes non conformes 

dans un échantillon de 64 pièces prélevées comme indiqué. 

b) Indiquer si les conditions n > 30, np>5etn(1-p)2>5 

sont satisfaites. 

c) Comparer cet intervalle de fluctuation asymptotique à 

l'intervalle [1,6 % ; 15,6 %] qui est l'intervalle de fluctuation, 

à environ 95 %, obtenu à partir de la loi binomiale suivie 

par À. 

5. Énoncer la règle de décision permettant d'accepter ou 

de refuser, à l’aide de l'intervalle de fluctuation asympto- 

tique obtenu à la question 4. a), l'affirmation du respon- 

sable de l'agence. 

6. Appliquer cette règle de décision au cas de l'échantillon 

prélevé pour un contrôle de qualité. 

63. +++ Taux de calcium dans l’eau 

On reprend le contexte de l'énoncé de l’exercice 60. 

1. Expliquer pourquoi la variable aléatoire X suit une loi 

binomiale et préciser les paramètres n et p de cette loi. 

2. Soit Y une variable aléatoire suivant la loi normale 

N'(H, 6) approximant la loi binomiale B(n, p) suivie par la 

variable aléatoire X. 

Déterminer les paramètres 11 et 6. Arrondir à 102. 

3. Comparer les probabilités P(X < 25) + 0,97 et P(Y < 25). 

4. a) Déterminer un intervalle de fluctuation asymptotique 

à 95 % de la fréquence des bouteilles avec de l’eau calcaire 

dans un échantillon de 60 bouteilles prélevées comme indi- 

qué. 

b) Indiquer si les conditions # z 30, np > 5 et n (1 - p) >5 

sont satisfaites. 

c) Comparer cet intervalle de fluctuation asymptotique à 

l'intervalle [0,017 ; 0,15] qui est l'intervalle de fluctuation, à 

environ 95 %, obtenu à partir de la loi binomiale suivie 

par À. 

5. Énoncer la nouvelle règle de décision permettant d’ac- 

cepter ou de refuser, au seuil 5 %, à l’aide de l'intervalle de 

fluctuation asymptotique obtenu à la question 4, a), l’hy- 

pothèse faite. 

6. Appliquer cette règle de décision au cas de l'échantillon 

prélevé dans la livraison. 

CHAPITRE 9 + PROBABILITÉS ET STATISTIQUE 

Intervalle de confiance 

64. +++ Sondage électoral 

Les deux parties de cet exercice sont indépendantes. 

A. Un candidat A à une élection fait effectuer un sondage 

dans sa circonscription comportant 85 842 électeurs : sur 

1 068 personnes interrogées, 550 déclarent vouloir voter 

pour ce candidat. 

On suppose que cet échantillon peut être assimilé à un 

échantillon prélevé au hasard et avec remise dans la popu- 

lation des électeurs de la circonscription. 

On appelle p la proportion inconnue, exprimée en pour- 

centage, des électeurs de la circonscription voulant voter 

pour le candidat. 

1. Déterminer un intervalle de confiance de p avec le 

niveau de confiance 0,95. 

2. Au vu du résultat de ce sondage, le candidat a-t-il raison 

de penser que si les élections avaient eu lieu au moment où 

le sondage a été réalisé et si les réponses au sondage étaient 

sincères, il aurait été élu au premier tour ? 

B. Quel est le nombre minimal # de personnes à interroger 

par un institut de sondage pour que, avec 52 % d’intentions 

de vote pour un candidat B dans un échantillon de taille », 

l'intervalle de confiance avec le niveau de confiance 95 % 

du pourcentage inconnu p d’électeurs de la circonscription 

voulant voter pour B ne comporte que des pourcentages 

supérieurs à 50 % ? 
CORRIGE P. 367 

B Voir aussi l'exercice résolu 6 du cours. 

U 
“AAtansauu: Q > nee 
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65. +++ Enquête de satisfaction 
Une entreprise organise une enquête de satisfaction auprès de 
ses clients. On appelle p la proportion de clients satisfaits. 
Un sondage auprès d’un échantillon aléatoire de 100 clients 
a montré que 85 d’entre eux étaient satisfaits. 
1. Calculer la fréquence f des clients satisfaits dans cet 
échantillon. 

2. Donner une estimation de p par un intervalle de 
confiance avec le niveau de confiance 95 %. 

Arrondir les bornes à 1072. 

3. Avec cet intervalle de confiance, est-il possible que les 
trois quarts des clients soient satisfaits de l’entreprise ? 

66. ++++ Contrôle de satisfaction 

Dans une entreprise fabriquant du matériel pour les labora- 
toires, pour apprécier la qualité de la production, le contrôleur 

cherche à évaluer le pourcentage p d'articles non commercia- 

lisables. Pour cela il prélève au hasard des échantillons de taille 

n. Cette taille étant petite devant celle de la production totale, 

on assimile ce prélèvement à un tirage avec remise. 

1. Le contrôleur prélève un échantillon de 125 articles et 

constate que 10 ne sont pas commercialisables. 

a) Déterminer le pourcentage f d’articles non commercia- 

lisables de cet échantillon. 

b) Déterminer une estimation de p, par intervalle de 

confiance centré en f, avec le niveau de confiance 95 %. 

2. Quelle doit être la taille # (n est un nombre entier) de 

l'échantillon prélevé pour que, avec le niveau de confiance 

95 %, l'intervalle de confiance soit [6 %, 10 %], en suppo- 

sant que f conserve la même valeur ? 

6 re ++++ Dosage et qualité 

On a contrôlé le dosage d’un produit dans un mélange à la 

sortie d’une chaîne de conditionnement. Pour un échan- 

tillon de 100 lots (tirés au hasard et avec remise) de 5 kilo- 

grammes de mélange analysés, on a obtenu les résultats 

suivants où P, représente la masse du produit exprimée en 

grammes et n; l'effectif correspondant. 

ë Un Lt 

D | © | D 

à | 

Exercices 

Un lot de 5 kilogrammes de mélange est dit de « qualité 

supérieure » s’il contient entre 147 grammes et 155 

grammes de produit. 

1. Déterminer pour cet échantillon de taille » = 100 le 

pourcentage f de lots de qualité supérieure. 

2. Soit p le pourcentage inconnu de lots de qualité supérieure 

dans l’ensemble des lots sortants de la chaîne de conditionne- 

ment. Déterminer une estimation de p par un intervalle de 

confiance centré en f, avec le niveau de confiance 95 %. 

3. Quelle doit être la taille # (n est un nombre entier) de 

l'échantillon prélevé pour que, avec le niveau de confiance 

95 %, l'intervalle de confiance soit [14 %, 22 %], en suppo- 

sant que f conserve la même valeur ? 

Juger de l'égalité 
de deux proportions 

68. +++ Améliorer la qualité 

Une entreprise propose en grande quantité un certain pro- 

duit pour lequel le pourcentage p de produit de qualité 

supérieure est inconnu, le reste étant de qualité ordinaire. 

Une étude portant sur un échantillon de 200 unités de ce 

produit montre que 60 sont de qualité supérieure. 

On suppose que cet échantillon peut être considéré comme 

prélevé au hasard et avec remise dans la population des 

unités de ce produit proposées par cette entreprise. 

1. Déterminer un intervalle de confiance, avec un niveau 

de confiance de 95 %, de la proportion p exprimée en pour- 

centage d'unités de qualité supérieure. 

2. En vue d'améliorer la qualité du produit, on procède à 

certaines modifications. 

Soit p’ le nouveau pourcentage d'unités de qualité supé- 

rieure ainsi obtenues. 

Sur un échantillon de taille 200, on observe que 80 unités 

sont de qualité supérieure. 

On fait la même hypothèse que ci-dessus sur cet échan- 

tillon. 

Déterminer un intervalle de confiance, avec un niveau de 

confiance 95 %, de la proportion p’ exprimée en pourcen- 

tage d'unités de qualité supérieure. 

3. En déduire si, au seuil de 5 %, le pourcentage d'unités de 

qualité supérieure peut être jugé inchangé. 
CORRISE P. 367 

69. +++ Lancement d’un produit 

Une entreprise s'interroge sur le lancement d’un produit 

nouveau auprès d'une population fixée. Au moment où un 

pourcentage inconnu p de cette population est favorable à 

cette nouveauté, un premier sondage effectué sur un 

échantillon de 200 personnes donne 25 % de réponses 

favorables. Un mois plus tard, alors que le pourcentage 

inconnu de la population favorable à ce produit est devenu 
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p', un second sondage effectué auprès de 200 personnes 

donne 33 % de réponses favorables. 

1. Déterminer un intervalle de confiance, avec un niveau 

de confiance de 95 % de la proportion p exprimée en pour- 

centage. 

2. Même question pour p’. 

3. En déduire si, au seuil de 5 %, le pourcentage de cette 

population favorable à ce produit nouveau peut être jugé 

inchangé. 

20. +++ Durée de vie 

Deux entreprises À et B fabriquent des ampoules élec- 

triques d’un même modèle. 

Un échantillon de 150 ampoules de l’entreprise A a donné 

51 ampoules de durée de vie inférieure à 3 000 heures. 

Un échantillon de même taille de l’entreprise B a donné 

33 ampoules de durée de vie inférieure à 3 000 heures. 

Les deux échantillons sont supposés prélevés au hasard et 

avec remise dans la production de chaque entreprise. 

1. Déterminer un intervalle de confiance, avec un niveau 

de confiance de 95 %, de la proportion p d'’ampoules de 

durée de vie inférieure à 3 000 heures dans la production 

de l’entreprise A. 

2. Même question pour la proportion analogue p’ dans 

l'entreprise B. 

3. En déduire si, au seuil de 5 %, la proportion d’ampoules 

de durée de vie inférieure à 3 000 heures peut être jugée 

identique dans les deux entreprises. 

r 1 e +++ Choix de téléviseur 

Un groupe de la grande distribution importe d’un pays 

asiatique pour ses hypermarchés deux nouveaux modèles 

de téléviseur : modèle (1) et modèle (2). Une enquête préa- 

lable, réalisée auprès de 400 ménages de la population S des 

ménages des « quartiers sud » de la ville V, indique qu'entre 

les deux modèles de téléviseurs, 63 % préfèrent le modèle 

(1). La même enquête, réalisée auprès de 400 ménages de la 

population N des ménages des « quartiers nord » de la ville, 

indique que 73 % préfèrent le modèle (1). 

Les deux échantillons sont supposés prélevés au hasard et 

avec remise dans chaque population. 

1. Déterminer un intervalle de confiance, avec un niveau 

de confiance de 95 % de la proportion p, exprimée en pour- 

centage, des ménages des « quartiers sud » préférant le 

modèle (1). 

2. Même question pour la proportion analogue p’ dans les 

« quartiers nord ». 

3. En déduire si, au seuil de 5 %, la proportion de ménages 

préférant le modèle (1) peut être jugée identique dans les 

deux quartiers. 

CHAPITRE 9 + PROBABILITÉS ET STATISTIQUE 

Des QCM pour le baccalauréat 

22. +++ 

Cet exercice est un questionnaire à choix multiples. Aucune 

justification n’est demandée. Pour chacune des quèstions, 

une seule des réponses proposées est exacte. Une bonne 

réponse rapporte 0,5 point. Une mauvaise réponse ou une 

absence de réponse n'enlève ni ne rapporte aucun point. On 

notera sur la copie le numéro de la question suivie de la 

lettre correspondant à la réponse choisie. 

Dans cet exercice, les nombres proposés comme réponses 

sont des valeurs exactes ou des valeurs approchées arron- 

dies. Tous les échantillons considérés sont prélevés au 

hasard et avec remise. 

A. Loi binomiale 

La variable aléatoire X suit le loi binomiale %(30 ; 0,04). 

KA 12 probabilité P(X = 1) est égalea: O0 037 012 0,012 
A 12 probabilité P(X< lestégalea: 068 1 024 0,66 

L'espérance E(X) est égale à : 1,2 0,12 2, 30 

EX L'écart type o(X) est égal à : 095 1,07 115 075 

B. Loi exponentielle 

La variable aléatoire T suit la loi exponentielle de para- 

mètre 0,05. 

sien EM 8 FR ETS 
T est définie sur l'intervalle  e%%5 —e-005 0,05e-0%5t _ 0,05 e0%5# 
l La fonction de densité f de 

[O, + ce[ par (#) = 
La probabilité P(T'< 25) est 
égale à: 0,71 0,47 0,53 0,25 

La probabilité 
P(SST<30)estégless OP DOS OS ne 

al 5 DORE E(T) est égale 0,05 20 5 _ 005 

C. Approximation d'une loi binomiale par une loi normale 

La variable aléatoire X qui suit la loi binomiale (80 ; 0,2) 

admet pour approximation la variable aléatoire Y qui suit 

la loi normale N'(u, 6). 

EU nest égal à: sou LIN SEEX 025 
FA 5 est égal à : so POS RE Ms 

D. Intervalle de confiance 

Dans un échantillon de taille 75 prélevé dans une popula- 

tion, on observe que 42 éléments ont une certaine pro- 

priété. 

On appelle p la proportion des éléments de la population 

possédant cette propriété. 



La fréquence de cette 
propriété dans 0,46 0,42 0,56 0,75 
l'échantillon est : 

L'intervalle de 

confiance, au niveau 
de confiance 95 %, 
pour la proportion p 
est : 

13. +++ 

Cet exercice est un questionnaire à choix multiples. Aucune 
justification n'est demandée. Pour chacune des questions, 
une seule des réponses proposées est exacte. Une bonne 
réponse rapporte 0,5 point. Une mauvaise réponse ou une 

absence de réponse n'enlève ni ne rapporte aucun point. On 

notera sur la copie le numéro de la question suivie de la 

lettre correspondant à la réponse choisie. 

[0,45 ; 0,67] [0,50 ; 0,62] [0,48 ; 0,64] [0,52 ; 0,60] 

Dans cet exercice, les nombres proposés comme réponses 

sont des valeurs exactes ou des valeurs approchées arron- 

dies. Tous les échantillons considérés sont prélevés au 

hasard et avec remise. 

A. Loi uniforme 

La variable aléatoire LU suit la loi uniforme sur l'intervalle 

[19]: 

Ds Lee 
9 

La fonction de densité fde U est 1/9 1 1/8 
définie sur l'intervalle [1, 9] par f(£) = 

Dern fesie) des égale PORN DÉSAD Sn ME 

E L’espérance E(U) est égale à : 2 3 4 5 

EX 12 variance V(U) est égale à : 033 533 3 2,24 

Exercices 

B. Loi normale 

La variable aléatoire Y suit la loi normale N(30 ; 2). 

EM La probabilité P(Y < 35) estégaleà: 0,993 0,994 0,995 0,996 
F1 La probabilité P(30 < Y < 32) est 0,340 0,341 0,342 0,343 

égale à : 

Al La probabilité P(26 < Y < 34) est RU do D 
égale à : 

4 | L'espérance E(Y) est égale à : 2 30 60 120 

C. Intervalle de fluctuation asymptotique et prise de déci- 

sion 

On fait l'hypothèse qu’une proportion p = 0,65 d'éléments 

d'une population a une propriété particulière. 

L'intervalle de fluctuation 
asymptotique, à environ 

95 %, de la fréquence de 

cette propriété dans un 
échantillon de taille 100 

est: 

Si dans un échantillon de Che Ones 

taille 100, on observe que à ; 
: l'hypothèse l'hypothèse 

58 éléments ont cette 20:55 2 0,55 
propriété, alors : ee HE 

Si dans un échantillon de Cha On reiette 

taille 100, on observe que , 
Le l'hypothèse l'hypothèse 

68 éléments ont cette 
AE P=0,55 D=055 

propriété, alors : 

Si dans un échantillon de Ones Onrbette 
taille 100, on observe que |, x Ë : 

1 l'hypothèse l'hypothèse 
72 éléments ont cette 20,55 = 055 

propriété, alors : Pie Po 
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Epreuves 
d'entrainement 

au baccalauréat 

Nature du sujet 

Le sujet comporte de trois à cinq exercices indépendants les uns des autres, notés chacun sur 3 à 10 points. 

Les 8 épreuves d'entraînement 

. 1 s'agit de 8 épreuves pour s'entraîner à l'épreuve de mathématiques en quatre heures du baccalauréat STL- 

Biotechnologies. 

. Les exercices proposés recouvrent tout le programme et notamment les nouveautés en algorithmique, utilisa- 

tion de logiciels et probabilités. 

« Des réponses figurent à la fin de l'ouvrage. Elles permettent de chercher les épreuves en autonomie, pour s'en- 

traîner ou réviser l'examen. 

- L'index thématique suivant permet d'utiliser ces épreuves pendant l'année. 

D’autres exercices de baccalauréat 

Près de 150 autres exercices de baccalauréat, dont un grand nombre avec des corrigés détaillés sont répartis 

dans les 9 chapitres. 

ÉPREUVES D'ENTRAÎNEMENT AU BACCALAURÉAT 



INDEX THÉMATIQUE 

Suites géométriques 

Avec la fonction In 

Avec la fonction exponentielle 

Intégration 

Équations différentielles 
de la forme y’ + ay =b 

Statistique à deux variables 

Loi uniforme 

Loi exponentielle 

Loi binomiale 

Loi normale 

Probabilités 

par une loi normale 

Intervalle de fluctuation 

Prendre une décision 

Intervalle de confiance 

ia 
- nes 

Avec un QCM 

E, signifie : Exercice 1... 

Épreuve 1 
* Exercice 1 (5 points) 

Programme abordé : 

+ Suites géométriques 

En traversant une plaque de verre teinté, un rayon lumi- 

neux perd 23 % de son intensité lumineuse. 

1. Soit , l'intensité d’un rayon à son entrée dans la plaque 

de verre et J, son intensité à sa sortie. 

Exprimer , en fonction de 1. 

2. On superpose # plaques de verre identiques : on note 1, 

l'intensité du rayon à la sortie de la n°"° plaque. 

a) Exprimer 1, en fonction de 1, .. 

b) Quelle est la nature de la suite (1,) ? Préciser le premier 

terme et la raison ; en déduire l'expression de J, en fonction 

de J,. 

3. Quelle est l'intensité initiale Z, d’un rayon lumineux 

dont l'intensité après avoir traversé 4 plaques est égale à 

15? 

4. Calculer le nombre minimum de plaques qu'un rayon 

doit avoir traversé pour que son intensité sortante soit 

inférieure ou égale au quart de son intensité entrante. 

ee op a à 
EN SEULE E, 

Approximation d'une loi binomiale 

RÉPONSES TT 

FRA 
E E, E; 

ÉUIMENVÉ EAP IE 
E, PAPE 5 

Es E4 Ë; E4 3 Es Es 

E; E; E; 

E; E; 

E, 

E, E, E, 

2 E, E, 2 

E, E, E, E, E, E, 

E, E, E, E, 

2 E, E, 

5. Dans cette question, toute trace de recherche, même 

incomplète, ou d'initiative, même non fructueuse, sera prise 

en compte dans l'évaluation. 

Déterminer lim ,.Interpréter le résultat obtenu. 
n— +00 

- Exercice 2 (7 points) X 

Programme abordé : 

+ Probabilités 

Questionnaire à choix multiples. 

Pour chacune des quatre questions, une seule des 

réponses à, b, c, d'est exacte. 

Indiquer sur la copie le numéro de la question et la 

lettre correspondant à la réponse choisie. 

Aucune justification n'est demandée. 

Notation : une bonne réponse rapporte O,5 point. 

Une mauvaise réponse ou absence de réponse ne 

rapporte aucun point et n'en enlève aucun. 

Dans cet exercice, les nombres proposés comme réponses 

sont des valeurs exactes ou des valeurs approchées arron- 

dies. Tous les échantillons considérés sont prélevés au 

hasard et avec remise. 
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Épreuves 

SAR P. 368 

A. Loi binomiale 

La variable aléatoire X suit la loi binomiale %(20 ; 0,05). 

KA La probabilité P(X = 1) est égale à : 0 0,37 0,38 0,62 

F2 | La probabilité P(X < 1) est égale à : 1 0,74 0,26 0,5 

B. Loi uniforme 

La variable aléatoire U suit la loi uniforme sur l'intervalle 

(2,71. 

BONE RIÈUR 
La fonction de densité fde LI est 1/7 1/5 12 2/7 
définie sur l'intervalle [2, 7] par f(t) = 

fa) La probabilité P(3 < LI<5)estégaleà: 0,2 0,3 0,4 0,5 

C. Loi exponentielle 

La variable aléatoire T suit la loi exponentielle de para- 

mètre 0,04. 

EN Pt, 2 4 
pl La fonction de densité fde T 

est définie sur l'intervalle e004  _e-004% 0,04e%0%# 0O,04e-004# 

[0, + c[ par. f(#) = 
fa La probabilité P(T < 20) est 

égale à: 0,47 0,80 0,33 0,55 

D. Loi normale 

La variable aléatoire Y suit la loi normale N(40 ; 2,5). 

E La probabilité P(Y < 45) est égale à : 0,976 0,977 0,978 0,979 

Ël probabilité P(40 < Y< 42) est égale 0,287 0,288 0,289 0,290 

E. Approximation d’une loi binomiale par une loi normale 

La variable aléatoire X qui suit la loi binomiale (100 ; 0,4) 

admet pour approximation la variable aléatoire Y qui suit 

la loi normale N'(1, 6). 

RSC 
40 pl LL est égal à : 4 100 04 

2 | 6 est égal à : 24 4,9 100 0,4 

FE. Intervalle de fluctuation asymptotique et prise de décision 

On fait l'hypothèse qu’une proportion p = 0,55 d'éléments 

d'une population a une propriété particulière. 

L'intervalle de 
fluctuation 
asymptotique, à 

environ 95 %, de la 
fréquence de cette 
propriété dans un 
échantillon de taille 
100 est: 

Si dans un échantillon 

de taille 100, on 

2 observe que 62 
éléments ont cette 

propriété, alors : 

[0,45 ; 0,65] [0,53 ; 0,57] [0,51 ; 0,59] [0,50 ; 0,60] 

On accepte 

l'hypothèse 
p=0,55 

On rejette 
l'hypothèse 
p = 0,55 

ÉPREUVES D'ENTRAÎNEMENT AU BACCALAURÉAT 

G. Intervalle de confiance 

Dans un échantillon de taille 50 prélevé dans une popula- 

tion, on observe que 40 éléments ont une certaine pro- 

priété. È 

On appelle p la proportion des éléments de la population 

possédant cette propriété. 

La fréquence de 
cette propriété dans 0,4 0,8 0,5 0,6 

l'échantillon est : 

L'intervalle de 
confiance, au 

| niveau de confiance [0,74 ; 0,86] [0,71 ; 0,89] [0,77 ; 0,83] [0,69 ; 0,91] 

95 %, pour la 
proportion p est : 

. Exercice 3 (8 points) 

Programme abordé : 

+ Étude d'une fonction définie avec la fonction exponentielle 

+ Calcul d'aire 

Dans tout le problème, le plan est muni d’un repère ortho- 
> > 

normé (O ; i, j). 

La courbe € tracée sur l’annexe ci-jointe est la représenta- 

tion graphique d’une fonction f définie sur l’ensemble R 

des nombres réels. 

La courbe @ coupe l’axe des abscisses en O et au point À de 

coordonnées Ë 0 |. 

On admet que les tangentes à la courbe € aux points d’abs- 
; 1 ne : 

cisses e et 3 sont parallèles à l'axe des abscisses. 

La droite A est tangente à la courbe € au point O et passe 

par le point B de coordonnées (-— 1, 3). 

A. Exploitation graphique de la courbe € 

1. Résoudre graphiquement l'équation f(x) = 0 sur l’inter- 

valle 2 2 
De9 

2. Donner le signe de f(x) sur l'intervalle 3. 2 

3. Donner les valeurs s() et f’(3). 

4. Donner une équation de la tangente A. En déduire f”(0). 

5. Résoudre graphiquement l’inéquation f(x) > 0 sur l’in- 

tervalle 2% # k 
2 

B. Étude de la fonction f 

La fonction f'est définie sur l’ensemble R des nombres réels 

par : 

f(x) = (2x? — 3x)e”*. 

1. On appelle f” la fonction dérivée de la fonction f. Calcu- 

ler, pour tout nombre réel x, f'(x) puis montrer que 

F'(x) = (- 2x2 + 7x — 3)e*. 



Épreuves 

UMLLE P. 368 

2. Etudier le signe de f’(x). En déduire les variations de la Dans cette question, les valeurs numériques seront arron- 
fonction f sur l’ensemble R des nombres réels. dies au dixième. 
allure 2. Tracer dans le repère orthogonal le nuage de points 

1. Calculer f(2). Montrer que la fonction f est positive sur We D. SHPrEMN LES cos er ; FRERE Roue “ l'intervalle [2, 3]. ordonnées 5 cm pour 1 unité. Un ajustement affine paraît- 
il justifié ? - 2. Montrer que la fonction F définie sur R par / 

F(x) = (-— 2x2 - x — 1)e-* est une primitive de la fonction f 
sur l’ensemble R des nombres réels. 

3. Déterminer les coordonnées du point moyen G du 

nuage. Placer le point G sur la figure. 

4. À l’aide de la calculatrice, déterminer une équation de la 

droite d'ajustement de y en £ obtenue par la méthode des 

moindres carrés. 

3. Soit ® la partie du plan limitée par l'axe des abscisses, la 
courbe ‘6 et les droites d’équation x = 2 et x = 3. 
a) Sur l'annexe, hachurer ®. : Donner la réponse sous la forme y = at + b. Arrondir a et b 
b) Calculer, en unités d’aire, la valeur exacte de l'aire de 3, à 102 
puis donner la valeur approchée arrondie au centième de 5. Dans cette question on utilisera l'ajustement affine 
l'aire de D. ; 

d’équation y = — 0,02f + 2,9. Calculer : 

Annexe a) le temps nécessaire pour atteindre une concentration 

plasmatique de 4 1g/ml (arrondir le résultat à la minute). 

b) la concentration plasmatique au bout de 1 h 10 min (on 

arrondira le résultat à 1071). 

* Exercice 2 (4 points) 

Programme abordé : 

+ Loi binomiale 
ÉQù, ph.Jtr Jon ] , 

+ Approximation d'une loi binomiale par une loi normale 

Dans le cadre d’accords sur la formation professionnelle, 

une grande entreprise a proposé à ses personnels un stage 

de formation à l’utilisation d’un nouveau logiciel de 

conception industrielle. 

Dans cet exercice, les résultats approchés sont à arrondir 

dl0: 

1. On note E l'événement : « une personne de l’entreprise 

dont le nom a été tiré au hasard a suivi le stage ». 

pe È On suppose que P(E) = 0,3. 

Epreuve 2 On tire au hasard le nom de 150 personnes de cette entre- 

prise et on suppose l'effectif suffisamment important pour . Exercice 1 (6 points) X (ME © Tue D: ; 
pouvoir assimiler ce prélèvement a un tirage avec remise. 

po On note X la variable aléatoire qui, à tout prélèvement de 

+ Statistique à deux variables 150 noms, associe le nombre de personnes ayant suivi le 
Le tableau suivant donne les concentrations plasmatiques stage. 

(en ug/ml) en fonction du temps (en minutes) chez un sujet Justifier que la variable aléatoire X suit une loi binomiale et 
ayant reçu par voie intraveineuse une dose de 1 mg/kg d'un déterminer ses paramètres. 

médicament 2. On décide d'approcher la loi de la variable aléatoire X 
par la loi normale de moyenne 45 et d'écart type 5,6. EEE 

Le pol» | 

a) Justifier les paramètres de cette loi normale. 

b) On note Y une variable aléatoire suivant la loi normale 

de moyenne 45 et d'écart type 5,6. 

Calculer la probabilité qu’au plus 40 personnes parmi les 

150 dont le nom a été tiré au hasard, aient suivi le stage. 
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* Exercice 3 (3 points) 

Programme abordé : 

+ Algorithmique 

+ Suite géométrique 

On considère l'algorithme suivant. 

Initialisation 

u prend la valeur 1 000 

n prend la valeur 1 

Traitement 

Tant que # < 5 

u prend la valeur w + 50 

n prend la valeur n + 1 

Écrire u 

FinTantQue 

1. Faire fonctionner cet algorithme « à la main ». Quels 

résultats obtient-on ? 

2. On place un capital de 1 000 € sur un livret à 3 % d'inté- 

rêts par an, avec intérêts composés, pendant 4 ans. 

Modifier l'algorithme précédent pour qu'il affiche les 

sommes obtenues, capital et intérêts compris, à la fin de 

chacune des 4 années. 

3. On se propose de déterminer au bout de combien d’an- 

nées la somme obtenue dépassera 2 000 €. Écrire un algo- 

rithme qui permette de le déterminer. 

* Exercice 4 (7 points) 

Programme abordé : 

+ Étude d’une fonction définie avec la fonction logarithme 

népérien 

+ Calcul d'aire 
> > 

A. Dans le plan muni d’un repère orthonormé (O ; i, j) 

(unité graphique : 2 cm) on considère la courbe € repré- 

sentant une fonction f définie et dérivable sur l'intervalle 

il : , 
È <F = construite ci-dessous. 
e 

La tangente au point d’abscisse 1 est parallèle à l’axe des 

abscisses. 

Il n’y a pas d’autre point où la tangente est horizontale. 
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1. Lire f(1) ; f(e) ; f'(1). 

2. Lire le sens de variation de f. Établir son tableau de 

variation. 

3. Donner, à l’aide du graphique, une valeur approchée 

arrondie à 0,5 de la solution @ de l'équation f(x) = 0: 

En déduire, selon les valeurs de x, le signe de f(x). 

4. Colorier l’ensemble délimité par la courbe €, l’axe des 

abscisses et les droites d'équations x = 1etx=e. 

Donner, en unités d’aire, une valeur approchée à une unité 

près, de l'aire de cet ensemble. 

1 
B. On admet que, pour tout x de È Fa = 

e 
f(x) = 2x(1 — In x) + 1. 

1. Déterminer lim f(x). 
X—>+ 00 

1 , à 
2. Démontrer que, pour tout x de È + = (x) a même 

signe que — In x. 

1 
3. Soit F la fonction définie sur l'intervalle È “s | par 

e 

EE 2 —x?Inx+x. 

1 
Montrer que F est une primitive de fsur ÊÈ + “|. 

e 

4. Calculer l'aire exprimée en unités d’aire, de la partie de 

plan limitée par la courbe €, l’axe des abscisses et les 

droites d’équation x = letx=e. 

Exprimer cette aire en cm? puis en donner la valeur appro- 

chée arrondie à 0,1 (en cm2). 

Épreuve 3 
* Exercice 1 (4 points) X 

Programme abordé : 

+ Suite géométrique 

Oninjecte dans le sang d’un malade une dose d’un médica- 

ment M. On note c, la concentration (en milligrammes par 

litre noté mg/L) du médicament injecté, on donne c, = 4. 

On suppose que ce médicament se répartit instantanément 

dans le sang et qu'il est ensuite éliminé progressivement. 

Le but de l'exercice est d'étudier la concentration du médi- 

cament M en fonction du temps. 

On note c, la concentration en mg/L du médicament M 

dans le sang au bout de n heures (n entier naturel). 

1. On constate qu'une heure après l'injection, la concen- 

tration du médicament M dans le sang a diminué de 30 % 

Calculer c;. 

2. On constate que la concentration du médicament M 

continue de diminuer de 30 % chaque heure. 

a) Démontrer que, pour tout entier naturel n, c 

En déduire la nature de la suite (c,). 
= 0,7 c,. n+1l 

b) Donner l'expression de c, en fonction de n. 



c) Calculer c,, (le résultat sera arrondi au centième). 

3. On estime que le médicament M est totalement éliminé 
lorsque c, est inférieure à 0,05. Après combien d'heures 
peut-on considérer que le médicament a été éliminé ? define (£(x),-x-4/x); 

+ Exercice 2 (4 points) f{x):=-x vi 
X 

Programme abordé : 
Je 

oi exponentielle limit(£f(x),x,0,plus); 

Test la variable aléatoire qui, à toute lampe utilisée dans —æ@ 
les blocs opératoires prélevée au hasard dans un stock 
important, associe sa durée de bon fonctionnement (en limit (£(x),x,inf); 
heures) avant la rupture du filament. 

— 00 
On suppose que T suit la loi exponentielle de paramètre 

0,000 5. 
limit (f(x) -(-x),x,1in£); 

4. Donner la fonction de densité de T. diese 0 
2. Calculer les probabilités des événements suivants 

(arrondir à 10?) : 

À : « la durée de bon fonctionnement de la lampe prélevée 

est comprise entre 2 000 h et 2 800 h », 

B : « la durée de bon fonctionnement de la lampe prélevée 

est inférieure à 3 000 h », 

£ (x) -{(-x) ; 

1. a) Expliquer l'argument « plus » apparaissant dans l’ins- 
:«1 É f i Slevé C : « la durée de bon fonctionnement de la lampe prélevée ractionelimit( fe ere0s Di 

est supérieure à 2 500 h », ? EX, l y 
D : « la durée de bon fonctionnement de la lampe prélevée DOTE in ALT HASHFS QUE COUPE EPS ES 

est égale à 2 800 h ». tative € de la fonction f admet une asymptote, dont on 

3. Déterminer l'espérance E(T) et donner une interpréta- donnera une équation. 

tion du résultat dans le contexte de l'énoncé. 2. Que vaut lim f(x) ? 
X—> +00 

3. a) Déterminer lim | f(x)—(—x)]. 

b) Quelle interprétation graphique peut-on donner du 

résultat précédent, en considérant la droite % d’équation 

4 y ==! 
| == 4, En étudiant le signe de f(x) — (— x), donner la position 

CERAE RE de la courbe € par rapport à la droite D. 
Dr cHrRurGE | 
| Visceraie 
| GynEcoLOGE 

AILE B 
En 

. Exercice 4 (9 points) x° 

Programme abordé : 

Trernucmen | + Étude d'une fonction définie à l'aide de la fonction loga- 
PERINEALE _ 

D. rithme népérien DIETETIQUE 

ren | On considère la fonction f définie sur l'intervalle ]0, 10] 

par : f(x) = In x + ax + b, . 

où a ct b désignent deux nombres réels, et on note f” la 

fonction dérivée de sur l'intervalle ]0, 10]. 

On sait que le tableau de variation de f sur ]0, 10] est le 

. Exercice 3 (3 points) suivant : . 

Programme abordé : 

+ Calculs de limites 

+ Utiliser un logiciel de calcul formel 

4 
Soit f la fonction définie sur ]0, + c[ par f(x) = — x — ne 

Un logiciel de calcul formel a permis d'obtenir les résultats | de : : = ardne 

suivants, qui ne sont pas à démontrer. 
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À. 1, Déduire du tableau de variation le signe de f(x) sur 

l'intervalle ]0, 10]. 

2. Calculer f’(x) en fonction de a et b pour tout réel x de 

l'intervalle ]0, 10]. 

3. Dans cette question, toute trace de recherche, même 

incomplète, ou d'initiative, même non fructueuse, sera prise 

en compte dans l'évaluation. 

À l’aide de données numériques du tableau de variation, 

calculer a et b. 

B. On admet que, pour tout réel x appartenant à ]0, 10], 

fG= max 

On considère la fonction g définie sur ]0, 10] par: 

g(x)=(Inx) -x-21nx dont la courbe représentative € 

dans un repère orthogonal (O s', ÿ) est fournie dans l'An- 

nexe à rendre avec la copie. 

1. a) Déterminer la limite de gen 0. 

b) Interpréter graphiquement le résultat précédent. 

2. a) Montrer que pour tout x de ]0, 10], g'(x) = 2f(x). 

b) Déterminer les variations de la fonction g sur 5, 10]. 

3. Déterminer une équation de la tangente T à la courbe € 

au point d’abscisse 1. 

4. a) Montrer à l’aide du tableau de variation de g que 

l'équation g(x) = 0 admet une seule solution & sur l’inter- 

valle [0,1 ; 10]. 

b) Donner, à l’aide de la calculatrice, un encadrement de © 

d'amplitude 0,01. 

Annexe 

AUS D © JB 10 
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Épreuve 4 
. Exercice 1 (5 points) 

Programme abordé : 

+ Statistique à deux variables 

Deux étudiants ont pesé la masse d’une culture de levure 

de boulangerie (saccharomyces cerevisiae) et ont noté la 

mesure ", de cette masse aux instants é.. 

L'expérience a duré 8 heures. Ils ont obtenu les résultats 

suivants : 

GEL 
bapolapepepeafefs 

Les deux étudiants cherchent à modéliser la croissance de 

cette levure, c’est-à-dire à exprimer l’évolution de "m en 

fonction de t, au moyen d’une fonction dont la courbe est 

« voisine » du nuage de points obtenu expérimentalement. 

On ne demande pas de construire ce nuage de points. 

Dans toute la suite les résultats seront arrondis à 10°. 

L'un des étudiants pense à un ajustement affine, mais 

comme le résultat ne lui semble pas satisfaisant, il décide 

d'utiliser un changement de variable. 

1. Reproduire et compléter le tableau suivant dans lequel 

In m, désigne le logarithme népérien de ".. 

2. Représenter le nuage de points M, de coordonnées (f, y.) 

dans un repère orthogonal. Unités graphiques : 2 cm pour 

1 heure en abscisses, 1 cm pour 0,1 en ordonnées. 

3. a) À l’aide de la calculatrice, déterminer une équation de 

la droite d'ajustement de y en £ obtenue par la méthode des 

moindres carrés. On donnera la réponse sous la forme 

y = at + b, en arrondissant les coefficients a et b à 103. 

b) Construire la droite ®. 

Pour les questions 4, 5, 6, on prend pour équation de la 

droite D : y = 0,12t — 0,51. 

4. En déduire l'expression de m en fonction de £. Montrer 

qu'elle peut s’écrire : 

m(t) = 0,6e012t (1) 
5. Déterminer à quel instant, selon ce modèle (1), la masse 

m de levure aura atteint trois grammes. On donnera le 

résultat en heures et minutes. 

6. Quelqu'un affirme que, selon ce modèle, la masse de 

levure augmente chaque heure d’une même quantité. Est- 

ce exact ? On justifiera la réponse. 



Da EE 

Exercice 2 (5 points) 

Programme abordé : 

+ Loi binomiale 

+ Approximation d'une loi binomiale par une loi normale 

Dans une entreprise fabriquant des lentilles de contact on 
prélève au hasard un échantillon de 50 lentilles dans la pro- 
duction. On considère ce prélèvement comme un tirage 
avec remise. On note X la variable aléatoire qui, à tout pré- 
lèvement de ce type, associe le nombre de lentilles de cet 
échantillon qui présentent un défaut. 

On admet que la probabilité qu’une lentille présente un 

défaut, même mineur, est p = 0,3. 

1. Justifier que la variable aléatoire X suit une loi binomiale 

et déterminer les paramètres de cette loi. 

2. Déterminer l'espérance et l'écart type de la variable aléa- 

toire X. Arrondir à 1072. 

3. Calculer la probabilité d’avoir, dans un tel échantillon, 

entre 10 et 15 lentilles (bornes comprises) qui présentent 

un défaut ; arrondir à 102. 

slslsklalslalslelelals SERA SÈSASSÉ 

intensité sonore (dB) 

Lee 

4. a) On considère que la loi de probabilité de la variable 

aléatoire X peut être approchée par la loi normale de 

moyenne 15 et d'écart type 3,06. 

Justifier le choix de ces paramètres. 

b) On note Y une variable aléatoire qui suit la loi normale 

N'(15 ; 3,06). Calculer P(10 < Y< 15) ; arrondir à 1072, 

c) Comparer les résultats obtenus aux questions 3. et 4. b). 

+ Exercice 3 (6 points) 

Programme abordé : 

+ Exemple d'utilisation du tableur 

+ Exemple d'utilisation de la fonction logarithme népérien 

Quand l'oreille d’une personne normale est soumise à une 

pression acoustique x, exprimée en bars, l'intensité sonore, 

exprimée en décibels, du bruit responsable de cette pres- 

sion est modélisée par : 

f(x) = 

feuille de calcul suivante. 

J0,875 

1. On a entré en B2 la formule =8,68*LN(A2)+93,28 qui a 

été recopiée vers le bas. Quelle est la formule contenue 

dans la cellule B3 ? 

2. Déterminer l'intensité sonore, en décibels, correspon- 

dant à une pression acoustique de 16 bars : 

a) à l’aide du graphique de l’image d’écran ; 

b) par le calcul. 

3. a) Calculer la dérivée de la fonction f sur l’intervalle 

10;5::25]: 

b) Donner le signe de cette dérivée sur l'intervalle [0,5 ; 25]. 

c) Dresser le tableau de variation de la fonction f sur l'in- 

tervalle [0,5 ; 25]. 

4. Une personne normale ne peut supporter un bruit supé- 

rieur à 120 décibels. 

a) Déterminer, à l’aide du graphique de l’image d'écran, la 

pression, en bars, que l'oreille de la personne subit si elle 

est soumise à une intensité sonore de 120 décibels. 

b) Donner un encadrement d'amplitude 0,1 bar de cette pres- 

sion à l’aide de l'extrait ci-dessous de la feuille de calcul, 

sachant que la fonction f est croissante sur l'intervalle 

[0,5 ; 25]. 

EE — ere 
FR IT PR MU 216 [12008 | 
(at 25 (2007 
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8,68 In x + 93,28 pour x appartenant à l'intervalle 

[0,5 ; 25]. Cette fonction a été tabulée et représentée sur la 

3495 
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+ Exercice 4 (4 points) * 

Programme abordé : 

+ Étude d'une fonction définie avec la fonction exponentielle 

+ Calcul intégral 

Pour chacune des questions posées, une seule des trois 

réponses est exacte. Recopier le numéro de chaque question 

et indiquer la réponse choisie. Aucune justification n'est 

demandée. Une réponse exacte rapporte 1 point ; une 

réponse fausse ou l'absence de réponse ne rapporte ni n'en- 

lève aucun point. 

1. La fonction f est définie et dérivable sur l’ensemble des 

nombres réels R par : 
f(x) = e- 21, 

On note f” sa fonction dérivée. 

a) Pour tout x de R, f(x) = e?2. 

b) Pour tout x de R, f’(x) = e-**1. 

c) Pour tout x de R, f'(x) = — 2e-2**1, 

2. On donne le tableau de variation d’une fonction g défi- 

nie et continue sur l'intervalle [- 5, 12]. 

a) [eodx Sy. 

b) L’équation g(x) = 0 admet exactement deux solutions 

sur l'intervalle [- 5, 12]. 

c) Pour tout x appartenant à l'intervalle [- 5, 8], g(x) < 0. 

3. La courbe € donnée ci-dessous est la représentation 

graphique d’une fonction h définie et dérivable sur l’inter- 

valle ]0, + œ[. La droite (AB), tracée sur le graphique, est 

tangente à la courbe € au point B d’abscisse 1. 
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On note }’ la fonction dérivée de la fonction k sur l’inter- 

valle ]0, + cf. 

DA 0. 
2 

b) #’(1) = 1,5. c)h(1)=- 7 

4. Une seule des trois courbes ci-après est la représenta- 

tion graphique d’une primitive de la fonction k (introduite 

à la question 3.) sur l'intervalle ]0, + [. Préciser laquelle. 

a) 

b) 

c) 

4 

5 

2 

1 

4 AR 

a 

Epreuve 5 

+ Exercice 1 (5 points) 

Programme abordé : 

+ Suites géométriques 

On injecte à un patient une dose de 4 ml d’un médicament. 

La quantité de médicament présente dans le sang diminue 

chaque heure de 10 %. 

On note r, la quantité de médicament, en ml, restant dans 
le sang du patient # heures après l'injection. 

On a donc pv, = 4. 



Épreuves 
alatir At 

1. a) Calculer v,, v., v.. 

b) Donner, pour tout nombre entier naturel n, l'expression 
de r,,, en fonction de v,. 

c) Déduire du b) la nature et les caractéristiques de la suite 
(v,). 
d) Donner, pour tout nombre entier naturel n, l'expression 
de 4, en fonction de n. 

e) Déterminer la quantité de médicament présente dans le 
sang du patient au bout de 10 heures. Arrondir à 1072, 

f) Au bout de combien d’heures la quantité de médicament 
présente dans le sang du patient aura-t-elle diminué de 
75 % par rapport à la quantité injectée ? 

2. Quelle formule peut-on entrer en C2, puis recopier vers 
la droite, pour obtenir, à chaque heure, la quantité de 
médicament (en ml) présente dans le sang ? 

2. On décide d'approcher la loi de la variable aléatoire X 

par la loi normale de moyenne 9 et d'écart type 2,86. 

Justifier les paramètres de cette loi. 

3. On note Y une variable aléatoire suivant la loi normale 

de moyenne 9 et d'écart type 2,86. 

Comparer les probabilités P(X < 14) = 0,97 et P(Y < 14). 

4. a) Déterminer un intervalle de fluctuation asympto- 

tique, à 95 %, du pourcentage de véhicules ayant eu un 

sinistre dans un échantillon de taille 100 prélevé comme 

indiqué. 

b) Indiquer si les conditions # > 30, np > 5 et n(1-p)>5 

sont satisfaites. 

c) Comparer cet intervalle de fluctuation asymptotique à 

l'intervalle [3 % ; 15 %] qui est l’intervalle de fluctuation, à 

environ 95 %, obtenu à partir de la loi binomiale suivie par X. 

5. Énoncer la règle de décision permettant d'accepter ou 

de refuser, à l’aide de l’intervalle de fluctuation asympto- 

tique obtenu à la question 4. a), l'hypothèse faite. ET DORE EIRE 
Ê Quantité 

É Fa de médicament (ml) 

a) -0,9*B2 

c) =0,9*$B$2 

6. Appliquer cette règle de décision au cas de l'échantillon 

prélevé. 

7. Après vérification, on constate que le pourcentage étu- 

dié de véhicules de l'échantillon prélevé est en réalité de 

11 %. 

Appliquer dans ce cas la règle de décision. 

b) =0,1*B2 

d) =0,1*$B$2 

- Exercice 2 (6 points) - Exercice 3 (3 points) 

Programme abordé : Programme abordé : 

+ Loi binomiale + Utilisation d’un logiciel de calcul formel 

+ Approximation d'une loi binomiale par une loi normale 

+ Intervalle de fluctuation asymptotique 

+ Prendre une décision 

On considère un cylindre métallique plein de 2 cm de 

rayon dégageant de la chaleur. 

On suppose que, par rapport au repère de la figure ci-des- 

sous, la température se répartit de manière uniforme dans 

la direction de l'axe des ordonnées, et que la température 

T, en degrés Celsius, d'un point du cylindre d’abscisse x, 

avec x dans l'intervalle [0, 2] est donnée par : 

(C2) 

Dans un groupe d'assurance on s'intéresse aux sinistres 

susceptibles de survenir, une année donnée, aux véhicules 

de la flotte d’une importante entreprise de transport de 

produits sanguins. 

Au cours des années précédentes, environ 9 % de ces véhi- = ÀA- PE x2, où À correspond à la température au 

cules avaient eu un sinistre. mr 

Or, à la fin de cette année, on observe un pourcentage de 

17 % de véhicules ayant eu un sinistre dans un échantillon 

de 100 véhicules prélevé au hasard. 

L'objectif de l'exercice est de déterminer si cette augmen- 

tation est significative ou si elle est due au hasard du prélè- 

vement de l'échantillon. 

On fait l'hypothèse que, cette année encore, 9 % des véhi- 

cules de la flotte de l’entreprise de transport ont eu un 

sinistre. 

On note X la variable aléatoire qui, à tout prélèvement au 

hasard et considéré comme effectué avec remise de 

100 véhicules de la flotte, associe le nombre de véhicules 

ayant eu un sinistre cette année. 

1. Exprimer pourquoi la variable aléatoire X suit une loi 

binomiale et préciser les paramètres n et p de cette loi. 

centre du cylindre et m correspond à un réel positif décri- 

vant la conduction thermique du matériau. 

Un logiciel de calcul formel a permis d'obtenir les résultats 

suivants. 
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La droite D d’équation y = 1 est asymptote horizontale à la 

courbe € au voisinage de + ce. {$il) define(T{x}),A-(205/m) *x"2); 

205 x? 
(Sol) Tx):=A- 

(512) integrate(T(x),x,0,2); 

6mA-]l640 

3 m 
{%o2) 

{513) %5/2; 

6mA-1640 

6m 
{%03) 

{514} expand($); 

820 
104), A ——— 

3m 

{$i5} define (£(m),%); 

820 
($05) fim):=A — 

3 æ 

1. En utilisant les données et le graphique, préciser : 

(316) diff{f(m),m); a) La valeur du nombre réel f (0) et la valeur du nombre 

820 réel f’(0). 

A b) La limite de la foncti 3 m2 ) La limite de la fonction f en + ce. 

2. Déterminer une équation de tangente 9 à la courbe € 

= Due = au point A. 
{$517) limit (f (m),m,inf); 
(07) A 3. Préciser un encadrement par deux entiers consécutifs 

o de l’aire, en unités d’aire, de la partie du plan située entre la 

courbe 6, l’axe des abscisses, l’axe des ordonnées et la 
1. On appelle valeur moyenne d’une fonction f sur un inter- droite d’équation x = 1. 

valle [a, b] l'intégrale : = 1 he f(x)dx. 4. On admet que la fonction f'est définie, pour tout nombre 
pr L ax+b 

À l’aide des résultats affichés par le logiciel, donner la réel, DRE UDE, CXpreSSODAE RMRENE RUE CS ed Se 

valeur moyenne de la température dans le cylindre en fonc- a et b sont des nombres réels. 

tion de À et de ". a) Déterminer l'expression de f’(x) en fonction de a, de b 

2. Quelle valeur moyenne ne pourra-t-on pas dépasser et de >. 

dans le cylindre en modifiant le paramètre m ? (Argumen- b) À l’aide des résultats de la question 4. a), démontrer que 
tez votre réponse en utilisant, sans les justifier, des résul- l’on a, pour tout réel x : 

tats affichés par le logiciel. 4x +2 
dr nor a 

e* 

. Exercice 4 (6 points) *X 5. Soit F la fonction dérivable sur R définie par 
| —4x—6 

Programme abordé : E(x)= x+ Er 
e 

+ Étude d'une fonction définie avec la fonction exponen- 

tielle 

+ Calcul d'aire 

On admet que F est une primitive de f sur R. 

Déterminer la valeur exacte, puis la valeur approchée 

arrondie à 107? de l'aire, en unités d’aire, de la partie du 

La courbe € tracée ci-dessous est la représentation gra- plan située entre la courbe 6, l’axe des abscisses, l’axe des 

phique d’une fonction f définie et dérivable sur R. ordonnées et la droite d’équation x = 1. 

On note f” la fonction dérivée de f. La tangente T à la Ce résultat est-il cohérent avec l'encadrement obtenu à la 
courbe € au point A(0, 3) passe par le point (1, 5). question 3. ? 
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Épreuve 6 

+ Exercice 1 (4 points) 

Programme abordé : 

+ Équation différentielle de la forme y’ + ay = b 
z 1. On considère l’équation différentielle (E) : y = - 0,046y, 

où y est une fonction de la variable réelle f dérivable sur R. 

Résoudre l’équation différentielle (E). 

2. Une contamination accidentelle des aliments dans un 
élevage de porcs a provoqué une intoxication aiguë chez les 
animaux. On étudie alors l'élimination de la toxine incri- 
minée chez un porc prélevé dans le cheptel. On sait que la 
concentration de la toxine dans le sang varie en fonction 
du temps f suivant la relation : f(£) = Ce-00%t, où f(£) est la 

concentration exprimée en mg/L, à l'instant £ exprimé en 
jours. 

a) Sachant que cinq jours après l’intoxication la concentra- 

tion est de 23,8 ug/L, déterminer la constante C (on arron- 

dira le résultat à l’unité). 

b) Déterminer alors la concentration initiale de la toxine 

dans le sang de l'animal. 

3. Dans cette question, on admet que, pour tout f de 

[O, + of, f(£) = 30e-066, 

a) Déterminer par le calcul la concentration mesurée une 

semaine après l’intoxication. Arrondir le résultat à l’unité. 

b) Dans cette question, toute trace de recherche,çmême 

incomplète, ou d'initiative même non fructueuse, sera prise 

en compte dans l'évaluation. 

On considère que la toxine n’est plus dangereuse pour le 

porc lorsque sa concentration atteint 10 % de la valeur ini- 

tiale. 

Déterminer le nombre de jours nécessaires pour annoncer 

que le porc est hors de danger. 

* Exercice 2 (4 points) 

Programme abordé : 

+ Loi normale 

Une entreprise fabrique en grande quantité des rouleaux 

de papier peint. Leur largeur est exprimée en centimètres. 

Dans cet exercice, les résultats approchés sont à arrondir à 

105: 

Un rouleau de papier peint est considéré comme « accep- 

table » pour la largeur lorsque celle-ci appartient à l'inter- 

valle [52,95 ; 53,05]. 

On note X la variable aléatoire qui, à chaque rouleau pré- 

levé au hasard dans la production d’une journée d’une 

machine, associe sa largeur. 

1. Après un réglage de la machine, on admet que la 

variable aléatoire X suit la loi normale de moyenne 53 et 

d'écart type 0,04. 

ÉPREUVES D'ENTRAÎNEMENT AU BACCALAURÉAT 

Calculer la probabilité p, de l'événement E : « un rouleau 

prélevé au hasard dans la production d’une journée de la 

machine est acceptable pour la largeur ». 

2. Le résultat obtenu au 4. n’est pas jugé satisfaisant. 

On procède à un nouveau réglage de la machine et la 

variable aléatoire X suit alors la loi normale de moyenne 53 

et d'écart type 0,02. 

Calculer la nouvelle probabilité p, de l'événement E défini 

au 4. 

3. Pour quelle nouvelle valeur de l'écart type © de la 

variable aléatoire X dont la moyenne reste égale à 53, l’évé- 

nement E a-t-il pour probabilité p, = 0,95 ? 

* Exercice 3 (4 points) 

Programme abordé : 

+ Suites géométriques 

Cet exercice est un questionnaire à choix multiples (QCM). 

Dans cet exercice, pour chacune des questions, 4 réponses 

sont proposées, une seule est correcte. 

Pour chaque question, indiquer le numéro de la question et 

la réponse choisie. 

Aucune justification n'est demandée. 

Chaque bonne réponse rapporte un point, chaque réponse 

incorrecte retire 0,25 point, une question sans réponse n'ap- 

porte ni ne retire aucun point. 

Si le total des points est négatif, la note attribuée à l'exercice 

est 0. 

1. Soit (4,) la suite géométrique de premier terme 

u, = 1 000 et de raison g = 1,0225 ; alors w., arrondi à 

l'unité, est égal à : 

a) 111; 

c)1117; 

b) 112; 

d) 1118. 

2. On reprend la suite (4,) du 4. 

Ss = Uo + U + U + Us + U, + Us, arrondi à l’unité, est égal à : 

a) 5 230; b) 5 231; 

c)6347; d) 6 348. 

3. On estime que le nombre de patients présentant une 

certaine pathologie va diminuer de 5 % par an. Aujourd’hui, 

il y a 7 500 cas par an. Dans 10 ans il y aura: 

a) 3 750 cas; b) 4 266 cas ; 

c) 4491 cas; d) 4727 cas. 

4. La feuille de calcul ci-dessous est utilisée pour calculer 

les premiers termes de la suite géométrique (4,) de premier 

terme 400 et de raison 0,9. 

5. Quelle formule, à recopier vers la droite, peut-on entrer 

dans la cellule C3 ? 

329 
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Épreuves 

BOB TARE 
ms) [TITI] 

b) =B210,9 ; 

d) =B2*0,9. 

EREAE 

a) =$B$2*0,9 ; 

c) =400*0,9 : 

* Exercice 4 (9 points) 

Programme abordé : 

+ Étude d'une fonction définie à l'aide de la fonction loga- 

rithme népérien 

+ Calcul d'aire 

Soit f la fonction définie sur l'intervalle ]0, + œ[ par : 

1+Inx 
f(x)= : 

x 

On désigne par l la courbe représentative de f dans un 

repère orthogonal. 

A. Étude de la fonction f. 

1. Dans cette question, on ne demande pas de justification 

mais des conjectures obtenues avec l’aide de la calculatrice. 

Sur l’écran de la calculatrice, faire apparaître la courbe F°. 

a) Faire un schéma reproduisant l'écran obtenu en préci- 

sant la fenêtre utilisée. 

b) À partir de la lecture de l'écran, conjecturer le tableau de 

variation de la fonction f. 

2. Le but de cette question est de prouver les renseignements 

conjecturés figurant dans le tableau de variation de la ques- 

tion précédente. 

a) Calculer f’(x) et montrer que f’(x) est du signe de — In x 

sur l’intervalle ]0, + of. 

b) f(x) peut s’écrire f(x) = =(L+In) 

Utiliser cette écriture pour déterminer lim f(x). 
0 1 KX— 

c) f(x) peut s’écrire f(x) = 6 
AT 1 

Utiliser cette écriture pour déterminer lim f(x). 
x +00 

d) Que peut-on déduire du résultat obtenu au c) pour la 

courbe [°? 

e) Déduire de ce qui précède le tableau de variation de f. 

B. Étude de points particuliers 

On considère la partie de la courbe l figurant sur l'annexe 

a rendre avec la copie. 

A est le point d’intersection de la courbe l' avec l’axe des 

abscisses et B le point de ['d’abscisse e-05, 

1. Justifier que l’abscisse du point A est égale à e”1. 

2. Dans cette question, toute trace de recherche, même 

incomplète, ou d'initiative, même infructueuse, sera prise en 

compte pour l'évaluation. 

ÉPREUVES D'ENTRAÎNEMENT AU BACCALAURÉAT 

Tracer la droite (OB) sur le graphique de la feuille annexe, 

à rendre avec la copie. 

Cette droite semble tangente à la courbe [au point B. 

Qu'en est-il ? Justifier la réponse. 

x 

C. Calcul d'aire 

On désigne par A la partie du plan limitée par l’arc de 

courbe AB, l’axe des abscisses et la droite d’équation 

rer. 

1. Hachurer A sur la feuille annexe. 

2. Soit F la fonction définie sur ]0, + ce par : 

F(x)= Sn x} +Inx. 

a) Vérifier que F est une primitive de f sur l'intervalle 

10, + cl. 

b) En déduire l'aire de A en unités d’aire. 

Annexe 

Épreuve 7 
* Exercice 1 (4 points) 

Programme abordé : 

+ Suites géométriques 

Le but de cet exercice est l'étude de la désintégration du 

carbone 14, corps radioactif, et de son utilisation pour la 

datation des fossiles ou des squelettes. 

A. Soit N, le nombre d’atomes de carbone 14 à l'instant 

Éo0, 

Soit N, le nombre d'atomes de carbone 14 un siècle après. 

Soit N, le nombre d'atomes de carbone 14 après K siècles, 

k entier naturel. 

On sait que le nombre d’atomes de carbone 14 diminue 

très lentement au cours du temps, d'environ 1,24 % par 

siècle. 

1. Justifier que la suite (N,) est une suite géométrique de 

raison 0,9876. 

2. Exprimer N, en fonction de N, et de l’entier k. 

B. Les rayons cosmiques produisent continuellement dans 
l'atmosphère du carbone 14, qui s’y désintègre très lente- 
ment, ce qui fait que le taux de carbone 14 dans l’atmos- 



phère de la terre est constant. Durant leur vie, les tissus 
animaux et végétaux contiennent la même proportion de 
carbone 14 que l’atmosphère ; à leur mort, l'assimilation en 
carbone 14 cesse et celui-ci se désintègre dans les condi- 
tions vues dans la partie A.. 

Dans ce qui suit, on pourra utiliser des propriétés de la 

fonction logarithme népérien. 

1. Un squelette d'homme préhistorique contient 5 % du 

carbone 14 initial. Justifier que l’on peut estimer son âge à 

24 000 ans. 

2. On admet que l’on peut ainsi estimer l’âge des fossiles 

qui contiennent au moins 1 % du carbone 14 initial. Déter- 

miner l’âge maximum que l’on peut calculer. 

- Exercice 2 (6 points) 

Programme abordé : 

+ Loi binomiale 

+ Approximation d’une loi binomiale par une loi normale 

+ Intervalle de fluctuation asymptotique 

On contrôle le dosage d’un produit dans un mélange à la 

sortie d’une chaîne de conditionnement. Un lot de 5 kilo- 

grammes de mélange est dit de « qualité supérieure » s’il 

contient entre 147 grammes et 155 grammes de ce produit. 

Le pourcentage de lots de qualité supérieure sortant de la 

chaîne de conditionnement est de 18 %. 

On note X la variable aléatoire qui, à tout échantillon de 

taille # = 100 prélevé au hasard et avec remise dans l’en- 

semble des lots sortant de la chaîne de conditionnement, 

associe le nombre de lots de qualité supérieure de l’échan- 

tillon. 

1. Expliquer pourquoi la variable aléatoire X suit une loi 

binomiale et préciser les paramètres n et p de cette loi. 

2. On décide d'approcher la loi de la variable aléatoire X 

par la loi normale de moyenne 18 et d'écart type 3,84. 

Justifier les paramètres de cette loi normale. 

3. On note Y une variable aléatoire suivant la loi normale 

de moyenne 18 et d'écart type 3,84. Comparer les probabi- 

lités P(X < 24) = 0,95 et P(Y < 24). 

4. a) Déterminer un intervalle de fluctuation asympto- 

tique, à 95 %, du pourcentage de lots de qualité supérieure 

dans un échantillon aléatoire de 100 lots prélevés comme 

indiqué. 

b) Indiquer si les conditions n z 30, np 2 5 et n(1 — p)25 

sont satisfaites. 

c) Comparer cet intervalle de fluctuation asymptotique à 

l'intervalle [11 % ; 26 %] qui est l'intervalle de fluctuation, à 

environ 95 %, obtenu à partir de la loi binomiale suivie par 

7e 

5. Si on prélève au hasard un tel échantillon de 100 lots, le 

pourcentage étudié peut-il être : 

a) égal à 8 % ? 

b) supérieur à 50 % ? 

. Exercice 3 (5 points) 

Programme abordé : 

+ Utilisation d'un logiciel de calcul formel 

+ Équation différentielle de la forme y’ + ay = b 

On étudie le refroidissement d’une pièce en aluminium 

venant d’être fabriquée. 

On désigne par f(£) la température de la pièce, exprimée en 

degrés Celsius, à l'instant f, exprimé en heures. 

On admet que la fonction f est solution sur [0, + æ[ de 

l'équation différentielle (E) : 

Yÿ +27=20) 

où y est une fonction de la variable réelle t, définie et déri- 

vable sur [0, + [, et y la dérivée de y. 

À l'instant { = O, la température de la pièce est de 410 °C. 

On a donc f(0) = 410. 

Un logiciel de calcul formel a permis d'obtenir les résultats 

suivants, où (%i1) indique l’entrée n° 1 et (%o1) la sortie 

na le 

Dans cet exercice, on peut utiliser ces résultats sans justi- 

fication. 

ode2("diff(y,t})+2*y—20, y, 

y=$e" 2? t(10 %e° +4) 

t}; 

expand($); 

y=30%e * +10 

ic1($%, t=0, y=410); 

y=$e ? (10 %e° +400) 

expand($); 

y=400 %e7?t+10 

define (£(t),400*exp(-2*t)+10); 

f(t}:=400 $e”7? +10 

diff(£(t),t}; 

-800 $e”** 

limit (£f(t),t,inf}); 

10 

solve([£(t)=40], [t]l}; 

eo EE) eo) 
Fr ES Mana à UC 

find root(£f(t)=40, t, O0, 5); 

1.295133582722913 

($o8} 

(519) 

1. Donner l’ensemble des solutions de l’équation différen- 

tielle (E). 

2. Donner, pour tout réel t de l'intervalle [0, + æ[, une 

expression de f(t). 

3. Justifier, à l’aide de l’affichage du logiciel, que la fonction 

est strictement décroissante sur [O, + of. 
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4. En utilisant les informations affichées, dresser le tableau 

de variation de la fonction f. 

5. a) Le logiciel résout l'équation f(£) = 40 dans l’ensemble 

des nombres complexes. Il désigne par « log » le logarithme 

népérien. 

L'une des deux solutions affichées à la sortie (%08) n’a pas 

de signification, laquelle ? 

b) Résoudre « à la main » l'équation : 400e- ?{ + 10 = 40 

puis comparer avec l’affichage de la sortie (%08). 

c) On estime que l'opérateur peut saisir la pièce fabriquée 

à mains nues lorsque la température de celle-ci est infé- 

rieure ou égale à 40 °C. 

Déterminer la valeur du temps à partir de laquelle l’opéra- 

teur peut saisir la pièce dans les conditions précédentes. 

arrondir la réponse à la minute. 

* Exercice 4 (5 points) 

Programme abordé : 

+ Fonction définie à l’aide de la fonction logarithme népé- 

rien 

+ Fonction exponentielle 

Pour chacune des cinq questions, trois réponses sont propo- 

sées ; une seule de ces réponses convient. 

Indiquez sur votre copie le numéro de la question et reco- 

piez la réponse que vous jugez convenir, sans justifier votre 

choix. Une bonne réponse rapporte 1 point. Une mauvaise 

réponse ou une absence de réponse ne rapporte aucun point 

et n'en enlève aucun. 

1. Pour tout x > 0, In(2x) est égal à : 

a)In2+1nx; b) 2In x ; c) In x?. 

dr. 1 
2. L'équation e*** = — admet pour solution : 

e 

c)-— F 
3 

3. Parmi les propositions suivantes, quelle est celle qui 

permet d'affirmer que la courbe représentative de la fonc- 

tion exponentielle admet pour asymptote la droite d'équa- 

ONU 

=+0 ; 

a)—1; b) 0; 

e* 

c) lim —=+00, 
X—D)+o 

b) lim e* =0; 
X—> —00 

a) lim e* 
X—> +00 

4. Soit la fonction f définie sur ]0, + {[ par 

f(x) = 21n x — 3x + 4. Dans un repère, une équation de la 

tangente à la courbe représentative de f au point d’abscisse 
1este 

a)y=-x+2; b)y=x+2; c)y=-x-2. 

5. Parmi les propositions suivantes, quelle est celle qui 
permet d'affirmer qu’une primitive de la fonction f définie 
sur Rparx+ (x + 1)e* est la fonction g:xr xe* ?: 

a) pour tout x réel f(x) = g(x) ; 

b) pour tout x réel g’(x) = f(x) ; 

c) pour tout x réel g(x) = f(x) + Kk, kréel quelconque. 
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Épreuve 8 
* Exercice 1 (3 points) 

Programme abordé : 

+ Équation différentielle de la forme y’ + ay = b 

À la suite de violents orages, des eaux de ruissellement pol- 

luées à 4 % par des triazines (des pesticides très utilisés), se 

déversent dans un bassin aménagé pour la baignade. 

Un système d'évacuation permet de maintenir dans ce bas- 

sin un volume constant de 30 000 litres d’eau. 

On admet que le volume de triazines dans l’eau du bassin à 

l'instant £ (£ > O) est solution de l'équation différentielle 

(E): 
y +5+10%y = 6. 

1. Résoudre l’équation différentielle (£). 

2. On suppose qu'à l'instant £ = 0, le volume de triazines 

dans l’eau du bassin est nul. 

Déterminer la fonction f, solution de l’équation différen- 

tielle (E), satisfaisant à cette condition. 

3. Les baigneurs peuvent souffrir d’affections cutanées dès 

que le taux de triazines dans l’eau du bassin atteint 2 %. 

Déterminer l'instant auquel ce taux est atteint. 

. Exercice 2 (4 points) 

Programme abordé : 

+ Suite géométrique 

+ Utilisation du tableur 

Un laboratoire souhaite tester le temps de réaction d’un 

nouvel antibiotique contre le bacille de Koch responsable 

des tuberculoses. Pour cela, on dispose d’une culture de 

10"° bactéries dans laquelle on introduit l’antibiotique. On 
remarque que le nombre de bactéries est divisé par quatre 

toutes les heures. 

A. On a créé la feuille de calcul suivante donnant le nombre 

de bactéries en fonction du pr n en heures. 

> Nombre d’ uns n Nombre de ae 

MR 

HEEees PRE PP Pme ! = 

| CRE 

1. Quelle formule faut-il entrer dans la cellule B3, pour 
calculer le nombre de bactéries au bout d’une heure, de 



sorte qu'en recopiant cette formule vers le bas on puisse 
compléter les lignes suivantes ? 

2. On a recopié la formule ci-dessus jusqu’en B18. 

a) Quelle formule se trouve en B18 ? 

b) Que représente concrètement la valeur calculée dans 

cette cellule ? 

B. On note 4, le nombre de bactéries au moment de l’in- 

troduction de l’antibiotique. 

Soit (4,) la suite représentant le nombre de bactéries, 

contenues dans la culture, r heures après l'introduction de 

l’antibiotique. 

1. Exprimer 4,,,, en fonction de u,. 

2. En déduire la nature de la suite (4,). 

3. Exprimer 4, en fonction de n. 

4. Calculer au bout de combien d’heures le nombre de 

bactéries deviendra inférieur à 100. 

. Exercice 3 (3 points) 

Programme abordé : 

+ Intervalle de confiance 

Le fonctionnement d’une photocopieuse se dégradant, on 

décide de faire un prélèvement aléatoire de 100 copies 

parmi toutes celles réalisées en une journée par cette nou- 

velle machine, afin d'estimer la proportion p de copies 

défectueuses de la journée. 

Ce prélèvement, qui peut être assimilé à un tirage avec 

remise, contient 12 copies défectueuses. 

1. Quelle est la fréquence f de copies défectueuses dans ce 

prélèvement ? 

2. Déterminer un intervalle de confiance de la proportion 

p au niveau de confiance 95 %. 

3. On considère l'affirmation suivante : « la proportion p 

appartient obligatoirement à l'intervalle de confiance 

obtenu à la question précédente ». 

Cette affirmation est-elle vraie ? On ne demande pas de 

justifier la réponse. 

* Exercice 4(5 points) * 

Programme abordé : 

. Utilisation d'un logiciel de calcul formel 

+ Loi exponentielle 

On s'intéresse à la modélisation du trafic Internet au termi- 

nal informatique d’une grande société. On admet que la 

variable aléatoire T correspondant au temps, en secondes, 

séparant l’arrivée de deux paquets de données à ce terminal 

suit la loi exponentielle de paramètre À = 710. 

Pour tout nombre réel f positif, on note : 

F()=1-e 7, 

la probabilité que le temps séparant l’arrivée de deux 

paquets de données soit inférieur à { secondes. 

On désigne par € la courbe représentative de F dans un 

repère orthogonal (O “4 5) où 10 cm correspond à 

0,01 unité sur l’axe des abscisses et à une unité sur l’axe des 

ordonnées. 

1. Utiliser l'affichage suivant, fourni par un logiciel de 

calcul formel, pour justifier le sens de variation de la fonc- 

tion F sur l'intervalle [0, + ol. 

(511) 

($5o1) 

define(F({t),1-exp(-710*t)); 

F(t):=1-$e" 710€ 

(512) 

($o2} 

diff(F{t),t); 

710 $e_711t 

(513) limit(F(t),t,inf); 

($o3} 1 

2. Que peut-on en déduire pour la courbe € de l'affichage 

fourni par la sortie n° 3 du logiciel de calcul formel ? 

3. Tracer la courbe € dans le repère (O k ÿ) (on fera en 

sorte que figurent les abscisses de 0 à 0,01). 

4. a) Résoudre sur [0, + c[ l'équation F(#) = 0,5. 

Donner la valeur exacte de la solution, puis arrondie à 10. 

b) Retrouver sur le graphique le résultat précédent. 

(On fera apparaître les traits nécessaires.) 

Cette valeur est le temps médian en secondes entre deux 

paquets de données. 

5. Pour tout nombre réel f positif, on note 

I(t)=710x fret dx. 

integrate (710*x*exp(-710%*x),x,0,t); 

positive, negative, or zero?p; 

1 (710 t+1)%e7 710 É 
mg — 

504100 504100 

limit ($,t,inf); 

Utiliser l’affichage précédent pour fournir une valeur 

arrondie à 107 de lim /(#). 
#5 +os 

Cette valeur est le temps moyen en secondes entre deux 

paquets de données. 

- Exercice 5 (6 points) 

Programme abordé : 

+ Étude d'une fonction définie à l’aide de la fonction loga- 

rithme népérien 

Les parties À et B peuvent être traitées indépendamment. 
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A. Identification d’une fonction f à partir de sa courbe 

représentative. 

f est une fonction définie sur [1, 4] par : 

f(x) = aln x + bx + c, 

où a, b, c sont des constantes réelles à déterminer. (In x 

désigne le logarithme népérien de x.) 

€ est la courbe représentative de fsur [1, 4] dans un repère 

orthonormé (O " 5), avec, comme unité de longueur, 3 cm 

sur chaque axe. 

1. f” désigne la fonction dérivée de la fonction f. Calculer 

f’(x) pour tout x de [1, 4]. 

2. Justifier graphiquement que 4, b et c vérifient le sys- 

tème : 

ÉPREUVES D'ENTRAÎNEMENT AU BACCALAURÉAT 

b+c=1 

ER 
D) 

aln2+2b+c=In4. 

3. En déduire les valeurs de a, bet c. 

B. Étude de la fonction g définie sur [1, 4] par : 

g(x) = 2ln x — x + 2. 

1. g’ désigne la fonction dérivée de la fonction g. 

a) Calculer g’(x) pour tout x de [1, 4]. 

b) Étudier le signe de g’(x) sur [1, 4]. 

c) Établir le tableau de variation de g sur [1, 4]. 

2. Vérifier que la fonction h :x+= (xln x — x) est une primi- 

tive de la fonction In : x In x sur ]0, + «| ; en déduire une 

primitive G de g sur [1, 4]. 

3. Calculer en cm? l'aire de la partie du plan limitée par la 

courbe €, l'axe des abscisses et les droites d'équations x = 1 

et x = 4; (on remarquera que les fonctions f et g sont iden- 

tiques ; on donnera pour l’aire la valeur exacte, et la valeur 

approchée arrondie à 10”?). 



CHAPITRE 1 

Travaux pratiques TICE 

TP1 Évolution d’une population de bactéries 
A. 1. Une augmentation de 13 % correspond à une multiplication par 1,13. 
3. La suite (u,) est géométrique de raison 1,13. Puisque la raison q de la suite est telle que q > 1, la limite de (u,) est + co. 

4. La population de bactéries dépasse 100 000 au bout de n = 48 heures. 

B. 1. On entre en C17 la formule = B$17*0,85A(A17-15). 

2. La suite (0,85”) a pour limite 0. On en déduit que la suite (v,) a pour limite O. 

3. Les bactéries sont toutes mortes à partir de n = 62 heures. 

TP2 Désintégration du radon 

A. 1. La suite (u,) est géométrique de raison q = 0,835. Elle est décroissante de limite nulle. 

2. a. La variable n correspond au jour. La variable u correspond à la masse de radon correspondante. 

b. La condition d'arrêt est u < 10°!. 

3. La masse de radon est inférieure à 107! à partir du 13° jour, où elle vaut environ 0,096. 

B. 1. 

DEN HA EME : RADON 

+H 
ile U>16°-P 
239 +U+U e U>16"-P 

(R] 
d 
sr HU OMmZSE 

h 

+134 
ri 
1 

u EST_DU TYPE NOMBRE 
n EST DU TYPE NOMBRE 
p EST_DU TYPE NOMBRE 1 n PREND LA VALEUR 1 

n PREND LA VALEUR 0 
TANT QUE (u>pow(10,-p)) FAIRE 

)_ LA DEBUT TANT QUE 
# TANT QUE tai tt Re EE 

SE 0835Stu | n PREND LA VALEUR n+#1 
n PREND LA VALEUR n+1 1 FIN TANT QUE 

AFFICHER n 

glafficher([n,u]) 

2. La masse de radon est inférieure à 10°? à partir de n = 26 jours. 

La masse de radon est inférieure à 10°* à partir de n = 52 jours. 

La masse de radon est inférieure à 10% à partir de n = 77 jours. 

Exercices corrigés 3.u, = 16(0,5)"; u,, = 0,016. 
1 1 4. Dans un repère orthogonal, on place les points de 

Ttu=-u; u=-x16; u,=8. coordonnées (0,16) ; (1,8), (2,4) ; (3,2) ; (4,1). 
2 2 1 11 1 11 nr ce U =—U,; U,=4-u,=-—U, ; U3=2. 

RS LT EPS 5. So = x— 4, 59=16% LL, S,,= 31,984. 
Î ee qe 
2 u,= 1. 1 ; : 

2. (u,) est une suite géométrique de premier terme u, et 4. Pour tout entier n,u, = uçgq", 

donc u,,= (1 000)(1,022 5)'° = 1 249,20. 
re 11 EURE Nes 7> 1—(1,02) 

de raison q=—. 
q 2 SÆlO00Ur 

Donc, pour tout entier n, u, = U59", U, = 16(0,5)". 10 
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1 
Qi 2. a=1) 

u; =2U,; u,=2(1) = 2. 

u,=2u,; U, = 2(2) = 4. 
1 

2. Le cours donne la formule : u, = u,q"\, avec u, = : et 

; ° Le q = 2, on obtient, pour tout entier non nul n, u, . À 

1 
3e 2 us te 

1-21! 1 (1-21) 
tar AE S;: =1N0235 

4. Dans un repère orthogonal, on place les points de 

coordonnées L j ‘OT 8244 68) 

196 830 

2.a)u,.,=3u,. 

b) (u,) est la suite géométrique de premier terme u, = 10 
et de raison 3. 

c)u, = 10(3”). 

d)u,,=5314410;u,,= 15 943 230. 

e) Au bout de 13 heures. 

20 
15. TaU=V- bi VevVi=-02V/=0evs 

V, = 0,8 x 12 000 ; V, = 9 600. 

b) Pour tout entier n :V,,,=V, _. Vu =V,Ui-0,2); 

Ve =OBV. Ie 
(V,) est donc la suite géométrique de premier terme 
V5 = 12 000 et de raison 0,8. 

c) Pour tout entier n, V, = 12 000(0,8)". 

d) V; = 12 000(0,8)° = 3 932 (en arrondissant à l'unité) 

V. était la valeur de revente en 2010. 

2. a) Pour tout entier n,P,.,, = 1,02P,. 

Donc (P,) est une suite géométrique de premier terme 
P, = 12 000 et de raison 1,02. 

b) Pour tout entier n, P, = 12 000(1,02}". 

c) P; = 12 000(1,02)° = 13 249. 

P; représente le prix de l'équipement en 2010. 

3. Le laboratoire a dû débourser : 
13 249 - 3 932 =9 317 euros. 

5 5 HP de à Pie PER P: = Po 100 7° Pi = Po 100 /' 

P, = Pol1+ 0,05), p,=1,05p, ; avec p, = 2 000 on obtient 

P, = 2100. On établit de même que : p, =1,05p,, p, =2 205. 

De même, p,=1,05p,, p,=2315,25=2315. 

2. En procédant pour p,.. et p, comme pour p, et p, on 

obtient, pour tout entier n, p,,,=1,05p.. 

326 : SUITES GÉOMÉTRIQUES 

(p,) est donc suite géométrique de premier terme p, = 2 000 

et de raison 1,05. 

3. On obtient donc, pour tout entier n, p, = p,(1,05)" c'est- 

à-dire p, = 2 000(1,05)". 

4.2017=2010+7. 

On cherche donc : S=p,+p,+...+py. 
1= (raison)rombre de termes ù 

S = (premier terme) x 
1-raison 

La 8 

S 2 Fe Ua Le (95) .S = 19 098. 
1—(1,05) 

24.1.C,=6210; C,=6 427,35; C,=6 652,31. 
2. a) Pour tout nombre entier n, C,,, = C, +0,035C, = 1,035C,. 

C:=4,035C, 
b) Les nombres C,, …, C, sont des termes successifs d'une 
suite géométrique de premier terme C, et de raison 1,035. 

c) Pour tout entier n, C, = 6 000 (1,035). 

Co= 1193873; C = 12 356,59. 
3. Le capital initial a doublé au bout de 21 ans. 

25. On note c, le capital cherché. 

(1,029) 1° = 100 000. c, = 75 136 euros. 

28. a) lim u,=0 c) lim u, =+c 
N—+00 N—+c 

b) lim u, =0 d) lim u, =+c 

N—+00 N—+c0 

31. 1. y, = 400 - 20 = 380; y,, = 291,7 - 20 = 271,7. 

2-Y,s = O(n us 1) — 20 = O(n) — k O(n) + 20k — 20 

= (1 = K)(B(n) — 20) = (1-K)y,. 
3. k = 0,033. 

271,70 
262,74 

5. a) Le quotient 
a 
M est constant. 
a 

b) a,, = (@(n) - 20) - (B(n +1)-20)=y, -y,,, = ky,. 

La suite (a,) est donc, comme la suite (y,), géométrique 
de raison (1 — k). 

Chr 

32. Capacité de production éolienne 
1. Pour la production européenne, les points sont 
pratiquement alignés. l'augmentation de la production 
asiatique est plus rapide. 

2. On peut entrer en C5 la formule =C4-B4 . 
3. On peut entrer en C20 la formule =(C19-B19)/B19. 



+ 4. selon ces modèles, la production asiatique dépasse la 
production européenne pour n = 2, c'est-à-dire en 2012. 

33. isolation phonique 

1. On obtient u,,= 34,87 dB. 

2. Le tableur donne n = 44 plaques. 

34. Demi-vie d’un élément radioactif 
A.1.u,,,=0,917 u,. 
2,U=107x 0,917. 

3. u, < 0,5 x 107 lorsque 0,917" < 0,5. 
4.n=8. 

B. 1. Programme Scilab : 

=. 0-39067 

PE 

->exec('C:\User 

2.n=8. = 0.399964 
3. Affichage Scilab : 

35. Maladie bovine 

1. a) La suite (a,) est géométrique de raison 0,9. 

b) Le taux d'augmentation de la maladie le deuxième mois 

est 13,5 % et est 12,15 % le troisième mois. 

2.Onau,=1,15 xX5 000 =5 750. 

3. On obtient l'affichage suivant. 

13,5 6526.25 

12.15 7319.189375 

10.935 8119.5427331563 

9.8415 8918.6275312398 

8.685735 9708.5815868781 

7.971615 10482.512332945 

7.1744535 11234.575305904 

11959.992749024 6.45700815 

5.811307335 12655.024684913 

Le dernier affichage indique que le dixième mois il y a 

environ 12 655 animaux malades et que le taux 

d'augmentation du nombre d'animaux malades (par 
rapport au neuvième mois) est environ 5,8 %. 

4. Exemple d’algorithme en langage Scilab : 

a(1}=is 
a(2)=13.5 
u(1)=5750 
u(2)-6526.25 
ml 

while u(m+1)-ufn)>100 
n=n+ 1 

a(n+1)-0.S*a(n) 
u(n+1)=(1+a(n+1)/100)*u(n) 

1 
[2 
3 
4 

5 

6 
7 
8 
g 
1olend 

n1lafficher(n) 

Mise en œuvre : on obtient n = 33. 

36. 1.a)C,,,=0,965C,. 
b) Suite géométrique de raison 0,965. 

2. a) et b) 

3. a) 19 <t < 20. 

660,17 <C 

d) La demi-vie est comprise entre 19 et 20 minutes. 

b) C0 = 0,34. 

Faites le point 

QCM 

38. 
1. Réponse c). 

2. Réponse b). 

39. 
1. Réponse c). 

40. 
Réponse a). 

41. 
1. Réponse a). 

42. 
1. Réponse c). 

3. Réponse b). 

4. Réponse c). 

2. Réponse a). 

2. Réponse a). 

2. Réponse b). 
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43. 2. a) Après deux années de placement, 

C = 10 000 x 1,03 x 1,03 = 10 609 €. 

b) Tableau indiquant des valeurs successives des 

variables k et C. 

1. Réponse c). 2. Réponse dl). 

Exercices pour le baccalauréat 

48. Algorithme à trous 
1 e 

Saisir C 

Saisir 

Saisir # 

Pour k allant de 1àn-—1 50. 1. Faux. 2. Faux. 

C prend la valeur C X (1 + i) 3. Vrai. 4. Faux. 5. Faux. 

FinPour (C'est : B2*1,02). È 

Afficher C 
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Travaux pratiques TICE 

TP1 Comportement asymptotique d’une fonction 

A. 1. Lorsque le spot situé sur la courbe se rapproche de la « sortie » en haut de l'écran, x se rapproche de la valeur 1,5. 
On peut conjecturer une asymptote verticale d'équation x = 1,5. 

2. Lorsque le spot situé sur la courbe se rapproche de la « sortie » à droite de l'écran, y se rapproche de la valeur 0,5. On 
peut conjecturer une asymptote horizontale d'équation y = 0,5. 

B. 1. a. Le message d'erreur correspond à une valeur de x pour lequel le calcul de f(x) n'est pas possible (division par O). 

b. Lorsque x est proche de 1,5, y devient grand. On peut conjecturer Jim fG9 = +00, 

2. Lorsque x devient grand, y se rapproche de 0,5. On peut conjecturer lim f(x)=0,5. 
X—+c0 

TP2 Les limites de la calculatrice 

A. 1. a. D'après le graphique de la calculatrice, lim f(x) = 
x—0 

b. D'après le premier tableau de valeurs, lim f(x) = 0. 
x—0 

Grarhi Graphé Graph 

«4 EX+19" ÉFATS 

c) D'après le second tableau de valeurs, on conjecture que lim f(x)=+ 0. Cette nouvelle conjecture est confirmée en 
modifiant la fenêtre graphique. 

' a fl 
2.a.Onalimx=0 et lim—=+0, 

x—0 x—0 x3 

x>0 

1] 
b. On en déduit que lim 10 x — = + 00 et que im x 4 10-5 x = + 0, 

a: 2 +0. x Xx> Xx> 

B. 1. a. Comme le graphique s'interrompt à proximité de x = 0, on ne peut pas conjecturer lim gx x). 
b. D'après le tableau de valeurs, on conjecture lim gx x)=0. 

328 LIMITES DE FONCTIONS 



2. a. On a (50 + x'°}? = 2 500 + 100 x!° + x20. 

BOEXPT — 2500 u 100x!° + x20 

x10 vi x1° 

b. On en déduit que lim 909 = lim(100+ x1°)=100. 
Xx— x—0 

On en déduit que, pour x > 0, g(x)= =100+ x'0, 

La conjecture effectuée à l’aide du tableau de valeurs est fausse. 

TP3 Asymptote et cinétique chimique 

A. 1. On obtient approximativement a = 0,000 051 et K = 0,003 2. 

OR —-——— 
S5ES 3= 0.000051 

—_—— —— 

K= 0.0032 

2. Le curseur a « monte » la courbe (augmente la limite à l'infini). Le curseur K diminue la pente au début de la courbe 

(coefficient directeur de la tangente à l'origine). 

3. a. La courbe admet comme asymptote à l'infini la droite d'équation y = a. 

b. La vitesse de réaction « limite » est a. 

4. Pour avoir une bonne adaptation de l’enzyme au substrat, il faut que K soit faible. 

B. 1. b. a = =5,1.105. K=5,1.1075 x 63,196 = 3,2.10*. 
19 526 

On retrouve ce que l’on a obtenu, de façon plus approximative, avec GeoGebra. 

2. On obtient n = 38. 
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Exercices corrigés 

B Dans les exercices 1 et 2, on utilise les résultats sur les limites des 

fonctions de référence et les théorèmes sur la limite d’un produit. 

1. a): lim x2=+0, d'où lim —x2=-0 
X—— 00 X— —00 

+ lim x2=+o, d'où lim —x2=-—00, 
X— oo X— +o0 

1 
b)- lim x°=-—, d'où lim nn 

X—5 —co X— —co 

, SE 1 
+ lim x?=+0, d'où lim ——x3=- 00, 
X— +00 X—+e 2 

c)- lim x4=+0, d'où lim —2x4=— 00, 
X— —c0 X— —00 

+ lim x#=+0, d'où lim —2x4=- 00, 
X— +00 X— +00 

d)- lim 1e nie se 
X— —c X X—-> X 

eu Hem 
+ x appartenant ]— co, O[, lim—=-—c, d'où lim——=+00, 

x—0 X x=0 X 

NE 
e) - Pour tout x de ]0,+c[, x2 > 0, d'où lim—=#+0, 

x—0 X 
1 

D'où lim— EX =, 
Xx— 0 x2 

1 1 
- lim —=0, d'oualim— 6x—=0. 
X— +oo X X— +00 x2 

2. à im f(x)=f(0)=0. 

lim x=+ et lim x = 
X— +co X—> +00 

d'où lim NX T0, 
X— +00 

1 1 
b) meet d'où lim———=— 00, 

ce x—0 x 

m7 0 d'où lim =. 
3. lim f(x)=f(—-1=6 ; 

X—-1 

lim 00 = F(3)= 6. 

&. lim f(x) =f(- y 
SES ?2 

lim 00 = F(0)= —1; 

lim f(x)=f(0,5)=— 
x— 0,5 

5.1. lim x3=+0 et lim —x2=- 0, 
X— +00 X— +00 

Aucun théorème sur la limite d'une somme ne permet de 
conclure dans ce cas. 

2. lim f(x)= lim x3=+00, 
X— +00 X— +00 

6. a): lim (—-3x2+4x+1)= lim (—-3x2)=- 
X— —c X— —00 

lim f(x) =— 00, 
X— —c0 

+ lim f(x)= lim (—3x2)=- 0, 
X— +00 X— +00 

b)- lim f(x)= lim (-x3)=+0o, 
X— —co X— —co 

+ lim f(x)= lim (-x3)=-00, 
X— +00 Xe 

LIMITES DE FONCTIONS 

c)- lim f(x)= lim x1=+00, 
X— —co X—. —c 

-. lim f(x)= lim x#=+00, 
X— +00 X— +00 

8. 1.f(0)=1; f(1)=- 1: f'(2) = 

Le coefficient directeur d'une droite parallèle à l'axe des 

abscisses est 0. 

2. - f(0) = 1 se traduit par: a0+b0+c=1;c=1. 

*f(1)=-1 se traduit par:a+b+c=-1. 

c=1donca+b+1=-1; a+b=-2. 

+ f'(x) = 3ax2 + 2bx; donc f'(2) = 0 se traduit par : 

12a+4b=0; 43a+b)=0; 3a+b=0. - 

+ On résout le système : 

a+b=-2 (1) 

tre (2) 

(2)-(1) donne :2a=2,a=1; 

b=-3; f(x) = x? -3x2+1. 

3.- lim f(x)= lim x$ = 0, 
X— —c0 X— —c0 

d'où 1+b=-2 

e lim f(x)= lim x =+00, 
X— +00 X— +00 

4. 

9. 1. a) lim (3x+1)=+ et lim SMS 
X— +00 X— +0 X — 

Aucun théorème sur la limite d'un produit ne permet de 
conclure directement dans ce cas. 

2. lim f(x)= lim =. 
X— +0 XF LOS 

à : 3x2 
70. à) lim f(x)= lim ES lim. f(x)= lim (3x)=+0, 

X—> +00 X— +00 X— +00 

X— +00 X— +00 X X— +00 X— +00 
b) lim F0 = lim 2) "Mn #00 ln Le En 

3x2 3x 

11.1.a) lim x—3= 0. 

Pour tout nombre réel x de ]3, + o[, x — 3 > 0. 

3 1 : 
Donc lim —— = + dans le cas où x > 3. 

x—3 X—3 

b) lim x+2)= 1. 

c) lim f(x) =- 
X— 3 

2. à) Les racines de 3x2 - 
tout nombre réel x, 

3x2 tea fxd) 

2x — 1 sont 1 et -— d'où, pour 

3xX2-2x-1=(x-1)(3x+ 1). 

D Six, et x, sont racines du LA ax? + bx + c, alors pour tout 
nombre réel x, 

ax? +bx+c=a{x =x XX). 



lim x—1= 0. Or, pour tout x < 1, x — 1 < 0. 
X 

1 
Donc lim rec pafans le cas où x < 1. 

X—1 X— 

—2x+1 1 
c) lim =——, 

x=1 3xX+1 A 

rien 
x1 3X+1 4 

: 1 : 
et lim —— = dans le cas où x < 1, 
AUX — | 

on déduit que lim g(x)=+ce. 
x 1 

72. a) Pour tout nombre réel x de ]1, + ol, 

FLO = =4xx 

De lim(- 4x)=—4 et lim Eh. = + 00 
EN 

lorsque x > 1 (puisque sur ]1, + ol, x — 1 > 0), on déduit 

que lim f(x)=— ce. 
x—1 

b) Pour tout nombre réel x de ]1, + cf, 
#2 2 

FR ni 
—1 x+1 

1 
De lim ——=+ 0 lorsque x > 1 (puisque lim x— 1=0 et sur 

X1X—| 

2x-1 
1 -Detho > 

x1X+1 2 

on déduit que lim f(x) = + 00, 

Méthode : dans chaque cas, on a isolé le facteur qui annule le 

dénominateur. 

1 
13. : Pour tout nombre réel x de I, f(x) =(x+1)x Fe 

1 1 
—=+0 lorsque x >— 

1 3 

A 
De lim(x+1)=— et x 

1 3 Ne 
A x— 

3 

1 1 cr 

(car lim 3x—1=0 et, pourtoutx>—,x——2>0, c'est-à-dire 

x 3 3 

3x-1>0), 

on déduit que lim f(x) =+ 
x — 

3 

>> Onisole le terme qui s'annule au dénominateur. 

. lim f(x)= lim Her 
X— +0 X—+ 3X 3 

15... a tout nombre réel x de I, 

AE 
AC 
a 2 

De lim Dia lorsque x > - 2 (puisque x + 2 > 0 pour 

x=-2X+2 

tout x > — 2) 

et lim SE 
x—-2X— 4° 

on déduit que lim f(x)=—c. 
x —2 

- Pour tout nombre réel x de I, 

1 x+3 
x : 

X—2 x+2 

1 
De lim = —  |orsque x < 2 (puisque lim x—-2=0 et 

Fo P) x—2 

pour tout x < 2,x-2 < 0) 

X+3 5 
et lim—=—, 
x2X+2 4 

on déduit que lim 0 = — ©, 

20. : De lim = + lorsque x > 3 (puisque 
Xx—3 X — 

lim x—3=0 et x - 3 > O0 pour tout x > 3) 
x—3 

et lim(2x+1)=7, 
x—3 

on déduit que lim OO =+ 00, 

-De lim 2x=+0 
X— +co 

, 1 
et lim —=0) 

X— +00 X — 3 

donc lim fu) —\|, 
X— +00 X— 

on déduit que lim f(x)=+ ce. 
X— +00 

24. 1. a) De in Re et lim 
x 2 nn 

2) 2 

(puisque 2x - 3 > O sur Ë +) 

on déduit que : lim (x+ 1x 
X— — Xe 

= + co, 

b) De lim f(x) =+ 0, on déduit que la droite A, d'équation 
X=— 

2 

3 : 
x= ë est asymptote verticale. 

1 
2 him C0 Mine ee 

X— +00 X—+o2X 2 

b) De lim f(x)= . on déduit que la droite À, d'équation 
X— + 

1 : 
EE est une asymptote horizontale en + co. 

25. a) On procède comme à l'exercice corrigé 24 

lim f(x)=+ 00. 
x — 

2 

b) Les racines de x? - x - 2 sont 2 et — 1 donc, pour tout 

nombre réel x de ]2, + ce 

3x2+x+1 

(x=2)0 4 

b- Voir le rappel de l'exercice 11. 

1 . 3x2+x+1 

X-2 X4T 
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33e 

De lim 
x—2 X—2 

pour tout x > 2,x-2 > 0) 

.. 3x2+x+1 
et lim —— #5, 

XD EXC 

on déduit que lim f(x)=+ 00. 
Xx— 2 

=+c lorsque x > 2 (puisque lim x—-2=0 et 
x—2 

La droite d'équation x = 2 est une asymptote verticale de 
la courbe €. 

On démontre aussi que lim f(x)=3 ; la droite d'équation 
X— +co 

y =3 est une asymptote horizontale de la courbe €. 

2 
27. 1. De lim ——=+0 lorsque x > - 1 (puisque sur 

X>=1X+1 

J- 1,+ oo, x + 1 > 0) et lim(x+3)=2, 
X=——1 

on déduit que lim f(x)=+00, 
Xi 

La droite d'équation x = - 1 est une asymptote verticale 
de la courbe €. 

2 
2. De lim (x+3)=+c et lim ——=0, 

X— +oo X— +00 X +1 

on déduit que lim f(x)=+0. 
X— +0 

k k 2 
3. lim [f(x)—-(x+3)]= lim ——=0. 

X— +00 X— +co X + 

En appliquant une définition du cours, on en déduit que 
la droite d'équation y = x + 3 est une asymptote de la 
courbe €. 

28. 1. Pour tout nombre réel x de ]1, + col: 

pue D _ &x+4)(x-1)+5 

Hi x—1 

_X?+4x-x-4+5 

x=—1 É 

XPH Ix FI 

XI 

; 5 | 5 
2. Puisque f(x)=x+4+—— etque lim ——=0, 

Xi X— +00 X—] 

la droite d'équation y = x + 4 est une asymptote de la 
courbe €. 

3. Pour tout nombre réel x de ]1, + co[ 

FLO (x+4)= 2 donc f(x) - (x+4) > 0. 
X— 

La courbe € est donc au-dessus de son asymptote. 

4. lim f(x) =+ 0, La droite d'équation x = 1 est asymptote 
Xx— 

verticale. 

34. 1. lim OO =+ 0 ; lim f(x) =1. 
X— +0 

: LIMITES DE FONCTIONS 

49, Algorithme de seuil avec la calculatrice, AlgoBox 

ou Scilab 

1. lim piatéher =il0 
Q—+c 4185xQ 

8719 
2. a) L dition de la boucle est ————— > 0,1. a) La conditi 3185x0 

8719 » 

4185xXQ 

c) L'algorithme recherche le plus petit débit Q, à 1072 près, 
à partir duquel la température de sortie T est inférieure ou 
égale à 10,1 °C. 

3. Programme calculatrice : 

b) On sort de la boucle dès que Q vérifie 1h 

PROGRAM: CHAUFFO Pr 9mCHAUFFO 
:9.95+0 26.84 
sWhile 3719-<418 Fait 
S+0) 20, 1 
+9, 41+0 
End 
Disr G 

CODE DE L'ALGORITHME : 

d VARIABLES 
Q EST _DU_TYPe NOMBRE 

Faites le point 

QCM 

50. 1. Réponse c. 

51. 1. Réponse a. 
3. Réponse b. 

52. 1. Réponse b. 
3. Réponse c. 

53. Réponse b. 

2. Réponse b. 

2. Réponse b. 

2. Réponse c. 

Exercices pour le baccalauréat 

1] 
56. 1. a) Sur +, 26 > 0, donc lim. L ne 

x= — 2X 
2 

d'où lim. f(x)= +00, 
X— — 

2 

AT ; 1 
b) La droite d'équation x = à est asymptote verticale. 



2. lim (2x-—3)= lim 2x=+c: lim = — 0: 
X— +00 X— +00 X— +0 2X +1 

Donc lim f(x)=+0. 
X— +00 

1 9 
3. a) Pour tout x de |[—-—,+oo| ,f(x)=2x-3+ avec 

2 Xx+1 

9 Een enr 3 ” ; Fes 
Jim Sa 0, d'où la droite % d'équation y = 2x - 3 est 

asymptote oblique de €. 

b) La position de € par rapport à ® est donnée par le 

signe de f(x)—(2x—3)= SE 
XI 

À 
Pour tout x de He > 0. D'où la courbe € est 

2x+1 

au-dessus de % sur l'intervalle He : =. 

“% 9X2 

(2x+1)2" 

9 (2x +1)? — 32 
0 f DÉC r ES EH. 

ra ie? (2x +1) 

FLO =2 ESS FLO = 8(x—1)(x +2) 

(2x+1} (2x+1) 

4. a) Pour tout x de H + #|, FLO = 

LL FUo=2h- 

CHAPITRE 3 PPPPPOPEE TETE TITI LILI III T I LIL ILE LEE LE TELE LE ELEC ELEC ECC EEE ELEC ECCECECECECECCEEECECECEECECCECECEEECEEECECEEECECEECEECEL EEE EEEEEEELE 

Travaux pratiques TICE 

TP1 Réseau minimal 

A. On obtient t = 2,89. 

5. Pour tout x de kr += f(x) > 0. 

À + 1 
6. - Quand x varie dans l'intervalle Hz 1 fest 

strictement décroissante en prenant toutes les valeurs 

de l'intervalle [2, + «[. Or 10 appartient à l'intervalle 

[2, + oo, il existe donc un nombre unique x, de H ] 

tel que f(x;) =10. 

+ De même, il existe un nombre unique x, de [1, + cf 

tel que f(x,) = 10. 

59. 1. Vrai. 

2. Vrai. 

3. Faux (f(x < 1). 

4. Faux (elle est parallèle à la droite d'équation y = 0). 

5, Faux. (lim F(x) = — co), 

6. Vrai (l'axe des abscisses). 

APE CSANE|ES 
B Objets libres Li 
—@ A=(0, 0) | 

à B=(10,0) 
-@ C=(10,10) 
-@ D=(0, 10) 
dt=289 

& Objets dépendants 
--O L=27.32061 

à M=(289,5) 
-@ N=(7.11,5) 
- 4 a=6.77613 
9 b=5.77513 

—@ c=4.22 

-@ d=5.77513 
-0 e=6.77613 
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B. 1. a. En notant P le point de coordonnées (0,5), l'énoncé de Pythagore, appliqué au triangle rectangle APM donne 

AM? = AP? + PM? d'où AM? = 25 + t2. 

Donc AM = /t?+25. 

b. Le réseau comporte quatre segments de longueur 4t? +25 et le segment [MN] de longueur MN =10-2Xt. 

La longueur totale du réseau est donc 44Vt2+25 +10—2t. 

2. a. La sortie n° 2 affiche la dérivée de f. 
b. L'entrée n° 3 demande de résoudre l'équation f'(t) = 0. On sait que la valeur de t pour laquelle le minimum est atteint 

est solution de cette équation. 

c. La sortie n° 3 ne fournit pas la solution attendue. Le logiciel est en échec. 

d. SiVt2+25 —2t = 0 alors t? + 25 = 4t2. 

e.Ona =? = 2,89. 
V3 

TP2 Minimisation par un algorithme de descente 

A.1.Ona4<o<s. 

2. a. On obtient f(x) = 4x? — 33x2 + 82x - 61. 

b. On en déduit que «& est racine de l'équation 4x3 -— 33x? + 82x - 61 = 0. 

3. a. Le coefficient directeur de la tangente en A est — 5, celui de la tangente en B est 24. 

b. C'est au point B que, en valeur absolue, la « pente est la plus grande ». 

B. 1. On obtient le tableau suivant : 

a b df(a) df(b) test while C df(c)>0 ? 

Itération 1 4 5 5 24 VRAI 4,99 VRAI 

Itération 2 4 4,99 

2. La condition max(abs(df(a)),abs(df(b)))}>101-9 signifie qu'en valeur absolue le coefficient directeur des tangentes aux 
points d'abscisses a et b doit être supérieur à 10°? (autrement dit la courbe ne doit pas être « trop plate »). 

La condition df(a)<=0 signifie que le coefficient directeur de la tangente en a doit être négatif (autrement dit, on est « à 
gauche » du minimum). 

La condition df(b)>=0 signifie que signifie que le coefficient directeur de la tangente en b doit être positif (autrement dit, 
on est « à droite » du minimum). 

3. La condition -df(a)>=df(b) vérifie si, en valeur absolue, la « pente » au point d’abscisse a est « plus forte » que la 
« pente » au point d'abscisse b. 

4. Le rôle des lignes 13 à 15 est de déterminer les nouvelles valeurs de a et de b pour la prochaine itération. 
C. 1. Exécution du programme pour a = 4 et b=5. 

-->exec('"C:\Users\ 

LUE : 

b=,5 

minimum pour x valant 4.3263454633578 

-->exec{'C:\Users\ 

"10 

b 5 

minimum pour x valant 1.3927479811269 

-->exec ('"C:\Users\ 

D 2 

b = 4 

2. Exécution du programme pour a = 0 et b=5. 

La valeur affichée correspond à un minimum local. 

3. Exécution du programme pour a = 2 et b=4,. 

Il n'y a pas d'affichage car il n'y a pas de minimum local dans l'intervalle ]2, 4. 
4. La fonction fadmet un maximum en x = « lorsque la fonction — fadmet un minimum en x = ©. 
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TP3 Chariot pour découpage laser 

A. 1. On a v(x) = ax + b puisque c'est une primitive de x a. Comme v(0) = 0, on a b = 0. Comme v(2)=10,onaa=s. 

Ù 1 : CRE 
10a+b=10 

2. On a v(x) = ax + b puisque c'est une primitive de x + a. Comme v(10) = 10 et v(12,5) = 0, on a 

On en déduit a = - 4 et b= 50. 12,5a+b=0 

B. 1. L'expression de la fonction de la distance parcourue selon le temps sur l'intervalle [0, 2] est f,(x) = 2,5x°. 

2. a) La discontinuité de la fonction donnant la distance parcourue ne convient pas. La primitive calculée par GeoGebra 

n'est pas la bonne. 

b) Pour se « raccrocher » à l'arc de courbe précédent, il faut saisir f2(x)-10. 

La primitive qui convient est x 10x- 10. 

3. La position du curseur qui convient (c'est-à-dire qui permet de respecter la condition initiale sur cet intervalle de 

temps) est c=- 210. 

? JA] >] O| ©] 4] NIE=1] +] Fons 3 sélectionner un ou des objets(Cirl) (Raccourci=Esc) 

| 
Là fx) = 2x) -10 | Le 
-@ f1{x)= Sifx > 0 À x < 2,25 x] | 
2 f(x) = Sx > 2 À x < 10,10 x] || 
à rx) = Six > 10 À x < 12.5, -2 x + 50 x] | 

--@ g{x) = f3{x) -210 | 

On en déduit que la distance parcourue selon le temps sur l'intervalle [10 ; 12,5] a pour expression x+> - 2x? + 50x - 210. 

Exercices corrigés 

1. 1.7 a pour coefficient directeur f'(2) = - 1. Rappelons les formules utilisées pour calculer les dérivées 

(ne N*) 

1 

x 

cos X 

sin x cos X 
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6. Pour tout x de R, f(x) = 3(2x) + 4. 

(On a utilisé : ©, @, ©, ©, ®). 

9. Pour tout x de R, f'(x) = 3x2 - 3. 

(On a utilisé : ©, ©, ©, ©). 

13. Pour tout x deR, 
f(x)= u(x) X v(x) avec 

u(x) = 4x + 1, donc u'(x) = 4 

et V(x) = - 2x + 1, donc v'(x) = - 2. 

D'après @, 

f'(x) = u'(x)v(x) + u(x)v'(x), 

f'(x) = 4(- 2x +1) +(4x+1)(- 2), 

f'(x) = - 16x + 2. 

15. Pour tout x de ]- c, O[, f(x) = 2x- ee 

(On a utilisé : ©, ©, ©). à 

17. Pour tout x de JO, + ol, f'(x) = - 2 - 2 ; 
x 

f(x) =-2 + 2 
x 

(On a utilisé ©, ©, ©, ©). 

18. Pour tout t de J- «, - 3[,f(t}=-3x , On peut 
2t+6 ; 

1 
——, avec v(t) =2t +6, donc v'(t) = 2. 
v(t) 

En appliquant © et © on obtient : 

r=-3x[ 

poser f(t)}=-3Xx 

— 2 6 en ro 
=) di (2t+6) 

21. Pour tout x de R, He A — 
x°—3x+4 

1 1 
X > —————— est de la forme x + — 

x2—3x+4 vx) 

avec v(x) = x? -3x +4 et v'(x) = 2x - 3. 

12) v' , 
On a () he d'où, pour tout x de R, 

V V 

—(2x—3) 4(2x —3) Pot Re trs 
sé “Ge 3x+4) de (x2-3x+4P 

22. Pour tout x de ]- «, 3[, on peut poser f(x) = ni 
v(x 

avec u(x) = 3x - 7, donc u'(x) = 3, et v(x) = - x + 3, donc 

MOIS 

u'(x)v(x)—u(x)v'(x) 

[v(x)P 
2 

(= x+3) 

Pour tout x de ]- co, 3[, f'(x)= 

3(—-x+3)—-(3x—-7)(-1) f(x) = = Lo) en RU 

24. En procédant comme au 22 (en utilisant @) on obtient : 
pour tout x de ]2, + ol, 

ÉL. Las Se ER) FLO (—-2x+2)(x-2)-(-x2+2x+3)(1) 

(x=2} 
-x?2+4x-7 

(x—2} 

27. Pour tout x de R, f(x) = 2 cos 2x. 
(On a utilisé : ©). 

36. Pour tout x de 10, + co, 
2 2e 12 

rose) f00 = À 12e YX 11 

x x2 

LA 

HO 

1 x2 x2 x2 
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(x—11)(x+11) 

x? É 

(a? - b?= (a - b(a +b)). 

39. Pour tout x de R, FO= 2202 À 

ie 

f'(x)= 

drad 
‘(x)=x——. D'où f'(3)=3- : HOOEX : où f'(3) de; | 

44. 

b Rappel : une équation de la tangente à la courbe représenta- 
tive de fau point d'abscisse a est : y = f'(a)(x- a) +f(a). 

Une équation de la tangente à la courbe représentative 
de f au point d’abscisse — 1 est : 

y=f(-1)=f"(- 1x -(- 1), y-F-1)=Ft- 1x +1) 

Pour tout x de R, f'(x) = 2(2x) — 1, f'(x) = 4x - 1. 

Donc f'(-1)=-4-1, f(-1)=-5. 

D'autrè part f(- 1) =2(-1)2-(-1)-1, f(-1) = 2. 

D'où l'équation : 

y-2=-5(x+1), y=-5x-5+2, y=-5x-3. 

49. Les solutions sont : 

(1) x=+k2r 

(2) x=- 4er (keZ). 

50. Les solutions sont : 

(1) x=Tl}k2r 
4 

(2) x= 7-7 +K2n, x = +k2r, (keZ). 

52. Les solutions sont : 

(1) 2x+F = +k2R 

(2) 26 be 
6 6 

(2x Tr 

(2) 2x=- <= K27 soit : (2) 2x= +10 

(DE KT 

(2) x = +kr (ke 2). 

> Pour tout nombre entier relatif non nul, n, si f(x) = [u(x)}", 
alors f'(x)= nu’(x){u(x)}-". 

59. Pour tout x de R, f(x) = 2(- 2)(- 2x + 3), 
f'(x) = — 4(- 2x + 3). 

60. Pour tout x de R, f(x) = 2(- 2x)(- x2 + 1), 
f'(x) = — 4x(- x2 + 1). 

61. On peut poser : f(x) = u(x) x v(x), avec u(x) = (x - 2} 
donc u'(x) = 2(1)(x - 2) = 2(x 2), et v(x) = 2x + 5, donc 
VX) = 2: 

F9 = uv) + u(x)v'(x) = 2(x - 2)(2x + 5) + (x — 2)2(2), 
F'09 = 2(x- 2)[(2x + 5) + (x — 2)] = 2(x - 2)(3x + 3). 

65. à) Pour tout t de R, f(t) = [u(t)]2 avec ut) = sin 21 
donc u'(t) = 2cos 2t. 

LA 



D'où : f'(t) = 2u'(t)u(t) = 2(2cos 2t) sin 2t, 
f'(t) = 4cos 2t sin 2t. 

b) Pour tout t de R, f(t) = [u(t}]? avec u(t) = cos 2t, donc 
Ut) == 2sn2t 

D'où f'(t) = 2u'(t)u(t) = 2(- 2sin 2) cos 2r 
f'(t) = — 4sin 2t cos 2t. 

» Dans les exercices 70 à 97, Cest une constante quelconque. 

> Dans les exercices 70 à 72, on utilise en particulier le résultat : 
sif(x) = x", avec n appartenant à N, les primitives de fsont 
définies sur R par : 

1 

n+ 
F(x)= SL EN 

1 

70. Les primitives de fsont définies sur R par 

1 
Fud=3 Le }axec, FLO= TE —4x+C. 

71. Les primitives de f sont définies sur R par 

ua Le )3(De rec. 
3 2 

sic 
a 2 

72. Les primitives de f sont définies sur R par 

1 1 
Fu= Ext -2{ D je + Le, 

' 2) 2 3 

ÉD ni pphoi lc 
4 3 2 3 

73. Les primitives de f sont définies sur ]- ce, O[ par 
| 

Fud=6[ x }ra[ rc. ELO= 26 ++4+C. 
5 x x 

74. Les primitives de f sont définies sur ]0, + «[ par 
2 

pog=-5(E ere ic; 
2 x 

5 1 
F(x)=x-=x2+x+—+0C. 

2 x 

81. 
» Les primitives de t+= sin (@t + @) sont définies par : 

tr — ne cos(ot +). 
o 

Les primitives de f sont définies sur R par : 

F()=-2 cos 3t+C. 

82. Les primitives de f sont définies sur R par : 

F()=— sin frs Erc. 
2 6 

88. 
D Les primitives de x+> u‘(x){u(x)}" (n entier relatif non nul) sont 

définies par:x+ cor +C. 
n+1 

f(x) ressemble à u'(x)[u(x)P, avec u(x) = 2x — 1, u'(x) = 2. 

On est donc conduit à écrire, pour tout nombre réel x, 

FLO = SX (2x1 

b Dans les crochets, on a exactement : u‘(x)[u(x)F. 

Les primitives de x u’(x)[u(x)ff sont définies par 

x = [u(x)ff +C. 

Les primitives de f sont donc définies sur R par : 

Een] 1 
F(x)=—x—(2x-1#+C, F(x)=—(2x-D+C. (x) Een ( ) (x) 3 (2x-—1) 

89. f(x) ressemble à u'(x) x u(x) avec 

u(x) = x2 + 2x + 3 et U'(x) = 2x + 2. 

On est donc conduit à écrire, pour tout nombre réel x, 

f(x) = SI2x+20e +2x+3)l 

Les primitives de x u'(x) x u(x) sont définies par 

x = [u(x)P +C. 

Les primitives de f sont donc définies sur R par 
1 

FLO EX CP +2x +374, FOO= TOR +2x+3P +. 

93. f(x) ressemble à ar avec u(x) = x? + 1 et 
[u(x)] 

(0 = 2x. 

On est donc conduit à écrire, pour tout nombre réel x, 
2x 
= 

2| (x2 +1} 

Hu CXIN 

LP À ‘ 

“ à DAS RE RAT 

b Dans les crochets, on a exactement : 

u(x) 

[u(x)P 
Les primitives de x sont définies par : 

XXE —-—+cC. 
u 

Les primitives de f sont donc définies sur R par : 
1 

x2+1 . 

97. f(x) est de la forme u’(x)[u(x)]2 avec u(x) = sin x et 

u'(x) = cos x. 

Les primitives de x += u'(x)[u(x)]" sont définies par 

FLO=-Èx 

je > —Lupor +C. 
n+1 

Donc les primitives de f sont définies sur R par : 
1 

Fo xPF+C=—sin x+C. 
2 3 

99. 1. Les primitives de t + cos (œt + @) sont définies 
1 

part > —sin (œt +4). 
œ@ 

Donc, les primitives de f sont définies sur R par : 

FID=2| Tai prie sin(2r+ R}+c. 
7) 3 3 

2. F(0) = 0 se traduit par : 

sin +00: 
3 

PER ES d'où SMEtER 
C7 2 

F(t) = sin +5) Ë. 
3 2 
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101. Fest définie sur ]1, + o[ par 

eee 
X=1" x+1 

u' 1 
 Onutilise f=—, F=-—, 

u? U 

1 
F(2)= < COUNAMER ARE 2} 

: 8 
D'où ce et F(x)=-—+—+—, 

103. Économie de carburant 
1. a) On a MF = 4 - x et, d'après le théorème de 

Pythagore, CM = x? +32. 

b) f,(4)= 2/25 +4-—4=10. Si l'agriculteur coupe à travers 

champs et fait directement le trajet CF, il consomme 
10 litres d'essence. 

2. b) f,(4) = 

c) On recherche le seuil k, en dessous duquel le minimum 
de f, est obtenu pour x = 4. 

On observe k, = 1,3 (ou k, = 1,2). 

nues Leo Déplacer où sélectionner un où des objelts(Cinl) (Raccourci=Esc) 

K=13 

à Hx) = 1.3 sartte +9)+4-x 

d) Avec un tableur, on peut conjecturer 1,2 <.k, < 1,3 puis 
125 = 1951 

fa ESI*RACINE(A2*A2+9)#4-A2 | 

CHAPITRE 4 CECCELELELCELECEECEEE EEE CCEEECECECECEECECECCEEECECCCCECECECEEEEEECECCCERECCCCECERCCCECCCCECCEREERCEECCCECEEENEEREEREECEEEEE 

Travaux pratiques TICE 

e) Un sel de calcul formel permet d'avoir confirmation 

de k, = … , en suivant par exemple la procédure ci-dessous. 

define (f(x) ,k*sqrt (x°2+9) +4=x); 

f(x)==k x 249 -x+4 

diff (£(x),x); 

kx 
il 

x2+9 

factor ($) ; 

Es +9 -k x 

solve (5-0, x) ; 

RE 2; 

Lx 

solve([x"2+9=k"2*x"2], [x]l); 

1 se : 
LA 

k2-1 k2-1 

solve (3*sqrt (1/(k°2-1))=4,Kk); 

[x=-3 

x=,x=) LEE 

Réponses des QCM 

104. 
1. Réponse b) ou c). 

2. Réponse c). 

3. Réponse a). 

4. Réponse c). 

5. Réponse b). 

6. Réponse b). 

7. Réponse c). 

TP1 A. 1. On obtient le tableau de valeurs suivant (à 1073 près). 

x 0 10 20 30 40 

C(x) 4,7250N8;559MM0 0090/7107 1/291000737 

50 60 70 80 90 100 

12,101} 12,409 ; 12,676. 12,9124 12,123 

2. Le coût de production dépasse 12,5 milliers d'euros pour les valeurs de x suivantes du tableau : 80 et 90. 

B. 1. Sur le graphique, les coordonnées approximatives du point d'intersection sont : 

x=732ety= 12,5. 

2. Une valeur approchée de la solution de l'équation C(x) = 12,5 est x = 73,31. 

C. 1. On lit dans la table C(73,24) + 12,49993 et C(73,25) = 12,50002. 

2. Le nombre maximum d'objets que l'on peut fabriquer pour un coût inférieur à 12 500 € est donc 73,24 centaines 
d'objets, c'est-à-dire 7 324 objets. 

FONCTIONS LOGARITHMES 



- TP2A.1.Lorsque la concentration en ions H,0* est divisée par 10, le pH augmente d'une unité. 
2. Lorsque le pH est diminué de 2 unités, la concentration en ions H:0* est multipliée par 100. 1,00€-009 
B. 1. Pour x = 3,83 x 108 mol/l, le pH vaut f(3,83 x 108) + 7,4. 
2. Lorsque le pH vaut 7,2 la concentration en ions H,0* vaut environ 6 x 108 mol/. 
C. Représentation graphique de la fonction gd: 

concentration 

oniblwlps|unlo|s 

concentration en lions hydronium 

1. D'après le graphique, la fonction g est décroissante sur [6,55 :; 9]. 

2. Lorsque le pH augmente, la concentration en ions H,0* diminue. 

Exercices corrigés 

1. a) Les équations suivantes sont équivalentes dans I: 

In(x+2)=2Iinx; In(x+2)=Inx2; x+2=x2; 

X=x-2=0;: x=-Toux=2 
x >0, donc 2 est la seule solution qui convient. 

b) In(2x + 3) +In 3 =2In x; In 3(2x+ 3) =In x?; 

6x+9=x2; x2-6x-9=0: x=3-3V2 oux=3+3V2. 
x>0, donc 3 + a est la seule solution qui convient. 

c) Procéder comme au a) et au b). Les solutions sont 3 et 4. 

d)In(x-2)=3lne; In(x-2)=Ine; x-2=e; 
x=2+e;. 

4. a) Les équations suivantes sont équivalentes dans I. 

In(x-1){x+1)=in1; x2-1=1; x2-2=0;x=-/2 ou 

X=\2. 
x> 1, donc 2 est la seule solution qui convient. 

b) De ne ; de è ne < 0 pas de solution. 
+1 X+1 1-e 

6. à) Les inéquations suivantes sont équivalentes dans I. 

In(x-2)<3; In(x-2)<3lne; In(x-2)<ine; 

x-2<e; x<2+e, 

Onal=]2,+[, donc x>2, d'où 2<x<2+e. 
L'ensemble des solutions est : ]2 ; 2 + e’]. 

b) Les inéquations suivantes sont équivalentes dans I. 

3x+1 . 3x+1 SX x—1 
In >In2; 2e D 0-0, 

x+1 Xx+1 x+1 Xx+1 

sur +, x>-1, donc x+1>0. 

L'inéquation est donc équivalente, àx-12Zz0; x2z1. 

L'ensemble des solutions de l'inéquation est donc [1, + cel. 

8. :- De limx=0 et limlnx=-—0, 
x 0 x— 0 

on déduit que : lim(x+In x)=—ce. 
Xx— 0 

(Utiliser un théorème sur la limite d’une somme). 

De lim x=+ et lim Inx=+0, 
X— +co X— +00 

on déduit que: lim (x+Inx)=+0. 
X— +00 

9.. PES TT x 
x 

rl : ; 
De lim—=+0 (puisque x > 0) et limlnx=-—0, 

x—0 X x— 0 

MT: nl 
on déduit que : lim—xln x =-— 0, 

x—0 X 

: 2 unx 
De lim(x+1)=1 et lim——=-0, 

x— 0 x—0 X 

| 
on déduit que: lim Pere) =— 00, 

x x— 0 

; PA 1 
+ On sait que : lim ——=0. 

X—+o X 

D'où lim f(x)= lim (x+1)=+00. 
X— +00 X— +00 

10. . De limlnx=-, on déduit que : lim(—In x)=+0. 
x— 0 x 0 

D'où lim(x—Inx)=+0, c'est-à-dire : limf(x)=+0. 
x— 0 x— 0 

- Pour tout x de ]0, + cf, foo=x[r-MX) 
x 
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X—+o X X— + X 

In x 
De lim nxes on déduit que: lim p-n2) 

| 
De lim x=+ et lim p-nx) 

X— +00 X— +00 De 

| 
on déduit que: lim a). 

X— +co X 

11.:-Delimx2=0 et lim(—Inx)=+0, 
x—0 Xx— 

on déduit que : lim f(x)=+ 0. 
x 0 

à RENx RUE PANnX 
On sait que lim ——=0, d'où lim —-=0. 

X—+o XX! X—)+o X2 

X— +co X— +00 

In x pere 
De lim x2=+ et lim p-te) on déduit que : 

>" 

lim f(x)=+0. 
X— +00 

12. : De liminx=-, on déduit que : Jim (1-+In x)= 
x 0 

De lim Late et lim(1+inx)=-<, on déduit que : 
x=0 X x— 0 

1 
lim —x(1+1n x) =— 0 
x 0 x2 

In x 
. On a vu à l'exercice 11. que lim —=0. 

X—+o X 

j 1eInx 
D'autre part, lim —=0, d'où: lim |—+——1=0. 

X— + X2 x +0 x2 x? 

15. 1. De lim (x—-1)=+ et lim InX=+, 
X— + X— +0 

on déduit que : lim In(x—1)=+ce. 
X— +co 

2. De lim(x—-1)=0 et limilnX=-— 
x—1 X=0 

on déduit que : lim In(x —1) = — © 
x 

19. Pour tout x de ]J0, + cf, f'(x)= 2 
x 

1 
20. Pour tout x de ]0,+ ol, f'(x)=1nx+xx— ; 

x 

f(x) =1+Inx. 

(On utilise : f= uv, f =u'v+uv) 

| ) (in x 

21. Pour tout x de J0, + of, f(x) = X2 
x2 

ci x 
f(x) = 

(On utilise : f = ssh HE)
 

V V 

22. Pour tout x de ]0, + oo
, FOo=2x( 2 un

 Æ 

x 
(on utilise : f= u2, f' =2u'u.) 

2In x 
fL0= 

2 

2x+3 
23. Pour tout x de É+e HP 

1 

(On utilise : f= In u, fat 
u 

30. Une primitive de f est définie sur J0, + oo[ par : 

F(x) = 2In x. 

FONCTIONS LOGARITHMES 

371. Une primitive de fest définie sur ]0, + ce[ par : 

F(x) = Le +4x-5lnx. 

32. f(x) est de la forme Hbc 
u(x) 

Une primitive de f sur [1, + [ est donc définie par 

F(x) = In(x + 3). 

32 he 
; 2x+1 ) 

avec u(x)=2x+1 donc u'(x) = 2. 

ressemble à 
u(x 

è 1 
Pour tout nombre réel x de ke + #| 

] 
+4+—X 

IE 2 2cEU 

1 
Une primitive de fest donc définie sur He +oo|, 

1 
par : FE (D rain, 

1 
F(x) = Le UE 

u'(x) 

u(x) 

avecu(x)=x?-x+1 et u'(x)=2x-1. 

Une primitive de f sur R est donc définie par 

F(x) = In(x2 - x + 1). 

34. f(x) est de la forme 

35. f(x) ressemble à LA. 
u(x) 

avec u(x) = 1+x2 et u’(x) = 

: LS 1 2x 
Pour tout nombre réel x, on écrit donc f(x)=—x À 

2 1+x2 
Une primitive de f sur R est donc définie par 

FC = ZIn(1+ 22) 

44, 1.Les inéquations suivantes sont équivalentes : 
(1,045) 22; In(1,045)" > In 2; nin(1,045) > In 2; 

In2 

_In(1,045) 

On prend : n = 16. 

2. Les inéquations suivantes sont équivalentes : 

(0,9)? < 0,5 ; In(0,9)° < In(0,5) ; nin(0,9) < In(0,5) ; 

0,9 < 1 donc In 0,9 < 0, d'où l'inéquation précédente 

s'écrit : n > Lio) 0:58. 
In(0,9) 

On prend n = 7. 

z 15,7. 

46. 1.c, =1000+-1000 x = 1000(1+ 0,4), 

C; = 1 000 x 1,04 = 1 040. 

De même, C, =C, x 1,04, C, = 1 081,6. 

CG =Cx1,04 C, = 1 124,86. 

2. a) Pour tout entier n, C,,,=C, LT 
100 ” 

Ci = CFO CENDAC: 
b) La suite (C,) est la suite géométrique de premier terme 
C, = 1 000 et de raison 1,04. 

c) Pour tout entier n, C, = C,(1,04)", 
Cyu = 1 000(1,04)” C;, = 1 480,24 euros. 



3. a) Les inéquations suivantes sont équivalentes : 

(1,04) > 2; nin(1,04) >In2; n>-22 2767 
On prend n = 18. In(1,04) 

b) Au bout de 18 ans. 

50. Loi d'Arrhenius en cinétique chimique 
1. Pour k=1 x 1071, on obtient T + 300 K. 

=-C2/(0,008314*LN(A2/B2)) 

| 
k I 

1,00E-010 | 2,10E+009 | 300082 |. 

2. Pour k=1,1 x 10-72, on obtient T = 274,9 K et pour 
k=1,2 x 10° "2, on obtient T=+277,9K. 

2,10E+009 | 
2,10E+009 | 
2,10E+009 | 

55.1 1.a)Ona0<p<1et0<1-p<1 donc, d'après les 
propriétés de fonction logarithme de base 2, log.(p) < 0 
et log,(1 — p) < 0. On en déduit que H > 0. 

b) Le résultat de l'expérience aléatoire est le plus difficile 
à deviner lorsque p = 0,5 et est le plus facile à deviner 
lorsque p = 0,001 (dans ce cas, on a très souvent « face »). 

c) En modifiant le contenu de la cellule B2 du tableur (qui 

contient la valeur de p), on obtient : 

He Enls 0,722 | 0,081 | 0,011 

2. Le contenu moyen en information de cette source est 
H=1,761 bits. 

H 
3. a) Le rendement du codage A est # z 0,88 (ou 88 %). 

H 
b) Le rendement du codage B est - = 0,978 (ou 97,8 %). 

LL 

56. 1. On obtient le diagramme ci-dessous. 

© 

2. a) À l'aide du tableur, on obtient : 

pour la parcelle AP (Abies pectinata) H = 3,338 ; 

pour la parcelle AA (Abies alba) H = 3,568. 

[no M. _ = = |[-SOMMEF2F8) 

A B DR EE E G 
: fréquences | fréquences caculH calcul H 

1 | Champignons | Parcelle AP | Parcelle AA q AP q arcelle AP | parcelle AA | 

2 ASe 8 F 0,037 0,033 0,177 0,162 

3 A Si ET: 0 0,066 | 0 0,258 
4 CE 10 12 0,047 0,079 0,207 0,289 
5 CC 20 5 0,093 0,033 0,32 0,162 

6 CF 0 6 0 0,039 0 0,184 

7 CN 18 15 0,084 0,099 0,3 0,33 

8 GA 5 0 0,023 0 0,127 0 3 

9 GS 12 0 ol 0,056 0 0,233 (] 4 

10 HA 32 15 0,15 0,099 0,41 0,33 

11 LD 0 14 0 0,092 (] 0,317 

12 [RS 8 (] 0,037 0 0,177 0 

13 LP 5 15 0,023 0,099 0,127 0,33 d 

14 PC 4 0 0,019 0 0,107 0 

15 RA 33 20 0,154 0,132 0,416 0,385 

16 RQ 15 15 0,07 0,099 0,269 0,33 

17 RG 44 5 0,206 0,033 0,469 0,162 

18 SE 0 15 0 0,099 0 0,33 

total | 214 152 1 En oncle 23380 )0,03,568 
20 _| Equitabilité | 0,902 0,964 

b) La diversité la plus grande, correspond à la parcelle AA 
(Abies alba), pour laquelle l'indice de Shannon est le plus 
grand. 

3. a) Sur les deux parcelles, on a observé n = 13 espèces. 

Les indices d'équitabilité E = valent environ 0,902 
log, (13) 

et 0,964. 

b) Dans les deux cas, E > 0,6. Les parcelles ne sont pas 
considérées comme perturbées quant à la diversité des 
espèces de champignons. 

Faites le point 

QCM 

57. 
1. Réponse a). 

58. 
1. Réponse c). 

59. 
A. 1. Réponse c). 

B. 1. Réponse b). 

60. 
A. Réponse c). 

B. 1. Réponse c). 

61. 
1. Réponse a). 

2. Réponse b). 

2. Réponse b). 3. Réponse a). 

2. Réponse b). 

2. Réponse b). 

3. Réponse a). 

3. Réponse b). 

2. Réponse c). 

2. Réponse b). 3. Réponse c). 

Exercices pour le baccalauréat 

ASe ASi CE CC CF CN GA GS HA LO LE LP PC RA RQ RG SE 

20 

0 

18 

5 

12 

32 15 

0 14 

8 0 rl 

5 145 

es “k 1 " La 
33 

15 Lee 

44 

0 

14 H 

La diversité des espèces de champignons paraît plus 

grande sur la parcelle AA (Abies alba) dont la répartition 

des espèces observées est plus égale. 

œ- 

“+ 
5 ui 
6 5 

ile 15 > 
0 si M Parcele AP 
0 | Pare AA 

2 
15+ 
10 

67. A. 1. Pour tout x de ]0, + cel, get 
x 

Pour tout x de ]0, + oo, g'(x) < 0. 

g est donc strictement décroissante sur ]0, + c[ 

2. g(1) = 0 d'où le tableau de variation de g: 
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D'où le signe de g(x) : 

Signe de gtx) | 

el ù 
B. 1. a) De lim—=+0, car x > 0,et limlnx =- 

x—0 X x—0 

PRES à 1 
on déduit que lim inx)=-s. 

x—0\ X 

x—0\ X 

lim f(x) =— 0, 
x—0 

Inx 
D'où if 42) ; 

b) On sait que lim Ex , 
X—+o X 

=-—c, Donc lim f(x)=—0. 
X—+ 00 

lim (—x+2) 
X—+ 00 

à In x 
c) Pour tout réel, x > 0, f(x)—-(-x+2)=— et 

x 
Inx 

lim ——=0. Donc la droite d'équation y = -x +2 est 
X—+o X 

asymptote à la courbe €. 

d) La position de la courbe € par rapport à la droite % est 

donnée par le signe de f(x)—(-x+2)= Lis 

In x 
“Lorsquex<1, Inx<0,<0, 

x 

d'où f(x) -(-x +2) <0, 6 est au-dessous de Ÿ. à 

+ Lorsque x > 1, f(x) -(-x+2) >0, € est au-dessus de %. 

2. a) Pour tout x de ]0, + oo, 

eo omx 

F0 = 1; LA 

x2 

axe nee 

2 
f(x) = 1; 1X)=— = 

x2 x2 

b) f'(x) a même signe que g(x). 

D'où le tableau de variation : 

FONCTIONS LOGARITHMES 

3. a) Le coefficient directeur de la tangente au point A est — 1. 

On résout f’(x) = - 1 qui équivaut à : 

x2 

Les coordonnées de A sont (e, f(e)), le LS +2} 

b) L'équation de T est : $ 

y = f'(e)(x - e) + f(e) ; \ 

f'(e)=-1 et f)= = e+2 

—1; g(x)=- 1-Inx=0 :; Inx=1; x=e. 

D'où l'équation : 
1 

y=-(x- e+=e+2; V=XH +2 
e 

4. a) Du ve de variation, on déduit que courbe € 

coupe l'axe des abscisses en deux points dont un seul a 

une abscisse dans l'intervalle 10, 1f. 

b) Avec la calculatrice, on obtient 0,48 < ot < 0,49. 

D. s 

69. 

1.a)N=N- 
1,24 
a donc N, = 0,987 6 N,. 

De même Re = Se 6 N,. 

b) La suite (N,) est une suite géométrique de premier 

terme N, et de raison 0,987 6. 

N,= N, (0,987 6)k. 
40 

20 TA est équivalent à N, (0,987 6)<= 0,4 N, ; 

(0,987 6)k 

k In 0,987 6 = 

= 0,4 ; In(0,987 6)k = In 0,4; 

NO AE MODES 
In 0,987 6 

Ces fragments d'os datent d'environ 73 siècles. 



CHAPITRE 5 

Travaux pratiques TICE 

TP1 Panneau photovoltaïque 
A. 1. Le curseur a correspond à une translation verticale de la courbe. 
2. On obtient une courbe assez satisfaisante pour a = 3,2 ; b = 0,002 et c= 0,315. 

9 c=0.316 
Objets dépendants 

+ fx) = 3.2 -0.002 e*(0.316 x) 
—-@ liste = {(0, 3.2), (10, 3,1), (16 

B. 1. D'après l'expression en sortie n° 3, la fonction exponentielle étant à valeurs strictement positives, pour tout x > 0, 
g"(x) < 0. 

On en déduit que la fonction g’ est strictement décroissante sur [0, 22]. 

2. On peut dresser le tableau de variation suivant. 

3. D'après le tableau de variation précédent, la fonction g’ s'annule pour une valeur x, de l'intervalle [0, 22]. 

D'après le logiciel de calcul formel, g'(17) = 0,1 et g'(17,1) = — 2,8. 

On en déduit 17 < x, < 17,1. 

4. On peut dresser le tableau de variation suivant. 

D'après ce modèle, la tension x, fournit la puissance g(x,) maximale. 
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TP2 Interpolation de la suite (1,3”) 

A. 2. Si q est la raison de la suite géométrique, on a q = 

On en déduit que b=axcd'oùb=;/axc. 

3. Les nouveaux points s'inscrivent « harmonieusement » entre les précédents. 

4. Le pas entre les abscisses est de 0,25. 

“ 
a œ|n 

5. 1,805. 

B. Les images d'écran suivantes montrent la réalisation du TP sur le tableur OpenOffice Calc et sur le tableur Excel. 

CS | À E = |-Mawe-E?) 

F # } J La L M N o 

Far men it GER ETzs 
2 D 3 05 | 114 | | e25 | 16 | 

RS | 235% 4,5 3,256 | | _425 3,05 
= 

CS | us 1733 RC ni 
mme mdoumat | 6 | mes | es | sS# ) 
Can 7 | es | Z 

ane | ; ma 
= 

| | 

JDOUTTTUONTE 

1. On a 1,3* = e*!(1) et In(1,3) = 0,2624. 

2. On obtient 1,3 22° = 1,8046. 
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TP3 Croissance d'une population de cellules tumorales 
A. 1. u, est le nombre de cellules tumorales après n quinzaines de jours. 
2. Voir l'image d'écran suivante. 

3. On lit n = 30. La tumeur est détectable par palpation à partir de 60 semaines. 
4. On obtient le graphique ci-dessous. 

Alf TE o|IS 
œ|=|| 

aie 
5E+00 IS) = 

On a 2*= e* 0), exponentielle de base 2, raison pour laquelle on parle de croissance exponentielle. 
In(106) 

In(2) 
tumorales, après environ 20 quinzaines de jours, le nombre de cellules aura été multiplié par 10$ et sera proche de 10° et 
donc détectable. On peut ainsi prévoir un examen après 40 semaines. 

B. 1. Plus a est grand, plus la croissance du nombre de cellules est rapide vers la valeur limite 10"2. 

2. a) On peut estimer la valeur de a à a = 1,011 8. 

5. On peut écrire que 2* = e*!"@) = 10$ lorsque x In(2) = In(10$), c'est-à-dire x = = 19,9. S'il demeure 10° cellules 

b) On résout l'équation 150 000 = 105 - 1012-64 c'est-à-dire 102762 = 106 - 150 000. 

En prenant le logarithme décimal, on obtient : 
€ 12—log(10$ —-150 000) 

12 - 6a = log(10$ — 150 000) d'où a = 

3. et 4. Pour a = 1,011 8, le nombre de cellules tumorales dépasse le seuil de 10° pour n = 138. Le nombre moyen de 

métastases est alors 1,06. Il est probable qu'une métastase est présente. 

= 1,011 8. 

[140 [ 137 | 1,74E+041 | 9,50E+008 
t41 3,48E+041 | 1,02E+009 
[142[ 139 | 697E+041 | 1,10E+009 

5. Pour a = 1,015 7, le nombre de cellules tumorales dépasse le seuil de 10° pour n = 109. Le nombre moyen de métastases 

est alors 0,799. Il est probable qu'aucune métastase n'est présente. 

re) el ne Ce 
Ci | 108 | 3,25É+032 | 9,46E+008 | 

11? 
ul 110 11306+033 [1155009 | 
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Exercices corrigés 

Tajine '=-1. b)ine2=2. 
1 
= 1] 

one =nez, ne ==. 

1 1 1 : 1 1 
d)In— =in—,In—=lne 2,In——=-—. Ep e e VA AE 

1 

2.a)e"2=2, bje "3 eo ete == 

c) e21n2 = ain? à e2ln2 — ent, e21n2 — 4, 

4. à) e* =3 équivaut à x=In3. 

b) e* +1=0 équivaut à : e* =—1, équation qui n'admet pas 

de solution car, pour tout x réel, e* > 0. 

6. 1. Les solutions de l'équation x? - 5x + 4 = 0 sont: 
let 4. 

2. L'équation e* - 5e* + 4 = 0 peut s'écrire 
(e)?-5e+4=0. 

x est solution de l'équation proposée si et seulement si 
X= e* est solution de l'équation : 

X2-5X+4=0, c'est-à-dire si et seulement si : 

e*=1oue*=4; 

X—0oux—=In 2 

9. a) In x = 2 équivaut à : x = e2. 

b) In x = 3 équivaut à : x = e?. 

1 = 1e 
Ces AE :3x=e2 Dé en e 

1 
d) In 4x = 4 équivaut à :4x=et; x= 1 

15. a) e* >3 équivaut à x >In3 puisque la fonction In est 

strictement croissante sur ]0,+ co. 

D'où l'ensemble des solutions : [in 3; +oo. 

b) Tout nombre réel est solution de l'inéquation e* >-1 
car, pour tout x réel, on a e* > 0. 

c) e7* 25 équivaut à 2x >In5, puisque la fonction In est 

strictement croissante sur ]0,+oof. 

: : 1 
D'où l'ensemble des solutions Lains, ve. 

17. a): De lim e* =+0, on déduit que : lim (e*}?=+ce, 
X—3+00 X—3+00 

c'est-à-dire : lim e2* =+0o, 
X— +00 

+ D'où lim (e2* +e*-1)=+0 ; lim f(x)=+c. 
X—)+c X—+c0 

b) - De lim e* =0, on déduit que : lim (e*}?=0, 
X X——c0 —-00 

c'est-à-dire : lim e2*=0. 
X—-00 

+ D'où lim (e2*+e*)=0, et lim (e2*+e*-1)=-1; 
ae X—>—00 

lim f(x) =-1. 
X—-00 

18. a): lim e*=+et lim x=+0, 
X—+c0 X—+00 

On ne peut donc pas conclure directement pour 
lim (e* -— x). 
X—+00 

FONCTIONS EXPONENTIELLES 

: ner ET 
On met x en facteur pour faire apparaître — dont on 

n He X 
connaît la limite en + ce. 

puo=x( 1) 
x 

e* : e* 
lim —=+0, donc lim | —-1|=+c. 
X—+e X x=+e| X è 

oies rie 
De lim x=+0 et lim | —-1|=+c, on déduit que : 

X— +00 X—+>|\ X 

X—+00 X X +00 

b) lim e* =0 et lim (-x)=+0, d'où lim (e*-x)=+0ce. 
X—-00 X—>—00 —-0 

lim AE}; lim f(x) =+ 00. 

23.1. a) lim (-0,2x)=- et lim e‘=0, 
X—+00 t—-00 

d'où lim (e-22*)=0. 
X 300 

D'où lim f(x)=10. 
X—+00 

b) La courbe admet la droite d'équation y = 10 comme 

asymptote. 

B- Voir un résultat de la page 61. 

2. a) lim (1-x)=-c et lim e‘ =0, d'où lim (e*)=0. 
X—+00 t—- X—>+00 

D'où lim f(x)=150. 
X—3+00 

b) La courbe représentative de g admet la droite 
d'équation y = 150 comme asymptote. 

29. fest dérivable sur R et, pour tout nombre réel x, 

f'(x)=1e* + xe*.. 

b- On utilise (uv) =... 

f'(x) = e* + xe*. 

30. fest dérivable sur R et, pour tout nombre réel x, 

FLO = e*(1)— xe* 

(e*} 

> On utilise (=. 
V 

Pa ES FLE 7 
e‘* e* 

37. fest dérivable sur J0, ++ et, pour tout x>0, 

(e* —1)e* —-(e* +1)e* 

(eï= 1 
—2e* 

(x) = ———. (x) ET 

32. Pour tout x de RRLO = EE er" LL 

HO 1 

b On utilise (et) =u'et. 

f(D=2+e%* 

40. F définie sur R par F(x) = Ce 

42. f(x) ressemble à u'(x)e! avec u(x)=2x+3 et 
u'(x)=2; on écrit donc, pour tout nombre réel x, 

f(x) == 2e) 



D'où les primitives F de fsur R sont définies par 

FOIS Se +C. 

43. Pour tout nombre réel x, 

f()=e*=-(-e x); 
d'où les primitives de fsur R sont définies par 
F(xX)=-e"*+cC. 

44. f(t) ressemble à u'(t)e“) avec u(t)=0,05t et 
u'(t)}= 0,05 ; on écrit donc, pour tout nombre réel t, 

f(t)=100(0,05 e°%5t), 

D'où les primitives de f sur R sont définies par 

F(t}=100e0%t+cC. 

50. 1. a) De lim e*=0et lim (32) 

on déduit que lim f(x)=+00. 

b) Pour toutxdeR, FOD=-T—T+e* et lim e*=0. 
X—— co 

Donc la droite  d'équation y = tes asymptote 
oblique de “€. 2 

ex, 1 5 _ Xe” 1] 
c) Pour tout x non nul, x| ———— ——x—1, 

NE DE X X 2 

X , re 
On sait que lim —=+ce. 

X—+= X 

1 1 
D'autre part Jim 2-1 ee — 

—+ 00 2 X 2 

: SE d 
(puisque lim Lo} 

X—+00 X 

X 1 1 

Donc lim (E-i)e 
X—+0| X 2 x 

X—+ ET PINS" 

e 1 1 
De lim x=+æet lim (E-i)e 

on en déduit que lim f(x)=+0. 
Xmmÿt 00 

1 
2. a) Pour tout x de R, f(x) = e* 15 

b) Les inéquations suivantes sont équivalentes dans R : 
1 

f() 20 der 0 rs :x>In—. 
2 2 2 

1] 
Lorsque x > in, f'(x) > 0 ; lorsque x <in _ f'(x) <0. 

in à) 0. 
2 

1 
c) frs} -nie5 ini 

2 231.2 2 

(Pour tout a > 0, e!"2= a), lin) — ue 72 

58. a) Les équations suivantes sont ÉGUVAICNES dans 
10,+c[. logx=1;x=10! ;x=10. 

b) Les équations suivantes sont équivalentes dans 
]J0,+o[ logx=-2;x=1072;x= 0,01. 

c) Les équations suivantes sont équivalentes dans 

10 “Heot: og(X 25% = 10ix=3x 10254 300. 

d) Les équations suivantes sont équivalentes dans 

4e A LE es Pre car A log x) 50% ne 10 = 101 OS 

61. Loi d'Arrhenius en cinétique chimique 
avec le tableur 

1. On peut entrer en B3 la formule : 
=EXP(-B$1/(0,008314*$A3)). 

On obtient la feuille de calcul ci-dessous. 

2. Lorsque la température T augmente, le coefficient de 
vitesse k augmente. 

3. Sur un graphique à échelles « standard » 
(arithmétique), on ne parvient pas à distinguer les quatre 
courbes. 

4. Le graphique obtenu montre que lorsque E augmente, 

le rapport % diminue (très fortement). 
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8 

he IE 88 Re 
AE 
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63. Loi de Gumbel et prévision des catastrophes naturelles 
x-a 

A. 1. Puisque b > O, lim IT _ _ La sortie 4 indique que lim e-®” = 0. On en déduit que lim e° ” =0. 
X——c0 X——c0 X——c0 

2. Puisque lim F(x) = 0, on en déduit que la courbe représentative de la fonction F admet la droite d'équation y = 0 (axe 
X—>—c 

des abscisses) comme asymptote en - co. 

Puisque lim F(x) = 1, on en déduit que la courbe représentative de la fonction F admet la droite d'équation y = 1 comme 
X—3+00 

asymptote en + co. 

3. Les valeurs prises par la fonction exponentielle étant toujours positives, on déduit de la sortie n° 5 que, pour tout 
réel x, F'(x) > 0. 

La fonction F est donc croissante sur ]- co, + ol. 

B. 1. Il semble, « à l'œil », que l'on puisse prendre a = 25 et b=9. 

2. On entre en C1 la formule =EXP(-EXP(-(A1-a)/b) que l'on recopie vers le bas. 

On entre en D1 la formule =(B1-C1)12 que l’on recopie vers le bas. 

La somme des écarts au carré est donnée par la formule =SOMMEÏ[D1 :D7]. 

On obtient les résultats montrés sur l'image suivante. 

di Objets libres || (16.18609, 1.14402) 
- 9 a=25 | 

-@ b=9.5 

+ @ F{x) = e%{-e*{-{x - 25) / 9.5)} 

-@ Hste1 = ((16.8, 0.1), (21.8, 0. 

woman |e ||] 

La position optimale des curseurs est obtenue pour a = 25 et b=9,5. 

3. Par lecture graphique, on obtient 0,8 = F(39). 
x-25 x—25 

= 0,8 lorsque -e 25 = In(0,8) c'est-à-dire — 
x—25 Le 95 

Onae = In(- In(0,8)). 
à 

On en déduit x = — 9,5 In(- In(9,5)) + 25 = 39,25 mi/s. 
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65. Fonctions puissances et contraste des images numériques avec GeoGebra 
1. Pour 0 < y< 1, la concavité de la courbe est tournée vers le bas. 
Pour y > 1, la concavité de la courbe est tournée vers le haut. 
Image d'écran pour y= 0,3 : 

Déplacer ou sélectionner un ou des objets(Cirl) (Raccourci=Esc) 

Image d'écran pour y= 6,5 : 

Objets 
- 2 y=685 

Obpets 
:-0 a = 000001 

© b=485698 
2Mx)=255(x/255)"6S | 

2. a) I! suffit de saisir f'(20) et f'(240). 

Pour y= 0,3, on obtient : f’(20) = 1,78 et f'(240) = 0,31. 

Pour y= 6,5, on obtient : f’(20) = 0 et f'(240) = 4,66. 

b) Pour y = 0,3, la variation d'intensité (donnée par la dérivée) est importante pour les couleurs claires (proches de 0) et 

plus faible pour les couleurs sombres (proches de 255). 

Pour y= 6,5, la variation d'intensité (donnée par la dérivée) est importante pour les couleurs sombres (proches de 255) et 

faible pour les couleurs claires (proches de 0). 

Faites le point 69. 

acM 1. Réponse b). 2. Réponse b). 3. Réponse c). 

68. 70. 

1. Réponse ©). 2. Réponse b). 1. Réponse c). 2. Réponse c). 3. Réponse b). 

3. Réponse b) ou Réponse c). 4. Réponse c). 71. 

1. Réponse b). 2. Réponse a). 
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CHAPITRE 6 RÉ ER RO LR EE Cm OT IRON DEC LPO TSI LE TE cet cu EEE EE EE 

Travaux pratiques TICE 

TP1 Longueur d’une chaînette 

A. - On obtient le résultat.désiré en positionnant le curseur à À = 2. 

2 ] 
- On recherche À tel que f(0) = 0,5 c'est-à-dire SE = 0,5 ou encore d = 0,5. On retrouve À = 2. 

B. 1. GeoGebra affiche (voir l’avant-dernière ligne de l'image d'écran ci-dessous) : 

2e?* -2e ?* 
POISSEES 4 

2. Les courbes représentatives de g et de h se superposent (voir les courbes en noir sur l'image ci-dessous). 

3. a. On entre dans la barre de saisie L=intégrale[h,-1,1] ou L=intégralel[g,-1,1] et on obtient L = 3,63. L'aire. 

correspondante (sous la courbe de g = h) est colorée (en bleu clair ci-dessous). 

. On obtient le résultat demandé en simplifiant par 2. 

b. On a L = 
—] 2 

1 1 

1 e2* +e2x 1 
de=lxf'erte2dxz 1x Tomy ter 

ARE Pda LE À =? 

1 1 1 
d'où L = d X|—e2—e 2? —e2 +1e) ——Xx(e2 ex). 

2 2 2 2 P) 2 

4. L'instruction Longueur [f,A,B] donne directement (variable notée a sur l'image d'écran ci-dessous) une longueur 

approchée de la chaînette. 

yes A AT ATOS 

@k=Z 

= Objets dépendants 

o Az (1, 1.58] 

à B=(1,1.88) 

ee? — 1 
To)  — 
PAPA) 2e?.2 

-9 L= 3.63 

-9 S=(0,0.5) 
-0a=563 
im e* +eÀ 

ll dés ige HE 
(2) -1 
RTS ES 19 F(x) = 

05 1 15 LE] 

Exercices corrigés 3. Soit f la fonction définie sur [O, 1] par 

fLa=x +x2+x. 

Une primitive de f est définie sur [—1,1] par 
1. Soit f la fonction définie sur [2, 3] par f(x) = x —2. 

Une primitive de fest définie sur [2, 3] par : 
1 tes abs FLO == x2-2x. 1=F(3)-F(2). POSE x SEEERE L9=> (3)-F(2) ne 

13 
F(2)=-—2 et F(3)=-—1,5, 

d'où /=-—1,5-(—2); 1=0,5. 

2. Soit f la fonction définie sur [O, 3] par 

f(x)=2x2-x+3,. 

Une primitive de fest définie sur [O, 3] par 

2 1 
DAT IX. 1=F(3)-F(0). 

1=F()-F(0). F(1) 
Hosts: 1 
=—+— + =— 
AMI 2 RFI 

at 13 
F(0)=0, d'où 1=—. 

12 

1 11 11.) Su ES. 
h 

F(x) = > On peut utiliser :f = u'u a pour primitive F = =: ee, 

F(3)=22,5 etF(0)=0;d'où/—=22,5; 
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L Cure 1[1 
13.13 f2exrmax 1-5 Taxent) 

LA 

0 

> On a mis la fonction à intégrer sous la forme u'u5. 

1=10. 

2 
12 2 par EL et 
2% (2x+1) 2| 2x+1 15 

! 

| 

’ 

»- On a mis la fonction à primitiver sous la forme —. 
u 

9 
; 1=24n3-[Ltini) 

2 2 

9 
ESA 1=4+1n3. 

2 2 

20.1-[; dt. 

Re ot 

1 3 

17.1 six) 
2 

jl 

b- On a mis la fonction à primitiver sous la forme —, oùu > 0, 
dont une primitive estinu. 4 

1 5 1 
1=—|n(2t-13 ; 1=— _ : ln( t E HE In2) 

25./-[2e+x], 1=(2e+1)-(2e 1-1), 1=2(e-e-1+1). 

pue prupe: is 
28.a)/=|-e2| =-e2_— 

Dre 
rat 1 

b) /= 2e =-2e2 +2e. 
[e] 

32.1- Idees 3x+sin 2x ' 
is 

12 

1 1] M LEE 1 1 MENU T 
1=|——cos—+sin—|-|—-—cos —+sin—|, 

3 2 3 3 4 6 

SE ER 
2 62 

58. Vitesses probables du vent 

40. 1. Pour tout x de ]0, + ol, Foo= tm) 

F'(x)=Inx. 
x 

2.1=[xinx-1} =(eine-1)-(1In1-1) ; 

l=e-1+1;/=e. 

47.1.a)f(2)=0; r(-2)-0 : f'(2)= . :f'(5)=0. 

b)[-3,- 210 [2 8let 1-25 

2. a) A est l'aire de la partie du plan ensemble des 
points M de coordonnées (x, y) tels que-2<x<0et 

O<y<f(x). 

b)2<A<5.A est supérieure à deux carreaux et inférieure 
à cinq carreaux. 

49, 1. Pour tout x de 1-2. . f(x) > 0. 
f(-1)=0. à 
Pour tout x de ]- 1, 1[,f(x) > 0. 

(1) =0; 

Pour tout x de fr :| f(x) <0. 

2. fest positive ou nulle sur [- 1, 1]. 
1 

L'aire cherchée est donc, en unités d'aire, [bo dx. 

L'unité d’aire vaut 2 x2 = 4 cm2. 

D'où l'aire cherchée est, en cm?, 
1 

A=4[ fodx, 

A= af —x2+x+1 dx, 

1 

A—=4 RP eee : 

TS D np 
16 
€ A m2. 

1. a) On peut entrer f(x}=Fonction[(1/18)*x*exp(-x2/36),0,30] puis régler l'échelle des axes pour optimiser l'affichage 

de la courbe représentative de f. 

b) En déplaçant le curseur, on obtient : 

- La probabilité, qu’une journée donnée, la vitesse du vent 

soit inférieure à 4 m/s est environ 0,359. 

- La probabilité, qu'une journée donnée, la vitesse du vent 

soit inférieure à 14 m/s est environ 0,996. 

On en déduit que la probabilité, qu'une journée donnée, la 

vitesse du vent soit comprise entre 4 m/s et 14 m/s est 

environ 0,996 -— 0,359 = 0,64. 

ELLE UE) AN) +7 néon Dégace ou séncner un ou ou cet 
Là Cejers mare + : 

EL LE] 

2 CE Rpercames 

+F,202080 

het 18 n eur / 36) 
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_1. Réponse a). 

2. On peut mener les calculs avec Maxima comme indiqué sur l'image d'écran. 

On obtient les résultats suivant. 
a? 

a) F(a)=1-e 5. 
4 49 

b) F(14) - F(4)=e ° -e 9. 
F(14) - F(4) = 0,637. 

c) lim F(a)=1. 
a—>+c 

Ce résultat était attendu puisqu'il signifie que la probabilité que le 
vent ait une vitesse « inférieure » à l'infini est 1 (événement 

certain). 

Faites le point 

QCM 

59. 
1. Réponse b). 

3. Réponse b). 

5. Réponse c). 

60. 

2. Réponse c). 

4. Réponse b). 

6. Réponse a). 

2. Réponse c). 

61. 
1. Réponse c). 2. Réponse c). 

Exercices pour le baccalauréat 

66. 1. Pour tout x de ]- 1, + col, 
4 

f'(x)=a- Cat 

2. On lit dans le tableau de variation que f(1) = 2, d'où : 

a+b+2=2, a+b=0. 

On a, d'autre part, f'(1)=0, d'où : 

Port a—-1=0, a=li. 
4 

En remplaçant a par 1 dans a+b=0, 
on obtient 1+b=0, b=—1. 

INTÉGRATION 

Pa 

PR. _x$e 

{%o1} Hansen — 

{#i2) define(F(a),integrate(f(x),x,0,a)); 

Is positive, negative, or zero?p; 

z 
& 

__18-18 %e se 
($o2) Flah:= 7 

‘($%13) expand(F{a})}); 

a 

($o3) 1-%e 

($%i4) F(14)-F(4); 

43 

18-183%e * 18-18 %e 
RE —————— 

(515) 

($o5) 

(316) float($), numer; 

($o6) 0.63686014895586 

($3i7) limit(F(x},x,inf}); 

(%o7)} 1 

A 
Pour tout x de ]- 1,+ of, f(x) = x —1+—. 

x+1 

A 
3. De Jim | (x 1)=+c et lim ——=0, 

x—+s X +1 

4 
on déduit que lim Fr we) +00, 

x +00 x+1 

c'est-à-dire lim f(x)= 
X—+00 

4. Pour tout x de |- 1,+ ol, RS pau 
x+1 

A 
avec lim ——=0. D'où la droite % d'équation y =x-—1 

X—+00 X +1 

est A oblique de la courbe €, en + ce, 

LITE f = re 1=[4in(x+1}, 

LR 

Pour tout x de [1,2], —>0, c'est-à-dire F(x)—(x—1) > 0. 

Donc, sur [1, 2], la courbe €, est au-dessus de la droite . 

p Vérifiez-le sur l'écran de votre calculatrice. RS ee 

L'intégrale est donc l'aire, en unités d'aire, de la partie 
du plan limitée par la courbe €, la droite % et les droites 
d'équations x =1 et x =2. 



70. A.1. f(-2)=0etf'(-1)=0. C.1.Pourtoutx deR,F'(x)=-e*+(-x-3)(-e”, 

2. (AB) a une équation de la forme y = mx + p avec F9 = 1+x+3]e*= (x +2)e* = f(x). 

7 Eu y=0 eye 0 Fi 7 es 

en 2. L'aire est 4 = [,f0odx, (puisque f(x) > O sur [- 2, O]). 
Æ 0-2 £ 

d'où En # = F(0) — F(- 2) = - 3e° - (- e?) = e? - 3. 4 = 4,39. 

Le point A(0, 2) est sur (AB) d'où 2 = m x 0 + p, p=2. 75. Verres photochromiques 
Une équation de (AB) est y = - x + 2. On peut mener les calculs selon l'image d'écran suivante. 

3. (0) = — 1 (le coefficient directeur de (AB)). 

B. 1.a)- lim (-x)=+0, d'où lim e-* =+0o. pl A 52 NT ET] 
JE AE HE et rase EE SPENCER] 

X—-00 X——c 

* lim (x+2)=-00 et lim e-* =+00 i define (f(x) ,90-89/(1+exp((x-416)/5))); 
co X—)—00 | 
Re L 89 

d'où lim f(x)=-0. | He 
X—-00 ——— 

CAES e* ve $ +1 
b) - Pour tout x de R, f(x)=——+—, lim = + 00 

e* e* xt X : 
” ;. 2 integrate(£f(x),x, 380,550); 

d'où lim ——=0. lim —=0et lim —=0 donc | 134/541)- "$($e%+%e1/5 X—+e e* X—+> e* X—+> e* | 445 logi$e +1)-445 Log(%e ($e #$e )+170 

lim f09= 0. On en déduit que l'axe des abscisses (la A TANRER SE RER 

12095. 667893273396 droite d'équation y = 0) est asymptote en + co, 

Her )=1e*+(x+2)(-e”), a ; Tr : AE 
f(H=e*-(x+2)e*= [1 -(x+ 2)]e*= (-x-1)e Le logiciel Maxima désigne le logarithme népérien par 

log au lieu de In. 

On obtient, en simplifiant l'écriture de la sortie n° 2: 

1= 445 In(e2$8 + 1) — 445 In(1 + e72) + 170. 

1= 12 095,67. 

3. Une de la tangente est y = f'(0)(x — 0) + f(O), 

Y=-Xx+2. 

On retrouve le résultat du A. 2. 

CHAPITRE 7 PPRRRPERPEPEE EEE ET II TITI III III LITE III LI ELLE ELITE ET EL TELE EEE EEE EI EE EEE TEE LEE TELLE LEL EEE EEL EEE CE EEE ELEC EEE CE EE EEE EE EEE EEE EE EEE LEE ECC EL ECC ELEC EE CEE CCE CCE EEE CECECECECCECECCCCCCCCCCECEECCCCEEECECECECECCCECECECECECECECCCEECEEECEECCCECECCECECCECECEEECEEECECEEEEEEECECEECCEEEEEECEEECEEEEEECEEEES 

Travaux pratiques TICE 

TP1 Posologie d'un médicament 

A. 1. On conjecture que la limite en + vaut 15. 
b 

2. a) L'équation y'+!y £ est du type y’ + ay =b avec a == etb= 1 dont les solutions sont du type t+- ke” +—, On 
v a 

- ; ; -+ d 
en déduit que l’ensemble des solutions, définies sur [0, + [, de l'équation (E) est l'ensemble des fonctions t+> ke Ve 

où k est une constante réelle quelconque. € 

d (RE d'à d + 
b) On a HO EG d'où k=——. Doncf(t)=—-—e v° + a e r 

c c c CRC 

On vérifie cette expression en saisissant f(x)=Fonction[(d/c)*(1-exp(-(c/V)*9),0,100] dans GeoGebra. 
€ 

- ——t 

3. Les constantes c et V sont positives donc lim e V =0. 
t—+00 

d ; : : mAmel0S 
On en déduit que lim f(t)=—. Ceci confirme la conjecture du 1., Où —=—=15. 

t—+00 G CINE 2 

B. 1. a) Lorsque c augmente, l'élimination est plus importante et la limite de fen + + diminue (on a vu que cette limite 

d 
vaut —). 

£ 

b) On obtient c = 9,5. 

2. On saisit RésolEquaDiffl-(c/V)*y+D/V,12,f(12),100,0.1] dans GeoGebra pour obtenir le tracé de la courbe lepréeniatve 

de g. 

On obtient D = 15 x 9,4 = 141. 
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3. a) On obtient c=10et V= 79. 

QLAAIAAIA N Je É : Le] de sélectionner un ou des objets(Ctri) (Raccourci=Esc) 

SES ique Algèbre Graphique x2 SE 

# Objets libres 
+-@ A=1(6,6.8) 
--@ B=1(12,8.4) 

+ D = 160 

F9Vs=78 
Fr c=10 
L@ d=108 plateau 

L-@ plateau: y = 15 
3 Objets dépendants 

F9 a:y=108 
FE O e=-0.06336 

|-0 e2 = 0.00411 

Lo rte) = 20 (1—e-0) 

18 c=10 V=79 d= 108 D = 150 
—2@—— 2 — ————— 

b) On en déduit D = 15 x 10 = 150. 

TP2 Sédimentation et traitement des eaux 

Avec le logiciel Maxima, on peut effectuer les requêtes suivantes. 

1. Résolution de l'équation différentielle. 

($i1l) ode2(0.00353*'diff({y,t)+0.00786*y-0.02156, y, t}); 

rat: replaced -0.02156 by -539/25000 = -0.02156 
rat: replaced 0.00786 by 393/50000 = 0.00786 
rat: replaced 0.00353 by 353/100000 = 0.003953 
rat: replaced -0.02156 by -539/25000 = -0.02156 

rat: replaced 0.00786 by 393/50000 = 0.00786 

rat: replaced -0.02156 by -539/25000 = -0.02156 

rat: replaced 0.00786 by 393/50000 = 0.00786 

rat: replaced 0.00353 by 353/100000 = 0.00353 

786 € 
786 € 
Da te) ETT 
353 | 1078 $e $o1) y=8 RAT 353 +$c 

($i2) icl($, t=0, y=0); 

786 + 786 ë 

te 55 (1078 5e %53 -1078 
CO) © ——— 

393 

(%i3) define(v(t),rhs(#)); 

786 & 796 & 

te 53 (1076 te 252 -1078 
Sn 

393 
(%03) 

($i4) expand(v(t)); 
786 & 

1078 1078%e 95 
(tot) — 

393 393 

($i5) float (1078/393); 

(%05) 2,.743002544529262 

(%i6) float (786/353); 

($%06} 2.226628895184136 

ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES 



2. et 3. Vitesse limite et durée nécessaire pour atteindre le fond. 

($%17) limit(v(t),t,inf); 

1078 
($%o7) 

393 

(518) 

(#i10) find root({h(T)=5, 

($%010) 2.269057714871094 

La vitesse limite est d'environ 2,743 m/s. 

La durée nécessaire pour atteindre le fond est d'environ 2,27 s. 

Exercices corrigés 

1. 1. L'équation différentielle est de la forme y'+ay = 0. 

Toutes les solutions sont donc définies sur R par 
f(x) = ke°*, où k est une constante réelle. 

2. f(0)=1équivaut à ke° =1, donc k=1. 

fest donc définie sur R par f(x)= e*. 

LA e. LA . « 1 1 

2. 1. L'équation équivaut à y Et = 0; 

Toutes les solutions sont donc définies sur R par 

f(x) = ke°* où k est une constante réelle. 

2. f(In4)=1 équivaut à ke-25M4 =1. 

ke-05x21n2 = 1, 

ke, a =], 

donc +k=1 7 

La solution cherchée est définie sur R par f(x)=2e"°"*. 

13. 1. L'équation différentielle (E) s'écrit : +=) = . 

C'est une équation de la forme y’ + ay = b, 
1 1 

aveca=—etb=— 
2 4 

Les solutions sont donc définies sur R par 
1 

SERRE PE À 
x ke '+4=ke 7 +, 

L 2 
2 

où k est une constante réelle quelconque. 

2. (0) = 0 se traduit par : 
1 1 1 

ke0+—=0;k+—=0;k=-—. 
à 2 2 2 

dx À 
o est définie par : ets 2 Lu. 

define (h{T}),integrate(v(t}),t,0,T)); 

76T 

353 | 423654 rte 253 ;190267) 190267 

393 

$e 

(%308) h(T):= 

(519) expand(h(T)}); 

786T 

190267%e 253 1078 
($o9) re 

154449 393 

786 T 

393 

393 

T 190267 

154449 

Tr 1, 3); 

18. Fibre optique 
1. La condition initiale f(0) = a correspond au 
point A(0, a), origine des courbes représentatives 
des solutions. 

2. a) L'équation (E) s'écrit y’ + 0,2y = 0. 

D'après le cours, l'expression de f(x) est f(x) = Ce"2**, 

où Cest une constante réelle. 

La condition initiale f(0) = 5 donne C=s. 

Donc, pour tout x de [0, + cf, f(x) = 5e°%*. 
1 

b) On résout l'équation 5e* = 1. On a e 2 = — c'est-à- 

dire — O,2x = 2) 
5 

] 

m( Ins 
re 8,05 km. 
—0,2 0,2 

Ainsi x = 

On peut contrôler graphiquement la réponse à l'aide de 

GeoGebra. 

Faites le point 

QCM 

19. Réponse 0). 20. Réponse a). 

21. Réponse ©). 22. Réponse c). 

CORRIGÉS & RÉPONSES 355 



356 

Exercices pour le baccalauréat 

25. 1. L'équation (E) est de la forme y’+ay =0, avec 
A2; 

Toutes les solutions de (E) sont définies sur R par : 

f(x) = ke *, où k est une constante réelle quelconque, 

c'est-à-dire : f(x) = ke?*, où k est une constante réelle 
quelconque. 

2. a)f(0)=15se traduit par : 

ket=T'e0—=1 d'oùKk= 1. 

Pour tout réel x, f(x) =e2*. 

b) g(0) = 2 se traduit par : 

ke? = d'où Kk—?! 

Pour tout réel x, g(x)= 2e?*. 

3. a) On complète la figure de l'annexe. 

b) - Le coefficient directeur de la tangente T à la courbe € 
au point À est f'(x,), en désignant par x, l'abscisse du 
point A. 

Déterminons d'abord x,. 

f(x1)= 2 équivaut à : e24 =2 ; 

1 
mienne; 2xiemesxse in, 

b- Pour tout réel a, In ef = a. 

Pour tout x de R, f'(x)= 2e. 

b On utilise, f = e", f” eu. ; 

api In2 fl sh =2(e"2)=2x2=—4,. 

b- Pour tout nombre réel a > 0, e"a = a. RP e 

Le coefficient directeur de la tangente T à la courbe € au 
point A est 4. 

- Le coefficient directeur de la tangente T” à la courbe €’ 
au point B d'abscisse 0 est g'(0). 

Pour tout x de R, g(x)=2e%*, 

donc g'(x)=2(2e?*), g'(x)=4e*. 

g'(0)= 4. 

Le coefficient directeur de la tangente 7” à la courbe €' 
au point B est 4. 

b) T et T’ ont même coefficient directeur, donc sont 
parallèles. 

ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES 

38. A. 1. h(t) = ke 2°! + 2 400. 
2. v(t) = - 2 400e”201t + 2 400 

ou y(t) = 2 400(1 — e 2211), 

B. 1. De lim(—0,01t)=- et lim e* = 0, on déduit que 
t—+ X—3—00 

lim e-201 = 0, donc lim v(t)= 2 400. 
ce t—+ 

2. v (= 24e 001€ \ 

ar Mi ou t=-—1001n0,5. 
0,01 1 

t= 69,3. 

C. 1. La santé du bétail est menacée lorsque le volume de 
: 2 

substance M dans le réservoir est e. 60 = 1,2 m°ou 

1 200 litres, donc lorsque v{t) = 1 200 ; d'après B.4., la 

santé du bétail est menacée au bout de 69,3 heures après 

le début de la pollution. 

2. 4 % du volume du réservoir représente 2 400 litres. 

vest strictement croissante sur [0, + œ[ et lim v(t)= 2 400. 

Donc y(f) ne peut pas dépasser 2 400. ée 

Le volume de substance M ne peut pas dépasser 4 % du 
volume du réservoir. 

42. Dynamique des populations 

1. L'ensemble des solutions de (Ë) est l'ensemble des 

fonctions définies sur [O, + [ par : 
3t 

t Ce 4 de où Cest une constante réelle 

quelconque. 

2. L'entrée (1%3) correspond à la recherche d'une solution 

particulière de (E) vérifiant la condition initiale Ho 
3t a 

500ae 4 
3t 

ae 4 —-a+500 

3. La sortie (%04) fournit N(t) = 

En multipliant numérateur et dénominateur par Ë 
obtient : 

N(t)= 

, ON 

500 HS 500 
_ zx d'où N(t)= 

Ds 2 SE 

ET ar [Pre + 
a a 



CHAPITRE 8 | 

Travaux pratiques TICE 

TP1 Demande de matériel de laboratoire 
2. En arrondissant les coefficients à 1072, la droite d'ajustement de y en x donnée par la calculatrice a pour équation : 
y=-4,55 x+ 883,11. 
3. Pour x = 130€, la demande mensuelle peut être évaluée à : 
— 4,55 X 130 + 883,11 = 292 unités. 

TP2 Chiffre d'affaires d’un grand laboratoire 

A. 1. x est calculé en B7 et y est calculé en C7. 

2. La formule entrée en B9 est =C7-B8*B7 où C7 correspond à y, B8 à a et B7 à x. 

3. Les écarts négatifs se soustraient aux écarts positifs, alors que les écarts au carré sont tous positifs. 

4. On trouve a = 1,2. 

B. 1. Le tableur donne comme équation : y = 1,2118x + 25,801. 

45 

40 

SD 

30 

2 [ —  y=12lisxt 
| 

Loef 

10 | 
5 

0 

5,801 

Chiffr d'affaires 

0 5 10 LS 

Rang de l'année 

2:Omal,2=1,2118;: 

TP3 Capacité de production éolienne 

A. 1. Un ajustement affine a peu de sens ici car la forme du nuage de points n'est pas allongée le long d'une droite. 

2. 

France 

Production MW 

Rang de l'année 

3. On peut estimer la production française en 2012 à: 

839 x 12 - 4114 = 5954 MW. 

B. 1e et 2. : 

Europe 

80000 
70000 = 6815,2x + 3390,9 

60000 

50000 

40000 

30000 

20000 

10000 

0 
Production (MW) 

Rang de l'année 
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3. On peut estimer la production européenne en 2013 à: 

6815 x 12 + 3391 = 85171 MW. 

4.ets. 

Asie 

ER A Le EEE — 
40000 —_——— — 
35000 
30000 
25000 
20000 
15000 
10000 
5000 —— Production (MW) 

Rang de l'année 2000 + n 

Un ajustement affine de la production en Asie n'est pas justifié car l'augmentation de la production s'accélère. 

6. On peut estimer la production asiatique en 2012 à: 

973,77 x 1,427 = 65 451 MW. 

Exercices corrigés 

1. y=414,9x + 113 911,1. 

2.4149 x 6 +113 911,1 = 116 401. On peut estimer à 

116 401 hectolitres le Volume des ventes l'année de rang 6. 

2. b) 15 milliards d'euros. 

6.2.0n a G(6,5 ; 210). 
3. La calculatrice donne comme équation : 

y = 14,4x + 116,4. 

4. |l faut résoudre l'équation : 

Faites le point 

QCM 

17. 1. Réponse b). 

3. Réponse c). 

2. Réponse c). 

12. 1. Réponse a). 
3. Réponse b). 

13. 1. Réponse b). 

2. Réponse b). 

2. Réponse a). 

233,6 3. Réponse b). 
14,4x + 116,4 > 350 ; 14,4x > 233,6 ; x > ———. ; À 

14,4 Exercices pour le baccalauréat 

Or 236 = 16,2, doncil faudra attendre le 17° mois soit le 15. 1. 
LL 

mois de mai de l’année suivante. 

10. Ça chauffe! 
Différence de la température mondiale avec la moyenne 1951-1980 

0,8 

0,6 

y = 0,0000545x - 0,2058757x+ 194,1874755 iii 
EE 

y = 0,0061x - 11,817 

annuelle (°C) 

Te 41 V'ÉES ER RS Fe 
è 

2075 TOOI2S IS ONZE 

Différence de température moyenne 
2. Avec une calculatrice, on obtient pour équation de la 

358 

1. L'équation affichée par le tableur est : 
y = 0,0061x - 11,817. 
2. L'ajustement qui semble préférable est l'ajustement 
par la parabole. 

3. Estimation de l'écart de température globale en 2040 
par rapport à la période 1951-1980, 

— à l’aide de l'ajustement affine : 

0,0061 X 2040 - 11,817 = 0,627 ; 

— à l'aide de l'ajustement parabolique : 

0,0000545 x 2040? - 0,20588 x 2040 + 149,19 = 1,002. 

STATISTIQUE À DEUX VARIABLES 

droite de régression 

y = 1,2x+ 22,8. 
3. a) Le nombre de personnes occupant un poste non 
médical à temps plein devrait être 

y=12x35+228, y=64,8. 
La clinique devrait embaucher 65 personnes occupant un 
poste non médical à temps plein. 

b) La clinique dispose en réalité de 60 postes. 

La différence entre le nombre de postes théoriques et le 
nombre de poste réels est 5. 



ne 60-65 
Cette différence PT 0,077 soit une baisse de 7,7 % b) Le quart de la population représente ne =12 500 

par rapport à la situation théorique. habitants et e°2**50 > 12 500 équivaut successivement à : 

18. 1. In(e°3*+60) > In(12 500) (car la fonction In est strictement 

croissante sur ]0, + co[) 

0,3x + 6,0 > In(12 500); 

0,3x > In (12 500) - 6,0 ; 

In(12 500)—6,0 
X > ——————— 

0,3 

In(12 500)—5,9 

0,3 
partir de la douzième semaine que le nombre de 
consultations dépassera le quart de la population. 

5. Les résultats arrondis obtenus pour x entier compris 

entre 13 et 18 sont les suivants : 

19 930 26903. 36316 49 021 66 171 

= 11,4 (arrondi au dixième) donc c'est à 

On peut rejeter un modèle d'ajustement affine car les 
points ne semblent pas alignés et le nuage fait plutôt À partir de la 17° semaine, il y aurait plus de consultations 

apparaître une croissance exponentielle. que d'habitants, donc le modèle choisi ne peut pas rester 

2. Tableau valable à long terme. 

24. A. 2.z=-0,29t + 4,67 
3.c=1 DO e-029#+467, 

4.c= 118 équivaut à 120 - e 222467 = 118; 

2=e22%##+467 ; [n 2 = — 0,29t + 4,67 ; 

 GABNENE 
OO 
3. Une équation de la droite d'ajustement de z en x 0,29t=4,67-In2:t= 4,67-In2 .. 3,7 

obtenue par la méthode des moindres carrés est : 0,29 

z = 0,3x + 6,0 (les coefficients ont été arrondis à 101). c= 118 au bout de 13,7 minutes, c'est-à-dire 13 minutes 

On en déduit que In y = 0,3x + 6,0 d'où : y = e°2*+50, et 42 secondes. 

4. a) Le nombre de consultations estimé à la dixième B. 1. f(t) = ke 93 + 120. 

semaine est e°2*10+60 soit 8 103 arrondi à l'unité. 2. c(t) = 120(1 - e 2%), 

CHAPITRE 9 D DCS LAC DI Use Ce CO LEE LESC CCC EEE EEE CE REP EERC EE E GE ER ECS SEE EE EEE ERA O 

Travaux pratiques TICE 

TP1 1. Chaque semaine, on est en présence de 100 épreuves aléatoires identiques et indépendantes pouvant, chacune, 

déboucher sur deux issues possibles : le bras du robot n° i connaît une panne (avec la probabilité p = 0,05) ou non. 

La variable aléatoire X qui, à chaque semaine, associe le nombre de robots dont le bras a connu une panne suit donc la 

loi binomiale de paramètres n = 100 et p = 0,05. 

2. E(X) = 5. Sur un grand nombre de semaines, il y a en moyenne 5 pannes par semaine. 

3. a. 0,081. 

b. 0,118. 

C O:O HN 

Réri166;: 

14724161 
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TP2 1.0n a F(0)= [dx 20 

2. P(T > t) correspond à la proportion (théorique) d'atomes non désintégrés au temps t. 
P(t<T<t+5s) correspond à la proportion (théorique) d'atomes se désintégrant durant l'intervalle de temps ft, t + s]. 

t+s t+s É 

On a ensuite P(T > =1-P(T<t)=1-F{(t)et P(t<T <t+s)=[ U fLodx= | fLodx- [ f(x)dx =F(t+5s)-F(t). 

3. C'est la définition de la dérivée (on retrouve la notion de vitesse instantanée). 

F'(t) 

( 
= h est l'ensemble des fonctions du type F(t) = ce"! +"1 4. a. L'ensemble des fonctions F solutions de l'équation 

où c est un nombre réel quelconque. 1 
b. Pour tout t > 0, f(t) = he”"t. 

5. La variable aléatoire T suit la loi exponentielle de paramètre À. 

TP31.P(1,3<X< 2,3) = 0,954. 

2. PO<1,/6)= 0,212. 

3. P(X > 2,4) = 0,008. \ 
Pour ce dernier résultat, les images d'écran sont les suivantes. : 

Horma mx 
F =8, 1975E -03 
z:Louw=2. 4 
zsUr =4e+99 

TP4 1. a. La fonction f atteint son maximum pour m=f(0)= Re 
T 

b. La calculatrice, ou le tableur, fournit P(Z &[- 5, 5]) = 6.1077. 

c. Cette aire vaut environ une unité d'aire (puisque f est une densité de probabilité). 

2. a. La variable aléatoire X suit la loi uniforme sur [- 5, 5]. 

b. La variable aléatoire Y suit la loi uniforme sur [0, ml. 

c. Une réalisation (x, y) correspond au choix d'un point au hasard dans le rectangle correspondant à-5<x<5et 
O<y<m. 

d. Il y a rejet lorsque le point de coordonnées (x, y) est situé au-dessus de la courbe représentative de la fonction f. 

e. La probabilité de rejet correspond à la proportion de l'aire du rectangle située au-dessus de la courbe représentative 
10m—1 V2 HELP _… 20,75. 

f. Sachant que x est accepté, la probabilité qu'il se situe entre a et b correspond au rapport de l'aire rouge, valant 

de f c'est-à-dire 

b 
[ f(t)dt, à l'aire bleue, valant approximativement 1. 

On en déduit que cette valeur x constitue une simulation d'une réalisation de la variable aléatoire Z. 
3. Exemple de programme sur Scilab. 

PROBABILITÉS ET STATISTIQUE 



1/n=-1/sqrt(2*%pi) 
2 function y=f(x) 

| y=n"exp(-x*x/2) 
4 lendfunction 

zeros(1,10000) 
1! 

1922 
—5+10* rand() 4 ETC 

2" rand() 

x=-5+10* rand() 

Siclasses-linspace(-5,5,21) 

histplot(classes,X) 
gix=linspace(-S,5, 100) 

plot(x,f) 

TPS A. 1. Distribution des tailles des pères : Taille des pères 

minimum : 1,50 m ; maximum : 1,92m; 

moyenne : 1,72 m; écart-type : 0,07 m. 

La distribution a un profil en forme de 
cloche. L'ajustement par la fonction de 
densité de la loi normale de moyenne 1,72 
et d'écart type 0,07 paraît satisfaisant. 

(se) = C0 LS O m \O [e)} NN un (ce) LE + DS m \O [e) 

A LE RU Le LE D LE A NT MC DE 

2. Distribution des tailles des fils : Taille des fils 

minimum : 1,49 m ; maximum : 1,99 m; 
moyenne : 1,74 m ; écart-type : 0,07 m. 

La distribution a un profil en forme de 
cloche. L'ajustement par la fonction de 

densité de la loi normale de moyenne 1,74 

et d'écart type 0,07 paraît satisfaisant. 

3. L'instruction =1-LOI.NORMALE(1,77;1,74;0,07; VRAI) affiche la valeur approchée 0,33. 
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B. 1. Minimum : 1 an ; maximum : 56 ans ; moyenne : 9,28 ans ; écart-type : 10,25 ans. 

Le profil de l’histogramme suggère une loi exponentielle. La moyenne étant 9,28, on peut prendre comme paramètre de 

la loi exponentielle À = 1 / 9,28 + 0,11 en arrondissant à 10. 

Temps d'attente entre deux éruptions du volcan Aso 

0,09 

0,08 

0,07 

0,06 

0,05 

0,04 

£ 0,03 

0,02 

0,01 

0 

Isees 

Fréquences normal 

25.-,17,5 "125:125%2250027,5-325 67,5 242,5 4750525707, 

Classes d'amplitudes 5 années 

2.0naP(T> 56)=1-P(T <56)=1- [”0,1 1e-21" dt = 0,002. 

On peut aussi utiliser l'instruction =1-LOI.EXPONENTIELLE(56;0,11; VRAI). 

Une telle période de repos est donc, dans ce modèle, assez exceptionnelle. 

C. 1. La distribution des durées entre éruptions ne peut se modéliser par l’une des fonctions de densité figurant au 
programme de terminale en raison de la présence, non négligeable, de durées autour de 65 minutes, loin de la moyenne. 

Durées entre éruptions Old Faithful 2010 

0,07 

0,06 

0,05 

0,04 

0,03 

0,02 

0,01 

4 5 6 7 8 8 9 104 112 120 128 
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2. Distribution des moyennes journalière des durées entre éruptions : 

Moyenne journalière des durées entre éruptions 

0,25 

84,5 86,5 88,5 90,5 94,5 96,5 98,5 
Hi 
al 
(o) 

La distribution a un profil en forme de cloche. L'ajustement par la fonction de densité deïla loi normale de moyenne 

92,35 et d'écart type 1,88 paraît satisfaisant. 

TP6 1. a. La variable aléatoire F associe à tout échantillon aléatoire de taille 1 000 la fréquence des personnes en faveur 

du candidat sur cet échantillon. 

b. Un intervalle de confiance de p au niveau de confiance de 95% est : 

106 ER 
1000 

2. a. Non. 

a fe 
1000 

b. Si p = 0,55 appartient à l'intervalle de confiance, alors la formule affiche la valeur 1, sinon, elle affiche la valeur 0. 

c. Environ 95%. 

d. Oui. 

Exercices corrigés 

1. 1. La fonction de densité f de U est définie sur [- 2, 8] 

1 1 
ar f(X)=—=—= 
PE 8—(—2) 10 

4103 
P(U e[0,3)= —-=0,3;PC-1<U<4)="— = =0,3; 

10 100 

Env 0* 
plu|<D=P(-1<U <9=17X 6 

10 10 

EE} 7 
PU <5)=2? rs, PTE 

10 10 

PIU=2)= 

—2+8 3. a) E(U)= 2% 

b) Lorsque la variable aléatoire U prend successivement 

un très grand nombre de valeurs, la moyenne de celles-ci 

est voisine de 3. 

(62) 10025. 
1200012 3 

6. La fonction de densité f de X est définie sur [O, + oe[ 

par f(t) = 0,002e 2222", 

Pour tout nombre réel x, on a P(X < x)= ['0,002e 

P{X<x)=[-e%%2%}%, donc P(X < x)=— ex +1. 

L'équation P(X < x) = 0,3 est équivalente à 1
 - e°%%*= 0,3 

c'est-a-direrà 1 -0,3=e 7%, 

4.V(U)= = 8,33. 

—0,002t dt 
LA 

e0:002x _ 0,7 

— 0,002x = In 0,7 en prenant le logarithme de chaque 
membre de l'équation. 

In 0,7 

0,002 

9. b) P(12 < X < 28) = P(X< 28) - 
Donc P(12 < X < 28 és Ne 0,055, 

P(12<X< 28)=0,8 

10. 1.P(X<8)=0,1 
P(X> Æ À — P(X< ue P(X > 8) = 0,841. 

2.P(9<X<12)=P(X< 12) -P(X< 9) = 0,533. 

P(7<X<14)=P(X< 14) -P(X< 7) = 0,910. 

18. 1. La probabilité qu'un bouchon pris au hasard dans 

la production soit acceptable est 
P(21,95 <X < 22,05) = P(X < 22,05) - P(X < 21,95). 

2.2205—224+005=m+260et 

21,95 =22-0,05=m-—"20. 

Donc P(21,95 < X < 22,05) = P(m - 26 < X < m + 26) où 

X suit la loi normale N(m, 6). 

D'après le cours, cette probabilité est égale à O, 95. 

20. 1. 

B 0,8 

=178,34. 

P(X< 12) 
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2. a) c) Il y a trois chemins possibles pour réaliser 

l'événement F : (N, N,B); (N,B, N) et (B,N, N). 

Donc P(F) = 0,2 x 0,2 x 0,8 + 0,2 x 0,8 x 0,2 + 0,8 x 0,2 x 0,2, 

© 

/\e œ = pe 0, P(F) = 0,032 + 0,032 + 0,032 = 0,096. 

à 02 N 25. 1. a) P(X < 40) = 0,96. 
0,2 or _. P(X < 29) = 0,05. 

0 B P(30 < X < 40) = P(X < 40) - P(X < 29) = 0,91. \ 

. 2. a) La loi normale approchant une loi binomiale a 
TN même espérance et même écart type. 

0,8 0,2 _N su u = np, donc ici pu = 50 x 0,7 = 35 

B 08 -B 6=./np(1-p), doncicic=./50x0,7x0,3 

De G= 10,5 =3,24. | . 
sas 4 b) P(30 < Y < 40) = P(Y < 40) - P(Y < 30) = 0,88. 

0,8 8 c) Le rer 0,91 obtenu avec la loi binomiale et le 

b) P(E) = 0,2 x 0,2 x 0,2 = 0,008 résultat 0,88 obtenu avec la loi normale sont proches. 

28. 1. On prend comme paramètre de la loi exponentielle, l'inverse de la moyenne observée (de sorte à avoir une 
espérance égale à la moyenne observée). 

L'ajustement obtenu est relativement convenable. 

[13 Sammmmnfe] =O1-PPONENTIELLE(G3:0,0023 FAUX | 

2 PR SPORE EP PR CO usé PROD TP DONNE SAN ON PANNURE ER PER EN PURE DE PE 
|1 | Temps d'attente des de terre de 1902 à 19 
2 | 840 Minimum 9 classe centre classe haut hist loi 

457 Be Sie on EE 60 0.002258 [0 00205 Temps d'attente entre deux tremblements de terre graves 

4 145 Moyenne | 437,2096774 200 150 0.001129 : D,001629 
EI 44 Ecart type | 396.6889631 300 250 0.001129 | 0,001294 0,0025 
6] 33 400 350 0.001129 | 0,001028 

ln] 121 500 450 0.000806 | 0,000817 
8| 150 P(T>365)= | 0431926433 600 550 0.000806 | 0,000649 # 0.002 
9 | 280 700 650 0.000484 0.000516 Ë 
0! 434 800 750 0.000968  0.,00041 Eee 
ai 736 900 850 0.000484 | 0.000326 su 
2 584 1000 950 0.000161 0.000259 = 
13 | 887 1100 1050 0 0.000206 Ê oo 
14 263 1200 1150 0 0.000163 E 
Ed 1901 1300 1250 0 | 0.00013 E 
16. 695 1400 1350 0.000323 0.000103 0,0005 
47} 294 1500 1450 0 819E05 
18] 562 1600 1550 0  651E-05 
9! 721 1700 1650 | 0.000161 | 5,17E-05 0 Se, 
20! 76 1800 1750 0  |411E05 50 150 250 350 450 550 650 750 850 950 10501150 1250 1350 14501550 1650 1750 1850 1950 
21! 710 1900 1850 0 3,26E-05 Classes d'amplitudes 100 jours 
2! 46 2000 1950 0.000161  2,59E-05 
23 402 

2. On a P(T > 365) = 1 — P(T < 365) = 0,43 obtenu, avec le tableur, en faisant : 

=1-LOI.EXPONENTIELLE(365:;0,0023;VRAI). 

29. 1. a) On simule X en faisant rand ou Ran# sur la calculatrice, ou ALEA( sur tableur et en répétant autant de fois que 
désiré. 

b) On a, pour tout a e]0, 1], P(X > a)= [1 dx=1-a. 

2.Sixe]0, 1], -(1/X) In x e[0, + cf donc T est à valeurs dans l'intervalle [O, + cl. 

3. On a, pour tout t e[0, + 1, P(T < t) = P(-(1/À) InX < t) = P(X > e-M) = 1 - e À care e]0, 1]. 
4. Sit < 0 alors f(t) = 0 car T est à valeurs dans [0, + of. 

Sit>0,P(T <t)= L'rcodx =1-e" d'où f(t)=(1-e 1) =XeAt 

On reconnaît la fonction de densité de loi exponentielle de paramètre X. Il s'agit donc de la loi de la variable aléatoire T. 
5. D'après ce qui précède, on peut simuler une réalisation d'une variable aléatoire de loi exponentielle de paramètre 
0,005 par l'instruction : 

— In(rand) / 0,005 c'est-à-dire — 200 In(rand) ou — 200 In(Ran#) sur calculatrice ; ou - 200*LN(ALEA( )) sur tableur. 
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30. 
[a3 à | | =LOI.NORMALE.STANDARD.INVERSE(ALEA()) 
= 

4 a Lo cm a Fe Geo 6h sl dns 
3 | Simulation de la loi N(0, 1) par LOI.NORMALE.S TANDARD.INVERSE(ALEA()) 

in] 2,604992941 1,23446032. -1,06574541 -1,19096666, 1,29039262  -0,16597414| 0,75733455 1,62850721, 0,39294364) -0,3131578 
4 1-0,55812642 -1,58868294 -1,13975419) 0,25243876 0,34383418 -0,22622883 -0,51042818 -0,29978246 -1,01133959) 0,06012033 
5 | 1,66237673 ACOND_ 0 -A00rancT) nrn44nn4a nAaraannr 4 araorenr nazanraon 4 n7ror7nnl A nnn40739 0 93406088 

| 6 | 1,63870668 CNE 250 27329252 
7 | 0,67539741 4 24029829 
8 | 0,92317269 0 8625838 
9 | -0,63805 0 2133879 
10! 2222137231 |13700782 
41) -1,84678731 0 [46267888 
121 -1,04302944 1 16394549) 
13! 0,70115739 0 36297762 
14 -0,18497701 -0 55887433 
15! 0,35076519 4 66921314 
16! 1,05442079 42526774 
17| 0,33407165 0 49025218 
[18 -0,60219689 0] 29662736 
19 | -1,52109337 0 [08426334 
20 | -0,03677555 -0,805685 
21] 0,76874019 d 48213257 
22| 0,37815894 [19266012] 
231046015386 0 21300199 
24\ 0.87647367 1 27892691 
25! 0,4724507 -0 103153278 
26! 1,32315158 -1 ÿ : Ë Ë 22225538] 
27) -0,98508601 0, “ S e eu ÿ 4 2 < 4 5 _|67075548 
28 0,13666824 1.04142245, 0,56909159. -0,58798178 -1,06343755, 0,97090132, -0,2660104, -0,95059052; -0,82419641. -0, 14527014 
29! 1,02712308 0,58073139 -0.70276571 0,01581112 0,7653646  -0,04045967| -0,54037017| -0,57677941| 0,82321003 .-0,34250925) 
30! 0,3900341 0,52178608, 1.61454586 -0,67867234. -0,24495475) -0,15603194| 0,14006243) -0,31458293| 1,44090926) 0,12765106) 

Les réalisations de la variable aléatoire X se répartissent approximativement selon la densité de la variable aléatoire Z. 

32. 1. a) L'algorithme fait appel 12 fois à la fonction random. 

b) En sortie d'algorithme, la variable x est la somme de 12 réalisations de la fonction random. 

c) La moyenne de la fonction random est 0,5. 

La moyenne des valeurs de x en sortie d'algorithme est donc 6 et celle de x - 6 est 0. 
1 

d) La variance des valeurs de x en sortie d’algorithme est 12 x Fe 

2. Algorithme modifié (en gras) 

Pour i = 1 à 10 000 

Affecter à x la valeur random 

Pour k allant de 1 à 11 

Affecter à x la valeur x + random 

FinPour 

Affecter à X(i) la valeur x - 6 

FinPour 

Afficher la liste X 
” 

1. Celle de x - 6 est la même que celle de x c'est-à-dire 1. 

3. La densité de la loi normale centrée réduite correspond au « profil » de l'histogramme normalisé des fréquences des 

10 000 simulations. 

On peut considérer que l'algorithme de la question 1. simule assez correctement une réalisation d'une variable aléatoire 

de loi normale centrée réduite. 

Exemple d'implantation sur Scilab : 

function. y=f(x) F* 
y=-C1/sartCtpi))texp(-xtx/2) 4 Fi 

endfunction 
X-zeros(1, 10000) 
for. 1-1: 10000 
x=rand() 
for-k=1:11 

x=x+rand() 

1 
2 

3 
4 

5 
6 
7 
8 
Ë 

121c1F 

13lclasses-linspace(-5,5, 21) 
14lhistplot(classes,X) 
15/x=1inspace(-5,5, 100) 

16/plotCx,f) 
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Exercices pour le baccalauréat 

45, 1.- Chaque épreuve élémentaire, le prélèvement 
d'une facture au hasard dans la liasse, peut déboucher sur 
deux résultats et deux seulement : la facture est erronée, 
événement de probabilité p = 0,03 et la facture n'est pas 
erronée, événement de probabilité q = 1 - p = 0,97. 

+ Chaque prélèvement de 20 factures est constitué par la 
répétition 20 fois, de façon identique et indépendante, de 
l'épreuve élémentaire, puisque le prélèvement est associé 
à un tirage avec remise. 

+ Donc, la variable aléatoire X qui associe à chaque 
prélèvement de ce type le nombre de factures erronées 
de ce prélèvement suit la loi binomiale de paramètres 
n= 20tet p = 0,03. 

2. P(X = 0) = 0,54. 

3. P(X < 2) = 0,98. 

52. 1.: Chaque épreuve élémentaire, le prélèvement 
au hasard d’une poutre peut déboucher sur deux issues 
et deux seulement : la poutre est acceptée, de probabilité 
0,88, et la poutre n'est pas acceptée, de probabilité 1 — 
0,88 = 0,12. C'est une épreuve de Bernoulli de paramètre 
p = 0,88. 

+ Chaque prélèvement de 50 poutres consiste à répéter 
50 fois, de façon identique et indépendante (prélèvement 
assimilé à un tirage avec remise) l'épreuve élémentaire. 
C'est un schéma de Bernoulli de paramètres n = 50 et 
p = 0,88. 

+ Donc la variable aléatoire, qui associe à ce schéma de 

Bernoulli le nombre de poutres acceptées, suit la loi 
binomiale de paramètres n = 50 et p = 0,88. 

2. a) On lit sur la table P(X < 38) = 0,0135 et 
P(X < 39) = 0,0325. 

Donc le plus petit entier a tel que P(X < a) > 0,025 est 
a=39, 

On lit sur la table P(X < 47) = 0,9487 et P(X < 48) = 0,9865. 

Donc le plus petit entier b tel que P(X < b) > 0,975 est 
b = 48. 

3. Un intervalle de fluctuation, à environ 95 %, de la 
fréquence des poutres acceptées dans un lot de 
50 poutres prélevé au hasard et considéré comme 
prélevé avec remise est : 

2, UE &|- [o,78;0,96]. 
nn 50 50 

4. à) Non : voir ci-dessous. 

b) Oui : pour un prélèvement de 30 poutres acceptées et 
20 poutres refusées, obtenues dans un ordre quelconque, 

la fréquence des poutres acceptées est = = 0,6. 

55. 1. Voir le corrigé de question 1. de l'exercice 52. 

2. La loi normale approchant une loi binomiale a même 
espérance et même écart type. 

Donc =npeto=./np(1-p) : 

u = 50 X 0,88 = 44eto=/50x0,88x0,12 = 2,30. 

3. P(Y < 48) = 0,959 est proche de P(X < 48) = 0,987. 

4. a) L'intervalle de fluctuation asymptotique à 95 % de la 
fréquence des armatures acceptées dans un lot aléatoire 
de 50 armatures prélevées comme indiqué est : 

PROBABILITÉS ET STATISTIQUE 

1-10 PER ,p+1,%, PP Lo700n 
n 

b) n = 50 > 30. 

np = 4425. 

n(1-p)=625. 

Les trois conditions sont satisfaites. + 

c) Les intervalles [0,79 ; 0,97] et [0,78 ; 0,96] sont très 

proches. 

5. a) Non : par exemple, dans un prélèvement de 
35 armatures acceptées et 15 armatures non acceptées, la 

: 35 
fréquence des armatures acceptées est f—=—=0,7. 

Mrs 50 
b) Non : voir ci-dessus. 

59, 1.+ Chaque épreuve élémentaire, le prélèvement 
au hasard d’un client parmi les clients de l'agence de 
voyages, peut déboucher sur deux issues et deux 
seulement : 

le client a pris l'option, de probabilité 0,25, et le client n'a 

pas pris l'option, de probabilité 1 — 0,25 = 0,75. C'est une 

épreuve de Bernoulli de paramètre p = 0,25. 

+ Chaque prélèvement de 60 clients consiste à répéter 
60 fois, de façon identique et indépendante (tirage avec 
remise) l'épreuve élémentaire. C'est un schéma de 

Bernoulli de paramètre n = 60 et p = 0,25. 

+ Donc la variable aléatoire X, qui associe à ce schéma de 
Bernoulli le nombre de clients ayant pris l'option, suit la 

loi binomiale de paramètres n = 60 et p = 0,25. 

2. a) On lit sur la table P(X < 8) = 0,0212 et 
P(X < 9) = 0,0452. 

Donc le plus petit entier a tel que P(X < a) > 0,025 est 
a =. 

b) On lit sur la table P(X < 21) = 0,9702 et 
P(X < 22) = 0,9846. 

Donc le plus petit entier b tel que P(X < b) > 0,975 est 
be? 

3. Un intervalle de fluctuation, à environ 95 %, de la 
fréquence des clients ayant pris l'option dans un 
échantillon de 60 clients prélevé au hasard et avec remise 

est 2, He 25:07] 
nn 60 60 

4. Au seuil de 5 %, si la fréquence des clients ayant pris 
l'option dans l'échantillon observé de taille 60 appartient 
à l'intervalle [0,15 ; 0,37], on accepte l'affirmation du 
responsable de l'agence ; sinon on rejette cette 
affirmation. 

5. Pour l'échantillon observé, la fréquence des clients 

ayant pris l'option est ue 0,33 qui appartient à l'intervalle 
[0,15 ; 0,37]. 3 
On accepte donc l'affirmation : « un quart des clients 
prend l'option ». 

61. 1. Voirle corrigé de question 1. de l'exercice 59. 

2. La loi normale approchant une loi binomiale a même 
espérance et même écart type : 

u = np, donc 1 = 60 x 0,25 =15 eto=./npli-p), donc 
O = 3,35. 

3. P(Y < 21) = 0,96 est proche de P(X < 21) = 0,97. 



4. a) L'intervalle de fluctuation asymptotique à 95 % de la 
fréquence des clients ayant pris l'option dans un 
échantillon de 60 clients prélevé au hasard et avec remise 
est : 

te _ Ip-vs PER purs PP 014,036 

b) n = 60 > 30. 

np=152>5. 

n(1 -p)=45 25. 

Les trois conditions sont satisfaites. 

c) Les intervalles [0,14 ; 0,36] et [0,15 : 0,37] sont très 

proches. 

5. Au seuil de 5 %, si la fréquence des clients ayant pris 
l'option dans l'échantillon observé de taille 60 appartient à 
l'intervalle [0,14 ; 0,36], on accepte l'affirmation du 
responsable de l'agence ; sinon on rejette cette affirmation. 

6. Pour l'échantillon observé, la fréquence des clients 

ayant pris l'option est —= 0,33 qui appartient à l'intervalle 
[0,14 ; 0,36]. D 
On accepte donc l'affirmation : « un quart des clients 
prend l'option ». 

64. A.1. La fréquence des électeurs déclarant vouloir 
voter pour le candidat parmi les 1 068 électeurs interrogés 

SAT 
1068 

L'intervalle de confiance, au niveau de confiance 95 %, 
pour la proportion des électeurs de la circonscription 
voulant voter pour le candidat est : 

1106 JA 14196072 Hroasssoss 
n n 

c'est-à-dire, en pourcentages, [48,5 % ; 54,5 %)]. 

2. Avec le coefficient de confiance 95 %, le pourcentage 

des électeurs votant pour A est situé dans [48,5 % ; 54,5 %l]. 

Ce pourcentage peut très bien être 49 %, auquel cas À 

n'est pas élu. 

B. L'intervalle de confiance, au niveau de confiance 95 %, 

correspondant à cet échantillon de taille n est : 

0,52X0,48 052-1060 052196 pans) 
n 

ÉPREUVES D’ENTRAÎNEMENT AU BACCALAURÉAT 

Épreuve 1 
Exercice 1 

1./,=0,77 [. 
2.a)/,=0,771,; 

b) (1,) est une suite géométrique de premier terme 1, et 

de raison 0,77. 

1, =10(0,77)". 
15 

3. D = _—= 
077) 

42,67. 

Cet intervalle ne comporte que des pourcentages 

supérieurs à 50 % = 0,5 si et seulement si 

[0,52x0,4 RU à 
0,52—-1,96 Ds2XDAS, > 0,5 qui équivaut à 

n 

0,52—0,5. 0,52X0,48 {0,02 F _ 0,52x0,48 

En n TOUT n ÿ 
. 0,52x0,48x (1,96)? 

(0,02) 
Le nombre minimal de personnes sondées est donc 

n—=2596: 

68. 1. La fréquence des unités de qualité supérieure dans 

l'échantillon de taille n = 200 est f = _ —1073) 

Un intervalle de confiance, au niveau de confiance 95 % 
de la proportion p d'unités de qualité supérieure dans la 
population des unités de ce produit proposées par cette 

entreprise est : 

198 POP 00 D Lane; 
n 

c'est-à-dire, en pourcentages, [24 % ; 36 %l]. 

2. La nouvelle fréquence des unités de qualité supérieure 
dans le nouvel échantillon de taille n = 200 est 

ce 
200 

Un intervalle de confiance au niveau de confiance 95 % 
de la nouvelle proportion p’ d'unités de qualité 
supérieure dans la nouvelle population des unités de ce 
produit proposées par cette entreprise est : 

0e 10 8 Lo 23:o an 
n n 

c'est-à-dire, en pourcentages, [33 % ; 47 %)]. 

3. Les deux intervalles [24 % ; 36 %] et [33 % ; 47 %] ne 
sont pas disjoints car leur intersection est l'intervalle 

[33 % ; 36 1]. 

Au seuil de 5 %, on juge que la différence des fréquences 
feet f' n’est pas significative et donc que le pourcentage 
d'unités de qualité supérieure est inchangé. 

In — 
an>z—1+>5,3;n> 

In 0,77 

5. lim /,=0. 
Nn— +0 

Exercice 2 

A. 1. Réponse c). 2. Réponse b). 

B. 1. Réponse b). 2. Réponse c). 

C. 1. Réponse dl). 2. Réponse dl). 

D. 1. Réponse b). 2. Réponse b). 

E. 1. Réponse a). 2. Réponse b). 
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2. Réponse a). 

2. Réponse a). 

F. 1. Réponse dl). 

G. 1. Réponse b). 

Exercice 3 

A. 1. Deux solutions : 0 et 1,5. 

2.Six d-< olufi5:2) F0 > 0. 
2 2 

Sixe0:1;51 (x) 0; 

2.r{ oi 0 
2 

4.y = 3x; f'(0)=-3. 

5.f(xX)>0sixe E 2 

B. 2. 

Variation 
def chi 

B. 1. f(2) = 2e?. 

3.b)A= 11e? -22e = 0,39. 

Épreuve 2 
Exercice 1 

3. G(30 ; 2,37). 

4.y=-0,019t + 2,939. 
5.a)t= 76. 

b) c= 4,5. 

Exercice 2 

1. X suit la loi binomiale de paramètres n = 150 et p = 0,3. 

2.a)u=150X0,3 =45:0=4V150X0,3X0,7 =5,6. 

b) P(Y < 0) = 0,19. 

Exercice 3 

1. On obtient : 1 050 ; 1 100 ; 1 150; 1 200. 

2. Algorithme modifié : 

Initialisation 

u prend la valeur 1 000 

n prend la valeur 1 

Traitement 

Tant que n < 5 

u prend la valeur u x 1,03 

n prend la valeur n +1 

Écrire u 
FinTantQue 

ÉPREUVES D'ENTRAÎNEMENT AU BACCALAURÉAT 

3. On peut utiliser l'algorithme modifié suivant. 

Initialisation 

u prend la valeur 1 000 

n prend la valeur 1 

Traitement 

Tant que n < 2 000 

u prend la valeur u x 1,03 \ 

n prend la valeur n +1 

FinTantQue 

Sortie 

Écriren-1 

Exercice 4 

A. 1.f(11=3;f(e) =1;:f(1)=0; 

3 013,2: 

4.3<4<A4. 

B. 1. lim f(x)=-— 0, 
X— +0 

2. f(x) =-2In x. 

1] 5 
4. 4 = [le re-i) 

2 2 

Épreuve 3 
Exercice 1 

1.c, = 2,8. 

2. a) (c,) est une suite géométrique de raison 0,7. 

b) c,=4 x (0,7). 

d)€,,=0,11.- 

3. Au bout de 13 heures. 

Exercice 2 

1: 1(0/=0,0005e 0000 

2. P(A) = 0,12 ; P(B) = 0,78 ; P(C) = 0,29 ; P(D) = 0. 

3-E(n)= 
0,000 5 

Exercice 3 

1. a) L'argument « plus » correspond à x > 0. 

b) On a lim #00 = — œ, On en déduit que l'axe des 

= 2 000. 

ordonnées d'équation x = 0 est asymptote à la courbe 
représentative de f. 

2.Ona lim f(x)=— 0. 
X—> +00 

3.a)Ona lim [f(x)—(—x)]=0. 

b) La droite % est asymptote à la courbe € en + co. 
4 

4. On a, pour x > 0, f(x)—(—x)=——. Pour tout x > 0, 
x 

4 AD 
ce < 0. On en déduit que la courbe € est située en 

dessous de la droite #. 

Exercice 4 

A. 1.f(x) < 0. 

2 fe 
X 

3.-f(2)=-2+1n 2, d'où: 

N2+2a+b=-2+In2:2a+b=-2. 



-f(10) = -6 + In 10 d'où : 

In10+10a+b=-6+1n10; 10a+b=-6. 

FR EMRLENTRES fe 
D 

B. 1. a) lim g(x)= +0. 
x— 0 

b) L'axe des abscisses est asymptote verticale. 

2. b) g est décroissante sur ]0, 10]. 

3.yY——3x +02. 

4. 0,72 < @ < 0,73. 

Épreuve 4 
Exercice 1 

3. a) y = 0,120t + 0,506. 

5. 13 heures 25 minutes. 

6. a) m(t + 1) - m(t) 
= 0,6e0.124+1) æ! 0,6e012t 

_ 0,6e2121(@0.12 Le 1). 

La réponse est non. 

Exercice 2 

11-60; pb—0%3;: 

2. E00 = 15 ; o{X) = 3,06. 

3.P(10 <X < 15) = 0,68. 

4.b)P(10<Y<15)= 0,59. 

c) Ils sont proches. 

Exercice 3 

1. La cellule B3 contient la formule =8,68*LN(A3)+93,28. 

2. a) Pour x = 16 bars, on lit sur le graphique 

f(x) = 117 dB. 

b) 8,68 In(16) + 93,28 = 117,35. 

3. a) Pour tout réel x de l'intervalle [0,5 ; 25], 
, 

f'(x)=8,68x—. 
x 

b) Pour tout réel x de l'intervalle [0,5 ; 25], LA =>0: 

c) Tableau de variation : 

4. a) Pour y = 120 dB, on lit sur le graphique x = 22 bars. 

b) D'après la feuille de calcul, la pression x recherchée 

vérifie : 21,7 < x < 21,8. 

Exercice 4 

1. Réponse c). 2. Réponse b). 

3. Réponse b). 4. Réponse a). 

( 

Épreuve 5 

Exercice 1 

1. a) v, = 4 X 0,9 = 0,36. v, = v, X 0,9 = 0,324. 

v; = V, X 0,9 = 0,291 6. 

b) v,., = 0,9v,. 

c) La suite géométrique de premier terme v, = 4, de 

raison 0,9. 

d) v, = 4(0,9). 

e) v9 = 4(0,9)"° = 1,39. 
Une diminution de 75 % correspond à une quantité 
présente de 1 ml. Avec la calculatrice (ou le tableur) on 
obtient v,, = 1,02 et v,, + 0,92. C'est au bout de 14 heures 
que la quantité présente dans le sang aura diminué de 

75 %. 

2. Réponse a). 

Exercice 2 

1.n=100;;p = 0,09. 

3. P(Y < 14) = 0,96 est proche de P(X < 14) = 0,97. 

4. a) [6 %, 12 W]. 

b) Les 3 conditions sont satisfaites. 

c) L'intervalle de fluctuation asymptotique [6 %, 12 %l] est 

assez proche de l'intervalle de fluctuation [3 %, 15 %l. 

5. Au seuil 5 %, si le pourcentage de véhicules ayant eu 

un sinistre cette année dans l'échantillon observé de taille 

100 est compris entre 6 % et 12 %, on accepte 

l'hypothèse : 9 % des véhicules de la flotte de véhicules 
de l'entreprise de maintenance ont eu un sinistre cette 

année. 

Dans le cas contraire, on rejette cette hypothèse. 

6. Pour l'échantillon observé, le pourcentage obtenu 

17 % n'est pas compris entre 6 % et 12 %. On rejette donc 

l'hypothèse. 

7. Après vérification, le nouveau pourcentage 11 % est 

compris entre 6 % et 12 % : on accepte donc l'hypothèse. 

Exercice 3 

1. La valeur moyenne de la température dans le cylindre 

est = LToodx. L'affichage (%02) donne [TLOdx puis, 

après division par 2 et développement, l'affichage (904) 

montre que la valeur moyenne de la température dans le 
820 

cylindre en fonction de A et de m est APS 
m 

820 
2. D'après l'affichage (%06), la fonction m+ Liseres est 

m 

une fonction croissante sur l'intervalle [0, + 1[ (dérivée 

affichée positive). Le maximum de la valeur moyenne est 

obtenu à la limite lorsque m tend vers + c. D'après 

l'affichage (%o7), cette limite vaut À. 

Exercice 4 

1.alf(0)=3;:f(0)= 2. 

b) lim f(x)=1. 
X— +00 

2.y = 2x +3. 
3.3 < 4 < 4. 

4. HR de 
e* 

Sur ien 
e 

Épreuve 6 
Exercice 1 

4, F(=:iCe 99% 
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2. a) C = 23,8e025 = 30. 

b) 30. 

3. a) 22. 

b) 50 jours. 

Exercice 2 

1.p, = 0,789. 

2. p;, = 0,994. 

3. Pour une variable aléatoire X suivant la loi normale 
N(u, o), on a: 

P(u-26<X<u+ 20)= 0,95. 

Ici p, = P(52,95 < X < 53,05) peut s'écrire 

P3 = P(53 - 0,05 < X < 53 + 0,05) avec pi = 53. 

Donc p, = 0,95 si et seulement si 26 = 0,05, c'est-à-dire 
6 = 0,025. 

Exercice 3 

1. Réponse c). 

2. Réponse dl). 

3. Réponse c). 

4. Réponse dl). 

Exercice 4 

A. 1 a) F'(x)=-— 

b) lim FO =— ce. 

c) lim f(x)=0. 
X— +00 

d) La courbe T° admet l'axe des abscisses comme 

asymptote. 

B. 2. La droite (OB) a comme coefficient directeur f '(e-2), 

C. 2. b) 4 = 0,125. 

Épreuve 7 
Exercice 1 

A. 2. N, = N,(0,9876)". 

B. 1. On résout : (0,9876)" = 0,05, 

2 In 0,05 at 

In 0,9876 

2. (0,9876)"° > 0,01 : 

“ In (0,01) 

In (0,9876) 

n < 36 908 ans. 

Exercice 2 

1.n=100,p=0,18. 

2. E(X)=np=18; o(X)=./np(1-p) = 3,84. 

= 369,08 

ÉPREUVES D'ENTRAÎNEMENT AU BACCALAURÉAT 

3. P(X< 24) = 0,95 et P(Y< 24) = 0,94. 

4. a) [10,5 % ; 21,8 1]. 

b)n>30;np>z5;n(1-p)2>s. 

[11 % ; 26 %] est proche de [10,5 % ; 21,8 1]. 

5. a) Oui, avec 8 lots de qualité supérieure parmi les 

100 lots prélevés. 

b) Oui, avec par exemple 55 lots de qualité supérieure 

parmi les 100 lots prélevés. 

Exercice 3 

1. L'ensemble des solutions de (EË) est l’ensemble des 

fonctions définies sur [0, + «[ par : t > Ce?! + 10, où Cest 

une constante réelle quelconque. ; 

2. Pour tout t dans l'intervalle [O, + cf, f(t) = 400 e”2! + 10. 

3. D'après la sortie (%06), pour tout t dans l'intervalle 

[O, + oof, f'(t) = — 800 e”2'. 

Pour tout t dans l'intervalle [O, + [, - 800 e-2f < — 800 
donc fest strictement décroissant sur [0, + col. 

5. a) L'expression « ed[- 7e) », logarithme d’un 

nombre négatif, n'a pas de signification en terminale. 

; im < 3 
b) L'équation 400 e-2f + 10 = 40 équivaut à e_2' SE 

3 400 
c'est-à-dire — 2t = +) 

; 40 
Exercice 4 

1. Réponse a). 2. Réponse c). 3. Réponse a). 

4. Réponse a). 5. Réponse b). 

Épreuve 8 
Exercice 1 

1.f(t)= ke 519t+1200. 

2. f(t)=-1200 e-510*t+1200. 

3. On résout f(t) = 600 ; t = 139. 

2 heures et 19 minutes. 

Exercice 2 

A. 1. On peut entrer en cellule B3 la formule =B2/4 (ou 
encore la formule =B2*0,25). 

2. a) En cellule B18 se trouve la formule =B17/4. 
b) La valeur calculée en B18 correspond au nombre de 
bactéries après 16 heures. 

u, B. 1. Pour tout entier naturel n, on au — Fe Les 
ENS 

2. Pour tout entier naturel n, on a u,.,=0,25xu, donc (u,) 
est une suite géométrique de raison 0,25. 
3. On en déduit que, pour tout entier naturel n, 
u, =U, X(0,25)" d'où u,=101 x(0,25. 



4. On résout l'inéquation 10!° x (0,25) < 100 : 

qui équivaut à (0,25)" < Eure 
108 

LA 

c'est-à-dire n In(0,25) < - 8; 

In(0,25) 
c'est-à-dire n > (puisque In(0,25) < 0). 

In(0,25) 

inférieur à 100 au bout de 14 heures. 

Exercice 3 

Be des 0:12: 
100 

2. L'intervalle de confiance de la proportion p au niveau 

de confiance 3 mes |r-198 UP) ; , 1,96 EE 

n n 

avec f= 0,12 et n = 100. 

C'est donc [0,0875 ; 0,1525)] ou [8,75 % ; 15,25 %] arrondi 

à [9 %, 15 %)l. 

3. Non. 

Comme = 13,3, le nombre de bactéries devient 

Remarque 
EPCEEEEEEEEELEEET] 

La justification, non demandée, consiste à dire que si 

on prélève un très grand nombre de tels échantillons 
de 100 copies, on obtient pour environ 95 pour 100 

d’entre eux un intervalle de confiance, au niveau de 
confiance 95 %, qui contient la proportion inconnue p. 

Mais comme on n’a prélevé qu’un seul échantillon, on 

ne sait pas si celui-ci fait partie des 95 % qui 

contiennent p ou des 5 % qui ne contiennent pas p. 

Exercice 4 

1. Pour tout t > 0, F'{t) = 710 e7f est strictement positif. 

La fonction F est donc croissante sur l'intervalle [0, + cel. 

F'(t) > 0. 

2.On a lim F(t)=1. 
t— +00 

La courbe € admet la droite d'équation y = 1 comme 

asymptote en + co. 

a.t= M0 5 00098. 
710 

Î 
5. lim /(t)=——=0,00141. 

710 t— + 

Exercice 5 

A.3.f(x)=2Inx-x+2. 

B.2.G(x)=2(xInx— ne +2x%. 

3. A=9["f0odx. 

= 9[sin 4?) cm2. 

A = 3,59. 
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Programme 

Programme de mathématiques - Terminale STL spécialité biotechnologies 

1. Analyse 

On poursuit, en classe terminale, l'apport d'outils permettant de traiter un plus grand nombre de problèmes rele- 

vant de la modélisation de phénomènes continus ou discrets. Le travail sur les suites géométriques et les fonc- 

tions exponentielles permet de s'interroger sur le passage du discret au continu et inversement, variant ainsi les 

approches des problèmes et les modes de résolution. Cette partie est organisée selon quatre objectifs principaux : 

+ Consolider l'ensemble des fonctions mobilisables. On enrichit cet ensemble de nouvelles fonctions de référence : 

les fonctions logarithmes, exponentielles et puissances. 

- Travailler la notion de limite. En classe de première, l'étude des suites a été l’occasion de découvrir la notion de 

limite. En classe terminale, la notion de limite est vue à travers celle des suites géométriques puis celle des fonc- 

tions, sans qu'aucune formalisation ne soit attendue. Cette étude, tant pour ces suites que pour les fonctions, 

demande à être accompagnée d'une approche graphique et numérique et à s'appuyer sur des situations variées 

issues des autres disciplines. Les objectifs essentiels sont la compréhension de cette notion ainsi que la recherche 

éventuelle de seuils ; la pratique de la recherche de limites n'a pas à être développée. 

* introduire le calcul intégral. La notion d’intégrale est introduite à partir de celle d’aire. Le calcul intégral, bien que 
modestement développé, se révèle un outil efficace tant en mathématiques que dans les autres disciplines. 

+ Découvrir la notion d'équation différentielle. La notion d'équätion différentielle est introduite et travaillée dans le 
cadre de situations variées, par exemple les phénomènes d'évolution dans le monde du vivant, les phénomènes 
de saturation ou la cinétique chimique. Le programme propose l'étude d'une équation différentielle simple du 
premier ordre mais, selon les besoins des autres disciplines, on peut en étudier d’autres. 

L'accent est mis sur la diversité des approches numérique et graphique qui contribuent à l'appropriation des 
concepts mathématiques. 

PR Ne ETS 
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Suites géométriques 

Somme de termes consécutifs 

d'une suite géométrique. 

Limite d'une suite géométrique 

dont la raison est un nombre 

réel strictement positif. 

: PROGRAMME 

+ Reconnaître et justifier la 

présence d'une suite 

géométrique dans une situation 

donnée. 

+ Connaître et utiliser la formule 

donnant 1+q+...+q", où q est 

un réel différent de 1. 

+ Connaître et utiliser lim g” 
ee N—+00 

pour q positif. 

+ Rechercher le plus petit entier 

n tel que q” > a ou tel que g"< a, 

avec q et a deux réels 

strictement positifs donnés. 

n 

On peut introduire la notation Ÿ qi. 
i=0 

Cette recherche est menée à l’aide d’un 

logiciel 

ou d’une calculatrice. 



Limites de fonctions 

Asymptotes parallèles aux axes : 

— limite finie d'une fonction à 

l'infini ; 

- limite infinie d'une fonction 

en un point. 

Limite infinie d’une fonction à 

l'infini. 

Limites et opérations. 

Dérivées et primitives 

Calcul de dérivées : 

compléments. 

Primitives d'une fonction 

sur un intervalle. 

+ Interpréter une représentation 

graphique en termes de limite. 

+ Interpréter graphiquement une 

limite en termes d'asymptote. 

+ Déterminer la limite d’une 

fonction simple. 

+ Calculer les dérivées des 

fonctions de la forme : 

x u"(x), n entier relatif non nul; 

x In(u(x)) ; 
x el, 

+ Connaître et utiliser des 

primitives des fonctions de 

référence. 

+ Déterminer des primitives de 

fonctions de la forme u'u”,n 
L 

me u 
entier relatif différent de —-1,—, 

u'e # 

Ces notions sont introduites par une 

approche numérique et graphique à l’aide 

d'un logiciel ou d’une calculatrice. 

On fait percevoir cette notion par une 

approche graphique ou numérique. Elle est 

ensuite mobilisée lors de l'étude des 

fonctions logarithme, exponentielle et 

puissances. Aucun développement 

théorique n'est attendu. 

On se limite aux fonctions déduites des 

fonctions de référence par addition, 

multiplication ou passage à l'inverse et on 

évite tout excès de technicité. 

D'autres limites peuvent être abordées face 

à des situations issues d’autres disciplines. 

+ Vitesse limite d'une réaction 

enzymatique. 

À partir de ces exemples, on met en 

évidence une expression unifiée de la 

dérivée de la fonction x: f(u(x)), mais sa 

connaissance n'est pas une capacité 

attendue. 

On se limite au cas où u est une fonction 

polynôme de degré 2 au plus. Dans 

d'autres cas où cela serait utile, une 

primitive est proposée et on en valide 

l'expression. 
! 

SRE u dre 
Pour les primitives de —, on se limite au 

u 
cas où u est une fonction strictement 

positive. 

? Vitesse d’une réaction, vitesse de 

pénétration d'un principe actif. 

PROGRAMME 373 



374 

Fonctions logarithmes 

Fonction logarithme népérien. 

Relation fonctionnelle. 

Nombre e. 

Fonction logarithme décimal. 

Fonctions exponentielles 

Fonction x+= exp(x). 

Relation fonctionnelle. 

Notation e*. 

Fonction exponentielle de 

base dix. 

Fonctions puissances 

xt x° définies sur 10, + oo[ 

avec © > 0. 

Comparaison des 

comportements en + c de la 

fonction exponentielle et de la 

fonction logarithme népérien 

avec les fonctions puissances. 

PROGRAMME 

+ Connaître les variations, les 

limites et la représentation 

graphique de la fonction 

logarithme népérien. 

- Utiliser la relation fonctionnelle 

pour transformer une écriture. 

. Résoudre une inéquation 

d'inconnue n entier naturel, de la 

forme g>aouq'<a,avec get 

a deux réels strictement positifs 

donnés. 

+ Connaître les variations, les 

limites et la représentation 

graphique de la fonction 

exponentielle. 

- Utiliser la relation fonctionnelle 

pour transformer une écriture. 

+ Passerdelnx=aàx=eet 

inversement. 

+ Passer delogx=aàx=10"et 

inversement. 

+ Utiliser les propriétés 

opératoires des puissances, 

notamment pour résoudre une 

équation de la forme x*= k avec 

k> 0. 

+ Connaître l'allure de la courbe 

représentative de x x® suivant 

la position de & par rapport à 1. 

+ Connaître et interpréter les 
sn e* Inx 
limites dex- —etxr 

Se x2 

+ oc, n étant un entier naturel. 

La fonction logarithme népérien est 

présentée comme la primitive sur ]0, + cel 
: 1] 

qui s'’annule en 1, de la fonction x —. 
X % 

On s'appuie sur des exemples issus des 

autres disciplines pour introduire ces 

fonctions. 

Mesure de l'intensité sonore, échelle des 

pH, etc. 

Pour tout nombre réel a, le réel exp(a) est 

défini comme unique solution de 

l'équation d'inconnue b : In b= a. 

On justifie la notation e*. 

Pour tout nombre réel a, le réel 10% est 

défini comme l'unique solution de 

l'équation d'inconnue b : log b= a. 

 Croissances bactériennes. 

< Radioactivité. 

L'extension des fonctions puissances aux 

exposants non entiers se fait à partir de la 

fonction exponentielle. Aucun résultat 

théorique sur les fonctions puissances n'est 

à connaître. 

On s'appuie sur des exemples issus des 

autres disciplines. 

On fait le lien entre les courbes 

représentatives des fonctions xt x® 
1 

etxt xa, 

Ces résultats sont conjecturés puis admis. 

On sensibilise les élèves à différents types 
d'évolution, en lien avec les autres 
disciplines. 



Intégration 

Définition de l'intégrale d’une 

fonction continue et positive sur 

[a, b] comme aire sous la courbe. 

On se limite à une approche intuitive de la 

continuité et on admet que les fonctions 

étudiées en classe terminale sont continues 

sur les intervalles où elles sont intégrées. 

On s'appuie sur la notion intuitive d'aire. 

Notation L'fcodx. 

Formule 

[F0 dx =F(b)-F(a) 
+ Calculer l'intégrale d'une 

fonction positive simple. 

Cette formule est admise. 

+ Déterminer l'aire du domaine 

défini comme l’ensemble des 

points M(x, y) tels quea<x<bet 

f(x) < y < g(x), feet g étant deux 

fonctions positives. 

où F est une primitive de la 

fonction positive f. 

7 Détermination d'une quantité par 

analyse de chromatogrammes. 

Équations différentielles Dans cette partie, on propose des exemples 

en lien avec les autres disciplines. 

On s'appuie sur les outils logiciels pour 

visualiser la famille des courbes 

représentatives des solutions d'une 

équation différentielle. 

On traite tout d'abord le cas de l'équation 

homogène y + ay=0. + Résoudre une équation 

différentielle qui peut s'écrire sous 

la forme y + ay = b, où a et b sont 

des nombres réels, avec a z 0. 

+ Déterminer la solution 

satisfaisant une condition initiale 

donnée. 

Équation y + ay = b, où a et b 
sont des nombres réels, 

avec a #0. 

En liaison avec d'autres disciplines, on peut 

être amené à étudier d'autres types 

d'équations différentielles mais ce n'est pas 

un attendu du programme. 
Existence et unicité de la 

solution satisfaisant une 

iti initi né , : , £ . —. . 

condition initiale donnée 2 Phénomènes d'évolution : injection 

médicamenteuse, croissance d'une plante... 

2. Statistique et probabilités 

En statistique et probabilités, on approfondit le travail mené les années précédentes en l'enrichissant selon trois 

objectifs principaux : 

- Élargir la statistique descriptive à l'étude de séries de données quantitatives à d
eux variables. C'est un outil très utilisé 

dans d’autres disciplines pour analyser, interpréter et prévoir. 

. Découvrir et exploiter des exemples de lois à densité. On aborde ici le champ des problèmes à données continues. 

La loi uniforme fournit un cadre simple pour découvrir le concept de loi à densité et les notions afférentes. Le 

travail se poursuit dans le cadre des lois exponentielle et normale où le lien entre probabilité et aire est consolidé. 

La loi normale, fréquemment rencontrée dans les autres disciplines, doit être l'occasion d’un travail interdiscipli- 

naire. 
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+ Compléter la problématique de la prise de décision par celle de l'estimation par intervalle de confiance. On s'appuie 

sur la loi normale et, en mathématiques, on se limite au cadre d'une proportion. Toutefois, la pertinence des 

méthodes statistiques utilisées dans les disciplines scientifiques et technologiques, en particulier l'estimation 

d'une moyenne, peut s'observer par simulation. 

Dans cette partie, le recours aux représentations graphiques et aux simulations est indispensable. 

Statistique descriptive 

à deux variables 

Nuage de points, point + Représenter graphiquement un L'objectif est d'étudier le lien éventuel 

moyen. nuage de points et déterminer le entre deux caractères d'une même 

point moyen. population. 

Ajustement affine selon + Trouver un ajustement affine selon | L'ajustement est réalisé avec une 

la méthode des moindres la méthode des moindres carrés. calculatrice ou un tableur. 

rrés. . 1 ; ue ’ CE: 
oh + Utiliser un ajustement affine pour | On observe à l’aide d’un logiciel le 

interpoler ou extrapoler. caractère minimal de la somme des carrés 

des écarts. 

En lien avec les autres disciplines, on 

réinvestit les connaissances d'analyse 

permettant, par un changement de variable 

donné, de se ramener à un ajustement affine. 

Exemples de lois à densité Toute théorie générale des lois à densité et 

Loi uniforme sur [a, b]. des intégrales sur un intervalle non borné 

est exclue. 

L'instruction « nombre aléatoire » d'un 

logiciel ou d'une calculatrice permet 

d'introduire la loi uniforme sur [0,1] puis sur 

[a, b]. 

Si X est une variable aléatoire de loi 

uniforme sur [a, b] et si I est un intervalle 

inclus dans [a, b], la probabilité de 

l'événement « X el » est l'aire du domaine 

{MX y\;xelet0<y<f(x)}oùf:xr a | 
— a 

est la fonction de densité de la loi uniforme 

sur {[a, b]. 

Espérance et variance d'une |-+ Concevoir et exploiter une La notion d'espérance d'une variable 
variable aléatoire suivant simulation dans le cadre d’une loi aléatoire à densité sur [a, b] est définie à se à . b une loi uniforme. uniforme. cette occasion par | tf(t)dt. On note que 

a 

cette définition constitue un prolongement 
dans le cadre continu de l'espérance d'une 
variable aléatoire discrète, rencontrée avec 

la loi binomiale, 

Par analogie avec la démarche conduisant à la 
définition de l'espérance, on présente une 
expression sous forme intégrale de la variance 
d'une variable aléatoire à densité sur [a, b]. 
La simulation vient à l'appui de cette 

démarche. 
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+ Calculer une probabilité dans le On s'intéresse à des situations concrètes, 

cadre d’une loi exponentielle. par exemple la radioactivité (taux de 

désintégration). 

Espérance d’une variable Connaître et i ter l'espé . eet interpréter | Re en x x 
éatoi , \ ; FE KE ESPÉTANCE | l'espérance est définie par lim [ tf(t)dt, 

aléatoire suivant une loi d'une variable aléatoire suivant une x +00 90 

exponentielle. loi exponentielle. où f est la fonction de densité d’une loi 

exponentielle. 

On peut simuler une loi exponentielle à 

partir de la loi uniforme sur [0O, 11]. 

Loi normale d'espérance 1  |-+ Utiliser une calculatrice ou un La loi normale est introduite à partir de 

et d'écart type ©. tableur pour calculer une probabilité | l'observation, à l'aide d’un logiciel, du 

dans le cadre d'une loi normale. cumul des valeurs obtenues lors de la 

répétition à l'identique d’une expérience 

aléatoire dont le résultat suit une loi 

uniforme. 

+ Connaître et interpréter 

graphiquement une valeur 

approchée de la probabilité des 

événements suivants : On s'appuie sur des exemples issus des 

{Xelh-0,1+01}, autres disciplines. 

{x elu-20, u+2061} et On peut simuler une loi normale à partir de 

{Xelu-36,u+301} la loi uniforme sur [0O, 1]. 

lorsque X suit la loi normale 

d'espérance | et d'écart type G. 

Approximation d'une loi . Déterminer les paramètres de la loi | Toute théorie est exclue. 

binomiale par une loi normale approximant une loi Onillustre cette approximation à l'aide de 

normale. binomiale donnée. l'outil informatique. 

La correction de continuité n'est pas un 

attendu. 

+ Acceptabilité d'un résultat. 

Prise de décision 

et estimation - 

Intervalle de fluctuation . Connaître l'intervalle de fluctuation | On fait observer que cet intervalle est 

d'une fréquence. asymptotique à 95 % d'une proche de celui déterminé en première à 

fréquence obtenue sur un l’aide de la loi binomiale, dès que n > 30, 

échantillon de taille n: np >5etn(1-p)2>5. 

p(1- p) p(1- p) —1,96 jatee 110 EE p-1,9 TEL - 

lorsque la proportion p dans la 

population est connue. 

. Exploiter un tel intervalle de 

fluctuation pour rejeter ou non une 

hypothèse sur une proportion. 
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Intervalle de confiance . Estimer une proportion inconnue | Cette expression de l'intervalle de 

d'une proportion. avec un niveau de confiance de 95 % | confiance, pour n assez grand, est admise. 

par l'intervalle : On constate par simulation que, pour 

f(1-f) f(1-f) n > 30, sur un grand nombre d'intervalles 

fé LA ee mr CSS de confiance, environ 95 % contiennent.la 

proportion à estimer. 
calculé à partir d'une fréquence f 

obtenue sur un échantillon de 

taille n. 

+ Juger de l'égalité de deux La différence entre les deux fréquences 

proportions à l’aide des intervalles de | observées est considérée comme 

confiance à 95 % correspondant aux | significative quand les intervalles de 

fréquences de deux échantillons de | confiance à 95 % sont disjoints. C'est 

taille n. . | l'occasion d'étudier des méthodes 

statistiques pratiquées dans les disciplines 

scientifiques ou technologiques. 

En liaison avec les enseignements 

technologiques et scientifiques, on peut 

observer par simulation la pertinence d’un 

intervalle de confiance de la moyenne 

d'une population, pour un caractère 

suivant une loi normale. 

incertitude de mesure associée à un 

niveau de confiance. 

< Dénombrement bactérien en milieu 

solide. 

Algorithmique 

En seconde, les élèves ont conçu et mis en œuvre quelques algorithmes. Cette formation se poursuit tout au long 
du cycle terminal. 

Dans le cadre de cette activité algorithmique, les élèves sont entraînés à : 

* décrire certains algorithmes en langage naturel ou dans un langage symbolique ; 

- en réaliser quelques-uns à l’aide d'un tableur ou d’un programme sur calculatrice ou avec un logiciel adapté ; 
+ interpréter des algorithmes plus complexes. 

Aucun langage, aucun logiciel n'est imposé. 

L'algorithmique a une place naturelle dans tous les champs des mathématiques et les problèmes posés doivent 
être en relation avec les autres parties du programme (algèbre et analyse, statistique et probabilités, logique) mais 
aussi avec les autres disciplines ou le traitement de problèmes concrets. 

À l'occasion de l'écriture d'algorithmes et de programmes, il convient de donner aux élèves de bonnes habitudes 
de rigueur et de les entraîner aux pratiques systématiques de vérification et de contrôle. 
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Instructions élémentaires (affectation, calcul, entrée, sortie). 

Les élèves, dans le cadre d’une résolution de problèmes, doivent être capables : 

- d'écrire une formule permettant un calcul ; 

+ d'écrire un programme calculant et donnant la valeur d’une fonction, ainsi que les instructions d'entrées et 

sorties nécessaires au traitement. 

Boucle et itérateur, instruction conditionnelle 

Les élèves, dans le cadre d'une résolution de problèmes, doivent être capables de : 

+ programmer un calcul itératif, le nombre d'itérations étant donné ; 

+ programmer une instruction conditionnelle, un calcul itératif, avec une fin de boucle conditionnelle. 

Notations et raisonnement mathématiques 

Cette rubrique, consacrée à l'apprentissage des notations mathématiques et à la logique, ne doit pas faire l'objet 

de séances de cours spécifiques mais doit être répartie sur toute l'année scolaire. 

Notations mathématiques 

Les élèves doivent connaître les notions d'élément d’un ensemble, de sous-ensemble, d'appartenance et d'in- 

clusion, de réunion, d'intersection et de complémentaire et savoir utiliser les symboles de base correspon- 

dants :E€, €, LU, N ainsi que la notation des ensembles de nombres et des intervalles. 

Pour le complémentaire d’un ensemble A, on utilise la notation des probabilités A. 

Pour ce qui concerne le raisonnement logique, les élèves sont entraînés sur des exemples à : 

. utiliser correctement les connecteurs logiques « et », « ou » et à distinguer leur sens des sens courants dexet», 

«ou » dans le langage usuel ; 

. utiliser à bon escient les quantificateurs universel, existentiel (les symboles Y, 1 ne sont pas exigibles) et repé- 

rer les quantifications implicites dans certaines propositions et, particulièrement, dans les propositions condi- 

tionnelles ; 

- distinguer, dans le cas d'une proposition conditionnelle, la proposition directe, sa réciproque, sa contraposée 

et sa négation ; 

. utiliser à bon escient les expressions « condition nécessaire », « condition suffisante » ; 

- formuler la négation d'une proposition ; 

. utiliser un contre-exemple pour infirmer une proposition universelle ; 

. reconnaître et utiliser des tÿpes de raisonnement spécifiques : raisonnement par disjonction des cas, recours 

à la contraposée, raisonnement par l'absurde. 
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Formulaire 

@ suites géométriques - q 
Suites géométriques , 

Soit (u,) une suite géométrique de premier terme u, où u,, de raison q. 

* Pour tout entier n de N ou de N\*,u,,,, = qu,. 

+ Lorsque le premier terme de la suite est u, : pour tout entier n de N,u, =u,q". 

+ Lorsque le premier terme de la suite est u, : pour tout entier n de N*,u,=u,q"1. 

+ Lorsque le premier terme de la suite estu,:u,+u,+...+u,=u, 

+ Pour une somme de termes consécutifs d’une suite géométrique, on peut retenir que : 
1- (Raison) nombre de termes 

Somme de termes successifs) = (Premier terme) x 
( =( 1—(Raison) 

Augmentation ou diminution de x % 
+ Chaque fois qu'on est confronté à une situation du type « une population, une production, un 

prix .… augmente de x % tous les ans », on peut définir une suite géométrique de raison 1+——. 

STE ce , rte : - FE = A + S'il s'agit d'une diminution de x %, on peut définir une suite géométrique de raison 1— 

Limite de q” 
Sig >1,alors lim q"=+0c, 

N— + 

*Sig=1,alors lim g=1. 
N— +0 

*Si0<qg<1,alors lim g°=0. 
n= +0 

Limite d’une suite géométrique 
Soit (u,) une suite géométrique de premier terme u,, de raison q. 

* Si, pour tout entier n,u, =u,q", avec u, > et q > 1, alors lim U, = + ce. 
N— +c 

* Si, pour tout entier n, u, = u,q”, avec 0 < q < 1, alors lim u, = 0. 
N— +ce 
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9 Limites de fonctions 

Limites des fonctions de référence 

lim x =+00 lim x2 = +00 limexi= im V = IM X° =+0c = 

RASE X— +00 X— +00 Jim ‘os 

lim x=— 0 lim x2=+0 lim x? = 

NC X— —ce - X— —c 

Ed ul 1 1 1 
lim —=0 lim —=0 lim —=0 lim —=0 lim ——=0 
XEROX X— + X x > X2 X— + X2 X— +00 A] X 

« ù 1 PARA : 1] 
Si la fonction x + — est définie sur Si la fonction x + — est définie sur 10, + ce, 

x 
ë Toi 

]- co, Of, lim — =— 0 lim —= +00 

x—0 X x—0 X 

Limite au voisinage d'une valeur à pour laquelle la fonction fest définie 

Le résultat suivant s'applique à toutes les fonctions rencontrées en mathématiques en Terminale STL 

- Biotechnologies. 

Soit a un nombre réel appartenant à l'intervalle I sur lequel fest définie. 

Alors : lim f(x)=f(a). 
X— q 

Énoncés usuels sur les limites 

Dans ce qui suit, & peut être remplacé par un nombre fixé a, ou les symboles - et + ce. 

. Somme de deux fonctions 

Si lim u(x) = L + oo 2 
X— & 

et lim v(x)= | + oo — Co + co — co — 00 

X— 

alors lim [u(x)+v(x)]= L+L' De ee he ? = 
X—®œ 

? signifie que l’on ne peut pas conclure directement. 

* Produit d’une fonction par une constante non nulle 

Si lim U(X)= JE + co — co 
X— œ 

alors lim ku(x) = KL # 00 # 00 
X—œ 

* correspond soit à + c, soit à — c, Le signe + ou — s'obtient de façon évidente dans chaque exemple. 

+ Produit de deux fonctions 

Si lim u(x)= L L40 0 + 00 OÙ — © 
X—@ 

et lim v(x)= 1e + co OÙ — © + co OÙ — © + co OÙ — © 

X— œ 

alors lim [u(x)xv(x)]= LL ? Ve 
X— 

* correspond soit à +, soit à — . Le signe + ou — s'obtient de façon évidente dans chaque exemple. 
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.e Inverse d’une fonction 

Si lim u(x) = 20 0 + co OÙ — © 
X— a 

alors lim UE E Voir théorèmes 1 et 2 0 
x au(x) /L 

Théorème 1 : 

Si lim u(x) = 0 et si, au voisinage de oi, on a u(x) > 0, alors: lim ——=+0e, 
x à x a U(X) 

Théorème 2 
; 1 

Si lim u(x)= 0 et si, au voisinage de ©, on a u(x) < 0, qe im ==0 
x È x— u(x) 

Fonctions polynômes et rationnelles au voisinage de + - ou - 
+ Au voisinage de + ou de — , une fonction polynôme a même limite que sa fonction monôme 
de plus haut degré. 

+ Au voisinage de + ou de — , une fonction rationnelle a même limite que le quotient des 
fonctions monômes de plus haut degré de son numérateur et de son dénominateur. 

Asymptotes 

. Asymptote verticale 

Soit f une fonction telle que lim f(x) =+° ou lim f(x) =-0e. 
X=— q X— q 

La droite À d'équation x = a est une asymptote verticale de 
la courbe représentative € de f. 

- Asymptote horizontale 

Soit f une fonction telle que lim f(x)=Lou lim f(x)=L. 
X— —c0 X— +co 

La droite À d'équation y = L'est une asymptote horizontale 
de la courbe représentative @ de f. 

. Asymptote oblique 

Soit f une fonction définie sur I=]A,+c[ (ou 1=]- c, A[) par 

f(x) = ax + b + g(x) avec lim g(x)=0 (ou lim g(x)= 0). 
X— +00 X— —c0 

La droite A d'équation y = ax + b est une asymptote oblique 
de la courbe représentative 6 de f (en + ou — ce), 

Figure 15 
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(3) Compléments sur les dérivées 
et primitives 

Rappels de la classe de Première 

Dérivées des fonctions usuelles 

(D) f(x) Intervalle de validité 

k 0 ]- 00, + o[ 

x 1 ]- 0, + œl 

mx +p m ]- 00, + col 

x'(n e NX) hrs ]- 00, + oo 

1 1 
5 DT ]- co, OT ou 10, + co[ 

x x? 

sin x cos x R 

cos x = Sin x R 

sin (@t +) @ cos (œt + 4) R 

cos (œt + @) — @ sin (œt + @) R 

Opérations sur les fonctions dérivables 

(u+v) =u'+v' (HPY=ouUu 

1 1 VA X 

(ku) =ku', où k est une constante réelle. Û per v(x) # 0 pour tout x de I. 

uY uUv-uv' . 
(uv) =u'v+uv' Û _ , où v(x) 4 0 pour tout x de I. 

V v? 

Construire une tangente à la courbe représentative 

d'une fonction fen un de ses points A, d'abscisse x, 

À partir du point donné A(x,, yA) où y A = f(x), on obtient un deuxième 

point B de la tangente À en ajoutant 1 à l'abscisse de A et f'(x,) à l'ordon- 

née de A : xg =Xa + 1 et 8 = Ya + FOX). 

Équation de la tangente à la courbe représentative d'une fonction f, 

dérivable en a, au point d'abscisse a 

y=f'(a)(x- a) + f(a). 

sens de variation d’une fonction 

. Sifest dérivable sur l'intervalle I et si la dérivée f' est nulle sur I, alors f est constante sur I. 

. Sif est dérivable sur l'intervalle I et si la dérivée f” est positive sur I, alors f est croissante sur I. 

. Si f est dérivable sur l'intervalle I et si la dérivée f' est négative sur I, alors f est décroissante sur I. 
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Compléments sur la dérivation 

f(x) =[u(x)}", n entier relatif non nul f'(x) = nu'(x) [u(x)]! 

Cas particulier : n =- 1 

Primitives d’une fonction sur un intervalle 

Primitives des fonctions usuelles 
& 

F donne la forme générale des primitives sur un intervalle I de la fonction f. C est une constante 

réelle quelconque. 

f(x) F(x) Intervalle de validité 

f() =a F(x) = ax+C R 

f(x) =x FL= TX + C R 

HLA=XE ' 
1 : 

n entier non nul positif EU = NE re “ % 
= n+1 .<sin<0,]-c,0[ ou ]0,+o 

ou négatif (n #1) 

f09= 2 crosses ]- >, O[ ou ]0,+cl 
x x 

f(x) = cos x F(x) = sin x + C R 

f(x) = sin x F(x) =- cos x +C 

f(t)= sin (ot +) F(D=-— cos (œot+@p)+C R 

f(t) = cos (ot +) F(D=— sin (ot + @) + C R 

Primitives de fonctions de la forme u’u” 

Dans ce qui suit, Cest une constante réelle quelconque. 

fest définie sur I par: Les primitives F de fsont définies sur I par : 

f(x) = u'(x)[u(x)]" 
trs n+1 FE nas +C 

Cas particulier : n =- 2: 

ni es ( & | 
TUCOP un 
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Qronctions logarithmes 
Définition 

La fonction logarithme népérien, notée In, est la primitive de x+>— sur ]0, + «[ qui prend la 

valeur 0 pour x= 1. ü 

Relation fonctionnelle 

Pour tous nombres réels strictement positifs a, b, pour tout nombre entier relatif n, 

*Inab=ina+lnb: 

1 
-In—=-Ina; Inl=ina-inb; 

a b 

-Ina”=nlna:; InVa==ina. 

Limites 

-liminx=-0 ; liminx=+0 ; 
x—0 X—3+00 

. Inx 
. lim = 0. 
X—+> X" 

. . Inx 
Pour tout nombre entier naturel non nul n, lim ——= 0. 

X—H+o x" 

Variations - Courbe représentative 

X 

Signe de In’(x +. 
x 

Variations de In 

Le nombre e à 

-eest le nombre réel défini par : In e = 1 (e = 2,718). 

- Pour tout nombre entier relatif n:Ine"=n. 

Dérivée de In u 

Soit u une fonction dérivable et strictement positive sur un intervalle I. 

+ : u'(x 
La fonction f définie sur I par f(x) = In(u(x)) est dérivable sur I et f’(x)= 1. 

u(x) 

e .,,° u” 

Primitives de Fi 

Soit u une fonction dérivable sur un intervalle I telle que pour tout élément x de I, u(x) > 0. 

Les primitives de la fonction f définie sur I par f(x)= De 
sont définies sur I par: 

F{(x) = Inf[u(x)] + € où Cest une constante réelle. 

Fonction logarithme décimal 

La fonction logarithme décimal est la fonction notée log définie sur 10, + c[ par log x = 
n 
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@ Fonctions exponentielles 

Définition de la fonction x: exp(x) 

. La fonction exponentielle, notée exp, est la fonction qui a tout nombre réel x associe le 

nombre strictement positif unique y tel que x = In(y). . 

-Pourtoutx de R, exp:xt+ y = exp(x) si et seulement si x = In(y). 

Notation e* 

* Pour tout nombre réel x, exp x = e*. 

* Pour tout nombre réel x, In(e*) = x. 

+ Pour tout nombre réel a > 0, e"{4) = a. U 

Relation fonctionnelle 

Pour tous nombres réels a et b, 

. e1*b = et x el; 

1 ef 
et=— et et=—; 

et et 

- Pour tout nombre réel a et tout nombre entier relatif n, (e°)” = e”2. 

Dérivée 

Si pour tout x de R, f(x) = e* alors f’(x) = e*. 

Limites en - et en + 
lim e*=0 et lim e*=+0. 
X— -00 X—+00 

Tableau de variation et courbe représentative 

X — Co + oo 

f(x) = e* + 

FH0= EX : 

Pour tout nombre réel x, e* > 0. 

Dérivée de e” 

Si u est une fonction dérivable sur un intervalle I, alors la fonction e! est dérivable sur I et : (e“)’ 

=u'e". 

Primitives de u'e” 

Si sur un intervalle I une fonction f est telle que f(x) = u’(x)e“" alors les primitives F de fsurl 
sont définies par F(x) = e“"* + C (C étant une constante réelle quelconque). 
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Autres limites 

n est un entier naturel. 

. Inx e* 
lim ——=0; lim ——=+0, 
X—+e x" X—+00 X! 

Fonction exponentielle de base 10 
La fonction définie sur R par : 

x 10*= e*ln10 est appelée fonction exponentielle de base 10. 

Fonctions puissances 

Soit &« un nombre réel strictement positif. 

On appelle fonction « puissance à » la fonction f, définie sur 10, + cf par : 

ÉUENR ER 

Q intégration 

Principaux résultats sur les primitives (rappels) 
Les résultats suivants ont été énoncés aux chapitres 3, 4 et 5. 

+ Primitives des fonctions usuelles 

Dans ce qui suit, Cest une constante réelle quelconque. 

di f ee 
f est définie par es FRÈRE . de Intervalle de validité 

sont définies par 

f(x) = a F(x) = ax +C ]- ©, +oo[ 

f(x)= x FLO= D +C ]- 0, + co 

f(x) = x”? Me. -sin>O0:R 

(GIE = ao lee Loto (n4-1) +1 

{sil FLO=-+C ]J-c,0[ ou ]0,+c 

F(x)=Inx+cC ]0,+ of AI 

f(x)= e* F(x)=e* +C ]- 00, + co 

f(x) = sin (ax +b) F9 = cos (ax +b)+C ]- co, + oo[ 

]- 0, + co[ FLO enr blec 
a 

f(x) = cos (ax +b) 
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+ Primitives des fonctions composées 

Dans les formules suivantes, u est une fonction dérivable sur un intervalle I, et C une constante 

réelle quelconque. 

f est définie sur un intervalle I par Les primitives F de f sont définies sur I par 

f(x)=u’(x)Iu(x)l FO = pop LC 

ne Z*-{-1} n+1 

u'(x) 1 
9 US F(x)=-——+c 
Gr ut) 

u'(x) 
“is L FH9=In[u0)1+C u(x) 

où u(x) est strictement positif sur I. 

f(x) =u’(x)e" F(x)= et) +C 

Conséquence 

f(x) = ex 

où k est constante réelle quelconque F(x)= at +C 

non nulle 

Intégrale d'une fonction continue et positive 
+ Soit fune fonction continue et positive sur un intervalle [a, b], et F une primitive de fsur [a, b]. 

On appelle intégrale de a à b de fle nombre réel : F(b) — F(a). 

On note: [f(x)dx = F(b)-F(a). 
+ On lit : «somme de a à b de f(x)dx ». 

+ On écrit aussi : [fo dx =[FCÉ: 

Calculs d’aire 

Soit fune fonction dérivable et positive sur un intervalle 
[a, b]. L'aire 4, en unités d'aire, de la partie du plan, 
ensemble des points M de coordonnées x et y telles 
que : 

a<x<b et O<y<f(x), 

est : 4 = [’fodx. 

- Aire limitée par deux courbes 

Soient f et g deux fonctions dérivables et positives sur 

[a, b] telles que pour tout x de [a, b], f(x) < g(x). 

L'aire, en unités d’aire, de la partie du plan limitée par 
les courbes représentatives de f et g et les deux droites 
d'équations respectives x = a et x = b est: 

4= [gtx fax. 
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_@Qéquations différentielles 
Équation différentielle : y’ + ay = 0 

Les solutions de l'équation différentielle y’ + ay = 0 (c'est-à-dire y’ = - ay) sont les fonctions défi- 
nies sur R par : 

X+ ke”**, où k est une constante réelle quelconque. 

Équation différentielle : y’ + ay= b 
Les solutions de l'équation différentielle y’ + ay = b sont les fonctions définies sur R par : 

(dues 
X+- ke-* hs où k est une constante réelle quelconque. 

© Probabilités et statistique 

Probabilités d'événements A, B 

+ P(AUB)=P(A)+P(B)-P(A NB). 

+ Événement contraire : P(A)=1-P(A). En particulier P(@) = 0. 

+ SiANB = (événements disjoints ou incompatibles), alors 
P(A LB) = P(A) + P(B). 

Épreuve de Bernoulli 
Une épreuve de Bernoulli de paramètre p (nombre réel compris entre 0 et 1) est une épreuve 
aléatoire comportant deux issues : 

a S : succès 

1-p E:échec 

Loi binomiale 

« La loi binomiale de paramètres n et p, notée (n, p}, est la loi de la variable aléatoire X qui 
donne le nombre de succès dans la répétition, de façon identique et indépendante, de n 
épreuves Bernoulli de paramètre p. 

. En STI2D-STL, on utilise une calculatrice ou un logiciel pour calculer directement P(X = k) 

ou P(X = k). 

+. L'espérance de X est : E(X)=np. 

. La variance de X est : V(X) = np(1 -p). 

. L'écart type de X est :o{(X)=./npl1-p). 
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Loi uniforme sur [a, b] . 

+ La fonction de densité fest définie sur [a, b] par f(x)= ra 

. Soit X une variable aléatoire suivant la loi uniforme sur [a, b]. 

Pour tout [x,, x] inclus dans [a, b], P(X elx;, x, 1) = Fo 9 

+ L'espérance de X est eLo= Te. 

(b-a} 
. La variance de Xest V(X)= + 

Loi exponentielle 
+ La fonction de densité fest définie sur [O, + c[ par f(t)=ke }t où À > O. 

. Soit X une variable aléatoire suivant la loi exponentielle de paramètre À. 

Pour tout [x,, x,] inclus dans [0,+ cf, P(X e[x;, x,1)= [he dt. 

En particulier, pour tout x z 0, P(X <x)= [ae dt. 

1 
+. L'espérance de X est E(X)=— rh 

Loi normale 

. Soit X une variable aléatoire suivant la loi normale N (1, 6) de fonction de densité f. 

Les valeurs numériques de a, b et x étant données, on obtient les valeurs numériques de 
P(a< X <b) ou P(X < x) en utilisant une calculatrice ou un tableur et en remarquant, si néces- 

saire, que P(a<X<b)=P(X <b)-P(X < a). 

. Si la variable aléatoire suit la loi normale N{u, 6), 

P(X Elu - 6, 1 + 61) = 0,68 ; 

P(X Elu - 20, u + 201) = 0,95; 

P(X el - 36, + 30]) = 0,997. 

Approximation d’une loi binomiale par une loi normale 
Si nest « grand » et si p n'est « ni trop voisin de 0 ni trop voisin de 1 », alors la loi binomiale 
%(n, p) admet pour approximation la loi normale N'(1, 6) de même espérance et de même 
écart type : 

u=np et o=./np(1-p). 
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Intervalle de fluctuation, à environ 95 %, d'une fréquence avec une loi 
binomiale 

L'intervalle de fluctuation à 95 % d’une fréquence correspondant à la réalisation, sur un 

échantillon aléatoire de taille n, d'une variable aléatoire X de loi binomiale, est l'intervalle à 

défini par : 

*- a est le plus petit entier tel que P(X < a) > 0,025 : 

+ best le plus petit entier tel que P(X < b) > 0,975. 

Intervalle de fluctuation asymptotique à environ 95 % d'une fréquence avec 
la loi normale 

L'intervalle de fluctuation asymptotique à environ 95 % d'une fréquence obtenue sur un 

& [p(1=p) > ein 
n n 

échantillon de taille n est 15 P+1,9 où p est la proportion connue 

dans la population. 

Prise de décision à l’aide d'un intervalle de fluctuation lié à la loi binomiale ou 
d'un intervalle de fluctuation asymptotique lié à la loi normale 

Méthode : 

+ Repérer dans l'énoncé l'hypothèse faite sur une proportion ou une fréquence dans la popula- 
tion. 

+ Chercher l'intervalle de fluctuation correspondant, à environ 95 %, de la fréquence des échan- 
tillons aléatoires de taille n. 

+ Énoncer la règle de décision : 
si la fréquence observée f appartient à l'intervalle de fluctuation considéré au seuil de 95 %, on 
accepte l'hypothèse selon laquelle la proportion est p dans la population ; sinon, on rejette 
l'hypothèse selon laquelle cette proportion vaut p. 

- Appliquer la règle de décision. 

Intervalle de confiance d’une proportion 

L'intervalle 196 | AS, 11+1,96, pa où f est une fréquence obtenue sur un échan- 
n n 

tillon de taille n, est un intervalle de confiance, au niveau de confiance 95 %, pour la propor- 
tion p dans la population. 

Comparaison de deux proportions à l’aide d'intervalles de confiance 

La différence entre les deux fréquences observées f, et f, est considérée comme significa- 

tive quand les intervalles de confiance à 95 % I, et I, sont disjoints. 

On juge alors que les deux proportions p, et p, sont différentes (avec un petit risque d’er- 

reur). 

Dans le cas contraire, on juge que les deux proportions p, et p, sont égales (avec un petit 

risque d’erreur). 
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Les pages 
calculatrices 

Eos MaenitEint insultes. 2.4 À 48 nest ef as 
On étudie la suite Ploti Plot Flots On règle la table par 

géométrique (u,) de aMinel [2nd]|[ TBLSET 
: 6 sun). 0S*xutn-1 = 

premier terme u, = 100 | ou déf table]. 
et de raison q = 1,05. pi cr 

Dans [MODE] choisi | vénMind= On obtient les valeurs Dans [MODE] choisir out nus : 

Seq (au lieu de Func) e la suite en faisant 

ou Suit (au lieu de Fct). [2nd)[TABLE)|. 

Pour éditer la suite, taper sur [Y=| ou [f(x)] 
Pour compléter selon l'image ci-contre, taper n en utilisant 

la touche 

et taper u par[2nd]7. 

RER NT NL 2 8-1 Représentationigraphiatele9) RE 
+ Graphique 1 (n en abscisse et u, en ordonnée) : W=L0uG-D 

Régler la fenêtre par ou [fenêtre], 
Dans choisir Dot ou NonRelié. 
Dans [2nd) ou choisir Time 
ou f(n). : 

Faire ou puis ou [trace| 
+ Graphique 2 (u, en abscisse et u,,, en ordonnée): 

Régler la fenêtre par|WINDOW] ou [fenêtrel 
Dans ou choisir Web ou Esc. 
Faire ou puis [>] pour obtenir les escaliers. 

Fan Ra Ten Fes HE D 'Édiontinefonontié oem TUE 
On considère la fonction f définie sur R par Floti Floté Plotz 

f(x) = 3x5 — 14x2 + 7x +4, 

Pour éditer une fonction, faire [Y=]ou [f(9] puis, à la ligne Y,, 
entrer l'expression de la fonction. 
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Pour régler la table, faire [2nd CE jou — table] puis entrer dans TbiStart ou DébTable la première valeur de x et 
dans ATbl où PasTable le pas entre chaque valeur de x. 
Faire pour obtenir le tableau. 

Auto 

Pour calculer une valeur particulière, f(2) par exemple, on peut accéder à Y, par [VARS] Y-VARS puis choix 1 : Functions.… puis 
saisir Y,(2). 

On peut également régler [2nd]| TBLSET | en Indpnt : Ask ou [2ndel[déf table] en Valeurs : Dem. 

Mer: PEL EE Courbe : raies 7h: Dingue 
; Lee. 

Pour régler la fenêtre, faire MIRE ou [fenêtre] puis entrer 

Xmin et Xmax selon le domaine d'étude. 

Xscl ou Xgrad correspond au pas de graduation de l'axe. 

Pour les choix de Ymin et Ymax, voir éventuellement la table. 

Faire ou pour le tracé. 

Pour parcourir la courbe, faire TRACE] ou {trace| puis [x] ou» | 

Pour zoomer, faire[ZOOM| puis 1:ZBox ou 1:Zboîte 
puis se déplacer par [| ou be] et valider les coins, 

ou 2:Zoom In ou 2:Zoom+ pour se rapprocher 

ou 3:Zoom Out ou 3:Zoom- pour s'éloigner autour du curseur. 

Ki EU" Bass re 

ER 
LÉ R D : 

+ Sur TI 82-83: Pour l'expression de la dérivée, entrer par F3 Calc 

Une valeur approchée de f’(2) s'obtient par d(- 2x2 + 20x - 18 — 16In(x), x). 

8:nDeriv(Y;, X, 2) 

ou 8:nbreDérivé(Y,, X, 1) é 

avec accès à Y, par 

hDerivéV13:%322 
5. 9999995334 

TanSent<Y1:208 

Pour la dérivée seconde, 

d(- 2x? + 20x — 18 — 16In(x), x, 2). 

À partir du graphe, le tracé et une équation de la tangente 

Un tracé de la tangente au point d'abscisse 2 peut s'obtenir s'obtient par F5 Math puis A:Tangent. 

par 2nd|DRAW 5:Tangent(Y,, 2) RETRO AE ALL D 
ou [2nde 5:Tangente(Y, 2). etre Se 

Sn U es. 3999196x 5. 9901 94 

Pour calculer une limite, 

par exemple la limite de f(x) en + +, on peut faire, par 

F3 3 :limit(f(x),x,) 
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+ SurTI82-83: 

Pour une valeur approchée de frcodx entrer 

9:fnint(Y;, X, 1, 6.5), 

ou fnint(- 2X2 + 20X - 18 = 161n(X), X, 1, 6.5)) 
ou intégrFonct (- 2X2 + 20X - 18 — 161n(X), X, 1, 6.5) ) 

L à 2 Led + L e 

+ Edition des données : 

Effacement des listes par 4:CirList Lil 
ou 4:EffListe [entrer L., L, 
(on obtient L, et L, par[2ndjou au clavier). 
Saisie des données par 

EDIT] 1: Edit ou 1:Edite.… 

On entre les valeurs x; en colonne L1 et les effectifs n,en colonne L2. 

+ Calculs statistiques : 

Obtention des résultats par STAT|CALC\1:1-Var Stats ENTER L,, L, 

ou 1:Stats 1-Var[entrerL,, L.. 

ni TESTS 
ar Stats 

Lena Stats 
ile d-Med 
:LinRe9(ax+b 
QuadReg 

sCubickReg 
r+ouartReg 

La moyenne correspond à x et l'écart type à ox. 

Calcul intégral 

mere me Sa “a ee ; E . ne Stats -83P Plus 84Plus Re . 

Ha _ Avec instructions en français enbleu 

-Vsr Stats 

es 2 

T1 
tes ii 

se 

_ 

Sen sa 
us 

FES RES 6. É 

‘. ee 

e 
vonge pi = oo. 

te 
ARE 
“  . _.. 

6,5 

Pour une valeur exacte de [ f(x)dx entrer (en MODE 

APPROX ou EXACT), par F3 Calc, 

Ï (- 2x2 + 20x - 18 - 16in(x), x, 1, 6.5). 

LE RE | 
fe S Fcax 

[5 FCOax 

Sans entrer les bornes, on obtient une primitive de f. 

Statistiques à une variable à 

Lè(?) =3 

i-VUar Stats 
=5ÿ 

G 
PR i4G 

La médiane est donnée par Med ou Médet les quartiles par Q1 et Q3 (attention, les quartiles sont parfois l'objet d'interpolations). 

. Boîte à moustaches : 

Régler l'échelle en abscisse par |WINDOW 

ou fenêtre} 
Faire [2nd)|STAT PLOT] ou 
puis activer Ploti en choisissant On ou 5:GraphOn ; 

sélectionner le second type de boîtes 

et les listes L1 et L2. 

Faire ou pour l'affichage. 

ATEN Plotè Plotz 
nn Off 

reasLa 

La boîte est tracée sur l'intervalle interquartile et les moustaches correspondent aux valeurs extrêmes. 
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+ Edition des données : 

Statistiques à deux variables 

Effacement des listes par 4:CirList LL 
ou 4:EffListe EP Es 
Saisie des données par 

[EDIT|1: Eaït ou 1:Edite… 
On entre les valeurs x; en colonne L1 et les valeurs y, en colonne L2. 

+ Ajustement linéaire selon les moindres carrés : 
Obtention des résultats par [STAT|(CALC 4:LinReg(ax+b) [ENTER] L,, L, 

ou 4:Réglin(ax+b) [entrer], 

Simulation 

Pour simuler le tirage au hasard d'un nombre décimal de l'intervalle [0, 1[ faire : 

PRB rand puis 

ou PRB NbrAléat puis [entrer] 

Pour simuler le lancer d'un dé équilibré faire : 

int(6*rand+1) ou ent(6*NbAléat+1) 

On obtient int par [MATH] NUM ou ent par NUM. 

On accède au menu des distributions de probabilités par |2nd||DISTR| ou Distrib| en français. 

Supposons que X suive la loi binomiale B(50 ; 0,1). 

- Pour calculer P(X= 2) : 

binompdf(50,0.1,2) 

ou binomFdp(50,0.1,2) 

- Pour calculer P(X< 2): 

binomcdf(50,0.1,2) 

ou binomFRép(50,0.1,2) 

Le 

Supposons que X suive la loi normale de paramètres 1 = 5 et 6 = 2 et que T suive la loi normale centrée réduite. 

- Pour calculer P(3 <X< 7): 

normalcdf(3,7,5,2) ou normalFRép(3,7,5,2) 

- Pour calculer P(X < 3) : 

normalcdf(-1E99 , 3,5 ,2) 

ou normalFRép(-1E99,3,5,2) 

- Pour calculer a tel que P(X< a) = 0,05 : 

invNorm(0.05 , 5 , 2) 

ou FracNormale(0.05,5,2) 

- Pour calculer P(T < 0,5): 

normalcdf(-1E99,0.5) 

ou normalFRép(-1E99,0.5) 

- Pour calculer t tel que P(T < t) = 0,95 : 

invNorm(0.95) ou FracNormale(0.95) 

Loi binomiale 

MURS LE PAR: 

PC 
:binonF dr < 
binomFRér( 
Poisson dr ( 
:POissOonFRér( 
: SéomtF dr < 

Loi normale 

normalFRér(3; 7:59 

À 6826894899 
hnormalFRér(-1e99 
2 ? 2 D 

. 1586992996 

hornalFRéré-1e99 

"TT 6914624678 
FracNormale(g.95 

1.644853626 

normalcdf (3: 73:53 
2) 

.: 6826894899 
normalcdf<-1e99; 

) 
. 1586552596 

29 

.6914624678 
invNormé,. sg 

1.644853626 
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= UE LT SR PR ee - Rp me ue 1 mb È TE DE 
CARE SN FES ' CERN EGRSEZ | Créer un nouveau programme 

On crée un nouveau programme par [prgm| NEW ou NOUV. 

On entre le nom du nouveau programme, 

+ Pour entrer If, Then, Else, For, While, 

faire |prgm]CTL (menu de contrôle). 
* Pour entrer Input, Disp, 

faire [prgm] 1/0 ou E/S (menu d'entrées/sorties). 

« Pour entrer la flèche d'affectation d’une valeur, utiliser la touche STO du clavier. 

+ Pour entrer les tests d'égalité ou d'inégalité, faire 2nde math TEST. 

S:Disr Si? 
4: AffGrarh ds:> 
S:AffTable S:< 
6: Outruté 6: < 
r+codeTouché 

Sortir du mode programmation par QUIT ou quitter (2nde mode). 

PR Le EE Ml D Se Te Er at CR 
LRTRANS Le es mr LA Ÿ 17 texécuterunprogrämmes SES OR OIESNTANES 

On exécute un programme par [prgm] puis entrer le numéro du programme. 

a 7 » ma à DA Da FF SECIETMRENTESErEE 
MURAL ITTETES, LS El + » Éditiondunesuie : FS TE CES MN 

On étudie la suite géométrique (u,) de premier terme u, = 100 

et de raison q = 1,05. 

Se placer dans le [RECUR| 
Appuyer sur TYPE puis a... pour entrer la formule de récurrence 

comme sur l'écran ci-contre. | 
EP CS D GET RD [rAëL 

D 
Pour obtenir les valeurs des termes de la suite, 

appuyer sur RANG. 

Compléter comme ci-contre puis faire TABL. 

net âne: 

(:] 
[For TS [UES K-CoNfGPLT 

NET NSP PET TERME F'Réprésentatôon gap ie EE a 
Régler la fenêtre par SHIFT |V-Window!|. | 

Graphique 1 (n en abscisse et u,, en ordonnée) : 

À partir de l'écran contenant la table TBL, choisir G.PLT. 

Faire [SHIFT puis se déplacer pour afficher les points. 

Graphique 2 (u, en abscisse et u,,, en ordonnée) : 

À partir de l'écran contenant la table TBL, choisir Web. 

Faire |EXE]| pour obtenir les escaliers. 
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f y 

A 
>. 

Mit. + NET à: gs LS 
(>: EUR MFESTE IT Édition 

Pour éditer une fonction, faire |MENU)|GRAPH]|[EXE] Y= 
puis, à la ligne Y,, entrer l'expression de la fonction. 

_. ms = = = ” _—— 
PE - É : É F : 

+ ni _ 87 Ed 

[MENU/[TABLE]|[EXE| 
Pour régler la table, faire 
puis entrer la première valeur de x dans Start, End _ :6 ee 
la dernière valeur de x dans End sc Mn 
et le pas entre chaque valeur de x dans pitch. 

Faire [TABL] pour obtenir le tableau. 

Pour régler la fenêtre, faire |SHIFT||V-Window 

puis entrer Xmin et max selon le domaine d'étude. 

scale correspond au pas de graduation de l'axe. 

Pour les choix de Ymin et max, voir éventuellement la table. 

TPM ar De : re Re TR D à ne Sn 

W 

Faire [MENU [EXE] puis pour le tracé. 
Pour parcourir la courbe, faire puis[«ouf»| 
Pour zoomer, faire puis BOX, 
se déplacer par/<|ou/>|et valider les coins, ou, 

centré sur le curseur, FACT Xfact 2 Yfact 2 

IN (2 x plus près) ou OUT (2 x plus loin). : px RE 2 57 F2 Le 
CA: = SIO Graph 35+, Gr: ph 65, Graph 8: Lie re Fe TE: A1 ‘E 

Une valeur approchée de f’(1) s'obtient par L'expression de la dérivée est donnée par [MENUALGER ALGBR 

[MENUJIRUNIOPTN||CALC diff 2X2 + 20X - 18 - 161nX, X). 
d/dx (3X13 — 14X2 + 7X + 4, 1). Pour la dérivée seconde, 

diff(- 2X2 + 20X - 18 — 161nX, X, 2). 

Pour une équation de la tangente au point d'abscisse 2 faire 

tanLine(- 2X2 + 20X - 18 - 161nX, X, 2). 

x - née Te) à + 6 

expnretomair fc [501 UE 

DRE SC sera 13 CRTC PARU 

6,5 ; 
Une valeur approchée de [ f(x) dx s'obtient par Pour une valeur exacte de [°° f(x) dx entrer, dans 

[MENU]IRUN[OPTN/[CALC le [MENU MEN ALGBR| 

fax (- 2X2 + 20X — 18 - 161nX, 0, 1) [(- 2X2 + 20X - 18 - 161nX, x, 1, 6.5). | 
Sans entrer les bornes, on obtient une primitive de f. 

(RC 
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Données statistiques à une variable AT RE 

+ Edition des données : 

Effacement des listes par[MENU][STAT|[EXE]|DEL A! 
Sélectionner la colonne puis [YES||EXE|. 

On entre les valeurs x; en colonne List 1 et les effectifs n; en colonne List 2. 

- Calculs statistiques : 

Régler les colonnes par |CALC]|SET| puis : 
1Var X List : List 1 

1 Var Freq : List 2 

(EXE} 
Affichage des résultats par[1-Varl 
La moyenne correspond à x 

et l'écart type à xon. 

La médiane est donnée par Med et les quartiles par Q1 et Q3 

(attention, les quartiles sont parfois l'objet d'interpolations). 

. Boîte à moustaches : L Eroeh ? : MedBox 

Régler l'échelle en abscisse par |SHIFT|\V-Window! RE 

Dans le appuyer sur GRPH puis sur SET 
pour choisir MedBox et indiquer les listes comme ci-contre. 

Faire GPH1 pour obtenir le tracé. 

La boîte est tracée sur l'intervalle interquartile 

et les moustaches correspondent aux valeurs extrêmes. 

Données statistiques à deux variables à . 

- Edition des données : 

Effacement des listes par|MENU]|[STAT|[EXE]|DEL A} Sélectionner la colonne puis [EXE] 
On entre les valeurs x; en colonne List 1 et les valeurs y; en colonne List 2. 

- Ajustement linéaire selon les moindres carrés : 

Régler les colonnes par |CALC]|SET] puis : 

2Var X List : List 1 

2Var Freq : List 2 

2Var Freq : 1  EXE. 

Affichage des résultats par[REG]|X|. 

Simulation 

Pour simuler le tirage au hasard d'un nombre décimal de l'intervalle [O, 1[ faire, 

dans le MENU] RUN : 

[OPTN] PROB Ran# puis [EXE] 
Pour simuler le lancer d'un dé équilibré faire : Int(6*Ran#+1). 

On obtient Int par [OPTN] NUM. 

5 
2 

ESS CES ES TE [RE 
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Le = Loïbinomiale (Graph 65, Graph 85, Graph 100, Classpad) DE 
On accède au menu des distributions de probabilités par [MENU/|STAT][DIST| 
Supposons que X suive la loi binomiale de paramètres n = 50 et p = 0,1. 
- Pour calculer P(X = 2) : 

[BINM][Bpd] Variable 2 50 0.1 
- Pour calculer P(X < 2) : 

Variable 2 50 0.1 

# Loi normale 

Supposons que X suive la loi normale de paramètres uL=5eto=2 et quel suive la loi normale centrée réduite. 
- Pour calculer P(3 < X< 7): Normal EX 0 

oyer 

NORM/|[Ncd}3 7 25 MA. Mob 
* Pour calculer P(X < 3): ee 5 
NORM|[Ncdl - 1E99 325 ue 

+ Pour calculer a tel que P(X < a) = 0,05 : 

_[NORM]{InvN] 0.05 2 5: AONEF SNS 
* Pour calculer P(T < 0,5) : g LÉ + 15 

- Pour calculer t tel que P(T < t) = 0,95 : EX 
NORM ||InvN| 0.05 1 O 

Créer un nouveau programme 

On entre dans le mode de programmation par PRGM. 
On crée un nouveau programme par NEW (F3). 

On entre le nom du nouveau programme. 

- Pour entrer |f, Then, Else, For, While, 

faire (SHIFT VARS). 
- Pour entrer ? D / , 

faire (SHIFT VARS). 
- Pour entrer la flèche d'affectation d'une valeur, utiliser la touche + du clavier. 

- Pour entrer les tests d'égalité ou d'inégalité, faire prgm (SHIFT VARS) REL. 

Sortir du mode programmation par [EXIT| une ou plusieurs fois jusqu'à revenir à l'écran donnant la liste des 

programmes. 
æ Exécuter un programme 

On exécute un programme en allant dans le MENU) PRGM puis en sélectionnant le programme à exécuter, et 

[EXE} (F1). 
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A 

Aire (calculs d’), 179 

Ajustement affine, 221 
Algorithme 

+ pour déterminer un seuil, 15 

+ boucle « Tant que », 16 

+ boucle « Pour », 16 

- avec le tableur, 18 

- et dérivée, 80 

+ instruction « Si alors », 82 

Approximation d'une loi binomiale 

par une loi normale, 277 

Asymptote 

+ horizontale, 49 
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Maxima est un logiciel libre et multi-plateforme. C'est un logiciel de calcul formel qui utilise et 

restitue sous forme d'objets mathématiques (par opposition aux logiciels de calcul numérique 

. qui restituent des valeurs numériques). 

Téléchargement : http://sourceforge.net/projects/maxima/files/ 

L'environnement de travail 

Le lancement du logiciel fait apparaître la fenêtre suivante. 

Vous pouvez utiliser Maxima en cliquant sur les menus déroulants et vous êtes guidés par des 

fenêtres assistants. 

Vous pouvez aussi l'utiliser en ligne de commande en appuyant F5 pour faire apparaître une 

nouvelle commande. Une ligne de commande se termine par un point-virgule. Le résultat est 

restitué avec Ctrl+Entrée. 

Attention, il ne doit pas y avoir d'interprétation d'opération par le logiciel : vous devez tout 

écrire. L'expression X°-4X+3 s'écrit XA2-4*X+3. 

Expressions littérales 

Factor(E(X)) ; factorise l'expression littérale. 

Expand(E(X) ; développe l'expression littérale. 

Display(E(X)) ; simplifie l'expression littérale. 

($il) factor (X°2-4*X+3) ; 

($o1) (X-3)(X-1) 

Calcul avec des racines carrées 
$i4) algebraic:true; 

Il faut commencer par entrer algebraic:true; puis f ct ss tré 
& 

($04) true 

ensuite ratsimp(x); 

ratsimp((1+sqrt(5))/(1-sart(5)); donne l'écriture (#i5) ratsimp((1+sqrt (5))/(1-sqrt(S))); 

affichée ci-contre. (405) _\5+3 
2 

Équations et systèmes S 

On définit l'équation Eq en X par Eq:X12+3*X+2=2*X+1. 

Eq+5; renvoie Eq en rajoutant 5 dans les deux membres. 

Eq-3*X; renvoie Eq en enlevant 3X dans les deux membres. 

solve(Eq,X); résout Eq suivant la variable X. 

linsolve([E1,E2,E3],[xy,z]); renvoie les solutions du système d'équations linéaires. 

Valeurs approchées à n chiffres (#i2) fpprec:20; 
(%o2) 20 

Définir n par fpprec:20; 

Valeur approchée avec bfloat(%pi); (#i3) bfloat ($pi); 
(303) 3.1415926535897932385b0 

Les nombres complexes 

On note z un nombre complexe. z:a+%i*b donne la valeur a+ib àz. 

cabs(z); renvoie le module de z. carg(z); renvoie l'argument de z. rectform(z); renvoie la forme 

algébrique de z et polarform(z); renvoie la forme exponentielle de z. > 



Les fonctions, dérivées, limites, primitives et intégrales 
-define(f(x),;expression); définit f() par son expression en fonction de x. 

diff(f(0),x); renvoie la fonction dérivée de f en x. 

limit(f(x),x,a); renvoie la limite de f(x) quand x tend vers a. 

integrate(f(x),x); renvoie une primitive de f. 

integrate(f(x),x,a,b); calcule l'intégrale de f de a à b. 

Les équations différentielles 

ode2(‘diff(y,x)+a*y=b,y,x); renvoie l' ‘ensemble des solutions de l'équation différentielle 

y’ + ay = b (attention à ne pas oublier le‘ dans ‘diff). 

ic1(%,x=0,y=c); renvoie la solution particulière de l'équation précédente pour la condition y(0) = 

ode2(‘diff(y,x,2)-+A*y=0,y,x); renvoie l’ensemble des solutions de l'équation différentielle y” + Ay = 0. 

ic2(f(x),x=0,y=a,/diff(y,x)=b); renvoie la solution particulière de l'équation précédente vérifiant les 

conditions initiales y(0) = a et y'(0) = b. 

Scilab 

Scilab est un logiciel libre de calcul scientifique qui dispose d'un module complémentaire appelé 

«Module Lycée ». 

Téléchargement : http://www.scilab.org/education/lycee/installation 

Pour écrire un programme 

Ouvrir le logiciel. La Console FPÉSRL à l'écran. 

| Consale Scilab 

Dans le menu Applications, cliquer sur Editeur. 

L'éditeur s'affiche : y entrer le programme en le tapant au clavier = lignes de commandes sont 

numérotées). 

—————————————— | 
CBIQ8ISls61X 00|e& 

| TPTICES Bsce - Éditeur de texte de Scilab 

1 

2 

3 

4 

5 

6 

7 

8 

y=0.00037*x"2 

endfunction 

x=0 

while f(x)<45 

x=x+1 

end 

disp("x = "+string({x)) 

Pour exécuter le programme 

Dans le menu Fichier de l'Editeur, choisir Enregistrer. Dans le menu Exécuter de l'Editeur, cliquer sur 

Exécuter dans Scilab. Le programme est lancé dans la Console. 
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Algobox 

Algobox est un logiciel libre et multi-plateforme d'aide à l'élaboration et à l'exécution d’algorithmes. 

Téléchargement : http://www.xmimath.net/algobox 

On peut aussi y entrer une fonction numérique et tracer des points et des segments dans un repère. 

Pour entrer les commandes 

Cliquer sur le bouton Ë re 

l'écran. Une boîte de dialogue s'ouvre qu'il suffit de remplir : 

En cliquant sur le bouton Ajouter LIRE variable, une boîte 

de dialogue s'affiche. Elle permet de choisir, parmi les 

variables que l’on aura déclarées au début de l'algorithme, 

le nom de celle que l’on souhaite demander à l'utilisateur. 

Dessiner dans un repère 
En cliquant sur l'onglet Dessiner dans un repère, est 

possible de tracer un point ou un segment. 

Utiliser une fonction numérique 
Cet onglet permet de définir une fonction. 

Pour tester l'algorithme et l’exécuter 

Cliquer sur le bouton + puis dans la fenêtre suivante sur £ 

Une fonctionnalité bien utile : tester pas à pas l'algorithme ! 

Avant de lancer l'algorithme, cocher [F] Mode pas à pas | : logiciel met en couleur la ligne exécutée et affiche l'état 

des variables (n, x1, y1, x2, y2 et m ci-dessous) au fur et à mesure de l'exécution. On passe à la ligne suivante par 

D Continuer ]. 
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