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ARITHMETIQUE

I) Diviseurs et multiples d’un entier relatif :
1) Définition -Exemples :

Définition : Soit a et b deux entiers relatifs, b non nul. On dit que b est un diviseur de a
ou que a est un multiple de b s'il existe un entier relatif k tel que : a = kb.

Notation : b est un diviseur de a ou b divise a se note b |a
Exemples: -3 fpcar 6 =-2x(-3); 2 | -6 car -6 =-3x2
Remarques :

0 est multiple de tout entier relatif : V'n € 7, 0 =0xn.
-1 et 1 sont des diviseurs de tout entier relatif : Vn € Z n =nx1 =(-n) x(-1).

L’ensemble des multiples de a, a €Z¥, est noté aZ :
aZ =A{...... ,-3a,-2a,-a, 0, a, 2a, 3a,.....}

VaeZ* aZ = |a| Z. L'ensemble aZ contient une infinité d’éléments.

Soit aeZ*¥, I'ensemble des diviseurs de a, est noté D (a). D (a) est un ensemble fini non
vide. D (6) ={-6, -3,-2,-1,1, 2, 3, 6}.

2) Propriétés :
Activité 1 : Soit a un entier relatif non nul. Montrer que a divise a et -a.

Activité 2 : Soit a, bet ¢ trois entiers relatifs non nuls tels que a|b et b | c. Montrer que
alc.

Activité 3 : Soit a, b et c trois entiers relatifs non nuls tels que c| a et c| b. Montrer que
pour tous entiers relatifs aet B; c | ca +fb.

Activité 4 : Soit a et b deux entiers relatifs non nuls tels que a|b et b|a.

Montrer que a =b ou a =-b.

Propriétél : Vae Z* alaetal —a.

Exemples:1|1; 313;4|4; 5|5

Propriété 2 : V(a,b,c) €Z*3 (a|bet b|c) = alc (transitivité de la divisibilité)
Exemple : 2|4 et 4|12 d'ou 2| 12

Propriété 3: V(a, b, c) €Z*3 (c|l aetc| b) = V(a,p €22 claa +Bb.

Exemple : 3|6 et 3| 9d'ou 3|6x2 +9x(-7).
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Remarque : Si c| aca +fb alors c ne divise pas forcément a et b. En effet 2| 2x3+4x5 et 2
ne divise ni 3 ni 5.

Propriété 4 : V(a, b) € Z*2 (albetbl|a) = (a=boua =-b).

Exercice d’application : a, b et n sont des entiers relatifs telsa =2n +3, b =3n 4.

a) Montrer que tout diviseur commun de a et b divise 17.

b) En déduire les diviseurs communs de a et b.

II) Division euclidienne :

1) Activité :

a)Ecrire la division euclidienne de 12 par 5.

b) Dans chacun des cas ci-dessous, trouver deux entiers relatifs q et r tels que 0 <r <5;
a) 12=-bg+r ;p -12=5q+r ; j)) -12=-bHg+r.

2) Théoreme -Définition :

Théoréme-définition :VaeZz, YbeZ* F!(q,r) €ZxIN/ a =bq +ret0 < r < |b]|.

Ce systeme représente la division euclidienne de a par b dans Z.

Démonstration :

a) SoitaeZetbelIN*. Ona:a ebZoua £ bZ.
aebZ = FkeZ/a =kb.

aebZ = FkeZ/kb<a< (k+1)b

En résumé de ces deux cas : FkeZ/ kb < a < (k+1)b
kb < a<(k+1)b < k S% <k +1 <k :E(%). Donc k existe et est unique.

kb < a <(k+1)b <0 < a-bk<b. Posons r =a-bk.

Alors il existe un unique couple (k,r) e ZxIN tel que a =bk +r avec 0 < r <b.

b) SoitacZet beZ* alors -b>0. Posons b” =—balorsb’e IN*et |b| = b =Db".
aeZet b’ eIN* alors d’apres le résultat précédent, vu en a),3!(k,r) € ZxIN /

a=kb +ravec0 < r<b’
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a=(%k)(-b) +ravec) < r<|b]|
a=k'b+ravec0<r<|b|,;aveck’=—k
Donc F!(k',r) e(ZxIN) /a = k'b +ravec 0 < r < |b|
Exemples : La division euclidienne de 15 par —4 est : 15 = 4(-3) +3.
La division euclidienne de 15 par —6 est : 15 = -2(-6) +3.
La division euclidienne de —15 par —6 est : =15 = —6 x 3 +3.
La division euclidienne de —15 par 8 ou par 2 est : =15 =2 x 8 +1.

Contre-exemples : 15 = —6(-3)-3; 15 =-2(+4) +7
Remarque : Dans la division euclidienne de a par b le quotient est E ( % ).

IIT) Nombres premiers :

1) Activité :

Parmi les nombres suivants, lesquels sont des nombres premiers ?
1;2,;73;84; 91.

2) Définition -Exemples :

Définition : Soit p un entier relatif distinct de 1 et —1. On dit que p est un nombre
premier s'il a seulement quatre diviseurs : 1; -1 ; p et —p.

Exemples: —17; 13.

Remarque : 0, 1; —1 ne sont pas des nombres premiers.

NB : Dans la suite, on se limitera aux entiers naturels.

3) Propriétés :

Propriété 1 : Tout entier naturel distinct de 1 admet au moins un diviseur premier.

Démonstration :

Tout nombre premier est divisible par lui-méme donc il admet un diviseur premier.

Tout entier naturel non nul divise 0, en particulier les nombres premiers.
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Soit a un entier naturel non premier, distinct de 0 et 1. Soit p le plus petit diviseur de a
différent de 1. Supposons que p est non premier. Alors p admet un diviseur d, d <petp =
kd, k eIN*,

pla=3InelN /a=np d'ou a=nkd =(nk)d;

On en déduit que d|a et d <p, ce qui est en contradiction avec I'hypothese : « p plus petit
diviseur de a ». Donc p est premier.

Conséquence : Tout nombre non premier différent de 1 est multiple d’un nombre premier.

Propriété 2 : Tout entier naturel n, non premier différent de 0 et de 1, admet au

moins un diviseur premier p tel que p<in.
Démonstration : Soit p le plus petit diviseur premier de n.

pln = 3FqeIN /n =pq,; psq carq est diviseur de n et p est le plus petit diviseur de n,
premier.

psq=p’spqepisn
Donc p < Jn.
Application : Reconnaissance d’un nombre premier :

Montrons que 131 est un nombre premier.

11< 113 <12.

11 suffit d’effectuer les divisions successives de 113 par les nombres premiers inférieurs ou
égaux a 11.

2, 3 et 5 ne divisent pas 113.

131 =7x18 +5; 113 =11x11 +10

113 n'a pas de diviseurs premiers p tels que p< ~113. Donc 113 est un nombre premier.

3) Décomposition en produit de facteurs premiers :
Théoreme (admis) : Tout entier naturel n, non premier, distinct de 0 et 1, se décompose de
fagon unique sous la forme : n = PYAxPy2x.....x ppKou p; est un nombre premier, a; eIN*
et pi <pjpouri <j

k
On noten = iljl pi
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Exercice d’application : Décomposer 432 en produit de facteurs premiers.
4) Nombre de diviseurs d’un nombre :
Propriété :

Un entier naturel n dont la décomposition en facteurs premiers est pilxpg2x......x ppk

admet (ca+1) (on+1)x....x(cx+1) diviseurs positifs.
Démonstration :

n=pfxpi2x...xpk ; pi
P admet (a; +1) diviseurs de la forme p? avec 0<f < a;; fe IN.

D’apres le principe multiplicatif (des choix successifs) pjLxp52x......x ppK admet

(ca+1)(cr+1) x....x(ax+1) diviseurs.
Exemple : Nombre de diviseurs dans Z de 54 :

54 =2x33; (1 +1) x(3 +1) =8. Donc 54 admet 8 diviseurs positifs. On en déduit 54 admet
16 diviseurs dans Z.

IV) PGCD (Plus Grand Commun Diviseur) :
1) Activité :
a)Déterminer l'ensemble des diviseurs de 18, de 24.

b) On note D (18 ; 24) l'ensemble des diviseurs communs a 18 et 24.déterminer D (18 ; 24)
puis PGCD (18, 24).

2) Définition :-Exemple :

Définition : Soit a et b deux entiers relatifs non nuls. On appelle plus grand commun
diviseur de a et b, le plus grand élément de 'ensemble D (a; b), ensemble des diviseurs
communs de a et b. on le note PGCD (a ; b).

Exemple : PGCD (72 ; 48)
D(72;,48) ={1,-1,2,-2,3,-3,4,-4, 6,-6,6,8 -8,-8,12, -12, 24, -24}
PGCD(72 ; 48) =24

Conséquences :
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» PDCD(ab) =PGCD (|al,|b]).
» PGCD(ab) < |a| ; PGCD(ab) < |b|
» Dans la suite on ne considere que des entiers naturels.
Propriété : Soit a et b deux entiers naturels non nuls. Si b|a alors PGCD (a,b) =b.

Preuve : b|betb|adon b est un diviseur commun a a et b et PGCD (a,b) <b. On en
déduit que PGCD (a,b) =b

3) Recherche du PGCD :
Propriété 1:

k a m ﬂ
Soit a:H P~ et b=1] g ;! les décompositions en produit de facteurs premiers de a et b.

i=1 j=1
Si les x; avec 1< i < min (k, m) sont les n facteurs premiers communs a a et b alors

n .
PGCD (a, b) = 11 x; Min(ei,B;)
=1

Remarque : Le PGCD de plusieurs nombres est égal au produit de leurs facteurs premiers
communs affectés de leur plus petit exposant respectif.

Exemple : a =23x32x52x11; b =2x33x5; ¢ =23x3*x54x7 : PGCD (a, b, c) =2x32x5

Propriété 2 : Soit a et b deux entiers naturels non nuls tels que b <a. Si r est le reste non
nul de la division euclidienne de a par b alors PGCD (a, b) =PGCD (b, r).

Démonstration :

a=bg+r;0<r<b
Tout diviseur commun a a et b divise r =a-bq, car r est combinaison linéaires de a et b.
On en deduit tout diviseur commun a a et b est un diviseur commun a b et r

Réciproquement tout diviseur commun a b et r divise a, car a est combinaison linaire de b
etr

Donc tout diviseur commun a b et r est un diviseur commun d a et b.
Il en résulte que D(a,b) =D(b,r) Donc PGCD(a,b) =PGCD(b,r).
Exemple : PGCD (225 ; 75)

225 =75x3 +15 ; PGCD (225 ;75) =PGCD( 75 ;15) =15 car 15 | 75.
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Conséquence : Algorithme d’Euclide ou méthode des divisions successives :

Soit a et b deux entiers naturels non nuls tels que b <a.

» Sib| aalors PGCD (a,b) =b
Supposons que b ne divise pas a. Soit r le reste de la division de a par b, on a

PGCD (a,b) =PGCD (b,7).

» Sir| balors PGCD (b,r) =r
Supposons que r ne divise pas b. Soit r1 le reste de la division de b par r, on a

PGCD(b,r) =PGCD (r, r1).

» Paritérationona:
PGCD(a,b) =PGCD(b,r) =PGCD(r,r1) =....= PGCD(rn-1,12) oti 1, est le reste de la
division de ¥y par tn-1; tn2 =tu-1 Gn +1un; avec 051y <ty <......<r1<r<b

Sitn | ru1 alors PGCD(a,b) =ry. Dans ce cas tn1 = rngna
Donc PGCD(a,b) est le dernier reste non nul dans les divisions successives.

Disposition pratique :

Quotient Q 1| e qn Gn+1
Dividende/diviseur a B /2 Tn- Tt n

2
Reste r o8 n 0

PGCD (a,b) =14

Exemple : PDCG (258,96)

2 1 2 5

258 96| 66| 30| 6

66 30| 6 0 PGCD (258 ;96) =6

Principe : On divise 258 par 96, le reste est 66 ; puis 96 par 66,il reste 30 ; puis 66 par 30
il reste 6 ; puis 30 par 6, il reste 0.

Remarque : L'algorithme d’Euclide permet de trouver des entiers relatifs u et v tels que

PGCD (a,b) =au +bv.
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Supposons que PGCD (a,b) =12 On a : a = bq +r ; r est combinaison linéaire de a et b.

b =rq1 +r1,; r1 =b—rq1 peut étre écrit comme combinaison linéaire de a et b.

r =riq2 +12 d'ou r2 =r-r1q2 peut étre écrit comme combinaison linéaire de a et b puisque r

et r2 sont combinaisons linéaires de a et b ; donc il existe u et v entiers relatif tels que

2 =au +bo.

Exemple : Cherchons u et v entiers relatifs tels que : 945u + 165v = PGCD (945 ;165)

Premieéere méthode :

a b Q r Forme r =a-bg

945 165| b5 120 120 =a-5b

165 120 1 45 45 =b —(a-bb) = - +6b

120 45 2 30 30 =a-5b-2x(-a+6b) = 3a —17b

45 | 30 | 1| 15 | 15 =-a+6b—3a —17b) = 4a +
23b

30 15 0

Donc PGCD (945 ; 165) =15 = 4x945+23x165; u =4 etv =23.

Deuxieme méthode :

5 1 2 1 2
945 165 120| 45 30 15
120 45 30 15 0
945 -5x165 -120 =0
165x1-120 - 45 =0

120-2x45-30 =0

x(—4) pour éliminer 120

x3 pour éliminer 45

x(—1) pour éliminer 30

En additionnant membre a membre on obtient :

—4x945 +20x165 +3x165 =15
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—4x945 +(20+3) x165 =15
—4x945 +23x165 =15.
Principe :

On écrit les divisions euclidiennes successives en mettant 0 comme second membre sauf
pour la derniére ou I'on laisse le PGCD. On multiplie tous les termes de chaque égalité, en
commengant par I'avant-derniere, par des entiers de telle sorte qu’en ajoutant membre a
membre les restes soient éliminés.

Remarque : autre méthode en remplagant les restes r par a—bq en remontant a partir du PGCD.

15 =45 30 =45—+120-2x45)=-120 +3x45 = -120+3x(165-120)
15 = 4x120+3x165 = —4x(945-5x165) +3x165) = —4x945+20x165 +3x165
15 =4 x945 +23 x165.

4) Propriétés :

Propriété 1 (admise) : Toute partie non vide de IN admet un plus petit élément.

Propriété 2 : Soit a et b deux entiers relatifs si PGCD (a,b) =d alors il existe deux
entiers relatifs u et v tels que ua +vb =4.

Démonstration :

Soit a et b deux entiers relatifs tels que PGCD (a, b) =0

Soit E I'ensemble des entiers naturels de la forme ax +by ; xeZet yeZ.
Sia>0onaa=ax1+bx0alorsaeE

Sia<0alors —a =a(-1) +bx0 alors -a € E.

On en deduit que |a| € E. Donc E # &,

E est une partie non vide de IN, donc E admet un plus petit élément d.
11 existe donc u et v entiers relatifs tels que d =au +bv
Tout diviseur commun a a et b divise au +bv =d. Donc 6 divise d et 6<d.

Montrons que & =d.
Effectuons les divisions euclidiennes de a et b par d.

a=dq+retb=ds+tavec 0 <r<det 0=<t<d.
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Onar =a—dq =a—(au +bv)q =a(1-u) -bvg
Onar=0our>0
Sir>0alorsr =ix +by aveca x =l1-u ety =—vq.

D’ou reE et r<d. ce qui est en contradiction avec I’hypothese : « d est le plus petit
élément de E ».

Doncr =0eta =dg.

En raisonnant de méme t =0 et b =ds.

d est alors un diviseurs commun a a et b. d'ou d <o.
o<d etd <6 d’ou 6=d donc ua +bv =5

Propriété 3 : Soit a et b deux entiers relatifs. Tout diviseur commun a a et b divise
le PGCD(a, b).

Démonstration :

Soit 6 =PDCD (a,b). Alors il existe u et v entiers relatifs tels que au +bv = 9.
Soit d un diviseur commun a a et b, d divise alors au +bv donc 6.
Conséquence : si PGCD (a,b) = dalors aZ +bZ = 6Z.

Propriété 4 : Pour tous entiers relatifs a, b, k non nuls, PGCD (ka, kb) =| k| PGCD
(a, b).

Démonstration :

On sait que PGCD (ka, kb) =PGCD( |ka|, |kb| ) =PGCD (|k| |al, |k| |b| ). On peut
se limiter alors au cas ou a, b et k sont des entiers naturels non nuls.

Posons 6 =PGCD(a, b) et & =PGCD(ka, kb)

olaet 5|bdonc kd|ka et ko|kb. Par conséquent ko est un diviseur commun a ka et kb.
D’ou ko|o.

Il existe donc qe IN* tel que & =gko

O |kaet 6| kb d'ou qkd| ka et gkd| kb. 1l en résulte que qo|a et qo|b

qoest un diviseur commun d a et b alors qo| 6. D’ou q =1 car 5| q0.

Donc & =ko ce qui équivaut a PGCD (ka, kb) =kPGCD(a, b)
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5) Nombres premiers entre eux :
4-1) Définition -Exemples :

Définition : Deux entiers relatifs sont premiers entre eux, lorsque leur PGCD est égal a 1.
Exemples: —13 et 15 ;17 et 29, —14 et —25.

Remarques :

> —1 et 1 sont les seuls diviseurs communs de deux nombres premiers entre eux.
» Deux nombres premiers sont premiers entre eux.
4-2) Propriétés :

Propriété 1: Si PGCD (a, b) =Jalors % et %sont premiers entre eux.

Démonstration :

Si PGCD (a, b) = Salors %PGCD(a, b) =1

Ona %PGCD(a, b) :PGCD(% wa, L) -PGCD(2, % )

D’ou PGCD(%,%) =1. Donc % et %sont premiers entre eux.

Propriété 2: Si PGCD(a,b) =S alors il existe a’, b’ entiers relatifs premiers entre
eux tels que a =da’ et b =6b’".

Démonstration :

Si PGCD(a,b) =6 alors% et %sont premiers entre eux.

b

Posons a’ =% etb’ = 5 On en déduit que a =da’ et b =0b’, a’ et b’ étant premiers entre eux.

Théoreme de Bezout :

Deux entiers relatifs a et b sont premiers entre eux si et seulement si il existe deux entiers relatifs u
et v tels que ua +vb =1.

Démonstration :
Soit a et b deux entiers relatifs non nuls. 1l existe u et v entiers relatifs tels que

ua +vb =PGCD(a,b). 1l en résulte que si a et b sont premiers entre eux il existe u et v
entiers relatifs tels que ua +vb =1.

Réciproquement supposons qu’il existe u et v entiers relatifs tels que ua +vb =1.
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Y V VYV

Tout diviseur commun a a et b divise ua +vb combinaison linéaire de a et b; donc divise
1. Les diviseurs de 1 sont —1 et 1.

D’out PGCD (a,b) =1. Donc a et b sont premiers entre eux.

Exemple : n€IN, n 22, soit a =2n—-1 et b =n—1

Ona: 1xa-2xb =1, donc a et b sont premiers entre eux.

Théoréme de Gauss :

Soit a, b, c des entiers relatifs. Sia | bc et si a et b sont premiers entre eux alors a | c.
Démonstration :

PGCD (a, b) =1 alors il existe u et v entiers relatifs tels que ua +vb =1 d’oit cau +cvb =c.
a| bc=IFkeZ/bc=ka;d ot c=acu +kav =a(cu +kv); donca |c

Exercice d’application : Déterminer 'ensemble des entiers relatifs x tels que 3 | 2x.
V) PPCM (Plus Petit Commun Multiple) :

1) Activité :

a)Déterminer I'ensemble M, des multiples communs a 15 et 20 et de valeur absolue
inférieure a 300.

b) En déduire le plus petit multiple strictement positif commun a 15 et 20.
2) Définition -Conséquences :

Définition : On appelle plus petit commun multiple de deux entiers relatifs, a et b non nuls,
le plus petit multiple strictement positif commun a a et b. On le note PPCM (a, b).

Conséquences :

PPCM (lal, |b| ) =PPCM(a, b).
PPCM (a, b) >max (a, b).
Pour tout m multiple commun de, a et b; PPCM (a, b)<' | m |.

3) Calcul du PPCM :

Propriété 1 (admise) : Soit azl—k[ piai et b= ﬁ qjﬁ " les décompositions en produit de
i=1 j=1
facteurs premiers de a et b.
Si xi avec 1< i < k+m sont les n facteurs premiers communs ounon a a et b alors
n
PGCD (a,b) = 11 x; Max(ai, ;)
i=1

Exemple : a =22x3*x5; b =23x3’x7?; PPCM(a, b) =23x3*x5x7?

Document d’appui aux cours de mathématiques en Terminale S1 Page 15



Document d’appui aux cours de mathématiques en TS1

Propriété 2 : Soit a et b deux entiers relatifs non nuls. Si PPCM (a, b) = u alors tout multiple

commun a a et b, est un multiple de y. (Tout multiple commun de deux entiers, est multiple
de leur PPCM).

Démonstration :

Soit a et b deux entiers relatifs non nuls. Si PPCM (a,b) =u alors tout multiple de pest
multiple commun a a et b.

Soit m un entier relatif non nul multiple commun de a et b. Montrons que u|m
Ona:us<|m|
Considérons la division euclidiennede | m | par y: | m | =uq +r; avec 0 <r <p.

| m | et uq sont des multiples communs de a et b, alors r = | m | — uq est multiple
commun de a et b.

Si r >0 alors r serait un multiple commun de a et b, plus petit que p. Ce qui est impossible
car u=PPCM (a, b).

Doncr=0et | m | =ug, | m | est alors multiple de pu. D’o11 m est multiple de u
Corollaire : Si PPCM (a, b) = palors aZrbZ = uZ

Propriété 3 :

Si a, bet k sont des entiers relatifs, non nuls alors PPCM (ka, kb) = | k| PPCM (a, b).
Démonstration :

Comme PPCM (ka, kb) =PPCM (| kal, |kb|) =PPCM (k| |al, |k||bl), on peut se
limiter au cas on a, b et k sont des entiers naturels non nuls.

Posons y=PPCM(a, b). Alors ku est un multiple commun a ka et kb.
Montrons que kyu =PPCM(ka, kb).

Soit m un multiple commun de ka et kb. Alors il existe p et h entier naturel tels que :
m =pka =hkb

Comme k # 0 on en déduit que pa =hb d’oi pa est multiple commun de a et b.
Donc pa est multiple de y car multiple commun de a et b.

Par suite m =kpa est multiple de ku.

Par conséquent tout multiple commun de ka et kb est un multiple de ku.
D’oit PPCM( ka, kb ) =ku; donc PPCM( ka, kb ) =kPPCM(a, b).

Propriété 4 : Soit a et b deux entiers relatifs non nuls.

Si a et b sont premiers entre eux alors PPCM (a,b) =|a| x|b]|.

Démonstration :
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Puisque PPCM(a, b) =PPCM(|al, |b|) on peut alors se limiter au cas o1 a et b sont des
entiers naturels non nuls.

ab est un multiple commun de a et b.

Montrons que tout multiple commun de a et b est multiple de ab.

Soit m un multiple commun a a et b. Alors il existe k eZ tel que tel que m =kb ; or a divise
m =kb et a et b sont premier entre eux alors d’apres le théoréme de Gauss a divise k.

d’on il existe heZ tel que m =hab. Donc m est multiple de ab.

Il en résulte que PPCM(a, b) = ab.

Corollaire : Pour tous entiers relatifs a et b non nuls PGCD (a, b)x PPCM (a, b)=ab.

Démonstration :
Soit a et b deux entiers relatifs non nuls. Posons 6 =PGCD (a, b).

aby a b ~a_ b : :
on a PPCM(8 S ) =5 x6 car 5 et 5 sont premiers entre eux;

d’on %PPCM(a, b) = g—g ; OxPPCM(a, b) =ab. Donc PGCD(a,b) xPPCM(a,b) =ab

Exemple : PGCD (432 ; 810) et PPCM (432 ;810)
PGCD (432 ;810) =54; PGCD(432 ;810)xPPCM (432 ;810) =432x810

D’ont PPCM (432 ; 810) =%

= 6480

VI) Congruence :

1) Activité :

a) Déterminer les divisions euclidiennes de 88 par 7 et de 179 par 7.
b) En déduire que 179 — 88 est un multiple de 7.

2) Définition- Conséquences

Définition : Soit a et b deux entiers relatifs et n un entier naturel non nul.
On dit que a est congru a b modulo n si a - b est un multiple de n.
On note a =b [n] ou a =b (mod. n) se lit « a congru a b modulo n ».
Donca=b[n] Ik eZ/a=b+kn

a=bn]ea-benZ

Conséquences :
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3)

e Tout entier relatif est congru a son reste modulo n quand on le divise par n.
Sia=ng+r O0<r<nalorsa-renZ
en|a<a=0[n]

Exemple: 15 =3 [6]; -12 =3 [5]
Remarque : a =b [n] < a =b [-n].

3) Activités - Propriétés:

Activité1:

Soit a et b deux entiers relatifs et n un entier naturel non nul tels que a =b [n]
a) Montrer que les divisions de a et b par n donnent le méme reste.

b) Soita=np + retb=nq+ravec 0 <r <n. Montrer quea =b [n].

Propriété 1 : Deux entiers sont congrus entre eux modulo n si et seulement si, ils
donnent le méme reste lorsqu’on les divisent par n.

Exercice d’application :

Parmi les entiers suivants 12, 13, 127,144 et 238, déterminer ceux qui sont congrus entre
eux : a) modulo 2 ; b) modulo 3.

Activité2 : Soita e Z b e Z c € Z n € IN*
1) Montrer que a =a [n].
2) Montrer que si a =b [n] alors b =a [n]

Montrer que sia =b [n] et b =c [n] alorsa =c [n].
Propriété 2 : Pour tous entiers relatifs a, b, c et pour tout n € IN*

a=aln] (Réflexivité)
a=b[n]=b=aln] (Symétrique)
(a=b[n]etb=c[n]) =a=c[n] (Transitiviteé)
Activité 3 :

Soit a, b, a’, b’ des entiers relatifs et n € IN* tels quea =b [n] et a’ =b’ [n].

1) Montrer quea+a’ =b+ b’ [n] et aa’=bb’ [n].
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2)

2) Montrer que V'peIN* pa =pb [n] et ar =br [n].

Soit (ak) k e 1N+ et (bk) k <IN+ deux nombres entiers relatifs tels que :
ai =b; [n] pour touti € {0,1, -, k }.

Montrer que  ao+a; + -+ ax =bo+ by + -+ by [n] et
ao X ai X ... X Ay Ebo X b1 X ....X bk [Tl]

Propriété 3: Quels que soient les entiers relatifs a, b, a’, b’, et I'entier naturel n non
nul.

oSi a=b[n]eta =b’[n] alorsa+a’ =b+ b’ [n] et aa’=bb’[n]

eSi a=b[n]alors VpeIN* pa =pb[n] et a? =b?[n]

k k k k
oSi ai=bi[n], 0 <i <k, k € IN* alors i:EOai = i:zobi [n] et il;loai Eil;lobi [n]
Exemple: 3=1[2];33=13[2];33=1[2]
Exercice d’application:
a) Déterminer le reste de la division euclidienne de 251 par 4.
b) En déduire le reste de la division euclidienne de 2518 par 4.
Le petit théoréme de Fermat :
Théoréme
Si p est un nombre premier alors Va € N a? =a [p].
Exemple : 3 est un nombre premier, on en déduit d’apreés le petit théoreme de Fermat que
43=4[3].
Corollaire

Si p est un nombre premier alors pour tout entier a non divisible par p, ar™ =1

[pl.

Exemple : 3 est un nombre premier et 4 ne divise pas 3, on en déduit d’apres le corollaire
du petit théoreme de Fermat que 431 =1 [3], donc 4> =1 [3]

Exercice d'application :

Quel est le reste de la division euclidienne : 1) de 5?3 par 23. 2) de 6*? par 23
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VII) Systeme de numération :

1) Activité:
a) Calculer les nombres :

M=3x102+9x10+7
N=28+27+0%x20+0x25+0%x2¢4+28+422+(0x2+1
L=3x5+0x52+4x5+2
b) Comparer M, N et L.

Conclusion :

397 a été décomposé de trois facons différentes :

» M donne l'écriture décimale ou I'écriture en base dix de 397 ; les coefficients sont 3, 9 et 7.
Ils sont tous strictement inférieurs a dix.

> N donne l'écriture de 397 en base deux ; les coefficients sont 1, 1, 0, 0, 0, 1, 1 et 1. Ils sont
tous strictement inférieurs a deux.

> L donne l'écriture de 397 en base cing ; les coefficients sont 3, 0, 4 et 2. Ils sont tous
strictement inférieurs d cing.
2) Numération de base a :
Théoréme - Définition :
On démontre et nous l'admettons :

Théoréme : Soit a un entier naturel désignant deux ou cing ou dix ou seize. Tout
entier naturel x non nul s’écrit de facon unique sous la forme :

X = Xpad" + Xp1a"1l + ceeeee +xia+xo ;x.#0,xi €IN, 0<x;<a.

On dit que x est écrit dans le systéme de base a.
o oo @ .
Onnote: x= X, X q.-%Xo xi sont les chiffres, 0 <x; <a.

Donc en base a, il y a a chiffres : 0,1, -, a-1.

En systéme de base 10 appelé systeme décimal, les chiffres sont : 0;1;2;3;4,5,;6;7,;8; 9.
En systéme de base 2 appelé systeme binaire, les chiffres sont : 0; 1

En systeme de base 5, les chiffres sont : 0;1;2; 3, 4.

En systeme de base 16, les chiffressont : 0;1;2;3;4,;5,6,7,8,9,A;B;C;D;E;F

ou A, B, C, D, E, F désignent respectivement dix, onze, douze, treize, quatorze, quinze.
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Exemple :

Enbase10: 128=1x10?+2x 101+ 8

1001 @ew) = T x23+(0x22+0x21+1=9
431 (cin) =4 x 52+ 3 x5+ 1=116

9AC (eize) = 9 x 162+ 10 X 16 + 12 =2476

Remarques :
e Dans I’écriture de x en base dix, on ne fait pas apparaitre la barre et la base.

e S’il y a n chiffres dans l'écriture décimale alors la plus grande puissance est n -1.

()

0Si x= X X, ;- XX, alors a" <x <an'l

3) Passage du systéeme décimal a un autre systéme de numération :
Activité : a désignant deux ou cing ou seize, soit N un entier naturel tel que N = xyzt @

a) Montrer que t est le reste de la division euclidienne de N par a.

b) Soit g1 le quotient de la division de N par a. Montrer que z est le reste de la division de q1
par a.
c) Soit qz le quotient de la division de q1 par a. Montrer que y est le reste de la division de g2

par a.

d) Soit qs le quotient de la division de g2 par a. Montrer que x est le reste d la division de q3
par a.

A
17, 4 N= xyzt @ Conclusion
Z gl a
Les chiffres t, z, y et x sont les restes

\1( q A successifs dans les divisions par a de N est
des quotients successifs

x| g

Exemples : Ecrire 397 en base deux, en base cing, en base seize.
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397 2
19 198 2 397 =
Erreur 12
17 18 99 2
1 0 19 49 2
\ 1 09| 24 2
1 0 12 2
0 6| 2
0| 3 2
1 1 2
1| 0
397 5 397 16
47 791 b5 77! 24 16
2 29 15 5 13 8 1 16

\ 0} 3 5 \ 1 0
3| 0 397 = 18D

(16)

397 3042 ©
4)Passage d'un systéme a un autre :
Activité :
1) Soit x =101, Ecrire x en base dix, en base cing et en base seize.
2) soit y = 2C ¢ize), Ecrire y en base deux et en base cing.

3) soit z = 431(cin9), Ecrire z en base dix, en base deux et base seize.
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CONIQUES
PARABOLE
1) Définition :
Soit (D) une droite du plan euclidien (P), F un point non situé sur (D), de ce plan.

On appelle parabole de foyer F et de directrice (D), l'ensemble des points M du plan tels
que : MF=MH ou H est le projeté orthogonal de M sur (D).

2) Construction point par point

Soit K le projeté orthogonal de F sur (D).S le milieu de [FK]. Comme SF=SK alors S
appartient a la parabole (P) .S est le sommet de la parabole (P) de directrice (D) et de
foyer F. Soit p=FK, p est appelé paramétre de cette parabole (P).Sur la perpendiculaire
en F a (FK), considérons les points I et | tels que FI=F]=p.
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% I et ] sont des points de la parabole (P).
Soit I projeté orthogonal de I sur (D), ]'celui de | sur (D).
Le quadrilatére FII'K est un rectangle car il a trois angles droits :IT'K , IFK et
FKI' . De plus il a deux cotés consécutifs de méme longueur FK=FI=p.
Donc FII'K est un carré.
On en déduit que IF=II" donc I € (P).
De FK]'] est un carré donc JF=]]" d'ou ] € (P).

% Soit H le point quelconque de (D).Le point d’intersection de la médiatrice de [FH]
avec la droite passant par H et perpendiculaire a (D) est un point de la parabole

®).
% (FK) est 'axe de symétrie de (P).

Soit M un point quelconque de (P), H son projeté orthogonal sur (D).
Soit M" = Sipiy(M) , H' = Sy (H) .
Comme F€ (FK), Siy(F)=F .
Comme Sy conserve les distances alors on a : MF=M'F, MH=M'H’
M € (P) & MF = MH
o M'F =M'H'
e M e (P)
D’ou (FK) est un axe de symétrie de (P).
3) Autre définition d’une parabole

On appelle parabole de foyer F et de directrice (D), I'ensemble des centres M des cercles (C)
passant par F et tangent a (D).

Exercice :
Le plan (P) est muni d'un repére orthonormé (O,7,]).
Soit (P) = {M(x, y) € (P)/x* +y?—4x+4y+8= %(Bx + 4y + 5)2}.

Montrons que (P) est une parabole.
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Interprétation géométrique de (x — x¢)% + (y — yo)?.
(x —x0)%? + (v — y9)? = MF? avec M(x,y) et F(xq,,).
Soit la droite D : ax + by + ¢ = 0, (a,b) # (0,0).

|ax+by+c|_

dM.D) ===

MH

Ou H est le projeté orthogonale de M sur D.
On en déduit |ax + by + c¢| = MHVa? + b? d’oul
(ax + by + ¢)? = (a® + b?)MH?
Ona :x>+y2—4x+4y+8=(x—2)2+ (y +2)?
= MF? M(x,y)et F(2,-2).
Soit D :(3x + 4y + 5)%2 = (3% + 42)MH? = 25MH?
Donc x2+yz—4x+4y+8=%(3x+4y+5)2
© MF? = 25MH?
MF = MH avec F € D
Donc (P) est la parabole de foyer F(2,—2) et de directrice D : 3x + 4y + 5 = 0.
Exercice :

Construire géométriquement la directrice D d’une parabole (P) connaissant le foyer F et un
point A de (P) une droite (A) parallele a (D).

Analyse de la figure

- Le cercle C(A, AF) est tangent a (D). Donc (D) est une tangente au cercle C(A, AF) qui est
parallele a la droite (A).

- Soient H et H' les points d’intersection du cercle C(A, AF) avec la droite passant par A et
perpendiculaire a (A).

Soit (D) la tangente au cercle C(A, AF) en H.
Soit (D’) la tangente au cercle C(A,AF) en H'.

Comme (D)L (HH') et (HH') L (A) alors (D)l (A).
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Comme (D)L (HH') et (HH") L (A) alors (D)l (A).
Les droites (D) et (D’) répondent a la question.
Programme de construction.

1) On construit Le cercle C(A, AF).

2) On construit la droite passant par A et perpendiculaire a (A) ; cette perpendiculaire coupe
H et H' le cercle C(A, AF).

3) On construit la droite (D) passant par H (ou par H’') et perpendiculaire a (HH’).

Exercice :

On donne un cercle C(O, R) et une droite (D) ne coupant pas ce cercle.

On donne les cercles (I') tangents extérieurement au cercle C(O, R) et a la droite (D).
Déterminer l'ensemble (P) des points M du plan.

Analyse de la figure :

- Quand deux cercles sont tangents en I, I appartient a la droite des centres.

- Deux cercles sont tangents extérieurement lorsque la distance des centres est égale a la
somme des rayons.

- Deux cercles sont tangents intérieurement lorsque la distance des centres est égale a la
différence des rayons.

Solution :

Soit la droite (4) || (D),située a la distance R de (D) et dans le demi-plan ne contenant pas O
et de frontiere (D).

(4) est fixe car elle est situé a une distance constante R, d’une droite fixe (D).
Soit H le projeté orthogonal de M sur (D).

On a MO=MH=R+r ou d (M, O)=d (M,(4)) donc (P) est la parabole de foyer O et de
directrice (4).

4) Equation réduite d’une parabole.

On appelle équation réduite d’une parabole (P) de sommet S, d’axe (4) et de foyer F
I'équation de cette parabole dans un repére orthogonal (S,1,]) avec
1 P —

- s 1 —
l—ﬁSFou]—ﬁSFp—FK
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Cas:1

N > (P p p
Dans le repére (S,T,]) ona: F (E' 2) K (—;, 2),H (E,y) et M(x,y).
M € (P) & (P)MF = MH
& y? = 2px ( équation réduite de (P))

Avec F (2,2) et (D):x = —g.

Cas 2
1= L3P
SF
= l'équation réduite de (P): y? = —2px
Cas 3

Equation réduite de : x> = 2py p = FK = d(F,(D)) , F (0,2) et (P):y = —g

Cas 4

Equation réduite de : x> = —2py p = FK = d(F, (D)), F (0,_%) et (P):y = g.
Exercice :
L plan (P) est muni d’un repere orthonormé (0,1,J).
Soit la courbe (P) : y = 2x? + 4x — 6.
Montrer que (P) est une parabole dont on donnera les éléments caractéristiques.

Solution :

y=2(x+1)??-8=y+8=2(x+1)?

:>(x+1)2=1(y+8)

2
P ) {X =x+1 {x =X-1
osons : v=y+8%ly=v—38
On obtient (P) : X? = %Y
Eléments Dans le repere Dans le repere(0, T, ).

caractéristiques S.7,)).
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Sommet S(X=0Y=0) S(x=-1,y=-8)
Foyer F(X=0,Y F(x=—1y=—6—5)
’ 8
=E)
2
Directrice 1 65
(D):¥ = D)y =-=

N.B Reprendre le méme exercice avec (P) : x = y* — 4y + 3.
Propriétés :

- Une parabole admet en chacun de ses points une tangente (T) ;

- La tangente a une parabole en son sommet S est perpendiculaire a I'axe (A) de cette
parabole.

Soit la parabole (P) : y* = 2px . Si My(xq,y,) € (P), la tangente (T) a (P) au point Mo a
pour équation :yy, = p(x + x) .

(P):x? = —2py,xx = —p(y + y).
(T) a pour équation : xxy = —p(¥y+yo).

Si (T) est la tangente a une parabole (P), de foyer Fet de directrice (D), un point M de (P)
distinct du sommet S de (P), on a :

% (T) est la médiatrice de [FH] ou H est le projeté orthogonal de M sur (D).
% (T) est la bissectrice de I'angle FMH.
% Si (T) coupe la bissectrice en A alors MFA = 90°.

On dit qu’on voit du foyer sous un angle droit du segment de tangente compris entre la
parabole et sa directrice.

% Le symétrique du foyer F par rapport a une tangente (T) a une parabole appartient a la
directrice (D) de cette parabole ;

% Le projeté orthogonal du foyer F sur une tangente (T) a une parabole appartient a la
tangente au sommet a la parabole.

Démonstration :

Soit (P) : y? = 2px .

On a:5(0,0),F (£,0), Mo(xo, 7o) € (P), (D):x = —Zet 1 (2,3 .
La tangente en My a (P) coupe la directrice (D) en A.

y? =2px ©y=.2pxouy=—2px
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(P) est constituée de deux arcs : (P1):y = /2px situé au dessus de l'axe (Ox) et
et (P,):y = —/2px situé en dessous de l'axe (Ox).

Posons et f(x) = /2px

- Tangente au sommet S(0,0) a (P).

lim M: lim _“prz lim 2p =400
X= x0T X x50t V2PX

x—07"

Donc (P) admet au sommet S une tangente.
- Tangente (T) en un point My(xo,y,) de (P) My # S

(T): y = f'(xo)(x — x0) + f(x0)

y = (x —x0) + Yo 5 Yo =+/2PX0

2px,
¥yo = p(x = x0) + yo© = p(x — xo) + 2px,
(T) : yyo = p(x + xo)

- (T) est la médiatrice de [FH]
Le symétrique H du foyer F par rapport a (T) appartient a la droite (D) .
Ona: H(—g,yo),F (2,0)
M (x,y) appartient a la médiatrice de [FH] si et seulement si MF=MH.

S —px = px — 2yyo + Vo?
Donc la médiatrice de [FH] a pour équation : 2y,y = 2px + yo* avec y, = \/m
Il s’en suit que : yy, = p(x + x¢)
D’ou : la médiatrice de [FH] est la tangente (T) d’équation yy, = p(x + xo) a (P) en M.
- (T) est la bissectrice de FMyH.

Car dans le triangle FMyH isoceéle en M la médiatrice (T) de la base [FH] est aussi la
bissectrice de FMyH.

Le triangle AFM, est rectangle en F.
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My = S7(My) o o
Ona:{ H=Sr(F) Donc Sy(MyHA) = M,FA.
A =Sr(4)

Or St conserve les mesures d’angles géométriques alors MqHA = 90° d'ou MyFA = 90°
Exercice :

Une parabole variable de directrice (D) et de foyer variable F passe par un point fixe A et
admet en A une tangente (T) qui coupe (D) en un point fixe B.

Déterminer le lieu géométrique du foyer F lorsque cette parabole varie.
Solution :

Le triangle AFB est rectangle en F et son hypoténuse [AB] est fixe donc F appartient au
cercle de diametre [AB].

Comme F & (P) alors F # A.

Comme F & (D) alors F + B.

Donc le lieu géométrique de F est le cercle de diameétre [AB] privé des points A et B.
Exercice :

Construire la directrice (D) d’une parabole (P) connaissant le foyer F de (P) et deux tangentes
(T1) et (T2) a la parabole (P).

Solution :
(D)=(H:1H>) avec Sr,(F) = H, et Sr,(F) = H,
Hi projeté orthogonal sur (D) du point de contact M; de (T1) avec (P).
De meme H; projeté orthogonal sur (D) du point de contact M, de (T2) avec (P).
Exercice :

Construire la directrice (D) d’une parabole (P) connaissant un point A de (P) et la tangente
(T) a (P) en A et le foyer F de cette parabole.

Solution :

- SiH = S;(F)alors H € (D).
- H est le projeté orthogonal de A sur (D).

Conclusion :
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(D) est la droite passant par H et perpendiculaire a I’axe focal

A) ELLIPSE
1) Définition bifocale :

Soient F et F’ deux points distincts du plan, c € R} ,a € R+, ¢ < a avec FF'=2c.

On appelle ellipse de foyers F et F’ et de grand axe 2a, I'ensemble des points M du plan tels
que : MF'+MF = 2a

Exemple : ellipse du jardinier

M Un fil de longueur constante est attaché a deux
= F A Clous en Fet F'. Le clou en M permet d’étendre le
A’

v fil .Si on fait tourner ce dernier clou sa pointe
décrit une ellipse (E) de foyers F et F’ de grand
axe 2a. Pour tous points M de (E) les vecteurs MF et MF' sont

appelés des rayons vecteurs de (E).

a) AA’=2a

Comme A € (E) et A' € (E) alors {:,}; -I-I: ‘:FF,ZZZC;

D {AF+AF+FF’=2a {2AF+FF'=2a

onc ! ! ! 1! = 1! !

AF' +FF +A'F = 2a 2A'F + FF = 2a

En faisant la différence membre a membre on a :2AF — 2A'F' = 0 d'on AF=A’F’.
Ona: AA'=A'F+A’F'=2a.
En joignant deux points de (E), la plus grande distance est AA’=2a.

On dit alors que (AA’) est le grand axe de (E).

b) (AA’) est un axe de symétrie de (E) appelé axe focal. Scaay
SoitME(E)etM’zS(AA,)(M). /\/

M | M
Scaary conserve la distance alors on a : MF=M'F et MF'=M'F’ F | F

F |F

M € (E) & MF + MF' = 2a

© M'F+MF =2a
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Donc (E) est globalement invariant par S 4 1y
D’ou (AA’) est un axe de symétrie de (E).

¢) La médiatrice commune (A) de [AA’] et de [FF’] est aussi un axe de symétrie.

Soit.€ (E), M’ = Sy(M).
Sa

M-M
F - F' Onaalors MF=M'F’ et MF'=M'F
F'>F
M € (E) © MF + MF' = 2a
© M'F'+M'F = 2a
e M' e (E)
Donc (E) est invariant par S, d’ott A est un axe de symétrie de (E) appelé axe focal de (E).
d) Le point d’intersection O des axes (AA’) et (A) est un axe de symétrie de (E).
Comme (AA’)L (D), Scaary© Sa = Sa° Scaay = So -
VM € (E),Sary° SaM) = So(M)
Or VM € (E), Sy(M) € (E)
Comme Sy(M) € (E), S aary(Sa(M)) € (E) doir So(M) € (E).
Donc M € (E) © So(M) € (E) pour tout point M de (E).

O est alors le centre de symétrie de (E).
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2) Equation réduite d’une ellipse
a) Longueur des rayons vecteurs

L’équation réduite d’une ellipse de centre O, de foyers F et F’ est obtenue dans un repere
z - =2 1 [; . > 1 7
orthonormé (0,1,]) tel que : T = r F'F ou bien j = o F'F

A
M(x,;

TN
N |

:1=—F'F
F'F

v

Pour tout point M (x,y) de (E) on peut avoir MF et MIF’ en fonction de a , ¢ et I'abscisse du
point M.

cXxX

MF =a——

VM(xJY) E (E) gx
MF'=CL+;

Démonstration :

Ona:F(c0);F'(—c,0)et M(x,y)

MF? = (x —c)? +y2 =x?+y? — 2cx + ¢?

MF'? = (x +c)? + y?2 = x?2 + y? + 2cx + ¢?
Dot MF? — MF'? = —4cx

< (MF + MF)(MF — MF") = —4cx
Or MF + MF' = 2a

2cx

D’out 2a(MF — MF'") = —4cx = MF — MF' = ——

MF + MF' = 2a
On a alors : MF — MF' = — 2%

a
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2MF=2a—%?
Ce gui donne
1 2MF’=2a+%?

D’oﬁMF=a—%etMF’=a+%

b) Equation réduite de (E)

MF =a—-=
Ona VM€ (E),MF + MF' =2a = -
MF' =a+—
a
MF =a—-=
Réciproquement : Pour tout point M (x,y) du plan, E N tx( = MF + MF' = 2a
=a =
a

M(x,y) € (E) © MF + MF' = 2a

cx
o MF=CL—:

MF =a+=
a

2
- OnaMF=a—z<:>MF2=(a—ﬁ)
a a

c?x?
S x> +y*—2cx+c*=a®—2cx +—;
a
2,2
cx
2 4 42 — 2 2
o x4yt - =@
2
2002 — 42 _ 2
@(1—;>x +y“ =a“—-c
2 2 xz 2 2 2
o (a —c); +y“=a*—-c
x 2 y?
(:); +a2_C2=1
2 2
— 2 _ 42 2
(:); +ﬁ—1avecb =a“—c
cx , cx\ 2
- MF =a+Z e MF? = (a+%)
c?x?
© x?+y?+2cx +c? =a® + 2cx +—;
a
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x 2 2

& — +==1avec b? = a? — c?

a? b2

D’oﬁMF:a—%:» MF’=a+%

x 2 2
@F +b—2=1avec b? = a? — c?
Conclusion :
M(x,y) € (E) & MF + MF' = 2a
MF=a-=
a
s
MF' =a+<=
a
x 2 2
@; +ﬁ=1avec b?=a%*—-c?;a>b

Dans un repeére orthonormé (0,1,]) tel que : T = #ﬁ; I'ellipse (E) de foyers F et F’, de

centre O et de grand axe 2a, a pour équation réduite :

;—22+Z—z=1avec b? = a? — ¢?; ci>b
y
Dans un tel repere, on a : F(c, 0) et F’ (-c, 0). B (D)
— 1 7 M(x’y
Cas:2j = ﬁF F F
A(—a A'(a)
0 >
Ona:F (0 c)etF (0, -c).
Définition bifocale : F
M € (E) © MF + MF' = 2b , 2b est le grand axe de (E). —|B'(—b)
C
MF = b — Fy
VM(x,y)€(E), e cy
MF' =b+—=
b
Equation réduite de (E).
x 2 2
Pyl +Z—2=1avec a’?=b%?>—-c?;a<b
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Remarque :
Les points d’intersession A, A’, B et B’ de ellipse (E) avec les axes sont les sommets de (E).

3) Existence et propriétés des tangentes a une ellipse.

Soit une ellipse (E) :12 + Y 1.

a? b2

- En chacun des sommets de I'axe focal, (E) admet une tangente perpendiculaire a cet axe.

- En chacun des sommets de I'axe non focal,(E) admet une tangente perpendiculaire a cet
axe.

- En tout point My(x¢,y,) de (E), (E) admet une tangente (T) d’équation :

XoX  YoY
@ Tz T
Démonstration :
2 2 bZ
(E): = +Z—2=1 @yzzg(az—xz)

oy =T ouy= a7
(E) est la réunion des arcs (I7): {y = Sm, —a<x< a} et
(5)1{y=—§m,—anSa}.
Posons : f (x) =§m
lim JXO=T@ _Z a2_X2: - Z(a_x)(a”) ~2(@+x)

_ x-a _  x-a _ B _ +
x—a Xx—a x—>a~ (x-aNaZ-x2 x—a vaZ-x2 O

lim

x—-a*

f(x)-f(-a) a
X+a = xoa

Donc en chacun des points A (-a, 0) et A’ (a, 0). (I1) admet une demi-tangente parallele a
(Oy) ou perpendiculaire a l’axe (Ox).

Comme (Ox) est un axe de symétrie alors (E) admet en chacun de ses sommets A et A’ de
I'axe focal une tangente perpendiculaire a I'axe focal (AA’).

Vx €]-a,al,a? —x% > 0 et la fonction polynéme x — a* — x? est dérivable sur ]—a, al.
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b —x
Vx€l-aal,f'(x)= avar =
f'(0) = 0 donc (E) admet en son sommet B (0, b) une tangente parallele a (Ox) ou
perpendiculaire a l'axe non focal.

Comme (Ox) est un axe de symétrie de (E) et que B'(0,—b) = S(ox)(B) alors (E) admet en
son sommet B” (0,-b) une tangente perpendiculaire a I’axe non focal (Oy).

. b b2
Soit My(x9,vV0) € (E) ona:y, = —Ja® —xp* = Vol = a—z(a2 - x02).

Comme f est dérivable en x, , (I1) admet en My une tangente (T) non parallele a (Oy)

(T): y = f"(xo)(x = x0) + f(x0)

b? x,
= _E%(x_xo)‘FYO
2
= y¥o =~ 7% (x —xo) + Vo>
YYo  XXo Xo®  ¥o?
BT e
x02 Yo
Comme My (xo,¥0) € (E) alors : St =1
D’ou (T) :
XoX YoV —1

a? ' b?
4) Cercle principal, cercle secondaire d’une ellipse image d'un cercle par une affinité
orthogonale.

Soit (E) 'ellipse d’équation : %2 t2=1

a) Définitions :

Cas:1a>b.

L’axe focal de (E) est (Ox), son grand axe est 2a et son petit axe 2b.

Le cercle C (O, a) est appelé cercle principal de I’ellipse (E).Le cercle C (O, b) est appelé
secondaire de (E).
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B(b)

A(a)

- f

B'(=b)

-

Cas:2a<b

(E) admet (Oy) comme axe focal, 2b comme grand axe et 2a comme petit axe
B(D)

f . A(a)

B'(—b)

b) Affinité A de base (D) de direction celle de (A) et de rapport k.
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On appelle affinité de base (D) ou d’axe (D) de direction celle de (A) et de rapport k
I'application.

PP (MM") || ()
{ , telle que § —_
M->M si{H} = (MM")n (D) ,alors HM' = kHM

Remarque :

- Si |k| > 1alors HM' > HM.

- Silk|<1alorsHM' < HM.

- Sik > 0 Met M’ sont de méme coté par rapport a (D).

- Sik < 0Met M sont de part et d’autre de (D).

- Si (D) L (A) on dit qu’on a une affinité orthogonale d’axe (D) et de rapport k.

- L’ensemble des points invariants par I'affinité A est son axe (D).

¢) Image d’un cercle par une affinité orthogonale
c-1) Ellipse image de son cercle principal par une affinité orthogonale.

Soit (E) lellipse d’équation : x? + Z—z =1 a>b

aZ
Le cercle principal de (E) est le cercle C (O, a)

Onaaussi C (O, a) : x*> + y? = a2

Soit f I'affinité orthogonale d’axe (AA’) et de rapport k = 2

a.
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Pour tout point M (x,y) du plan, soit M'(x',y") l'image de M par f.
Déterminons l'expression analytique de f.
H(x,0) projeté orthogonal de M (x,y) sur (AA’).

M' = f(M) & HM' = kHM

{x’—x=k(x—x)
y' =0=k(y-0)

@{x’=x
y'=ky
x' =x
!, b
y ==y

M'(x',y") € (E)

2

D’ou lellipse (E) : % +L=1 a>best l'image de son cercle principal par I'affinité

b2
, , b
orthogonale d’axe (AA’) et de rapport —.

c-2) Ellipse image de son cercle secondaire par une affinité orthogonale.

Soit (E) 'ellipse d’équation : 2P4Y =1 a<b

a? b2
Le cercle principal de (E) est le cercle C (O, b)
Onaaussi C (O, b) : x*> + y? = b2,

. PPy , , -2
Soit g I'affinité orthogonale d’axe (BB’) et de rapport k = —.

Pour tout point M (x,y) du plan, soit M'(x',y") I'image de M par g.
Déterminons l'expression analytique de g.

H(0,y) projeté orthogonal de M(x,y) sur (BB’).
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M =g(M) & HM' = kHM

{x’—0=k(x—0)
y—-y=k(y—-y)

{x’=kx

it '

y =Yy
,_Cl

@IX —bx
y' =y

M(x,y) € C(0,b) : x? +y? = b?

b 2
N 12 _ p2
(:).(ax) +y b

2 ”2
X"y
@E +ﬁ=1

M'(x',y") € (E)

x2

2
D’ou ellipse (E) : — + Z—z =1 a < b estl’image de son cercle secondaire par l'affinité

7 7 a
orthogonale d’axe (BB’) et de rapport —.

Exercice :

On considere une parabole variable (P) dont la directrice (D) est fixe et dont le foyer F décrit
un cercle fixe C (A, R).

Déterminer le lieu géométrique du sommet S de la parabole.

Solution :

Soit K le projeté orthogonal de F sur (D). On a K varie sur la droite fixe (D) et KS = %ﬁ

Donc S est 'image de F par I'affinité orthogonale f d’axe (D) et de rapport k = %
FeC(AR) e f(F)e f(C(AR))
o Se(E)
Le lieu de S est 'ellipse (E), image du cercle C(A, R) par 'affinité f.

c-3) Paramétrage de lellipse.

Soit (E) ellipse d’équation : aiz +%L=1 a>bh.

2 b2
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(E) est I'image de son cercle principal C (0, a) par ’affinité orthogonale d’axe (AA’) et de

rapport k = L

a.

(X = acosH)
Y = asin®

BI

f a pour expression analytique.

x=X
y_a

SiM € C(0,a) et si 0 est une mesure de l'angle (T, W) ona: M(Xzacose

Y=asin6
6 € ]0,2m] .

x=X
M'(x,y)=f<M)<:>{y:§Y

X = acoso
o y :SXaSine 6 €]0,2m] .

X = acos6
£ e 0 € 10271,

X

Conclusion : Pour tout point M(x,y) de l'ellipse (E) : ;Z + 2’—2 =1 a>b.sietseulement

X = acos6

)= bsing @ €1027].

si:@{

0 est appelé K anormale excentrique > de lellipse (E).
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Cercles directeurs

Soit 'ellipse aiz + Y _q a > b. On appelle cercles directeurs de (E) les cercles de 'ellipse (E) les

2 b2

cercles C (F ; 2a) et C" (F’; 2a) ou F et F’ sont les foyers de lellipse (E).

M € (E) © MF + MF' = 2a

Soit F” le symétrique de F par rapport a (MF’) on a MF”’=MF.

Soit (I") le cercle de centre M et de rayon MF=MF"".

Soit C le point d’intersection du cercle (I') avec [F’M).

On a: FFC=MF'+MC; Or MC = MF

Alors on a F'C=MF’+MF=2a.

On en déduit que C appartient au cercle directeur C” (F’,2a).

Positions relatives de (I') et C’.

Les cercles C” et (I') sont tangents en C car la distance entre leurs centres F'F est égale a la
distance de leurs centres M et F’.

MF’=F'C-MC avec F'C rayon de (C’) et MF=rayon de (I').

Réciproquement supposons que le cercle C" (F’,2a) sont tangents intérieurement au cercle (I')
de centre M et de rayon MF ot M est un point intérieur a (C’).

Comme (C’) et (I') sont tangents intérieurement alors MF'=2a-MF

D’ou : MF+MF'=2a.

On en déduit alors que M € (E) & (C’ (F’,2a) et (I') sont tangents intérieurement.
Théoreme :

Une ellipse est 'ensemble des centres M des cercles (I') passant par I'un des foyers de cette
ellipse et tangent intérieurement au cercle directeur centré en l'autre foyer de cette
ellipse(I).

Exercice :
On donne un cercle C (F, 2a) avec a>0 et un point F situé a l'intérieur du cercle

C (F, 2a).
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1) Construire un cercle (I') de centre M et tangent intérieurement au cercle C (F, 2a) et
passant par un point fixe F’ intérieur au cercle (I").
2) Déterminer l'ensemble des centres M des cercles (I').

Définition de l'ellipse par foyer et directrice associée.

Soit ellipse (E) :

xz yZ
§+b—2=1 a>b.

Dans un repere orthonormé (0,7,]) tel que O soit le milieu [FF'] et T = #ﬁ:
F(c,0) et F'(—c,0).

Les sommets de (E) sont : A(a,0) ,A'(—a,0),B(0,b) et B'(0,—b) .

On sait que M(x,y) € (E) < MF + MF' = 2a
cx
MF = a—;
< cx
MF' =a+—
a

Onaa>beta?—c?=>b%>0=a? > c?

Dot a>c .

2
a
Comparons: — et a

a? a a?
—=aX— alors — > a.
c c c

2 2
Considérons les droites (D) : x = a? ,(D") :x=— aT

Soit H le projeté orthogonal du point M(x,y) de (E), sur (D), H’ le projeté orthogonal du
point M(x,y) de (E), sur (D’).
VM(x,y)€(E);—a<x<a.

2

2
Donc V M(x,y) € (E)ona:—%<—a§x<a7.
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2 2
Don:LX—x>0et“+x>0.

c c

Ona:MH = Cey — xu)? + Y — ym)? =\[(“72—x)2+(y—y)2

2 2 2
Et comme %—x>0alors MH=a7—x etMH’=a?+x.

Donc : VY M(x,y) € (E)(:MF=a—%
c
< MF =—MH.
a
VM(x,y) € (E) & MF' = a+%

c
S MF' = EMH,'

it que Uelli / ; ME ¢ e ©
On dit que l'ellipse (E) est 'ensemble des points du plan tels que : — = — avec =<1, H

étant le projeté orthogonal de M sur la droite (D): x = <

—
L’ellipse (E) est I'ensemble des points du plan tels que S gvec$ < 1, H étant le
MH a a

L L a?
projeté orthogonal de M sur la droite (D) : x = ——.

Les droites (D) et (D’) sont appelées directrices de I'ellipse (E) et 2 est appelé excentricité de
(E).
(D) est la directrice associée au foyer F.

(D’) est la directrice associée au foyer F’.

La définition de I'ellipse (E) par foyer et directrice est :

MF c MFr c
ME(E)@E—Z ou

MHI — a
Définition générale :

Etant donnés une droite (D) et un point F n’appartenant a (D) et un réel e tel que 0 < e <1,
on appelle ellipse de foyer F et de directrice associée a (D), l'ensemble des points M du plan

tels que :% = e ou H est le projeté orthogonal de M sur (D).
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Exercice :
On donne deux cercles C (F, R) et C (F’, R’) tels que : R+R'=2a, a>0.

1) Construire a la regle et au compas un cercle I'(M, 1) tangent extérieurement au cercle C
(F, R) et tangent intérieurement au C (F’, R’) et le cercle C'(F’, R’) étant intérieurement
au cercle C (F, R).

2) Déterminer le lieu géométrique du point M.

ANALYSE

Quand deux cercles sont tangents alors la droite des centres passe par leur point de contact
donc (MF) passe par 1, point de contact de (C) et (I').Et (MF’) passe par | point de contact
de (C’) et (IN).

Soit K le second point d’intersection de (I]) avec (C’).

On a :MI] = MJI car le triangle MI] et isocele en M.

MJI = KJ1 Car ils sont opposés par le sommet.

KJF' = JKF' Car le triangle KJF’ est un triangle isocéle en F'.
Donc FIK = F'KI.

Or FIK et F'KI sont des angles alternes internes par les droites (FI) et (KF’) et leur sécante
commune (KI)// (KF’).

PROGRAMME DE CONSTRUCTION

1)

- On choisit I arbitrairement sur (C) et on trace la droite (FI).

- On trace la droite passant par F’ et paralléle a (FI) ; elle coupe (C’) au point K tel que
F'K et IF soient de méme sens.

- On trace (KI) qui recoupe (C’) en .

- On trace (F']) qui coupe (FI) en M.

2) Le lieu géométrique du point M.

Ona-: {MF’ = R’ + r (tangent extérieur)
"AEAMF =R -7 ( tangente intérieur)
Donc MF+MF’ =R+R’=2a (a>0).
Le lieu géométrique de M est donc lellipse (E) de foyer F et F’ et de grand axe 2a.

Exercice :
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2
On donne dans un repere orthonormé (0,1, ]),une ellipse (E) :;—22 + 2’—2 =1la>b

Un point mobile M décrit 'ellipse (E).

Déterminer le lieu géométrique du centre du cercle I du cercle inscrit dans un triangle MFF’,
F et F’ étant les foyers de l'ellipse (E).

Solution :

I est le barycentre {(M, FF'), (F, MF"), (F', MF)}.
Ona FF' = 2c, MF = a—%etMF’ = a+% avec x = Xy.

( FF' X xp + MF' X xp + MF X xp,
1= FEF' + MF + MF’

_FF’XyM+MF,XyF+MFXyF,
S FF' + MF + MF’

( _ 20x+(a+%)c+(a—%)(—c)

X1 X cX
2c+a—7+a+7
4
2cy+(a+%)0+(a—%)0
yr = cX cX
L 2c+a—7+a+7
2
|( 2cx+2%
{xl 2a+ 2c
| _ 2cy
k y1_2a+2c
( _c
x,—ax
4
a+c
Lyl_ c y
( ngx
o
4
_a+tc
Ly_ c yI
2 2
OrM(x,y)E(E)(:)% +%=1
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e e tr =1
x;2 F
AR
" G¥)
a+c
Donc le lieu géométrique de I est Iellipse d’équation :
x 2 2
= — =1
" G¥)
a+c

Exercice : Dans le plan euclidien (P), muni d’un repére orthonormé, on considere la courbe

:(2x+4)2+(3y—6)2=1

©:—7¢ 9

Déterminer sa nature et ses éléments caractéristiques.

(C):(2x+4) +(3y—6) _

16 9
(x+2)? (y-2)
S (C): =1
©) 2 T
P '{X=x+2:>{x=X—2
osons.Y:y_2 Y=Y +2

D’ou
XZ
(C):T-I_YZ:L a=2eth=1

c=+a2—-bh2=+3

2
(C) est l'ellipse d’équation réduite XT + Y? =1 de centre 0.

Eléments Dans le repére  (2,1,7). Dans le repere(0,1, 7).
caractéristiq
ues
Le centre NX=0Y=0) Nx=-2,y=2)
L’axe focal Y=0 y=2
L’axe non focal X=0 x=-2
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Sommets 2\ (2 0 (0 0\ ,/—4 -2 (2
a(o) (o ) o (a)er (L) | a(l) () (5)ees(
Foyers - V3 . -3 ; —2+43 - -2-+3
0)° 0 2 )¢ 2
directrices 44/3 43
(D):X=T€t (D):X=T—2
43 443
(D’):X=——3 et (D’)!X=—T—
Eléments caractéristiques de (C)
Excentricité :
_c_¥3
€= a 2
Exercice :
Dans le plan muni d'un repere orthonormé (0,1,7), on donne la courbe (C) d’équation :
(Véx +v2y)"  (V2x = Voy)’
+ =1
18 8
Remarque siona:
ax + by)? (cx + dy)?
( = 2 + ( 52 2 = 1,avec |ad — bc| # 1 alors on peut poser.
(X _ax+by
4|  Jaz + b2 X = xcos(0) + ysin(6)
=
| yo & +dy Y = xsin(8) — ycos(6)
SN
Posons
(. Véx+v2y V3 1
|X=———=—="x+=y
{ V6 + 2 2 2
| V2x—+v6y 1 3
kY = =-X——Yy
6+ 2 2 2
(. /[ /[
jX = cos (E)x + sin (E)y
|, . T /s
kY = sin (E) X — coS (E) y
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Véx + 2y = 242X
V2x —Ve6y = 2/2Y

(Vex+v2y)'  (VZx-vBy)' . (2vZx)"  (2v2Y)'
(€): T + 5 =1 5 + 5 =1

(C) est donc I'ellipse d’équation réduite :

2

)

+Y2 =

Onaa=§,b= 1,a>b>=>c=+vVa?—b? =§
V3x+y =2X
x—V3y=2Y
B —avEx—av xvE o1
SN 2~ 2 13
1 -3
R E _nEY-2x 1, VB
IR | S -4 2 2
1 -3
2
(C) est l'ellipse d’équation réduite % + Y% =1, de centre 0.
2
Eléments caractéristiques
Eléments Dans le repere (2,1,7). Dans le repere(0,1, 7).
caractéristiques

Le centre NX=0Y=0) N(x=0,y=0)
L’axe focal
L’axe non focal
Sommets
Foyers
directrices

c 5

a 3
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Exercice :

Dans le plan muni d'un repére orthonormé (0,1,7), on donne la courbe (I') d’équation :
13x2 4+ 13y2 —10xy — 72 =10

Déterminer la nature et les éléments caractéristiques de (I').

x = Xcos@ + Ysin6

Posons { (formule analytique d une rotation)
y = —Xsinf + ycos6

{xz = X?c0s%0 + Y?sin?6 + 2XYsinBOcosH
y? = X2sin?0 + Y?cos?0 — 2XYsinOcosH

x2+y2=X2+Y?
1 2 2 :
Xy = E(Y — X?)sin260 + XYcos28

Dans le repére on a :
(I):13(X?+Y?) —5(Y% — X?)sin26 — 10XYcos20 — 72 =0

On choisit 6 tel que le coefficient de XY soit nul.

Iy _T
cos26 = 0 et vérifie pour 6 = .

D'ou (I):13(X2+Y?)—5(Y?—-X?)—-72=0
18X2+8Y2—-72=0

_ 1 _xy
x=2X+Y) X=

Avec =
_ v _ — Xty
y—ﬁ(Y X) X %

2 2
(I") = est donc ellipse d’équation )2(—2 + };—2 = 1 de centre 1.

Eléments caractéristiques

Eléments Dans le repére  (2,1,7). Dans le repere(0, 1, ).
caractéristique
s

Le centre NX=0Y=0) N(x=0,y=0)
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L’axefOCﬂl X 0 y=x
L’axe non focal Y =0 —
Sommets 0 (0 2 ’ 3 3
A(g) 4 (55) B (g)ee G\ o 2\ (VR (2
3 ) 3 ) \-2 NG)
V2 2
Foyers ( ) ,( 0) 7 c o
F et F ) , ,
- F et F
Directrices 9 it
(D):Y =— N
V5 (D):y X+
’ 0
(D'):Y = —— N _9
V5 (D):y X ———
L'excentricité e = < = V5
R
Autre méthode

Six%et y? ont le méme coefficient on peut utiliser les formules suivantes

x2+y2=(x+y)?-2xy

xy = 1[G+ )2 — G~ )]

() : 13[(x +y)? —2xy] —10xy —72=0

13(x+y)2 —36xy—72=0

13(x+y)2—36><%[(x+y)2—(x—y)z]—72=0

4(x+v)2+9(x—y)>—=72=0

(
I

D’oui :

x+y=\/§(

x+y
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X? v?
2tz =1
B) HYPERBOLE

1er type

/ I\

(H) = (H) U (Hy)

Définition :

a et c étant deux réels tels que 0 < a < c,on appelle hyperbole de foyers F et F" avec FF' =
2c,'ensemble (#) des points M du plan tels que IMF — MF'| = 2a.

Ona (#) = (Hy) v (Hy)
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(H)) =M € (P)/MF' — MF = Za} et (H,) = {M € (P)/MF — MF' = 2a

(H,) est l'arc de I'hyperbole de foyer F.
(H,) est 'arc de I'hyperbole de foyer F’.

Equation réduite : Dans un repére orthonormé (0,71, ]) tel que O soit le milieu de [FF'] et

1 -
{=—0F.
OF

x2 2

(7€) a pour équation prie 1,c? =a?+ b?

(On peut avoir a > b commea < b).

Eléments caractéristiques de () :
B B

X y
pra i 1,c? =a?+ b?
Foyers de (%) : F(c,0) et F'(—c,0)
Axe focal (0,)
Axe non focal ,D
Sommets A(a,0) et A'(—a,0)
A tot b b
SYymprotes (A):y=—xet:(A):y=——x
a a
Directrices a? a?
(D)ix=—cet(D):x=——
c c
Excentricité

e =

c
a

Définition par foyer et directrice associée :

Me(H) o =e==¢
MH a
MFr

MHr

c
e=-
a

Avec H et H’ projetés orthogonaux respectifs de M sur (D) et (D’).

Propriéteé :

Document d’appui aux cours de mathématiques en Terminale S1 Page 54



Document d’appui aux cours de mathématiques en TS1

(3) admet en tout point My (xo, yo) de () une tangente (T) d’équation :

(1) -2 =1
e SiM, € (Hy) et si (T) coupe la directrice (D) en B alors MFB = 90°
o SiM, € (H,) et si (T) coupe la directrice (D’) en C alors MyF'C = 90°
MF = |a—%
e M(x,y) e (M) &
MF' = |a+<

2eme type :
: —

- RN

> Définition bifocale :

M€ (H) = |MF — MF'| = 2b,avec AA' =2b,FF' =2c,0< b <c.

» Equation réduite :
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2 2
25 y — 2 _ 42 2
_F-l_ﬁ_l'c =a“+b

Ona (H) = (H) U (H,)
(H) =i{M € (P)/MF’—MF = Zb} et (H,) = {M € (P)/MF—MF' = 2b

(H,) est l'arc de I'hyperbole de foyer F.

> Sommets: A(}) et A'( "))

> Axe focal de (H)

- (0,y) est I'axe focal de (H)

- (0,x) est I'axe non focal de (3)

> Foyers : F(?) et F'(°)

» Asymptotes : y = —Sx ety = Zx:

. . b2 , b2
» Directrices: (D) : y = —et D):y=—-——

c

o oy, (o
» Excentricité : e = >

Définition par foyer et directrice associée :

MF c
MeEH) s—=e=-
MH b
MFr c
:e:—
MH! b

Avec H et H’ projetés orthogonaux respectifs de M sur (D) et (D’).
Propriété :
(3) admet en tout point My (xo, o) de () une tangente (T) d’équation :

(M) =25+ 2 =1
e SiM, € (H,) etsi (T) coupe la directrice (D) en B alors MoFB = 90°
o SiM, € (H;) et si (T) coupe la directrice (D’) en C alors MoF'C = 90°
MF =|p -2
e M(x,y) E(H) &
MF' =|p+2

Exercice :

Dans le plan muni d'un repére orthonormé (0,1,]), on considéré la courbe repere
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x+1
Montrer que (I') est une hyperbole.
Solution

x+1
(F):y=xT1=>xy—y=x+1

oxy—-(x+y)=1
oLy~ =y - Gt y) =1
S x+y)’P-(x-y)P-4x+y) =4

Orx+y=\/§(%) etx—y=\/§(%)

Donc (I') : 2(x+—y)2 — Z(Q)Z —4\/5(%) =4

V2 V2
_ Xty _ U+v
U_ﬁ x=-—
Posons S
v = U
BRE Y=

On obtient (') : 2U? — 2V2 — 42U = 4

) :(U-v2)' -v?=4

X=U-2 U=X++2
Posons &S

Y=V V=Y

On obtient (I') : X2 —Y? =4

2 2
Ou encore (I"):XT—YTzl

2 2
(I') a une équation de la forme % - % =1lavec a=b =2;(I') est une hyperbole

équilatere .

- L'excentricité e = 2.
- Asymptotes
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(D):Y = EX (D):Y = —éx
a a
eV=U-2 eV=-U+V2
x—y_x+y_ X-y_—x-Y
PN 5 -5 V2 =3 7% 7% ++/2
(D):y = D):x=1

- Centrede (I')

Exemple

Dans le repére orthonormé(0,1,]), on considéré la courbe (I') :

<m+1

2 2=1
m_1>x + my

Discuter suivant les valeurs de m la nature de (I').
Solution

- Sim = 1,l"équation n’a pas de solution donc (I') = @

- Sim=—-lona—y?=1 impossible (I') = @
- Sim € ]|—oo, —1[,2—:? > 0 et m < 0 I'équation devient

=)

Donc si m € |—oo, —1[, (I') est une hyperbole.

X

- Sime ]0,1[,2—3 < 0 et m > 0 I'équation devient

x2

(=) ()

Donc si m € ]0,1[, (I') est une hyperbole.

- Sime]l, +00[,:—: > 0 et m > 0 I'équation devient
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xZ

(=D (5

Donc si m € |1, 40|, (I') est une ellipse.

- Sim=00na—x*=1 impossible (I') = @
Exemple

Dans le repére orthonormé(0,1,]), on considéré la courbe (I') :
2m—-1Dx?+ (m+1)y? =1

1) Discuter suivant les valeurs de m, la nature de (I') .
2) Etudier l'ensemble des points fixes de la famille de courbes.

Solution
1)-Sime]—oo,—1[,2m—-1<0etm+1<0.Doncsim € ]—oo,—1[ alors (I') = @
- Sime ]—1,%[,2m —1<0etm+1>0/l'équation devient

2 2

_ X + Y —
(VI=2m) < 1 >2
m+1

(I") est une hyperbole.
- Sime E, +00[,2m —1>0etm+ 1> 0['équation devient

Donc sim € E, +00[, (I") est une ellipse.
- Sim=—lona:—3x*=1 impossible (I') = @

- Sing,ona:yzzz @y:\/g etyz—\[

(I') est la réunion des droites d’équation y = \E ety = —\E .

wIN

2) Soit My(x¢,yo) un point fixe de la famille de courbe (I").
VvmeR QCm—Dxi+(m+1)yé=1

vmeR,Qxi+yim+ysi—x5—1=0.
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Le polynome (2x§ + yé)m + y§ — x5 — 1 = 0 s’annule pour toute valeur de variable m
donc c’est un polynome identiquement nul.

D’ou tous les coefficients sont nuls.
2x5+y¢ =0
Yi—x—-1=0
2x§+y5 =0=x,=y,=0
Si xo=yo=0alorsy; —x2—1=—-1#0

Donc la famille de courbe (I') n’admet pas de points fixes.
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LIMITES-CONTINUITE - ETUDE DE FONCTIONS
EXERCICE1:

Etudier les limites suivantes :

n

1) Iim m;nElN 2) lim A x2-x+1+ax; a €R
x — +o0 “X° ° X — -
3) lim sin[sin(sinx)] o) lim xE (Lj 5) lim sm(ll—cos X)
x — X x— 0 sin x x— 0 sin(x?
6) lim x(sin£+1—cos lj
x—0 X X
. 2X —sinx . sin(x?) —sin(ax) . x2sin[tan(x?)]
7) lim —— 8 lim ————— 9 Ilim ———=
)x—>0 V1- cos X )x—>a X—a )x—>+oo 1-cos(x?)

2 2 1 .
10) lim_ | ®—x|tanx 1) lim 22 ) gim xe[ 2
T T 2cosx—1 X430 X
x—>2 x—>3

3 3
13) lim _Ax -2 14)  lim x5 —4

x— 8 x— 10
3\/x+19 -3 23x+17 —320x+16
) 1 + sinx — cosx . /1 +sinx —\/1 —sinx
15) lim . 16) lim
¥ — 0 1 —sinx —cosx ¥ — 0 tanx
EXERCICE 2:
. //xE(i) six €IR+
Soit f(x) = 7 x
/1 six=0

1) Montrer que f est continue en 0 ; f est-elle dérivable en 0 ?

1
2) Etudier la continuité de f en p avecp €INet p >2. Etudier la continuité de fen 1.

EXERCICE 3:

flx) = ljccl\/ | x | pour x#0 et f(0)=0.

1) Etudier la continuité de f.

2) Démontrer que fadmet une bijection réciproque f-1.
3) Verifier que f-1(x)=x| x |.

4) Représenter graphiquement f et f-1.

Document sambaaly CRFPE/Sedhiou Page 61



a)

EXERCICE 4 : Soit f: [-m, 1] — IR

foyve oo (1 . .

. H4]”(x)—xsm( " ) six €IR
lfo)=0

a) f est-elle continue sur [-m, ] ?

b) f est-elle dérivable sur [-m, n] ?

EXERCICE 5::
a) Preciser le domaine de définition de la fonction fdéfinie par f(x) = x?sin .

b) Montrer que I'on peut prolonger f par continuité en une fonction g définie sur IR.
c) Déterminer f'et g'; g' est-elle le prolongement par continuité de f' sur IR?

EXERCICEG6 :

1
Déterminer le nombre de solution de I'équation x* = x> + %= dans IR puis donner, si

possible, un encadrement a 107 prés de chacune d’elles. En déduire le signe de f telle que

1
f)=-x+x2-5-.

EXERCICE 7:

Soit f définie par f(X)= 71

1°) Montrer que f définit une bijection de l'intervalle |1, +oo[ sur un intervalle a préciser.
Soit alors g la bijection réciproque de f|]1, +oo[. Etudier g : ensemble de définition,
continuité, sens de variation, dérivabilité. Calculer f(2). En déduire g (2/3).

2°) Expliciter g(y).
EXERCICE 8 :
NPTV . 3X
Soit f définie pour x appartenant a [0, 1] par f(X) = 711
+

1°) Montrer que f est une bijection de [0, 1] sur un intervalle que I'on précisera. Etudier la
bijection réciproque f -1: ensemble de définition, continuité, sens de variation.

2°) Etudier la dérivabilité de f-1 sur son ensemble de définition.

Calculer (£1)(0).Représenter graphiquement C(f) et C(f) dans un méme repére
orthonormé. Préciser les pentes des tangentes aux points d’abscisses 0 et 1.

EXERCICE 9:

Montrer que la fonction sinus réalise une bijection de {—g; ﬂ sur | a préciser. On note

Arcsin sa réciproque.
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b)

c)

d)

Etudier la dérivabilité de Arcsin sur | puis montrer, lorsqu’elle est dérivable, que :

iy oL
(Arcsin)'(x) —m .
Montrer qu’il existe c €]0; 1[ tel que, Vx €]0, 1],
X

Arcsin(x) =\/m .

En déduire que vx €]0, 1], Arcsin(x) <

1-x2°
EXERCICE:10

Soit f:[0, n] — [-1, 1] et g :]—]2—[, ]Z—I[—> IR

X V> COSX X > tan x

1) Montrer que f et g admettent des bijections réciproques respectives arccos et arctan.

2) Montrer que :

a) Wx €[-1, 1] ,arccos(-x) + arccosx = . b) vx €[-1, 1], arcsinx + arccosx =

==
NI

c) Vx €IR'+, arctanx + arctan

1
EXERCICE :11 f(x) = P

1
d) vx €IR"-, arctanx + arctan

T

2

-z
2-

1) Déterminer l'ensemble de définition de f et expliciter pourquoi on peut prendre pour

domaine d’étude [0, 72_r [.
2) Etudier les variations de f et tracer sa courbe.
3) Montrer que f est une bijection de [0, 72_r [ vers | a préciser.
4) L’application réciproque f -1 de f est-elle dérivable sur J? 5)
Dans le cas out f -1 est dérivable, montrer que (f-1)'(x) L .

EXERCICE 11

. 1 2 2
Soit f(x) = ; . Montrer Vp EN,W <f(p) _f(P+1)<F'

, . . 1 1 1 1 1 3
2) A l'aide de ce résultat, montrer que 5 - 2_112<F +§ + ... += <§
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1)
2)

3)

b)

1)
2)

4)

5)

1
3) Montrer que un =73 + 53 +....... +°3 est convergente.

EXERCICE12:

Soit f continue sur [0, 1] dans lui-méme.

Montrer qu’il existe un réel a tel que

f(a) =a.

On suppose f dérivable sur [0, 1] et vx €[0, 1], /f‘(x) /< 1. Démontrer que a est I'unique
solution de x = f(x) sur [0, 1].

Soit (un) définie par us €[0, 1], un+1 = f(un) et /f'(x) /< 1.

Démontrer qu'il existe un réel k € 0, 1[ tel que

funsi-a [ <k/un-a/

En déduire que (u,) converge.

EXERCICE13:

Etudier les variations de f telle que f(x) = 2cosx - cos2x.
T
Montrer que f admet une bijection réciproque de [3 , 7 [sur ]. Préciser les propriétés de f - 1.

3) Préciser le variation de f-1et tmcerCf 4

Calculer la dérivée de f~1en -2, en _i eten 1.
Calculer ¢ [f 71(")] et Si“[ffl(t)]'

EXERCICE 14 :

Le plan e rapporté a n repere orthonormé (O, i, j) (unité 4 cm).

f:10, 72_r [ — IR+ définie par f(x) =+/tan x

1) Etudier la fonction f. (On précisera son ensemble de dérivabilité).

T i) = a1
2) Montrer que vx e]O,z[f (x) [1+f(x) ](Zf(x)j'

2) Montrer que f admet une bijection réciproque f -1 définie sur IR+. Quelles sont les
propriétés de f-17?

4) Préciser sur quel ensemble f -1 est-elle dérivable et déterminer (f -1)’(y) en fonction de y.
5) Tracer Cfet Cf -1,

EXERCICE 15:

Soit f la fonction numérique définie par : f(x)=x1-x .
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1. a. Déterminer l'ensemble de définition de f .

b. Etudier la dérivabilité de f en 1 et interpréter graphiquement le résultat obtenu.

c. Montrer que f est dérivable sur |- ;1] et que f'(x)=

2-3x pour tout x<1
2\1-x '

d. Dresser le tableau de variation de f.

e. Représenter graphiquement la fonction f.

1

33

2. a. Montrer que I'équation f(x)=—=admet une seule solution x, dans |- ;0] et que

—£<x1<0.
3

b. Montrer que I'équation f(x):L admet exactement deux solutions x, et x, dans [0;1]

3\3

2 ;. L s N
et que 0<x, < 3<% <L Donner une valeur décimale approchée a 107 pres de x,.

3. a. On pose u =§(x—%). Montrer que I’équation (E) : |x«/1—x| =% est équivalente a
(E’) : 8°* —6u—1=0.

b. Pouri=1, 2, 3, on pose u :%(xi —%). Montrer qu’il existe un unique réel 6, de [0 ; ]
tel que u, =cos6,.

c. Prouver que cos30 =4cos® 0—-3cosd pour tout O réel.

(On rappelle que cos(a+b) = cosa.cosb - sina.sinb et sin 2a = 2sina.cosa)

d. Déduire des questions précédentes que (E’) est équivalente a I’équation cos36 = %

Résoudre cette équation dans [0 ; z | et en déduire les valeurs exactes de x1, x2 et x3.

EXERCICE : 16

. p . Lo a .
Soit a un réel non nul ; f, la fonction de IR vers IR définie par ¥ x e IR f(x) = x+— sin zx
T

Comparer f5(x) et fa(x+2k) kel . Comparer fa(x) et fa(-x)

Etudier suivant les valeurs de a la variation de f, sur l'intervalle [0:1]

Démontrer que si |a| <lalors f, est une bijection de IR sur IR et que sa restriction a [-11]
est une bijection de cet intervalle sur lui-méme.

Lorsque |a| <1 ; préciser les points en lesquels f. ™" bijection réciproque de f, est

dérivable.
EXERCICE 16 :
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a)

b)

c)

1)
2)
3)

4)
5)
a)
b)

Soit g la fonction définie par g(x) =  |_*_.

1—x
1) Etudier completement g (on représentera a courbe C) (unité 8 cm).

2) Montrer que g est une bijection de son ensemble de définition sur un ensemble a préciser
et tracer la courbe C" de g-1. 3) Calculer I'abscisse xo du point d’intersection, autre que O,
des courbes C et C’.

4) Quel est I'ensemble des points M(x, y) du plan tels que x3 + xy?> — y?> = 0. Représenter
cette ensemble dans le méme repere.

EXERCICE 17 : On considere une fonction f définie pour tout réel et vérifiant la

ropriété pour tout couple (x;y)ell” : :M (1)
propriété p ple (xy) )= o 7 )

Montrer que s'il existe un réel c tel que : f(c) =1ou f (c) =-1 alors fest constante sur IR.

NB : On suppose dans toute la suite du probléme f non constante sur IR

En écrivant . _ * . X ; montrer que quelque soit le réel x ona: —1< f(x)<1 et établir
2 2

que f(0)=0.
En déduire que f est impaire.

Montrer par récurrence que pour tout entier naturel n non nul et pour tout réel x on a :

1+f(nX)_(1+f(X)J"

1= f(nx) \1-f(x)
On pose “_fgli — a ; Calculer pour tout entier naturel n, puis pour tout entier relatif n
1-F(1
la valeur de f (n) en fonction de a. Calculer f(x) en fonction de aou x — P avec
q
pelletqgell”.
x+1 ‘ X <0

EXERCICE 18 : Soit h la fonction définie par :  h (x) = X

X3 - X2

21 si xz=0
X +

Montrer que h est définie sur IR. Ecrire la fonction sans barres de valeur absolue.

Etudier la continuité et la dérivabilité de h en O et - 1.

Etudier les branches infinies et la position de la courbe par rapport aux éventuelles

asymptotes.

Calculer h' sur les intervalles ou h est dérivable.

Soit f(x) = x3 + 3x - 2.

Montrer que I'équation f(x) = 0 admet une solution unique a sur IRpuis 0<a<1.
En déduire le signe de f sur IR.
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6) Montrer que h'(x) = (—xf% sur

10 ; + o[ puis établir le tableau de variations de h sur IR.
7) Tracer (Cp).
8) Montrer que la restriction hide h a |- oo ; -1] admet une bijection réciproque dont on
précisera
son ensemble de définition .

9) hi* est-elle dérivable sur | ? Calculer hi(-2) puis (h;*)'(- \/E ). Tracer la courbe de h;*.
//f(x)=x+\/|x2—x| six=>0
EXERCICE :19 Soit fla fonction définie par : 7 x-2 ,
4 flx) = > six<0

1) Déterminer l'ensemble de définition de f.

2) Etudier la continuité de fen 0.

3) Etudier la dérivabilité de fen 0 et en 1.

4) Calculer f'(x) dans les intervalles ou f est dérivable.
5) Etudier les variations de f.

6) a) Donner la nature des branches infinies a Cy

b) Etudier la position de Cspar rapport d ces asymptotes sur |-, 0] et sur [0, +oof.

N3

7) Soit g la restriction de f sur |-, 5 ].

Montrer que g est bijective de J-oo, =5~ | vers ] a préciser.

8) a) Donner les variations de g -1 et préciser les branches infinies d sa courbe.
b) g~ est-elle dérivable sur | ?

. N J
¢) Donner la tangente d Co— 1 en | [ _ .
& 8 g 1(_ J3)

\2

d) Donner l'expression de g =1 sur [0, =5~ ].

9) Tracer Cr et Cs.

EXERCICE 20

1
1) Montrer que la fonction f:x— 1 admet des primitives sur R.

X2

On notera F la primitive de f vérifiant F(0) =0
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2)
3)

4)

5)

1)

2)

3)
4)

Etudier la parité de F et étudier son sens de variation sur R.
En déduire qu’il existe une constante c telle que, pour tout x >0 F(X)=c— F(E]
X
Montrer que lim F(x)=c
X—>+00

On pose pour tout x de }—%,%{ ,g(x)=tanx .

Montrer que la fonction ¢:X— F og(X)—X est dérivable sur}—%;%{ , et calculer ¢'(X)

En déduire que pour tout x de }—%,%{ Fog(x)=x
Déterminer alors F (1), F (\/§) et F[?] .

EXERCICE 21

X

1-x°

Partie : I soit f la fonction définie sur -1 par f(x) =1+

Etudier les variations de f.

p . _ . . . 4
Montrer que I’équation f(x) = x admet une unique solution a dans F1Al et quea > -
En déduire le signe de f(x)-x sur -1
Montrer que f réalise une bijection de 1] vers R

Expliciter pour tout réel x, f~(X)

U, €[0,]

Partie I1 : Soit la suite u définie sur N par :
un+1: f _1(un)

1)a)Montrer que, pour tout nde N, 0<u, <«

b) Montrer que la suite u est croissante

c) En déduire que uy est convergente et déterminer sa limite

2) Montrer que pour tout x de R+ on a : ‘(f ’l)'(x)‘ < L .
22

1
3) Montrer que pour toutnde Nona: U, —a|<—=U,—| .
) quep Up.1 = 2\/§| |

o 1 .
4) En déduire que pour tout n de N on a : |u, —a] < (—j Uy —a|. Retrouver lim u,, .

2\/5 nN—-+oo
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Partie: IIl Soit hla fonction définie sur |-11] par : h(x) = f(—sin[% XD

1) Montrer que pour tout x de |-11[ : h(x)=—-1—- tan[% xj

2) Montrer que h établit une bijection de -1 sur R.
3) Montrer que h'! est dérivable sur R et expliciter : (h’l)'(x) .

4) Soit pour tout x € R* , la fonction H telle que : H(X) =h™(x—1)+h" [—— j
X

a- Montrer que H est dérivable sur R et déterminer H’(x).
H(x)=-1six>0

b- Calculer H(1)etH(=1). En déduire que : _
H(x)=1 six<0

5) Pourtout nde Nona:V, =Z[h_l(%j+h‘l(—%jj et w, = Yo

k=1 n
1 1\ . 1
a- Donner la valeur de H[ kj En déduire que ¥ k e N":h™ (E) +h ( —j =-1

b- Montrer que pour tout n de N* v, =—n— h‘l(_ij

n+1

PRIMITIVES -NOTION D’INTEGRALE -FONCTION LOGARITHME
NEPERIEN

EXERCICE : 1

Dans chacun des cas suivants, déterminer les primitives de la fonction f sur l'intervalle K

a) f(x)=3x—_1 et Kz]—é;l[

(3x2-2x-1)
D) f@)=rms et K =]-1;+00]
0 f) =y et K=10;+0]
d) fO) = — 35 et K =1-00;0]
EXERCICE : 2

Dans chacun des cas suivants , déterminer les primitives de la fonction f sur un intervalle
K que l'on précisera .

) = b f == Of@) =xVT-x?

_ 2x+3
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EXERCICE : 3

Dans chacun des cas suivants, déterminer la primitive F de la fonction f sur l'intervalle K
, qui vérifie la condition indiquée .

: V4
a) f(x) =sinxcosx; | =R, F(E) =1

b) f (x) = cos xsin°x;1 =R,F(0) =3
c) f (x) = 2xsin(x*);1 =R,F(0) =2

d) f (x) = SCiSISZ):(;I =}0;%[,F(0)=2

EXERCICE 4 :

Soit la fonction f 1 x — . En remarquant que

1-sinx
T 1 1+sinx
VXe |- = : —.
} 2 2[ 1-sinx (1-sinx)(1+sinx)

Déterminer les primitives de f sur }—%,%{

EXERCICE S5 :

La fonction fest définie par f (x) =sin® x.

. Exprimer sin® x en fonction de cos2x et cos4x.
Quelle est la forme générale des primitives de fsur R ?

Calculer j f (x)dx .
0

EXERCICE : 6

x%2-2x-2
x3-1

Soit la fonction f:x —

. Déterminer trois nombres réel a, b et c tels que :
vx eR—{1}, f(x) = =+ bx+C
. En déduire la primitive F de f sur |—co; 1|, telle que : F(-1) = -In2.

x—1  x%24x+1°

EXERCICE 7:
, s . sin X
f et u sont des fonctions définies sur l'intervalle | = [0; %} par f(X)=—=— et
COS™ X
a0 =—,
COS " X

Document sambaaly CRFPE/Sedhiou Page 70



3 2
1. Verifier gue pour tout x de I f'(X) = - )
fier que p (9 cos* X  cos’ X

2. En utilisant une primitive de la fonction X — Trouver la primitive sur I, nulle de la

sx
fonction u.

EXERCICE 8 :

f; g et hsont les fonctions définies sur R par :
f (X) = x? cos x; g(x) = x* sin x; h(x) = 2x cos x

1. On pose u=g-h
Calculer les fonctions dérivées des fonctions g, h et u.
2. Déduisez en une primitive F de f sur R.

3. Calculer I= j f (x)dx .
0

EXERCICE9 :
fest la fonction définie sur [0; 7] par f(x)=2sin x+cos? x et(C) sa courbe représentative

dans  un repére orthonormé (unité 4cm).
1. Etudier f et tracer la courbe représentative.

2. Montrer que la droite d’équation X = 3 est un axe de symétrie pour (C).
3. Calculer en unités d’aires, 'aire du domaine limité par la courbe, I’axe des abscisses et les
droites d’équation X=0et X = 3 .Déduisez en du 2 'aire du domaine limité par la courbe,

I"axe des abscisses et les droites d’équation X=0etX=r.
EXERCICE10:
Trouver une primitive sur R de chacune des fonctions f et g définies par :

(x++/x*+1 1
F(0= S 2 g0 = — :
VX©+1 (\/x +1Xx+\/x +1)
EXERCICE 11 :
Soit fet g les fonctions définies par :
flx) = g(x) =
Déterminer successivement les primitives sur [0 ; g] de chacune des fonctions f+g , f-g fet

8

Exercice 12:

cosx sinx

cosx+sinx cosx+sinx

h(x) = j:%dt

Soit h la fonction définie sur l'intervalle [O+od| par :
2
Et k la fonction définie sur l'intervalle I= [0; %[ par k@) =tan"o.

a. Calculer (hok)(0) .
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b. Prouver que pour tout 6 appartenantal, (hok)'(6) = 4tan” 6.
c. Enécrivant tan®@ sous la forme

(tan®@+ 1) - 1, déterminer une primitive de (hok)' puis donner 'expression de (hok) .
d. Calculer h (1)

Exercice 13 :

On définit sur I = W;+od la fonction fpar :

2
1
f(x) = %
(x*=1)
a. Démontrer qu'il existe deux nombres réels aet b tels que , pour tout nombre réel x del :
a b

f(x)=

n
(x*-1)* (x*-1*

b. En déduire une primitive de f sur I .
Exercice 14 :

Soit la fonction fdéfinie sur |F11[ par :

X—5
f(X)=—— .
X —
. a < L1 s g2 .
a. Ecrire f(x)= 1 + 1 ou a et b sont des nombres réels a déterminer .
X— X+

b. En déduire une primitive de fsur .

EXERCICE 15

1

F(x) =
1.) Soit la fonction définie sur R par : 1+x*

On désigne par (C ) la représentation graphique de f dans un plan muni d’un repere
orthonormé (O; i; ]) (unité graphique :4cm).

a.) Etudier la fonction f (sens de variation et comportement aux bornes).

b.) Tracer (C).

2.) Soit la fonction définie sur R par : g(X) = _[ZX f(t)dt.

a.) Lorsque x>0, donner une interprétation graphique de g(x) et lorsque x <0, donner une
interprétation de LX f(t)dt et comparer cette intégrale a : I:ZX f(t)dt.

b.) Utiliser2.a. et 1. Pour prouver que g est une fonction impaire.

) Ly X X
c.) Prouver que, pour tout nombre réel x positif, on a : ————=<g(X) <

<g(x) < .
VJ1+16x* V1+x*

En déduire lim g(x) puislim g(x) -
X—>+00 X—>—0©0
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d.) Démontrer que G est dérivable sur R et que. 9'(X) = Déterminer le

Jir16x4 1+
signe de g'(x).
e.) Dresser le tableau de variation de g et donner 'allure de la représentation graphique de g

.On ne cherchera pas a préciser les extrémums de g.

EXERCICE :16

A. Pour tout entier naturel non nul, on pose : |, = J.OZ tan" xdx.

1. a. Justifier l’existence del , .
b. Sans calculer |,, montrer que la suite (1) est une suite décroissante dont tout les

termes sont positifs.

2. a. Pour tout entier naturel non nul n, calculer la dérivée de la fonction x — tan™* x.

. . 1
En déduire que pour tout entier naturel non nuln, 1, +1 ., = P
n+

b. Démontrer que pour tout entier

L o<t

2(n+1) " n+1

Naturel non nul n,

c. En déduire la limite de la suite (1) lorsque n tend vers +oo.
d. Calculer f(n)=1,,—1, en fonctionden ouneN".
3. a.) Calculerl,.
b.) Calculer f(2)+ f(6)+ f(10)+...+ f(4k—2)en fonctionde 1, et de 1,,,, ouke N".

En déduire la limite de la somme : 1—§+1—1+...— 1

——+
5 7 4k -1 4k +1

lorsque k tend vers +

o0,

4. a. Vérifier que la fonction In(cos X) est définie et dérivable sur l'intervalle {0;%} et

déterminer sa dériver. Calculer 1,.
b. Calculer f(@)+ f(5)+ f(9)+...+ f(4k—3)en fonction de |, et de 1, ou ke N*.

c. En déduire la limite de la somme : 1——+£—1+...+L—i lorsque k tend vers
2 3 4 2k-1 2k

+o00,
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B. Soit o un réel donné, élément de }0;%[ .On pose pour tout entier naturel non nul n,
K, () = jo“tan“ xdx et S, () = K (o) + K, (a) +...+ K ().

1. Soit x un nombre réel élément de [0;c| Calculer pour n entier naturel non nul,

tan X +tan® X +...+tan" x en fonction de x et de n.Prouver que :

tanx | tan""x

tan X +tan® X+...+ tan" x— =
1-tan x| 1-tanx

2. Etudier le sens de variation de la fonction g ,,ou pe N*, definie sur [0;c] par :

g,(x)= anX .En déduire que, pour tout p  N* et pour tout x de[0;a],
X

p p
< tan” x < tan” '
l1-tanx l-tana

3. Montrer que, pour tout ne N,

n+1

n x n
tal dx<ata

Y En déduire Uexistence de la limite de la suite S, (@)
1-tanx l-tana

S(@)-|;
quand n tend vers +oo.

4. On se propose de préciser cette limite.

a. Montrer que la fonction x — In(cos x—sin x) est dérivable sur 'intervalle {0; %}

.Calculer sa dérivée.

b. On pose :
A(a) :J' sin x X Et B(a) J' COS X
0 COS X —Sin X 0 CoS X —Sin X

Calculer B(a)— A(x) et B(a)+ A(a) puis A(x) et B(a).En déduire la valeur de la

limite de la suite S, (a) quand n tend vers +oo.

PROBLEME

In x

F) ="~ FO=-1

Soit la fonction numeérique définie sur l'intervalle [0 ; +oo [par
(In désigne le logarithme népérien).
On note C sa courbe représentative dans un repere ortho normal (O, G \7) .L'unité est de

2cm.
A) Etude d’une fonction auxiliaire

Soit g la fonction définie sur l'intervalle 105+ par g(x) =x—Inx-1.
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1)
2)

B)

1.

1)
2)

a)
b)

Etudier le sens de variation de la fonction g.

En déduire que g >0 pour tout x de I'intervalle |0;+od] .

Etude de f

Montrer que la fonction f est continue en 0.Montrer que f est dérivable en 0 ; en précisant
la valeur de sa dérivée en 0.

Calculerlim ., f(x).

Etudier le sens de variation de la fonction f et dresser son tableau de variation.

Tracer la courbe C.

Etude d’une primitive

On pose, pour tout x 20, F(x)=f1xf(t)dt.

On ne cherchera pas a calculer F(x).

Etudier le sens de variation de la fonction F sur l'intervalle [0 ; + oo].
Montrer en utilisant la fonction g de la partie A, que pour tout réel t de l'intervalle
[0; + ofona —1< f(t) <t—1.Vérifier que cette double inégalité est encore vraie pour

t=0.En déduire que% <F(0)<1.

3)a) Prouver que pour tout t>1 on a lnTt < f(®).
b) Calculer flmetdt.En déduirelim,_, ;o F ().
3)On note (u,) la suite définie pour n 21 par :u = f:ﬂf(t)dt

a)Montrer que pour tout n>3,ona : f(n+1) <u, < f(n),

b)Montrer que la suite (U,) converge vers zéro.

4)On pose, pour tout entier naturel n>2 :
p=n-1

Sp= D Uy =ty +U, +Us+.coot Uy
p=1

Exprimer S, a l'aide de F.
En déduire que limite |jm S, = +.

PROBLEME 2
__ In(1+x) .
On considere I'application f de |—1; +oo[ dans R définie par : {f(x) =7 six#0
f0) =1
Partie A

Etudier la continuité de f sur ]—1; +oo[

Etudier la dérivabilité de f sur ]—1; +oo[.Expliciter la fonction dérivée f'.

On note g l'application de ]—1; +oo[ dans R définie par

glx) = ﬁ —In(1+ x).

Etudier les variations de g et le signe de g(x) . ( On ne demande pas d’étudier la limite de
gen-1)

En déduire les variations de f .

Etudier les limites de f aux bornes de 'intervalle ] —1; +oo[ .

Document sambaaly CRFPE/Sedhiou Page 75



5. Construire la courbe ( C ) . Préciser les asymptotes et la position de ( C ) par rapport a
I'axe des abscisses .
6. Déterminer une équation de la tangente a ( C ) au point d’abscisse 0 .
Partie B
1. Démontrer qu'il existe un unique nombre réel a de l'intervalle 10; 1[ tel que  f(a) = a
.( On ne demande pas de calculer a ).
2. On considere la suite (u, ) définie par :
U= % et pour tout n€ N u,q = f(uy,) .
a. Démontrer que Vn€N,0<u, <1.
b. Démontrer que N n €N, |u,,1 —al < %Iun —al.
( On remarquera que Up4, — @ = f(u,) — f(@) et on utilisera le résultat
< () <0.)
c. En déduire que la suite (un) converge vers « .
PROBLEME 3
A) _On considere la fonction numérique g définie sur ]0; +oo[ par

gx) =1+ x% — 2x%Inx.

a.) Dresser le tableau de variation de g.
b.) Démontrer que l'équation g(x)=0 admet une solution unique A telle que 1.89<1<1.90
c.) Déduire de ce qui précede le signe de g(x).

Inx
1+x2

2.) On considere la fonction numérique f définie sur 10; +oo[ par : f(x) =

a.) Dresser le tableau de variation de f.

b.) Vérifier que :f (1) = % En déduire un encadrement de f(1) d’amplitude 1073,
c.) Tracer la représentation graphique de f dans un plan rapporté a un repere en orthogonal
en adoptant 2cm pour unité sur I’axe des abscisses et 20cm pour unité sur l'axe des

ordonnées.
B) On considere la fonction F définie sur ]0; +oo[ par : F(x) = fle(t) dt.
1.) Montrer que F est dérivable sur ]0; 4oo[ et préciser F'(x).

En déduire le sens de variation de F.
Int Int

2.) a.) Vérifier que pour t= 1ona : ar0? <f() < =z

c.) Pour x > 0,0n pose
x Int x Int
I(x) = { Zl—zdtet](x)zf " _dt

1 1 (1+t)2

A l'aide d’une intégration par parties, Calculer 1(x).

A l'aide d"une intégration par parties et de I'égalité (1;) = % - i pour tout t> 0.

Calculer J(x).

c) Déduire de ce qui précede que, pour x> 1, ona:
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d)

2+ n -2 <p<1 -2 -2
x+1 x+1 X X

On admet que :lim,o F(x) = L.
Sans calculer | vérifier que
n2<1<1.

3.) Soit G la fonction numérique définie sur 10; +oo[ par:G(x) = F (i) — F(x).

a)
b)
c)

1)
2)

a)

Calculer G'(x) pour x> 0.
Vérifier que pour tout x> 0, G(x)=0.
Déduire de ce qui précede la limite de F en 0.

probléme 4
Soit u la fonction définie par u(x) = fox 1-?;2 .

Prouver que u est dérivable sur R et calculer u’(x) .

On pose pour tout réel x de ]—g; + %[ f(x) = u(tanx).
Montrer que f est dérivable et calculer f(x) pour x € ]— %; + g[ .
En déduire que f(x) = x pour tout x de ]— g; + g[

Calculer Ip= fol 1322 :

Soit (1) la suite définie par In=f01 %dx .sin# 0 et Ip= % .
Montrer que Iop+ Ip+2= ﬁ . Calculer alors I, 14, I .

, 1 o .
Montrer que pour tout entier p : 0 < < Py En déduire la limite de Iz lorsque p tend

vers +oo.

FONCTIONS EXPONENTIELLES
EXERCICE 1

Résoudre les systemes suivants.

4e* —3e¥ =9 SeX —e¥ =19  (e2* —7e¥*1 = —10 , (e*e” =10
(3 = w0l T e
2e* +e¥ =7 e =30 x—y=1

EXERCICE 2

Résoudre dans R les inéquations suivantes :

e*>2 b eX <1 ¢) e¥ 3> e2X () 2e* —5e*+2>0
EXERCICE 3

Résoudre dans R les équations suivantes :

55 =1 b) (0,1)* =10 ¢) 3% = 27%*3
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1)

2)

1)
2)

EXERCICE 4

5 . . x+1 l
Démontrer que :¥ x € ]0; 400, — < In ( ) <-.
sq . i . x+1 x+1
En déduire que : V x € ]0; +oof, (—x ) (
n+1
Démontrer que : ¥ n € N*—=— (n+1) <en< D

n!

EXERCICE 5

Soit fla fonction définie par : fx) = exp( ) six ER—{-1;1}
f=f(-1=0

On désigne par (C) la courbe représentative de f.

Démontrer que f est dérivable a gauche en 1 et a droite en — 1.
Etudier f et tracer (C).

EXERCICE 6

1
f(x)= xex six<0
On appelle f la fonction définie sur U par : { £(0)=0
f(x)=xe* six>0
1. Etudier les limites de f en —o et +oo.
2. Etudier la continuité de f en 0.
3. Etudier la dérivabilité de f en 0.

4. Etudier les variations de f.

5. Montrer que la droite d’équation y = x+1 est asymptote a la courbe de f
PN 1
(on sera amené a poser x = D

6. Tracer la courbe de f dans le plan muni d’un repére ortho normal d’unité 3 cm.

EXERCICE 7: Soit U, une suite géométrique croissante de raison q a termes positifs telle

u,xu, =144
que :
U, +U,+U,= 63

u,xu, =144

a)Montrer que
u, +u,=51

b) En déduire u, etu, puis q.

Document sambaaly CRFPE/Sedhiou Page 78



Document sambaaly CRFPE/Sedhiou

2) Déterminer le terme général de (un ) >lpuis étudier la convergence de la suite (Sn ) »
n

définiepar: S_= ¥ U

n o1 p

3) soit (V)

n

, la sa suite définie par Vn =In (Un)

Montrer que (Vn) estune suite arithmétique.
n=

1

f(x)zize; si x<0
X

Probléme 1 Soit f la fonction définie par : et f(0)=0

f(x)=x’Inx si x>=0

a) Etudier la continuité de f en 0.

b) Etudier la dérivabilité de f en 0.Interpréter géométriquement les résultats obtenus.
a) calculer les limites de fen —ooet+ oo

b) Calculer f'(x), on précisera le domaine de dérivabilité de f.

c)Etudier le signe de f'(x) et établir le tableau de variation de f.

a)Etudier les branches infinies de la courbe représentative de f.

b) Tracer la courbe représentative de f dans un repére (O; | ]) .

(Unité 4cm)

c)a étant un réel tel que : 0 < a <1, calculer en cm? I'aire q (a) de l'ensemble des points
0<x<1

F(x)<y <0 a I'aide d’une intégration par parties.

M(x,y) tels que : {

d) Déterminer limq(«) et interpréter ce résultat.

a—0

Je

Montrer que g admet une bijection réciproque g-. Préciser son ensemble de définition J.

4) Soit g la restriction de f sur }O;i{

Etudier la dérivabilité de ¢! sur |.
Représenter sur la méme figure g1

Probléme : 2 Soit fla fonction définie par :

f(x) :%'I'si x e JFooil]- {1}
f(x)=(x*- x)eé six e JL+o]

f(0)=0
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1)

2)

3)
4)

1)
2)

3)
4)

5)
6)
7)

1)
2)

Partie: A

Montrer que f est définie sur R— {—1} et calculer |jm OO, lim f().et]lim f(x).
-1

X—>—00 X—>+00 X

1
Etudier la continuité de fen O et en 1.0n pourra poser X = 1

Etudier la dérivabilité de f en 0 et 1 puis interpréter ces résultats.
Etudier la nature des branches infinies.

Partie : B

Soith(x) = In|X|+x+1. Etudier les variations de h.

Montrer que l'équation h(X) =0 admet une unique solution o et vérifier que
0,27 <a=<0,28

Déterminer le signe de h(x) suivant le signe de x.

a)Calculer f'(x) sur]» oo;l]— R-— {—1}

b) Déterminer le signe de f'(x) sur |-oo1]-R - -1

¢)Calculer f(x) sur JL+oo]

dresser le tableau de variation de f

résoudre I'équation f(x)=0

tracer la courbe C

Probléme : 3 Les parties A et B du probléme ne sont pas indépendantes.

PARTIE A

Etudier sur R le signe de 4e?* - 5e* + 1.

Soit @ la fonction définie par :

o(x)=Inx — 2+/x + 2

a) Déterminer son domaine de définition Dj et calculer ses limites aux bornes de Dj.
b) Etudier ses variations et dresser son tableau de variations.

c) En déduire son signe.

PARTIE B

Soit f la fonction définie par :

e
fxy =1 T 2
1—xVxlnx six >0
On désigne par (C f) la courbe représentative de f dans un repére orthonormé d'unité 2

six<0

cm.
1) a) Déterminer Df le domaine de définition de f.

b) Calculer les limites de f aux bornes de Df et étudier les branches infinies de (C f).
c) Etudier la position de (C f) par rapport a I'asymptote non parallele aux axes dans
]—0; 0]

2) a) Etudier la continuité de f en 0.

b) Etudier la dérivabilité de f en 0 et interpréter graphiquement les résultats.

3) Déterminer la dérivée de f et dresser le tableau de variations de f.
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b)
c)

1)

2)

3)

a)
b)

4) Construire dans le repere les asymptotes, la courbe (C f) et les demi-tangentes. On
remarquera que f(0) = 1et f(0) = 1.

5) Calculer en cm2 I'aire du domaine délimité par (C f), la droite d'équation

y = x et les droites d’équations x = -In8 et x = - In4.

Probléme : 4

Soit la fonction f définie sur R par f(x) =
un repere orthonormé (0;1,7) .

2

eX+e—X

et soit C sa courbe représentative dans

a)Etudier les variations de la fonction f.
En déduire que pour toutréel x ona: 0 < f(x) <1.

b) Tracer la courbe C.
2. On considere la fonction g définie sur ]0;%[ par g(x) = In(tanx)

Montrer que g est dérivable sur ]0; g[ et calculer §'(x) pour tout x € ]0; %[

Montrer que g admet une bijection réciproque h définie sur R . Calculer h(0).
Montrer que h est dérivable sur R et que pour tout x de R 2h’(x)=f(x).
En déduire que pour tout x de R foxf(t)dt = 2h(x) — % )

Soit n un entier naturel non nul et F, la fonction définie sur [0, +oo[ par

F,(x) = [o fr(Ddt .

a)Calculer Fy(x) en fonction de h(x) et montrer que lim F(x) =% :

et—et
et+et

b) Soit K la fonction définie sur R par K(t) = . Montrer que K'(t)=f*(1).

Calculer alors F» et montrer que lim F,(x) =1.

a)Montrer que 'image de l'intervalle [0; +oo[ par F, est [O; lim F, (X)[

b) Vérifier que pour tout réel t positif ou nulona: f(t) < 2e7t,

En déduire, en utilisant I-1)a) , que pour tout réel x de [0,4+oo[ ona F,(x) <2 et
lim F,(x) est finie

X—>+00

c) Vérifier que pour tout réel positif ou nul ona : f(t) = e™".

1_1_ < E,(x) et en déduire que lim F,(x)
X—>+00

Montrer alors que pour tout réel positifon a :

est non nulle.

Soit la suite (uy) définie sur N* par u, = lim F,(x)
X—>+00

Donner la valeur de ui et u» .

En remarquant que 4 — (e + e~%)? = —(e* —e™")? , montrer que pour tout n de N* et
pour tout tde [0,+0o[ ona: ") (OK() = f*2(t) — f(t)

A l'aide d'une intégration par parties, montrer que pour tout n de N* et tout x de

jx £ () £ (DK (t)dt =1K(x) f ”(x)—ijx f ™2 (t)at
0 n n 0
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c¢) En déduire gque pour tout n de N* et tout x de [0,+4[ on a:
(n+DF,., () —nF,(x) = KX) £7(x)

n
Montrer alors que : U,,, =——U, .
n+1

4) a) Soit n un entier naturel non nul .Déterminer, en fonction de n les deux termes
u2n+l et u2n+2'

b) Montrer que la suite (u,) est décroissante.

<uz¢2§1,

c) Montrer que pour tout nde Nona : <
2n+1 Uy,

L. .. u
En déduire la limite de —2"+2
u2n+1

2
_ 2% 4x6x..(2n 2
d) Montrer alors que : |jm le3x5 (ZVE—l)J X2n+1]_7[

N—+c0

EQUATIONS DIFFERENTIELLES
EXERCICE : 1

Dans chacun des cas suivants, résoudre sur R I'équation différentielle (E) et déterminer la
solution vérifiant la condition initiale donnée.

a)(E):y-3y=0 et y(0)=2
b.)(E):3y+y=0 et y@1)=e
c)(E):y+yIn2=0 et y) =1
d)(E):y'=y et y0)=-1

EXERCICE : 2

Dans chacun des cas suivants, résoudre sur R 'équation différentielle (E) et déterminer la
solution vérifiant les conditions initiales données.

a)(E):y"+2y'+y=0, y(0)=-1et y'(0)=0
b)(E):y"+16y=0, y(0)=0 ety'(0)=-1
¢)(E):y"—=(In2)* =0, y(0)=1ety(2)=1

d.)(E):4y"+y =0, y(g):lety(g)ﬂ

e)(E):y"+2y'-3y=0, y(0)=3ety'(0)=-1
f)(E):y'+y+y=0, y(0)=-Lety(0)=+3

EXERCICE : 3

On considere I'équation différentielle (E) : y'+2y =",
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2.

3.

~

Vérifier que la fonction g:x — (x+1)e™* est solution sur R de (E).

Démontrer qu’une fonction f + g est solution de I'équation de (E) si et seulement si la
fonction f est solution de l'équation différentielle : y'+2y =0.

En déduire les solutions sur R de (E).

EXERCICE : 4

Soit la fonction f : x — (x+1)e?*.

Déterminer les nombres réels a et b pour que f soit solution sur R de l'équation
différentielle (E)y'+ay'+by =0.

2. Démontrer pour tout entier naturel n non nul, la dérivée d’ordre n den de f est
solution de (E).

3. Déterminer parmi les solutions de f , celle qui est solution de (E).

EXERCICE :5

Soit a un nombre réel tel que: 0< o < % .Résoudre sur R 1'équation différentielle :

(1+cos2a)y'"-2y'sin2a +2y =0.
Exercice : 6
Soit 8 un nombre réel tel que 0 < 6 < g

Résoudre d ns C, I'équation :
z2cos%6 — 2zsin 6cosf + 1=0.

Déterminer le module et un arqument des solutions éventuelles de cette équation.

Résoudre Iéquation différentielle :
(1+cos268)y""-2sin 26y'+2y =0.

EXERCICE : 7

1. Résoudre sur R I'équation différentielle (E) y'"+16y=0
2. Déterminer la solution f qui vérifie :f(%)=-2 et f (m)=8.

3. Résoudre dans [0; ] I'équation f(x)=v2 .

EXERCICE : 8

1. Résoudre sur R I'équation différentielle (E)

y"'+2y'+5y =0.
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1)

2)

1)
2)

3)

1)
2)

1)

Déterminer la solution f qui vérifie : f(0)=1 et £ (0)=-1
On pose : F(X) =—%[f "(X)+ 2 (x)]
Démontrer que F est une primitive de fsur R ; expliciter F(X) .

j 2 f (x)dx

En déduire le calcul de %0

EXERCICE : 9

Soit I'équation différentielle (E) y'+3y =10cosX..

Résoudre I'équation différentielle (F) : y'+3y =0

Déterminer les nombres réels o et S tels que la fonction g définie par :

g(X) =acosx+ gsinx soit une solution de l’équation (E)

Démontrer qu’une fonction f est une solution de (E) si et seulement si f —q est une

solution de (F).
En déduire les solutions de I'équation différentielle de (E

EXERCICE 10 Soit @ un réel tel que 0 <60 <

NN

Résoudre dans C z° cos® @ —2zsin@cos & +1= 0. Déterminer module et argument des
solutions.

Résoudre (1+c0s26)y" —(2sin20)y’ +2y =0
EXERCICE 11

- ’ 2
On se propose de résoudre (E): y' -2y = T

Déterminer la solution de (E,): y —2y = 0 prenant la valeur 1 en 0

Soit f dérivable sur IR telle que f(0)=In2 et g définie par f(x)=e?*g(x).Calculer
9(0), f'(x)en fonction de g'(x)et g(x)

_ —-2X
Montrer que f est solution de (E) si et seulement si g'(x)= 22_2X . En déduire

'expression de g(x) puis celle de f (x) de telle sorte que f soit solution de ( E).
EXERCICE 12

Résoudre(E) y" + 2y +5y = 0. Déterminer la solution f telle que f(0)=1, f'(0 = -1)

F(x)= —%(f '(x)+2f(x)). Démontrer que F est une primitive de f sur IR. Expliciter F(x).

— N

En deéduire le calcul de

f (x)dx

EXERCICE 13 BAC 2009

Résoudre I'équation différentielle (E): y'+2y'+y=0
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b)
c)

a)
b)

c)

2)

3)

4)

d)

e)

b)

3)

1)
2)
3)
4)

Soit (E'):y"+2y +Yy =xX+3 déterminer les réels a et b tels que la fonction h définie par
h(x) = ax +b soit solution de (E')
a) démontrer que § est solution de (E') si et seulement si g —h est solution de
(E)
Résoudre alors (E')
Déterminer la solution f de (E) telle que T(0)=2 et £'(0)=-1
Soit k(x)=(x+2)e™
Etudier les variations de K
Déterminer I'équation de la tangente (T) a la courbe (C) de k au point d’abscisse 0

Démontrer que le point 1(0 ;2) est un point d’inflexion de la courbe

Tracer la courbe et la tangente
EXERCICE 14 BAC S2 2008

1) Soient les équations différentielles (E,):y'+y=0 et (E)y +y=e"cosx

a)  Déterminer les réels a et b tels que la fonction h définie par
h(x) = (acos x +bsinx)e™ soit solution de (E)

b) démontrer que f est solution de (E) si et seulement si f —h est
solution de (E,)
c) résoudre (E,)
d) Déduire des questions précédentes la solution générale de (E)

Déterminer la solution g de (E) telle que g(0)=0
Soit 1(x)=e*sinx

, r . :
a) Exprimer COS(X + Zj en fonction de cosx et sinx

Etudier les variations de | sur [0;27]
2

Calculer II(X) dx

0
X

EXERCICE 15 Soit la fonction définie sur IR par g(x)= - In(1+ Zex)

X

1+2e

Calculer §'(x) et montrer que g'(X) est strictement négatif pour tout x réel
Déterminer les limites de g en -0 et +o0
Dresser le tableau de variations de ¢

Donner le signe de g(x)
PARTIE B

Soit f la fonction définie sur IR par f(x)=e>* In(1+ 2ex)

Document sambaaly CRFPE/Sedhiou Page 85



1)
2)
a)
b)

3)
4)
5)

b)

1)
2)

3)

Montrer que f'(x)= 2e2*g(x)
Déterminer
La limite de f en —oo

La limite de f en +oo. On pourra remarquer que si on pose
X =1+2e*, f(x)s'écrit 4%In_x
(X -1f X

Dresser le tableau de variations de f
Tracer Cf dans un repere orthonormé

Soit o un réel strictement positif.
o . e - e o
Vérifier que pour tout réel X, =e -2 — en déduire la valeur de
1+ 2e* e +2
a efX
Ila)= dx
(@) ;‘; 1+2¢”

Calculer a I'aide d"une intégration par parties 'aire de la partie du plan limitée par
Cf, x'x et les droites d’équations x=0¢et X =«
PARTIE C

On considere I'équation différentielle (E):y +2y = 2[1 e2 X]
+c€

Vérifier que f est solution de (E)

Montrer qu’une fonction hest solution de (E) si et seulement si h— f est solution de
(E'):y+2y=0

Résoudre (E') et en déduire les solutions de (E)

EXERCICE 16
Dans cet exercice, on cherche a calculer I'intégrale

I= f_%%[sin(Zx) + e cos(x — %)]dx a l'aide d'une équation différentielle :
Résoudre Iéquation différentielle : y”+2y’+2y =0  (Ej)
On considere I'équation différentielle y''+2y’+2y = 4cos(2x) - 2sin(2x) (E)
a. Déterminer deux réels a et b pour que la fonction fi définiepar: ¥V x € R
fi1(x) = asin(2x) + bcos(2x) soit solution de I'équation (E) .
f désignant une numérique, on désigne par g la fonction f - f1 .
b.Démonter que f est solution de (E) si et seulement si g est solution de ( E1) .

En déduire la forme générale des fonctions vérifiant I'équation (E ).
Vérifier que la fonction f de (E) telle que f(0) = g et f(0)=2et

f(x) =sin (2x) +e *cos(x — %)‘ Utiliser (E) pour trouver l'ensemble des primitives F de

f
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1)

2)

3)

4)

A)

B)

En déduire la valeur de l'intégrale 1.
EXERCICE : 17

Déterminer I'ensemble des solutions définies sur R de I'équation différentielle :

y'+y=0(.
Etant donné une fonction numérique de variable réelle x , g deux fois dérivable sur

Vx € R*; f(x)= xg(i) .
Exprimer f''(x) a l'aide de g"' G) et de x.
On considere I'équation différentielle.
144 1
y'==-=y @
a) Démontrer que la fonction g deux fois dérivable sur R* est solution de (2) si et
seulement si la fonction f définie par :Vx € R*; f(x) = xg(i) est solution de (1).
b) En déduire I"ensemble des solutions de I'équation de (2) définies sur chacun des

intervalles et ]0,+oo] .

Soit g une solution de I'équation (2) définie sur 10,4oo[ . Déduire de ce qui précéde une
1

primitive de la fonction : x —gEo>.

X

PROBLEME : 1

Soit (E) I'équation différentielle du second ordre :
y"=3y"+2y =0 (E).
a) Quelles sont les solutions de (E) ?

b) Quelle est la solution de (E) dont la courbe représentative (C) admet au point d’abscisse
x = 0 la méme tangente que la courbe (C’) représentative de y = e3* ? On dit que (C) et
(C’) sont tangentes.

2. Représenter, dans un méme repere orthonormé les courbes (C) et (C’) dont on précisera
les positions relatives.

3. A étant un réel strictement positif, soit hy les fonctions telles que :
hy(x) = —A%e* + 21e?* .

Montrer que hy est solution de (E).

Soit Cy la courbe représentative de hy. Aprés avoir calculé ,en fonction de A les coordonnées
du point commun a des courbes Cj et (C’),

montrer que ces courbes sont tangentes en ce point .

Préciser les positions relatives de Cy et (C’.

Soit (E’) I'équation différentielle : y" — 3y’ + 2y = —x*+x+2 (E’)

Trouver un polynome P du second degré solution de I'équation (E’).

On pose f(x) = g(x) —%xz —x.
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Montrer que f est solution de (E’) si et seulement si g est solution de (E). En déduire les
fonctions f solutions de (E’).

3. Déterminer la solution de (E’)

dont la courbe représentative passe par le point de coordonnées (0, 2) et admet en ce point
une tangente de coefficient directeur 1.

PROBLEME 2

Partie A

1. (E,) désigne I'équation différentielle : y" 4+ 2y' +y = 0..
Déterminer les solutions générales de (Ey).
2. (E) est I'équation différentielle y" + 2y’ +y = 2e™*
Vérifier que la fonction h
définie sur R par h(x) = x?e™*
est solution de (E).
b. Démontrer que ¢ est une solution de (E) si et seulement si § = ¢ — h est solution de (E,).
c. Déterminer toutes les solutions de (E).
Déterminer la solution fo de (E) satisfaisant aux conditions initiales fo(0) = 4 et f0(0)=0 .

Partie B
On considere la fonction f définie par : f(x)= (x+2)’e™ .

On désigne par (C) sa courbe représentative dans le plan muni d’un repére orthonormé,
"unité graphique étant 1 cm)

1. Etudier les variations de f et tracer (C) avec soin.
En remarquant que f est une solution de I’équation différentielle (E), déterminer une

primitive F de f sur R. (On calculemfox(f” +2f" + f)(t)dt)
3. Pour tout entier naturel n, on pose : In=f: f(t)dt.

a. Exprimer I, en fonction de n et interpréter graphiquement.
b. Etudier la convergence de la suite (I,), puis en déduire I'aire de I'ensemble des points
M(x,y) du plan tels que x< 0 et 0< y < f(x).

Partie C

On se propose d’étudier la convergence de la suite (un) définie, pour tout entier naturel n
non nul par

Lo . 13 k
1. Vérifier que pour tout entier naturel n non nul , on a u,=— f(—j
1

18 [k 4e-9
et _Zf(HJ:un_‘_

nis ne
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1)

1)

2)

Etablir que , pour tout entier naturel n et pour tout entier naturel k tel que 0S k <n—1,
k+1
ona:t f(k—”jsjkn Fdt< L f(Kj
n n " n \n
4e-9

1
u, <[ f()dt<u, +
Démontrer que , pour tout entier naturel non nuln, on a: 0

P , 4e-9
En déduire pour tout entier naturel n non nul ona: |, — <u
ne

Déterminer la convergence de la suite u, , puis préciser sa limite .

<l

n—"1"°

PROBLEME 3

Partie : I On donne un entier naturel n strictement positif et on considere l'équation

différentielle (E,):y'+y = %e‘x ;
On fait I’hypothese que deux fonctions f et g définies et dérivables sur R, vérifient pour

tout réel x : g(x) =h(x)e™.
Montrer que g est solution de (E,) si et seulement si, pour tout réel x h'(x) = %
En déduire la fonction h associée a une solution de g de (E,),sachant que h(0)=0.Quelle

est alors la fonction g ?
Soit ¢ une fonction dérivable sur R.
Montrer que ¢ est solution de (E,) si et seulement si ¢ — g est solution de (F) :y' +y =

0.
Résoudre (F).
Déterminer la solution générale de I'équation (E,).

Déterminer la solution f de I'équation (E,) vérifiant f(0)=0
Partie II : On pose pour tout réel x, f,(x)=e" et f(x)=xe™".

a) Vérifier que f, est solution de I'équation différentielle y'+y = f,.
b) Pour tout entier n strictement positif on définit la fonction f, comme solution de

I'équation différentielle y'+y = f._ vérifiant f (0)=0 .
En utilisant la partie I, montrer par récurrence que pour tout réel x et tout entier naturel

n>1: fn(X)=X—e_X.
n!

1
Pour tout entier naturel n, on pose |, = .L f,(x)dx ;
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a)

b)

d)

e)

Montrer que pour tout entier naturel n et pour tout réel x de l'intervalle [0:1]

n

0<f ()< .
nl

En déduire que0 <1, < o puis déterminer la limite de la suite (1) .

(n+1)!”
1
Montrer pour tout entier naturel k non nul, I'égalité : 1, —1,_, = Ee_l ;
PR 1&1
Calculer 1,et en déduire que : 1, =1-=) —
e nl
P R i A
En déduire que lim ZE =e
N—+o0 ke !
CALCUL INTEGRAL

1. 1. Questions de cours : équations différentielles

Valider ou infirmer les propositions suivantes :

1. Les solutions de I'équation différentielle : y’ + 4y = 0 sont les fonctions définies sur U
par

f(x)=e* +C
ou C est une constante réelle.

2. La fonction définie pour tout x réel par f(x)=¢"* +5 est l'unique solution de I'équation
différentielle :

y' =-7y+35ety(0)=5.

1. 2. Calcul de primitives 1

Déterminez une primitive de f sur I dans chacun des cas suivants : (pensez a vérifier vos

réponses)
1. f(x)=12x° =43 +1 ; 1=0 16. f(x)=—-sinx+2cosx ; I =[]
4 x+0,5
. =3—— =0 : 17.f =" X | =l
2. f(x)=3 2 0 1=]0 +od () ]
3X 3
3. f = , |=U . = — _ = :
(x) (117 18. (%) 1+X2 S 1=]0 s+
4100 =2 A 19. 1()=7¢ ~2@+3 ; 1=0
6Xx+3 2 . T T
5. f()=—2X*3 g CH0 - O
(x) 1 20. (x) o5y TSN I } 5 +2{
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6. f(x)=—-cosx+2sinx ; I =0

7. f(x)=cosxsin®x ; I=0

8. f(x)= ! +COSX ; |:}_Z;+£{
C0S2X 2 2

9. f(x)=(2x+1)2 ; 1 =L

4
10. f(x):# 10 o]

11. f(x)=(3x-1)? ; 1=0

4
12. f(x)=w 120 o]
13, F(00=—X o I
X3 -1
-5x
14. f(x)= -
() (x2+1)3
15. f(x)=cosxsin*x ; 1=

Quelques réponses

1. Solution : F(x)=2x® —x* +x+K.

2. F(x):3x+£+K.
X

3. f(x)=%[2x(x2+1)’3}:> F(x)_E

S 2-3+1

4. f(x)=[2x(x2 —1)71/2}: F(x)=

5. f(x):S[(2x+1)(x2+x+1)fl/2}:> F(x)=

6. F(x)=-sinx—2cosx+K.

7. F(x):%sin4x+K.

21. f(x) =3 + cos x, 1 =0

22. f(x) =sin 3x, 1=0

23. f(x)= SnX |=}—Z;+Z[

cos2x’

X

24. f(x)=
(X) m 4

|=]3;+oo[

25. f()=x2(x*+2)%, 1=0

26.
f(x):ZCos(Sx—Zj—%in[X+ﬁj+§cosz—ﬁ
6 3 3
5 1
27. f(X) = ——=-4, I= |=;
) 7{B3x -1 }3 +O<{
3 1
28. f(x)= ,I=]12,5
) (2x—4)3+4(5—x)7 ! .
2
29. f :L, 1=]0 ;
) (2x® +3x?)* 10531
5x* +2x% —4x+1 ...
30. f(x)= 3 ,I=]0; +oo [
X
<X2+1)73+1+K:—;2+K.
2
4(x* +1)

(x2—1)7%+l+K=2 X2 —1+K.

1
I
13 (x2+x+l) 27 LK =6 +x+1+K.

-—+1
2
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8. F(x)=tanx+sinx+K.

1 : IS PR RN PO
9. f(x)_2[2(2x+1) ]:F(x)_22+1(2x+1) +K =L (201) 4K
10. f(x)=x2—4—£2:> F(x)=1x3—4x+g+K.
X 3 X
21. F(x) = 3x + sin x.
1
22, F(x)z—gcos?,x.
sin x —sin x u'(x) 1 1
Cf(x)= =- =- = -
23. 109 C0S2X C0S2X u3(x) avec u(x) = cos x Fx) u(x) cosx
x 1 2x 1 — 1 -
_ — i _ 2 2 2 = 22 _ _ = — =
24.f(x)_\/m_2(2 3)% 2><2x><(x2 3) 2u(x)u(x) ,u(x)=x2-3,n-1 1/2,n
X_

1
Vs, F0 = U2 =(x-3) = VX3,
25.u(x)=x3+2,u'(x)=3x2, n-1=3,n=4,G(x) = (x3+ 2)4 g'(x) = 4x3x2x( x3 + 2)3,
1 1 4
.F(x) - ZG(X):Z(X3+2) .

1. 3. Calcul de primitives 2

1. Montrer grice a la formule de duplication que pour tout réel x, cos® x = H%S(ZX). En

déduire une primitive sur 0 de la fonction f: x — cos®x.

_ cos(4x)+4cos(2x)+3 En

2. En utilisant la question 1. montrer que pour tout x, cos* x 5

déduire une primitive sur [ de la fonction f2.

3. Montrer que pour tout x, cos® x =cosx—cosxsin®x. En déduire une primitive sur U de la

fonction g : x —cos®x.

4. A I'aide d’une intégration par parties, donner une primitive sur [ de la fonction h
définie par h(x) = 2xsin(3x).

1. 4. Calcul d’intéqrales

Calculez les intégrales suivantes (la rédaction doit étre détaillée ; vous pouvez cependant
vérifier vos réponses a l'aide de la calculatrice) :
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2 3
2 _ m 3X . 5
a)I(x +2x2-1)dx ; b) J. 2x+2 ; C) I dt ; d) !Ze dx ;e) .([—,\/ﬁdx’
2 e 2
. In x sin xcos x B .
1) ~!-(x+1)ln xdx; g) .!._XZ .[coszx+1 z)I(Zx x+1)dx ; j) .[(3 1)2 k)

2
Inx dx ; [) J‘Sezxdx ;
X
0

© | —

In 2t

4 1
1 .
m ;1) | x2Inxdx ;o I— dt ; Jcosxes'”xdx ;
)! O )j ) P |
6

1 2 21 1 % 2( U

q) J. Wi-tdt; 1) | S+———Fdx; s) I  1+tan (—jdu.
- 1x% (1+2x) - 2
1 z

t) J. xe? dx u) je’sin xcos® xdx, v) I —dx
0 0

1. 5. Encadrement-1

Pour tout réel positif a, on définit 1(a)= I In—de .

+1.

1. A I'aide d’une intégration par parties, montrer que 1(a) = In(ag—l

2. En déduire la limite de I(a) quand a tend vers +o .

In(x)
1 x%+1

3. On définit maintenant ¥a)= J dx. En utilisant (avec justification) que pour tout
x supérieur a 1, x* <x* +1<2x?, montrer que > I(a) < Ya)<I(a).

1. 6. Encadrement-2
Soit fla fonction définie sur [1; +oo [ par : f(x)=x e

2a
Pour tout a >1, on considere I'intégrale : ()= I f(x) dx.

1. Interpréter géométriquement le nombre 1(a).
2. Démontrer que, pour tout xe[1;+o0o[, ona:e* <f(x)<xe”
3. En déduire pour tout o >1 un encadrement de ().

4. Quelle est la limite de 1(a) lorsque o tend vers +oo ?
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5. Déterminer la dérivée par rapport a « de 1. Quel est son signe ? Dresser le tableau de
variation de I.

1. 7. argchx
Soit la fonction f(x)=In ( X+x? -1 )

1. Montrer que f existe sur [1,+od ; calculer sa dérivée f (x).

dx

N

3. Pensez-vous pouvoir utiliser une méthode semblable pour calculer l'intégrale

1
K':jEl x_
-3 f X2

2
2. Déduisez en la valeur de K :J‘f
2

1-—

1. 8. fonction trigo

1. On pose F(x) = ax?cosx + bxsinx + c cosx (a, b, et c sont trois constantes réelles).
Calculer F'(x).

2. Déterminer a, b et ¢ pour que F soit une primitive de x?sinx.

/4

3. En déduire le calcul de Ifxz sin xdx .

3

1. 9. Intégrale et suite 1

On considere la fonction numérique f définie par f(x)= %
+X
1. Déterminer une fonction polynome P, de degré inférieur ou égal a 3 qui a méme valeur
et méme nombre dérivé que fen 0 et 1.
2. Soit k la fonction définie par k(x)= 1L 3y
1+x 4 4
position relative de Cret Cp, les courbes représentatives de f et P.

+x-1. Factoriser k et en déduire la

1
3. A l'aide d"un encadrement de 1+x pour x dans [0 ; 1] montrer que 1 <I k(x)dx < L .
240 0 120

1 1
4. Calculer J' fxdx et I P(x)dx.
0 0

5. Déduire des résultats précédents la valeur de l'entier n tel que % <In2< ZT+01 .

6. On considere la suite géométrique u, de premier terme 1 et de raison —x.
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a. Calculer la somme des n premiers termes : s,(x)=1-x+x* —...+(-x)" ; en déduire

(_X)I'Hl

f(X)ZSn(X)'FW .

a a(_ n+l
b. Montrer que I f(x)dx:a—laz+la3+...+i(—x)”*l+j 0 .
0 2 3 n+1

o 1+x
a‘n+1 (_X)n+l a‘n+1 . an+2 a (_X)n+1 an+2
c. Montrer que sur [0; a] ona — < < puis que — SJ. dx < .
l+a 1+x l+a l+a o 1+x l+a

a (_ )n+l

Préciser la limite de I X—de lorsque n tend vers +o.

0

d. On admet que ce résultat reste valable lorsque a vaut 1. En déduire un algorithme de
calcul de In2.

Rappel : somme des n premiers termes d’une suite géométrique de premier terme uo, de
X 1_ qn+l
raison q : .
q: b—— q

1. 10. Intéqrale et suite 2

Pour tout k entier on note f, 'application de [0; 1] dans U définie par f(x)=x*V1-x. On

appelle C, sa courbe représentative.
1. Etudier la continuité et la dérivabilité de f, .
2. Donner, en distinguant suivant la valeur de k, le tableau de variations de f, .

3. Etudier les positions respectives de C, et Cy,,. Tracer les courbes C,,C,,C,.
1 1

4. On pose 1 =I f (x)dx . Calculer I fo (X)dx .
0 0

a. Quel est le sens de variation de |, ? Montrer que 1, converge vers une limite | que I’on

ne cherchera pas.

b. Montrer, en intégrant par parties que pour tout entierk >0, ona I, = % l,. En
+

déduire une expression de |, .

1
c. Montrer que pour tout k entier, on a I f (x)dx < ﬁ ou a est une constante que I'on
0 +

déterminera. En déduire la limite de |,.

1. 11. Intégrale 1
L'objectif est de calculer les intégrales suivantes :

1 1 2 1
I=I dx : J:I X dx K:I X2 +20dx.
0 0

0\x2+2 X% +2
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1. Calcul de 1

Soit la fonction f définie sur [0; 1] par f(x)= In(x+x2 +2).
a. Calculer la dérivée de la fonction x—x? +2.

b. En déduire la dérivée f ~ de f.

c. Calculer la valeur de 1.

2. Calcul de | et de K

a. Sans calculer explicitement | et K, vérifier que : | + 2] = K.

b. A 1'aide d'une intégration par parties portant sur l'intégrale K, montrer que :
K=3-1.

c. En déduire les valeurs de | et de K.

1. 12. Intéqrale 2
Soit la fonction f définie par : f(x) =sin*x;x € U .

1. Exprimer sin? x en fonction de cos 2x, puis sin* x en fonction de cos 2x et de cos 4x.

2. Quelle est la forme générale des primitives de f sur 0 ?

3. Calculer J.Ef(x)dx.
0

1. 13. Intégrale 3
On désigne par n un nombre entier relatif différent de —1 et par x un nombre réel

supérieur ou égal a 1.
X

1. Calculer l'intégrale 1,(x) =j t" Intdt (on pourra effectuer une intégration par parties).
1

2. En déduire le calcul de 3 (x) :Ixt"(ln 1) dt.
1

3. Calculer 1,(e)-J,(e).

4. déterminer la limite de M quand n tend vers +wo.
e
1. 14. Intégrale 4
e e
On pose 1y = dex et 1, :Ix(ln x)"dx pour tout n entier non nul.
1 1

1. Calculer Iy et I (on pourra utiliser une intégration par parties).
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2. Montrer que pour tout n entier 21, +(n+1)I, =¢. Calculer I».

3. Montrer que pour tout n entier, 1,,, <\,. En déduire en utilisant la relation du 2°

2

. e ¢
Uencadrement suivant : —— <1, <——.
n+3 n+2

4. Calculer 1lim 1, et lim nl,

N—+w N—+o0

1. 15. Intégrale 5

1
Soit p et n des entiers naturels. On pose 1,, = jxp(l— x)"dx .
0

1. Calculer 1,, et 1,;.

2. Calculer 1y , et en déduire 1, .

3. Etablir une relation de récurrence entre 1, , et |, ..,. En déduire la valeur de 1, , en
fonction de p et n.

1. 16. Equa diff : pendule

Lorsqu’on étudie le mouvement d'un pendule, on est amené a résoudre I'équation
différentielle suivante :

y"(t)+ gsin @ =0

ou y représente I'angle que forme le pendule avec la
verticale, | la longueur du pendule et g I’accélération
de la pesanteur (9,81 m.s=2) ; les conditions initiales
sont alors I'angle duquel on écarte initialement le

pendule, soit y(0) et la vitesse angulaire initiale, soit ~ Ox

reste

y'(0). Lorsque y(0) est faible, le nombre @

également faible et on considere dans ce cas que sin [ @ ) ~ @ La reésolution de I'équation

devient alors
" g _
y (t)+Ty(t) =0.

1. On pose y(t) = Acoswt+Bsin wt (A, B et o sont des constantes indéterminées); calculer y’

ety les dérivées premiere et seconde de y.

2. Vérifier que la fonction y proposée est telle que y" = -oy. En déduire que o= i\FTg :
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3. On écarte un pendule de 1 m de long a t=0 de 0,2 radian et on le lache sans vitesse

initiale. Calculer alors les constantes A et B du mouvement (on prendra o= \FTQ ).

Autres exercices sur le calcul intégral

1. Calculer les intégrales suivantes (on précisera éventuellement I'intervalle de validité) :

22 xdx o (2 , e 1 1
)j e 2) [“tep-thdt 39 L(X_TX_Z)O' )111 :
oy (% i Int ol X" N 11()
5)'[0 nu 6)-[ _dt 7)Iol+x” dc(neN )8)J.1 tz_dt
° i dX ° ¢ 3 o 1 2 -X . o
9], XN x 109 [ (< +DIn(dx  11°) [[(x* +x+De "dx ; 127)

Exz sin(x)dx .

Rep:1) — (\/_ \/_) 2) 1_26 3)e’2-1e—1/2  4)In(2) - In(1 - x) pour x <

1

5) 1/3 6)-3/2 7)(In2)/n 8)1-2/e 9) In(n)aveca>0eta=1

10) (7€® + 16e* + 17)/16 11)4-8le  12)n°-4
2. Déterminer les primitives des fonctions suivantes. On précisera dans chaque cas
I'intervalle.
2
1°) f(x) = In(X) ; 2°) f(x) =x.e *; 3°) f(x) = X ;
Vx® +1
4°) f(x) = tan(x) ; 5°) f(x) = cotan(x) ; 6°) f(x) = ! :
x.In(x)
3. 1°) Montrer que les intégrales | = J.n_SLdt et J :J.n_cidt existent.
0 sint+cost o sint+cost

2°) Calculer I + Jet I — J. En déduire 1 et J.
4. Application du changement de variable. Montrer:
-- si f est impaire et continue sur [—a, a], alors f f(t)ydt =0 (a>0);

-- si f est paire et continue sur [-a, a], alors J'_aaf(t)dt =2 Ef(t)dt @>0);

-- si f est périodique de période T est continue sur R, alors LMf(t)dt = J'OTf(t)dt :

Calculer : J'_33x\/x“+1 dt : J.Oznsin3tdt .

5. Etudier rapidement f: x & x + 1 + e™ ; préciser les branches infinies ; tracer Ct. Pour a> 0,
calculer l'aire du domaine plan D, ={M(Xx, y) ;0 <x<aetx+ 1<y <f(x) }. Déterminer
la limite de cette aire quand a tend vers +oo.
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6. Soit f définie sur R* par f(x) = | “Lz .

x In(1+t°)
1°) Montrer que f est définie, continue et dérivable sur R*. 2°) Montrer que f est impaire.
3°) Calculer f'(x) pour x > 0. On écrira : f(x) = F(2x) - F(x) avec F primitive de x &

————-sur R*,
In(1+ x°)

6. (escp 89) Soit f définie sur R par : f(x) = LZX exp (—t2)dt
1°) a) Etudier la parité de f.
b) Déterminer le signe de f(x) suivant les valeurs de X.
c) Montrer que f admet O pour limite en +o et -c.
2°) a) Montrer que f est dérivable et que '(x) = 2.exp(-4x?) - exp(-X°) .
b) Etudier la variation de f. Préciser les points ou f admet un extremum.
c) Calculer f "(x) et déterminer son signe.
d) Construire Cr (on admettra que le maximum de f est sensiblement égal a 0,3).
Suites définies par une intégrale.
7. Soit I = [ (x*~1)" dx.
1°) Démontrer que pour tout entier n supérieur ou égalal: (2n+1) I,=-2nly; .
2°) En deduire I'expression de I, en fonction de n.

8. p et g étant deux nombres entiers positifs ou nuls, on pose : B(p, q) = J'Oltp(l—t)q dt.
1°) Comparer B(p, q) et B(q, p).

2°) Etablir la relation : B(p, q) = qLJrl B(p-1,q+1) (p=1).

3°) Calculer B(0, n) pour tout n appartenant & N ; en déduire B(p, q).

9. Pour n entier naturel, on pose : I, = I:x” V1-x? dx
1°) Quelle est la signification géométrique de 1y ? En déduire la valeur de I.
2°) Calculer 1.

n-1 -
3°) Montrer que pourtoutn >2,ona: I, = e I, 2. En déduire la valeur de 1, en
n+

fonction de n (on distinguera suivant la parité de n).

4°) Montrer que (I, ) est une suite positive et décroissante et que cette suite converge vers
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0.

5°) Montrer que n(n + 1)(n + 2) I, 1,7 est indépendant de n et calculer sa valeur ; en
déduire un équivalent simple de I, lorsque I, tend vers +co.

10. Soit I, = J'OE (cos x)" dx , avec n appartenant a N.
1°) Montrer que la suite (1) est décroissante. En déduire qu'elle est convergente.

2°) A l'aide d'une intégration par parties, montrer que pour toutn >2,ona:

n-1

In.2.

3°) Aprés avoir calculé g et 11, en déduire Iy et lpps1, p € N.

2p+1 < 1
2p

2p+2

<

4°) Montrer que pour toutp € N,ona:
2p

24.6.....2p
1.35....(2p-1)

2
5°) En deduire la limite quand p tend vers +oo de ( J > ! 1 (formule de
p+

Wallis).

11. On note, pour tout nombre réel a positif et pour tout entier naturel n :
1
un(a) = J; exp(a@@—x)) x" dx

1°) Calculer ug(a).
2°) Convergence de la suite ('un(a) )nen - Soit @ > 0 donné.

exp(a)
n+1

a) Montrer que pour tout n dans N : 0 < up(a) <

b) Montrer que la suite ( un(a) ) est décroissante.
c) Déterminer la limite de un(a) quand n tend vers +oo.
3°) Forme explicite de un(a).
a) A l'aide d'une intégration par parties, montrer que pour tout n dans N :
a.Un+1(a) =-1 + (n+1).un(a).

b) Montrer par récurrence sur n que pour tout n dans N :

) = {exp(a) —21—,}

n
a k=0
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12. (essec math 3 2001) On étudie dans cet exercice la suite (S,) définie pour n > 1 par :

S, =1+£+1+...+i2 Cestadire S, :Ziz
4 n =k

A cet effet, on introduit pour tout réel t tel que 0 <t < m/2:
_ [ 2pnc 2K . _ § 2 2k
I, _jocos Odt ;I _jot cos? (t) dt
1°) convergence de la suite (Ji/l).

a) Etablir I'inégalité suivante pour tout nombre réel t telque 0 <t <m/2 : t < gsin(t) :

b) Etablir I'inégalité suivante pour tout nombre entier k tel que k >0 :
2

T
0<J, ST(Ik — ).

c) Exprimer I+, en fonction de I en intégrant par parties ly+1 (on pourra poser u'(t) =cos(t)
et v(t) = cos?**}(t) dans l'intégration par parties).

d) Déduire des résultats précédents que Ji/lx tend vers 0 quand k tend vers +co.
2°) Convergence et limite de la suite (Sy).

a) Exprimer Iy en fonction de Ji et Jx_1, en intégrant deux fois par parties l'intégrale Iy (k >
1).
Joao Je 1

b) En déduire la relation suivante pour k > 1 : IL—
k-1

1, 2K’
c) Calculer Jy et lo, puis déterminer la limite S de la suite (Sy).

d) Etablir I'inégalité suivante pour tout nombre entier k > 2 :%—L < 1

1
k+1 k? Tk

1
<_-
k-1
En deduire un encadrement de Sy - Sy pour n > 1 et p 1, puis de S -S,, et montrer que

1 1 . 1 : . .1
0<S, -S+—=<—. Autrement dit, S, + — constitue une valeur approchée de S a —
n n n n

pres.

e) Ecrire un programme en PASCAL calculant et affichant une valeur approchée du
nombre S & 107° preés.

13. (isg 89 ) Pour n entier naturel non nul on définit la suite (S,,) par :

1 1 1
Sp=1+. PYE +31,3 +...+ NTE

1°) Justifier pour k entier naturel non nul I'encadrement :
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1 <J'k+1 dx < 1

(k+1)1/3 - J X1/3 - k1/3
o A H 1 . n+l dx n dX
2°) En deduire I'encadrement L T <S§, SJ; WTE +1.

3°) que peut-on dire de la suite (Sp) ?

4°) A l'aide d'encadrements analogues, montrer que la suite (T,) définie par :

1 1 1
+...+ est convergente.

Th=1+ +
24/3 34/3 If.]4/3

14. Calculer les limites quand n tend vers +oo des sommes suivantes :

n k4 n 1 1 dt T T . (kn
— n rappel : dt=—); — ) sin|—|.
2 2 7 (repp jo1+t2 5 2n; (an

~in ~k?+n

15. (esg 94 2° épreuve.) Soit k un entier naturel non nul et soit la suite (Un)nen= définie par :
. k
L1001
VvV ne N* U= ) —| —
) ,Z:l: n (n +1)
1°) Déterminer la limite de cette suite pour k =1, k=2, puisk = 3.
2°) Pour k quelconque > 0 déterminer la limite de la suite (Uy).

. . 13 k ,
16. Soit nun entier > 2 et u, = —Zln[—j . Démontrer :
ne \n

yvkemnyl =S < [P < Lk
n n kin n n
o 1 1.1
2°) up < J;/nln(x)dx < un-ﬁlnﬁ.
gy liic oy <igipl
n n n n

40) Iimn_)+oo (Un) = ‘l.

|
59) lim o =1,
nN—+o0 n e

1 n
17. Pourn e Nonnote u, = =» /2"
nia
1°) Montrer que pour tout k appartenant a [[0, n(J1]] :

%Q/Z_k < j:k+l)/n2tdt < %\”/2"“.

/n

2°) En déduire un encadrement de u, et la limite de u, quand n tend vers +oo.
3°) Retrouver cette limite en calculant u, en fonction de n.

18.Soit f la fonction définie pour tout x strictement positif par :
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2

X 1
fxX)=——-Inx—-=
(X) 5 5

1°) Etudier les variations de f. montrer que c'est une fonction convexe. Donner sa
représentation graphique.

2°) Déterminer une primitive de la fonction f sur I'intervalle ]0, +oo[. En déduire que

1
l'intégrale Iof(x)dx est convergente et calculer sa valeur.
o\ Qni - i syal 3 : 1o
3°) Soit n un entier supérieur ou égal a 2. On pose : S, = —Zf =
n 4 n
a) Etablir, pour tout entier j vérifiant 1 <j <n, les inégalités :
N "
f(” j I.n f(x)dxg—f[iJ
n n il n \n
n

b) en déduire I'encadrement : J- f(x)dx <SS, < ( j I f(x)dx

c) Montrer les inégalités : 0 < — f[ j Jf(x)dx

d) Montrer que la suite (Sp) est convergente et déterminer sa limite.

4°) On rappelle que pour tout entier naturel non nul n, on a I'égalité :

Z”:kz _n(n+1)(2n+1)
6

.Exprimer, pour tout entier naturel non nul n, la somme

n . n
Zf(ij en fonction de n. En déduire la limite : lim 1In(n—j.
_ n

N—+o0 N n!

Annales E.S.C.L.

e escl 88 1°) Verifier : V x € [0, +o[ 0 < In(1 + X) < x. En déduire la limite de quand I'entier
n tend vers +oo de I:In(1+ x")dx .

n

1
2°) Soit u la suite réelle définie par u, = I

dx. Montrer que pour tout entier naturel
01+ x"

n non nul

In2) 1p n - P :
Up= —= ——L In(1+ x")dx. (On pourra utiliser une intégration par parties.)
n n
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En déduire la limite de u, et celle de n.u, quand n tend vers +co.

e escl 89 Soit I la suite de terme général I, = J'le”e‘xdx
1°) a) Calculer I et I;.

. 1 i .
b) Montrer que pour tout entier naturel n, I, g—l. Etudier la convergence de la suite
n+
l.
2°) Calcul d'une valeur approchée de Is.

a) Montrerque Vne N Iy =(n+21)I,-1/e, et:

_nl n! |
Eé(mk)l (n+p)! P

n' & n! 1
b) En déduire que pour tout ndans N : 0 <l - —>" < -
e 1(n+k)' (n+p+D! (n+1)°"

p
¢) Comment peut-on choisir p pour que 0 < ;5 - S 1

<107°?
e = (15+Kk)!

En déduire 1 l'aide de la calculatrice une valeur approchée de 135 & 10° pres.

1P
c*) Ecrire en turbo-pascal un programme qui affiche une valeur de EZ !
e 5 15+ k)'

est fourni par l'utilisateur. On veillera & minimiser les calculs.

1 n
e escl 90 Pour tout n dans N, on pose : I, = I

X
o V1+x® (1+x° )\/1+x

1°) Quelle est la dérivée de la fonction f: R — R définie par f(x) = In(x + vV1+x?>) ?
Calculer Io.

———dx etJ,= I

2°) Calculer 1.

3°) Montrer que pour tout ndans N, 0<1In < Ll En déduire la limite de I, quand n tend
n+

vers +oo. Montrer que J, tend vers 0 quand n tend vers +co.

1 N 1 j
(h+D)v2 n+1"

4°) Etablir a l'aide d'une intégration par parties : I, =

Quelle est la limite de nl, quand n tend vers +o ?

e escl 91 Pour tout entier n supérieur ou égal a 1 on pose :

1 X"
I = J.;x” In(L+ x*)dx et Jn = I01+x2

dx.
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1°) Etude de la suite (Jn)nya.
a) Calculer J;.
b) Montrer que pour tout n supérieur ou égala 1 0 < J, < 1/(n+1).
c) Etudier la convergence de la suite (Jn)nys.

2°) Etude de la suite (I)ns1.

a) A l'aide d'une intégration par parties, montrer que pour tout n supérieur ou égala 1 :

b) Etudier la convergence de la suite ( 1y)ns1.

c) Déterminer un équivalent de I, quand n tend vers +oo.

e escl92 Soitf:]1, +oof T R I'application définie par : Vx € ]1, +oo[ f(x) = Il( 3
X.In(x
1°) Etudier les variations de f et tracer sa courbe représentative.
2°) Montrer que pour tout entier k tel que k >3 : f(k) < Ikk_lf(x) dx < f(k - 1).
Pour tout n € N tel que n>2 on note S, = Zf(k) :
k=2
1 n 1
3°) a) Montrer que pour tout n € N tel que n > 2 :Sp- Sj f(x)dx <S, - :
2.In(2) 2 n.In(n)

b) En déduire que pour toutn € Rtelquen>2:
In(In(n) ) -In(In(2) ) <Sn <In(In(n) ) - In( In(2) ) + 1/2In(2) .
c) Etablir : Sy ~+ In(In(n)) .
Pour tout n € N tel que n>2 onnote : u, =Sy - In( In(n+1) ) et v, =S, - In(In(n) ) .

4°) En utilisant le résultat de la question 2), montrer que les suites (Up)ns2 et (Vn)ns2 SONt
adjacentes. On note ¢ leur limite commune.

1
n.In(n)

5°) a) Montrer que pourtoutn e Ntelquen>2:0<v,- /<

b) En déduire une valeur approchée de ¢ & 10 prés.

b*) Ecrire un programme en turbo-pascal qui utilise le résultat du a) pour calculer et
afficher une valeur approchée de ¢ & moins de e pres, e étant un nombre réel > 0 fourni par
I'utilisateur.
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e escl 93 Pour tout entier naturel n on pose :
h= [ep(x?).a-x)"d et J= [ xep(-x*).0-x)"dx,
1°) a) Former le tableau de variations de f: [0, 1] - R, X — x.exp(-X°).

1
J2e.(n+1) '

c) Etudier la convergence de la suite (J, )nen-

b) En déduire, pourtoutnde N:0< J, <

2°) A l'aide d'une intégration par parties, établir, pour tout n de N :

ln= —————1J_.,. Endéduire la limite de I, et celle de nl, quand n tend

n+l-

VErS +oo.

e escl 94 On pose pour tout entier naturel non nul n: I, :J'le(ln(x) )"dx ,etlp=e-1.
1°) a) Etablir, pour tout entier naturel n : l,+1 = e - (n+1)1,.

b) Montrer, pour tout entier naturel n: 1, > 0.

A . . e
c) Déduire des questions a) et b) que, pour tout entier naturel n: 0 <1, < P
n+

d) Quelle est la limite de la suite (In)nen ?
e

e) Montrer : Iy~ —.
n

2°) Soit a un réel différent de o ; on note (un)nen la suite réelle définie par :

U, =a
vneNu,,=e—-(n+1u,

Montrer : lim | un|=+o0 . (On pourra considérer la suite (Dp)nen définie par D, = | Up -
N—+o0

Inl.)

e escl 95 On définit la fonction f: [2,40] > R, X — -
x° -1
1

Ix-1-

A z 7o = s N 1
1°) Démontrer que pour tout réel x supérieur ou égala 2 : — <f(x) <
X

2°) Pour tout entier n supérieur ou égal a 2, on définit l'intégrale : 1, = Iznf(x)dx :

a) Démontrer que : lim |, =+o0.

N—+00
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b) On définit la fonction F: [2, +o [ > R, X — In(x+ +/x* —1). Calculer la dérivée de
F, et en déduire une expression de I, en fonction de n.

c) Déterminer la limite de I, - In(n) quand n tend vers +oo.

n

3°) On définit, pour tout entier naturel n supérieur ou égala 2 : S, = Z

1
a) Montrer que : Iy < Sp< 1y + 1/4/3.
b) Trouver un équivalent simple de S, quand n tend vers +oo.
e escl 96 Pour tout entier naturel n on pose : I, = J'le”.e‘xdx.
1°) a) Montrer que, pour tout entier naturel n: 0 <1, < 1/(n+1).
b) En déduire que la suite (I, )nen CONVerge et donner sa limite.
2°) A l'aide d'une intégration par parties, établir, pour tout entier naturel n :

1 In+l
n= + .
e(n+) n+1

1 < 1

3°) a) En déduire pour tout entier naturel n: 0 <1, - <
en+1) (n+1)(n+2)

b) Trouver un équivalent simple de I, quand n tend vers +oo.

e escl 98 bis (sujet de secours) Soit f la fonction réelle définie sur R par f(x) =

x* +1
1. Veérifier que f est paire et étudier les variations de f.

2X
2. Montrer que, pour tout réel x, I'intégrale J. t“l ldt existe.
x tt 4+
2X
On définit la fonction réelle F sur R par F(X) :'[ t“l ldt.
x tt 4+
3.a. Etudier le signe de F.
b. Etudier la parité de F.
. . - X X
4. a. Montrer, pour tout réel x strictement positif —<FX)< —
6x" +1 X" +1

b. En déduire les limites de F en -oo et +oo.
5. a.Vérifier, pour tout réel x : (1 - 14x*)F'(x) > 0.
b. Dresser le tableau des variations de F sur [0, +oof .
On admettra qu'une valeur approchée de 14 est 0,52 et qu'une valeur approchée du

maximum de F sur [0, +oof f est 0,37.
c. Tracer la courbe représentative de F dans un repére orthonormé (unité 5 cm).
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6. a. Montrer, pour tout réel x strictement positif :
X < [® dt X

<= iR — 2
16x* (16x* +1) x t ) x*(x* +1)

b.. En déduire que F(x) est équivalent a au voisinage de +oo.

24x°
7.a Montrer: Yne N Vt>0 ! y —Z(—l)"t4k <time
1+t" &
7 - s 1 s = n 24I"I+l _1 4n+1
b. En déduire que, pour tout réel x de ]0, =, la série Z(—l) —X
2 =0 4n+1

converge.

o0 4n+l
c. Montrer, pour tout réel x de 10, 1/2[ : F(x) =) (-1)" 24 11 o
— n+

2

e escl 99 Pour tout entier naturel n, on pose : w, = Icos” tdt.
0

1. Calculer wy et wj.

2. Montrer que la suite (wn)nen €St décroissante.

3. Montrer, pour tout entier naturel n : w, > 0. En déduire que la suite (Wp)nen €st
convergente.

4. Soit n € N. A I’'aide d’une intégration par parties, montrer : Wy = (N+1)

g

3 . - n+1
J'cosn t sin®t dt. En déduire : Wpsp = W .
5 n+2
. - n+1
5. Montrer pour tout entier naturel n, en utilisant 2. Et 4. : 0 < > Wp < Wpet S Wy . En
n+

déduire : Whn+1 ~ no+w Wh.

6. Montrer, en utilisant 4. , que la suite (Un)nen de terme général u, = (n + 1)WpWh4q €st

, . T
constante. En déduire : Wi ~ oo 1/2— .
n

e escl 2000 (egalement etude de fonctions) on considere la fonction f : J-1;+0o[— r
1 six=0

definie , pour tout x de ]-1;+oo[, par : f(X) =< In(1+x) Six €] LO[UI0 o]
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1. a. montrer que f est continue sur ]-1;+oo[ .

b. montrer que f est de classe ¢* sur ]1, O[ et sur JO, +oo[U]—-10[ et sur JO;+od .
Pour tout reel x de ]—-21,0[U]0;+od, calculer f '(x) .C)

c. montrer que f '(x) tend vers —% lorsque x tend vers 0.
d. en deduire que f est de classe ¢* sur J—1+od.
2. montrer : VX €] —L+of, L—In(1+ X)<0.
X+1

en deduire les variations de f . on precisera les limites de f en -1 et en +oo .

3. montrer que , pour tout x de Il'intervalle ] -1/2, +oo[, I'integrale rxf(t)dt existe .

4. on considere la fonction f definie, pour tout x de]-1/2, + o], par :
F(x) = [ F(tat .

a. montrer que f est derivable sur ]-1/2; +oo[et que f est croissante .
b. montrer : VX €]0;+o], F(X) > xf (2X) .

c. en deduire que f(x) tend vers +oco quand x tend vers +oo .

1
d. montrer que l'integrale jlzf(t)dt est convergente.
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en deduire que la fonction f admet une limite finie en —% . on ne cherchera pas a
calculer cette limite.

e escl 2001, extrait ; cf chap VII.
1°) pour tout entier naturel n, on considére la fonction f, : R — R définie par :

e ith

Vte R, fit)= n!
0 sit<0

sit>0

a) Soit n e N. Montrer que lime,.+., t* f,(t) = 0. En déduire que l'intégrale Eﬁ (t) dt est

convergente.

n
b)Mmma:VneNKVXe[OHﬁLiﬁ“0m=— %, () .

c) En deduire : ¥n € n, J‘;ﬁ (t)dt =1.

e escl 2002 On considére, pour tout n € N*, la fonction polynomiale P, : [0 ; +o[ > R
définie, pour tout x appartenant a [0 ; +oo[, par :

2 2n-1 2n

(- 1) X —X X
P, (x =—X+—+...+ +
()= Z 2 2n-1 2n

I. Etude des fonctions polynomiales Py,

2n _1
1°) Montrer, pour tout n eN* et tout X € [0 ; +oo[ : P', (X) = X L
X+

ou P, désigne la dérivée de P,,.

2°) Etudier, pour n € N*, les variations de P, sur [0 ; +oo et dresser le tableau de variations
de Pn.

3°) Montrer, pour tout n € N* : Py(l) <O0.

4°) a) Vérifier, pour tout n € N* et tout X € [0 ; +oo] :

1 X
X) =P (x)+x"" +
Poia (X) =Py (%) ( 2n+1 2n+2)

b) En déduire, pour tout n € N* : P,(2) > 0.

Document sambaaly CRFPE/Sedhiou Page 110



5°) Montrer que, pour tout n € N*, lI'équation Pn(x) = 0, d'inconnue X e [1 ; +oo[, admet
une solution et une seule, notée x,, et que 1 < x, < 2.

6°) Ecrire un programme en langage Pascal qui calcule et affiche une valeur approchée
décimale de x, a 107 pres.

Il. Limite de la suite (Xn)nen+. 1°) Etablir, pour tout n € N* ettout x € [0 +oof :

X tZI’] _1
P”(X)z-[o t+1

dt

2n __¢2n
1dt— 11-1

2°) En déduire, pour toutn € N*: J'lx"tt T =T dt
+ +

3°) Démontrer, pour tout n eN* ettoutt € [1; +oof : t*" — 1 > n(t* — 1).

x 2n [
4°) En déduire, pour tout n € N* : L"tt 11dt Z%(Xn ~1)?, puis: 0<x, —1< 3I_n2
+ n

5°) Conclure quant a la convergence et a la limite de la suite (Xn)nen=.

Annales E.S.C.

e esc 97 Soit n un entier naturel non nul. On pose : I, = J':xz(ln x) " dx

1. Calculer 1.

2. a) Etudier le sens de variation de la suite (In)ns1.
b) Montrer que la suite (I,)n>1 €st convergente.
c¢) Montrer que, pour tout x € [1,e] : In(X) < x/e.
d) En déduire lim I,.

N—+o0

3
. e’ n+l
3. a) Montrer que, pour tout entier naturel n non nul : In+ = ?_TI”'

b) En déduire lim nl,.

nN—+o0

e esc98 Soitl, = .[le” In(1+ x)dx, n € N.
1. Calculer lo.

2. (a) Montrer que I,> 0 pour tout n € N.
(b) Etablir que la suite (1n)nen €St décroissante.
(c) En déduire que la suite (In)nen €St cONvergente.

3. (a) Justifier I'inégalité : x" In(1 + x) < x" pour tout x e [0, 1].
(b) En déduire que pour toutn € N : I, < 1/(n+1)

(c) Calculer lim I,.
N—+o0
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n+1

In(2) 1 J~1x dx

4. (a) En utilisant une intégration par parties, montrer que I, =
n+l n+101+x

n+l1

1 X
(b) Montrer que 0 < L dx <

et en déduire un encadrement de I.
1+ X n+2

(c) En déduire : lim nly,.
e esc 2001, extrait. cf chap VIII

. _ +o Int
1°) On pose pour tout entier naturel n non nul I'intégrale : 1, :J'1 —ndt :

t

.y Alnt o :
a) Calculer pour A > 1 l'intégrale L Tdt et en déduire que I, est divergente.

b) Montrer grace a une intégration par parties que pour tout entier naturel n > 2, l'intégrale

I, converge et vaut

(n-9%

. _ : e Int
c) Etudier les variations de la fonction f définie sur [2 ; +oo[ par f(t) = — et donner sa
t

limite en +o0. (On donne Jer 1,65.)

~+00
d) En deduire grace a 1, que Z_z converge (on ne cherchera pas a calculer cette serie).
k=2

Annales EDHEC
e edhec 93 Pour n appartenant a N, on pose : I, = ij” sin(nx)dx
1°) a) Montrer que pourtoutndans N0 <I, <1/(n+1).
b) En déduire que la suite (I, ) converge vers 0.
2°) Calculer lo et I;.
3°) Trouver une relation de récurrence entre I, et I, pour tout n supérieur ou égal a 2.

4°) Démontrer par récurrence : Vp>1

oy 2@P) &S (2p)!
|2p (1) n2p+l +k2=:1( 1) 71?2k+1(2p_2k)!

e edhec 96, exercice 1 On considére la suite (d,) définie par
do =1, d1 =0 etVneN* dn+1 = n(dn + dn-l)-

1°) a. Calculer d,, ds, dg4, ds.
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b. Montrerque: ¥V n e Ndy € N : dnsg = (n + 1)dy + (-1)™*
s . s 1.,
2°) On considére, pour tout entier naturel n, l'intégrale 1, = —'Lt e'dt.
n!

a. Calculer 1o, puis exprimer, pour tout entier naturel n, I+, en fonction de I.
b. En déduire que : Vn e N e.d,=n! (1 +(-1)"Iy).

1
<

n+1

|
o
e

c. Montrer alorsque: ¥ ne N

d. Vérifier que cette derniere inégalité détermine parfaitement d, pour n > 2, puis
retrouver la valeur de ds obtenue a la deuxiéme question et calculer d;o. On donne

% ~ 4415 et % ~1334960,92 45.10° pres.

e edhec 96, exercice 3 (également étude de fonction)
1°) Montrer que pour tout t > 0 : In(1+t) > t/(1+t).
2°) Soit f la fonction définie pour tout réel x par : f(x) = e™ .1n(1+e").
a) Pour tout reel x, calculer f' (x) et en déduire les variations de f.
b) Calculer lim f(x) et lim f(x).
3°) Pour tout réel x, vérifier que : f(x) = 1 - f'(x) - * /(1+€*) En déduire, en fonction de f,
une primitive F de f sur R.

4°) Soit a un reel et g la fonction définie par : g(x) =0 six <0 et g(x) = a.f(x) six >0.
Déterminer a pour que g puisse étre considérée comme densité d'une variable aléatoire X.

e edhec 98 (extrait du probleme ; voir chapitre VIII )
On considére la fonction définie pour tout x > 0 par f(x) =1 -e ™

1°) a. Dresser le tableau de variation de f.
b. Montrer que : V x € R f(X) < x, I'égalité ayant lieu seulement pour x = 0.

2°) a. Montrer que, pour tout entier naturel n et pour tout réel x
1 x (X —1)"
Z( ) X (_1)n+lJ' (X t) e—tdt
° nl

b.. En écrivant I'égalité précédente pour n = 2, puis pour n = 3, montrer que :
2 X3 2

VXe R*X———Sx—f(x)gx—
2 6 2

eedhec 99 : voir chapitre VIII. Rien en 2000, guere plus en 2001, voir chapitre VIII.
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—XInx

Vx>0, f(x)=
() 1+x°2

eedhec 2002 On note f la fonction définie sur R, par :
f(0)=0
1°) a. Verifier que f est continue sur R..

b. Etudier le signe de f(x).

2°) Montrer que I'on définit bien une fonction F sur R, en posant :
vxeR,,F(X) = jox f(t)dt

3°) Pour tout x de R+, on pose : g(x) = F(x) — x.

a. Montrer que g est dérivable sur R. et que, pour x > 0, on peut écrire g'(x) sous la forme

. —x h(x)
X)=—-"=
g'(x) 1+x?
. . . . . J5-1
b. Etudier les variations de h, puis en déduire son signe (on donne In 5 ~—0,48).

c. En déduire le signe de g(x).

4°) On définit la suite (u,) par la donnée de son premier terme up = 1 et la relation de
récurrence, valable pour tout n de N : up+1 = F(up).

a. Etablir par récurrence que : Vn € N, un+1 € [0, 1].
b. Montrer, en utilisant le résultat de la troisieme question, que (un) est décroissante.
c. En déduire que la suite(u,) converge et donner limp_,.+» (Un).

e edhec 2003 On note f la fonction définie, pour tout réel x strictement positif, par :
1
e X
f(x)=—.
X
1) a. Pour tout entier naturel n supérieur ou égal a 1, montrer que I’intégrale I, =

J‘Mf(x)dx est convergente et exprimer |, en fonction de n.
n

b. En déduire que I, ~%.

2) Montrer que la série de terme général u, = f (n) est convergente.

3) a. Etablir que : vke IN*, f(k+1) < J‘:Hf(x)dx < f(k).

b. En sommant soigneusement cette derniére inégalité, montrer que :
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k=n+1 k=n+1 n
1
+o0 ei
4) Deduire des questions précédentes un équivalent simple de z —
k=n+1

Annales ECRICOME

e ecricome 91 Pour n appartenant & N on pose : u(n) = J'Ol?’\/l—x” dx. .
1°) Calculer u(2).

2°) Montrer que la suite (u(n))n<n €st croissante et convergente.
3°) Montrer que pour tout X appartenant a [0, 1]n, ona:1-X<¥1-X <1-X/3.
Interpréter graphiquement.

4°) En déduire un encadrement de u(n) et la limite de u(n) quand n tend vers +co.

. AP . n/
e ecricome 92 On définit la suite u par u, = IO *tan®2 (1) dt .

1°) a) Rappeler la valeur de la dérivée de la fonction tangente sur ]-t/ 2,7t/ 2[

b) Calculer alors up.

2°) Montrer que la suite u est décroissante.

3°) Montrer que quel que soit n dans N : Up+1 + Up =

2n+3°

_ 1
2(2n+3)
équivalent simple de u, lorsque n tend vers +oo.

A

4°) En déduire que pour tout n dans N : u, < _ 1 puis donner un

2(2n +1)

5°) On pose S, = Zn:ﬂ
—=2k+1

a) Montrer que pour tout ndans N : S, = %+ -D"u,

b) En déduire la limite de S, et un équivalent de S, - /4 lorsque n tend vers +oo.

e Ecricome 93
Soit x un réel strictement positif. On pose pour tout entier naturel n :

S=Yy L -t 1o, O

— Kex+1 x+1 x+2 N+x+1
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On se propose d'étudier la limite S(x) de la somme Sy(x) lorsque n tend vers +oo.

X+p

. — si0<t<1
1°) Pour tout entier naturel p on pose : fy(t) = <1+t < ,

0 sit=0

et p(X) = '[:fp(t)dt. Montrer que, pour tout entier naturel p, l'intégrale 1,(X) existe.

n+1 n+1
2°) Montrer que pour tout réel t € [0, 1], 0ona: Z( )kt %
3°) Déduire de ce qui précede que l'on a:
[ U gt = S (0+R. (0 ol R.(X)=( " [’ T
01+t " " 1+t
) ) ltn+x+l 1
4°) Démontrer que I'on a pour tout entier naturel n: 0 < j dt < :
01+t n+2

5°) Conclure que l'ona: S(x) = I:lt "
+

6°) Etude du cas particulier ou x =1/2.
a) En utilisant le changement de variable u = t? , calculer S(1/2). (Indication : u?*=1 + u?
~1)

T
S dt=— .)
b) En déduire que l'on a : lim -1
) a n—+ kZ;( ) 2k+1 4
e Dapres ecricome OG 93  1°) Soit f la fonction définie sur ]0,1] par : f(x) =
—In(x)
i

Montrer que f est continue, décroissante, positive ou nulle sur ]0, 1]. f est-elle prolongeable
par continuité en 0 ?

. L s 1& (K
2°) Pour n entier naturel supérieur ou égal a 2, on pose : S, = —Zf(—j;
k= \N
k/n

a) Pour k e [[2, n]], montrer : —f(kj _[ f(x)dx.
n \n (

k-1)/n
(k+1)/n 1 (k
b) Pour k € [[1, nJ1]], montrer :j f(x)dx < —f(—j.
k/n n n
s 1 1 1,(1
c) Déduire du a) et du b) : _[ f(x)dx <S, SJ- f(x)dx+—f(—j.
1/n 1/n n n

3°) a) Soit a > 0. A l'aide d'une intégration par parties, calculer l'intégrale J'lf(x)dx .En

Ly — 1
déduire que l'intégrale J'of(x)dx est convergente et calculer sa valeur.
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b) Quelle est la limite quand n tend vers +co de %f(%} ?

c) Déduire alors du 2 )c) la limite de S, quand n tend vers +o.

4°) Ecrire en turbo-pascal un programme qui :

--- déclare la fonction f;

--- utilise cette fonction pour calculer et afficher la valeur de S;, n étant un entier naturel
supérieur ou égal a 2 fourni par l'utilisateur.

n

1/Jkn
5°) Déduire du 3 )c) la limite de P, = H(Ej quand n tend vers +oo.
k=1
e ecricome 97 o est un réel strictement positif. Pour tout n € N, on pose :

Un(ot) = nL _

H(oc+k)

1.. Etude de la convergence de la suite (Un(o))nen.

a. Montrer que la suite (un(a))nen)) €St monotone et convergente. Que peut-on en déduire
pour la série de terme général (un(a) - Uns1(at)) ?

On note /(o) la limite de la suite (Un(ct))nen

b. On suppose que /(c) est non nulle. Démontrer : Un(ot) -Un+1(Q) ~n—s+o0 a (o) ,
n

c. Déduire de ce qui précede que /(o) = 0.

2. Dans cette question : a € ]0, 1].

a. Montrerque: VneN up(a)> :
n+a

b. Quelle est la nature de la série de terme général un(a) ?

3. On pose, pour tout entier natureln: I, = _|'O+Ooe“"t (1—e‘t )" dt.

a. Etudier la convergence de l'intégrale géneéralisée I,(o) et calculer Io(o).

b. Soit un réel x strictement positif. Intégrer par parties : Lxe‘“t (1—e‘t )" dt, et en déduire

une relation simple entre I,(a) et I,.1(a+1), pour tout n entier naturel non nul.
c. Endéduireque: v ne N In(a) = un(a).
4. On suppose déesormais que a. > 1.

N 1
a. Montrer que, pour tout N entier naturel : Zln(oc) = Iy (a—=1).
n=0 a—

b. En déduire que la série de terme général un(a) est convergente, et donner en fonction de

+o0
o la valeur de Y u, ().
n=0

e ecricome 98 (extrait ; voir chap VII) 1°) Soit g l'application de ]O, +oo[ dans R définie
. X In(1+ x)
par: X —g(x) =In - .
X+1

X
a) Montrer que g est dérivable sur ]O, +oof et expliciter sa dérivée.

b) Dresser le tableau de variation de g avec ses éventuelles limites aux bornes.
2°) Soit f I'application de R dans R définie par x — f(x) = e™ In(1 + €%).

A l'aide d'un changement de variable, montrer que pour tout réel x positif, on a :
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[ “F(t)dt = g(e*) + 2 In(2).

e ecricome 99 (extrait ; voir chapitre VII) On rappelle que 1’intégrale généralisée J.e'uzdu
0
converge et vaut E\/E. Soit o un réel strictement positif ; si x est un élément de R*, on

X 2 X — 2
pose : I(X) = J; 2u%e™du et J(X)= Itze A dt.
0

1°) a) A I’aide d’un changement de variable, exprimer, pour tout élément x de R”, J(X) en

fonction de I(i).
a

1°) b) A I’aide d’une intégration par parties, montrer que, pour tout élément x de R™:

1(X) =Ie‘”2du -x e,
0

+00 2 3
1°) ¢) En déduire que I’intégrale généralisée I tzef%) dt converge et vaut @ f :
0
e ecricome 2002 FAIT
On considére la famille de fonctions (f)nen+ définies sur -1, +oo[ par fi(x) = X" In(1 + X).

1. Etude des fonctions f,.
Soit n € N*, on note h, la fonction définie sur ]-1, +oo[ par h (X) =nlIn(1+ x) +1L.
+ X

1. Etudier le sens de variation des fonctions hy,.
2. Calculer hy(0), puis en déduire le signe de h.
3. Etude du cas particulier n = 1.

a. Apres avoir justifié la dérivabilité de f, sur ]-1, +oo[, exprimer f;'(X) en fonction de
ha(X).

b. En déduire les variations de la fonction f; sur 1-1, +oo[.
4. Soitn e N*\ {1}.
a. Justifier la dérivabilité de f, sur ]-1, +oo[ et exprimer f,'(x) en fonction de hy(x).

b. En déduire les variations de f,, sur ]-1, +oo[. (On distinguera les cas n pair et n
impair). On précisera les limites aux bornes sans étudier les branches infinies.

2. Etude d'une suite.
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On considére la suite (Un)nen= définie par : U, = j:fn (x)dx .

2.1. Calcul de U;.

. o C
1. Prouver l'existence de trois réels a, b, c tels que : Vx €[0,1] =ax+b+ ]
X+
o - 1 x?
2. En deduire la valeur de l'intégrale _[ dx.
0x+1

3. Montrer que U; = 1/4.

2.2. Convergence de la suite (Up)nen.

1. Montrer que la suite (Up)nen* €St monotone.

2. Justifier la convergence de la suite (Up)nen* (ON e demande pas sa limite).

3. Démontrer que : Vn eN* 0<U < In2

n+1
4. En déduire la limite de la suite (Up)nen+.

2.3. Calcul de U, pour n> 2.

Pour x € [0, 1] etn € N*onpose Sp(x) =1—Xx+x* + ...+ (-1)"x" = > (-D)*x*.

k=0

1\ yn+l
1 +(1)x .

1. Montrer que S, (X) =
1+x 1+x

(—l)k Xn+l

—Ih2+ (—1)“]011+ ox.

2. En déduire que
k kZ:;‘ +1

3. En utilisant une intégration par parties dans le calcul de U,, montrer que :

U —In—2+ﬂ{ln2—[l—1+...+ﬂ+ +ﬂﬂ

" n+l n+l 2 k+l =~ n+1

Annales ISC-ESLSCA

> odt X dt
—— et: g(x)= I
In(t) x t.In(t)
1°) Montrer gque ces intégrales ont un sens lorsque x est un nombre réel strictement positif

et

e eslsca 93 On pose : f(x) = LX

différent de 1.
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2°) Déterminer explicitement la fonction g.

3°) a) Montrer que la fonction f est dérivable sur son domaine de définition et déterminer
sa fonction dérivée f.

b) Que vaut Iirq f'(x)?

c) Déterminer les limites de fen 0 et en +oo.

4°) a) Déterminer Iirq [f(X) - 9(X)], et en déduire Iirq f(x).

b) Montrer que f ainsi prolongée est dérivable en 1.

5°) Soit (C) la courbe représentative de f dans le plan rapporté a un repére orthonormé.
Déterminer I'allure de la branche infinie de (C) et enfin donner I'allure de (C).

e eslsca 95 1°) Pour tout réel x > -1 et pour tout entier naturel n, on pose :

1(x) = j:%dt .

a) Montrer, a l'aide d'une intégration par parties, que, pour tout entier n et tout reel x > -
l,ona:

n+l

Ins1(X) = ~In(X) + :+1'

b) Calculer Io(x), en déduire 11(x), puis 12(X).
2°) Prouver par récurrence que, pour tout réel x > -1,et pour tout entiern >0 :

2 3 4 n n _f\n
In(1+x):x-X—+X——X—+...+(—1)”‘1X—+ J. Mdt.
2 3 4 n o o @1+p™

(Remarque : ces deux questions prouvent en fait la formule de Taylor avec reste intégral
dans un cas particulier ; celle-ci étant dorénavant au programme, entrainez-vous a
I'appliquer pour obtenir directement le 2°).)

3°) Pour x compris entre 0 et 1, on considere la suite u,(x) définie par :

()" (x-t)"
Un(x) = | ~————=dt
n( ) J.O (1+t)n+1
Xn+1
Montrer que pour tout entier n de N: | Un(X) | < e en déduire la limite de la suite (un(X)
+

).

4°) Pour x compris entre 0 et 1, on considere la suite ( vn(X) ) définie pour n > 0 par :
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2 XS X4
Vn(X) =X- —+———+...+(-]"
n(X) > "3, (1)

n
Ax"

Montrer que la suite ( vn(X) ) converge et déterminer sa limite.

e eslsca 96 (également étude de fonction)
Partie 1. Pour n dans N et x dans R” on pose : f,(x) = x" e™* = x" exp(-l/X). (exp désignant

la fonction exponentielle de base e).

I) Montrer que la restriction de f, a ]0, +oo[ peut étre prolongée par continuité en 0. Ce
prolongement est-il dérivable ?

2) Déterminer les limites éventuelles de f, en -co, +o0 et en 0 par valeurs inférieures.

3) Etudier, suivant les valeurs de n les variations de f,. En désignant par (C,) la courbe
représentative de f, dans le plan rapporté a un repére orthonormé, préciser les positions
relatives de (Cn) et (Cy+1). Tracer dans le méme repere (Co), (Cy1),(Cy), (Cs).

.Partie 2. Pour n dans N, on pose : I, :J':fn (x)dx .

[) Montrer que pour tout n dans N, I, est bien défini. Etudier la monotonie de la suite

(1)

2) A l'aide d'un encadrement simple, montrer que la suite (I,) est convergente et déterminer
sa limite.

3) Pour n dans N, déterminer une relation entre I, et I,,1;. En déduire un équivalent simple
de I, lorsque n tend vers +oo.

e eslsca 98 m et n étant deux entiers naturels quelconques, on pose : Imn =
1
onm(l—x)"dx.

1°) A l'aide d'une intégration par parties, montrer que pour m>1,0na:

m

Inn = Im-1,n+1.

2°) Calculer 1o m+n et en déduire la valeur de Iy, pour tout couple d'entiers naturels m et n.
3°) a) Calculer, pour tout entier naturel n, I .

b) Montrer que 'ona: vV ne N I,,<1/4".

4°) Calculer la valeur de Iy = J'Onlz[cos(u)]zm”.[sin(u)]2”+1du ,
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f(x) =—xIn(x) six>0

eeslsca 99  On considére la fonction f définie sur R: par {f(O) 0

1
On pose, pour n entier naturel non nul, 1= [ (f(x))" dx.
0
1. a) Montrer que, pour tout entier naturel non nul, l'intégrale I, est bien définie.
b) Calculer 1. (On pourra, pour ¢ > 0, effectuer une intégration par parties dans

1
l'intégrale If(x)dx , puis faire tendre ¢ vers 0.)

1 1
2. On pose, pour h et k entiers naturels non nuls, Jnx = [x" (INx)*dx et Jho = [x"dx.
0 0

a) A l'aide d'une intégration par parties, montrer que, pourh >1etk>1,0na:

k
Ik = ———Jhk-1.

h+1
b) Calculer Jno. En déduire la valeur de Jy .
c) Calculer I,.
SUITES NUMERIQUES

Exercice 1
Démontrer que pour tout entier naturel n, on a :

a) 52— 3n divisible par 11.
b) 3x 5214231 divisible par 17.

Exercice 2
Soit une suite géométrique décroissante telle que :
v+ v, v =3+2
V1.V, V5 = 242
Déterminer vy, v, et v5 .
Exercice 3

Calculer les limites des suites suivantes .

! 1 1 1

a) u”_\/nz+1+\/n2+2+ \/n2+n—1+\/n2+n'
=_1 L e 1 1

b U=t mmt T

Exercice 4
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Soient les suites (v,) et (wy,) définies pour tout entier naturel n , par

U0=——
() , et (W) :wy, =2v, +6
vn+1=§vn_1

1. Démontrer que la suite (wy) est une suite géométrique dont vous précisera le premier
terme et la raison .
2. Donner les expressions de w,, et v, en fonction de n . Déduisez-en la limite de (v,) .

n-1 n-1
3. Soient S, = Zwk et S’y = ka . Exprimez Sy et S’y en fonction de n .
k=0 k=0
4. Calculer les limites de terme général S, et S’y .
Exercice 5

On considere la suite (uy) définie par : uy=2 et Uy, =[2u,+3 pour tout n entier naturel.

1. Donner les valeurs approchées a 1073 pres de ui, ua, ..., Uo.

2. Démontrer que, pour tout n de N, 0<u, <3.

3. Démontrer que la suite (un) est convergente.

4. Déterminer lim u,.

N—+o0
Exercice 6

On considere les deux suites (u,) et (v,) définies, pour tout entier naturel n, par :

LA et v Y Vo -
n+1 2 n+1 2

1. Calculer u,v;, WV, .

2. Soit la suite (w,) définie pour tout entier naturel n par w, =v, —u,.
a. Montrer que la suite (w,) est une suite géométrique de raison %

b. Exprimer w, en fonction de n et préciser la limite de la suite (w,).

3. Apres avoir étudié le sens de variation des suites (u,) et (v,), démontrer que ces deux

suites sont adjacentes. Que peut-on en déduire ?

4. On considere a présent la suite (t,) définie, pour tout entier naturel n, par t, = th* 2%

a. Démontrer que la suite (t,) est constante.
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b. En déduire la limite des suites (u,) et (v,).

Exercice 7

Soit I l'intervalle [0 ; 1]. On considere la fonction f définie sur I par f(x)= 3;:42 :

1. Etudier les variations de f et en déduire que, pour tout x élément de I, f(x) appartient a
L

3u, +2

2. On considere la suite (un) définie par uo = 0et u,,, =f(u,) = 7 Montrer que, pour

n

tout n entier, u, appartient a I.
On se propose d’étudier la suite (un) par deux méthodes différentes.

Premiere méthode :

3. a. Représenter graphiquement f dans un repere ortho normal d’unité graphique 10 cm.

b. En utilisant le graphique précédent, placer les points Ao, A1, Az et As d’ordonnée nulle
et d’abscisses respectives uo, U1, uz et us.

Que suggere le graphique concernant le sens de variation de (u,) et sa convergence ?

_ (1_ un)(un +2)

u,+4

c. Etablir la relation u,,, —u, et en déduire le sens de variation de la suite

d. Démontrer que la suite (un) est convergente.

e. Prouver que la limite | de la suite (u,) vérifie | = f(1) et calculer I.

3N , ©gs . , . u
Deuxieme méthode : On consideére la suite (vy) définie par v, =— X
u, +

n

4. a. Prouver que (vy) est une suite géométrique de raison % .

b. Calculer vg et exprimer v, en fonction de n.
c. Exprimer u, en fonction de vy, puis en fonction de n.
d. En déduire la convergence de la suite (un) et sa limite .

Exercice 8

U =a

ou a est un reel donné avec 0 <a < 1.
Uppg = un(?—_ un)

On considere la suite u, définie par {

1. On suppose que azé ;
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a. Calculer u, et u,.

b. Tracer dans un repere ortho normal la courbe représentative P de la fonction f :
f(x)=x(2-x) ainsi que la droite d (y = x).

c. Utiliser d et P pour construire sur I’axe des abscisses les points A, A,, Ay d’abscisses

respectives uy, Uy, Us .

2. On suppose dans cette question que a est quelconque (0 <a <1).
a. Montrer par récurrence que 0<u, <1.

b. Montrer que u, est croissante.

c. Que peut-on en déduire ?

1 N .
3. On suppose de nouveau a= 3 et on considere la suite v, =1-u,.

a. Exprimer v,,, en fonction de v,
b. En déduire I'expression de v, en fonction de n.
c. Déterminer la limite de v, puis celle de u,.

Exercice 9

U, + 2V, U, + 3V,
Vi =
3 4

On définit deux suites (un) et (vn) par: u =12,v; =1, Uy, =

1. Pour tout entier n > 1, on pose wy = uy — vn. Montrer que (wy) est une suite
géométrique a termes positifs, déterminer sa limite et exprimer wy en fonction de n.

2. Démontrer que la suite (un) est décroissante et que la suite (vy,) est croissante.
3. Pour tout entier n > 1, démontrer que u, >v,. En déduire que u >u, >v, >V .

4. Pour tout entier n > 1, on pose t, = 3un + 8vs. Démontrer que (t,) est une suite
constante.

5. En déduire les expressions de uy et v, en fonction de n, puis les limites de (uy,) et (vy).
Exercice 10
Partie A

On considere les suites de points Ay et By définies pour tout entier naturel n de la maniere
suivante : sur un axe orienté (O ;U) donné ci-dessous, le point Ao a pour abscisse 0 et le

point By a pour abscisse 12.
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Le point Au+1 est le barycentre des points (An, 2) et (By, 1), le point By+1 est le barycentre
des points pondérés (Ay, 1) et (By, 3).

1. Sur le graphique placer les points Az, Ba.

2. On définit les suites (an) et (bn) des abscisses respectives des points Ay et By.

. On admet de méme que b,,, = B, + 3, .

4

28, + by
3

Montrer que : a,,; =

Partie B

1. On considere la suite (uy) définie, pour tout entier naturel n, par u, = by — an.
a. Montrer que la suite (u,) est géométrique. En préciser la raison.

b. Donner l'expression de u, en fonction de l'entier naturel n.

c. Déterminer la limite de (un). Interpréter géométriquement ce résultat.

2. a. Démontrer que la suite (an) est croissante (on pourra utiliser le signe de un).
b. Etudier les variations de la suite (by).

3. Que peut-on déduire des résultats précédents quand a la convergence des suites (a,) et

(bn) ?
Partie C

1. On considere la suite (vyn) définie, pour tout entier naturel n, par v, = 3a, +4b,. Montrer
que la suite (vn) est constante.

2. Déterminer la limite des suites (an) et (by).

A0 Al B1 BO

0 - 2 4 6 8 10 12

Exercice 11
a est un réel appartenant a l'intervalle ]0 ; g[ et M son image sur le cercle trigonométrique

1) Démontrer que sina < a < tana , on pourra remarquer l'aire du secteur délimité
par les segments [Ol] et [OM] et I’arc de cercle IM est comprise entre les aires des

triangles OIM et OIT.

sinx tan x

2) Endeéduire que pour tout réel x de l'intervalle ]0; g[ — <1<

X X

et cosx

sinx

<

x .
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3) Soit (Uy) la suite définie pour n= 1 par : U,= sinﬁ + sinﬁ ...t sin %

a) Etudier la monotonie de la suite (Uy).
b) Montrer que (Uy) est majorée (utiliser la question 1°). En déduire que (U,) est convergente

Exercice 12

. o 1
La suite (un) est définie par up =1 et ¥ €N, up+1= o lin +n —1.

1. a. Démontrer que pour tout n =3, u, =0.

b. En déduire que pour tout n 24, u, =n —2.

c. En déduire la limite de la suite (un).

2. On définit la suite (vi) par v, = 4u, —8n +24.

a. Démontrer que (vy) est une suite géométrique décroissante dont on donnera la raison et
le premier terme.

b. Démontrer que ¥ €N, u,= 7(%) +2n -6

c. Vérifier que vin €N, Uy = Xn + yn0u (xn) est une suite géométrique et (yn)

une suite arithmétique dont on précisera pour chacune le premier terme et la raison.

n
d. En déduire I'expression de S,= ) u, en fonction de n.
k=0

Exercice 13
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1,5 =
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1 -
P
_—
05
N X
8 =
-0,5 0 05 1 15 2 25 3

1. La suite u est définie par : uo = 2 et u,,, :%un +§ pour tout entier naturel n.

a. On a représenté dans un repére orthonormé direct du plan ci-dessous, la droite
d’équation y = % X +§ et le point A de coordonnées (2 ; 0).
Construire sur I'axe des abscisses les quatre premiers termes de la suite u.

23

b. Démontrer que si la suite u est convergente alors sa limite est | = 8

c. Démontrer que pour tout entier naturel n on a : u, > % .

d. Etudier la monotonie de la suite u et donner sa limite.

n+l
2. a. Soit n un entier naturel supérieur ou égal a 1. Démontrer que : Zﬁ = %(1—%)
k=2

’ T 1 1 1 1 1
c'est-a-dire que — +——+...+ =—l1-—|.
10> 10° o™t 90l 10

b. La suite v est définie par v, = 1,277 7. . .7 avec n décimales consécutives égales a 7.
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Ainsivo=1,2, v1=127et v, =1,277.

En utilisant le 2. a. démontrer que la limite de la suite v est un nombre rationnel r (c’est-a-
dire le quotient de deux entiers).

Exercice 14
PARTIE A

Etant donnés deux points distincts Ao et Bo d’une droite, on définit les points : A1 milieu
du segment [AoBo] et B1 barycentre de {(Ao, 1) ; (Bo, 2)}.

Puis, pour tout entier naturel n, An+1 milieu du segment [AnBn] et Bu+1 barycentre de
{(Aﬂ/ 1)/ (Bﬂ/ 2)}

1. Placer les points A1, B1, Az et B2 pour AoBo= 12 cm.

Quelle conjecture peut-on faire sur les points A et B, quand n devient trés grand ?
2. On munit la droite (AoBo) du repere ( A ;T) avec Tzé ABy .

Soit un et v, les abscisses respectives des points Ay et By. Justifier que pour tout entier

naturel n strictement positif, on a

U, +V, U, +2V,

T et Vot =

Upyr =

PARTIE B

U, +V, ot

On considere les suites (un) et (vn) définies par up=0;vo=12; u,, =

u, +2V
Vel = . o
3

1. Démontrer que la suite (wy) définie par wy = vy — un est une suite géométrique
convergente et que tous ses termes sont positifs.

2. Montrer que la suite (un) est croissante puis que la suite (vy) est décroissante.

3. Déduire des deux questions précédentes que les suites (uy) et (vn) sont convergentes et
ont la méme limite.

4. On considere la suite (tn) définie par tu = 2un + 3vn. Montrer qu’elle est constante.
PARTIE C

A partir des résultats obtenus dans les parties A et B, préciser la position limite des points
An et By quand n tend vers +o.

Exercice 15
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1. Montrer par récurrence que pour tout n > 0, on a 3" >n’(n-1).

2. On définit, pour n > 1, la suite (u,) par u, =3—1l+332+...+31n.

a. Quel est le sens de variation de (u,) ?

k
b. Montrer par récurrence que pour tout entier k > 1, k —( g) <0. En déduire que, pour

toutk > 1, 3Lks Zik puis un majorant de u,. Que peut-on en conclure pour (u,) ?

3. On définit pour n > 1 la suite (v,) par v, =u, +%. En utilisant la question 1), montrer

que (v,) est décroissante. Quelle est la limite de (v, -u,) ? Que peut-on en conclure pour

(va) ?

Exercice 16

Pour tout entier naturel n, on note F, = 2(2n) +1 . Calculer Fo, F1, F», F;.

2. Démontrer par récurrence que pour tout n>1,0na fxFExk..xF=F ;2.
3. Montrer que la suite (F,) est croissante et non majorée. Quelle est sa limite ?
Exercice 17

Soit (U,) la suite définie par U, et pour tout n >0 , U, =,/6+U .

On pose U,=2. Montrer que la suite (U,) est croissante et majorée par 3.En déduire

qu’elle convergente et déterminer sa limite .
On pose U,=3 . Quelle est la nature de la suite (U,) ?

On pose U, =10 .Montrer que la suite (U ) est décroissante et minorée .En déduire sa

convergence vers une limite que I’on précisera.
Exercice 18

Soit (U,) la suite définie par U, =1, et pourn >0, U, :%Un +%.

Montrer que par récurrence que la suite (U,) est croissante .
Montrer que si (U,) converge, alors sa limite est 7.
L .1
On pose V, =U, =7 pour n = 0 .Montrer que (V) est géométrique de raison —.En

déduire l'expression de V, puis celle de U, en fonction de n .Conclure quant a la

convergence de la suite (U,).
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Exercice 19

Soit la suite (U,) définie par U, =-3 et pour tout naturel nU, , = 2LLJJn _89 ,

a. Montrer que la suite (U,) est croissante et majorée par 1.

b. En déduire que la suite (U) est convergente et déterminer sa limite .
Exercice 20
Soit la fonction définie par g(x) =In(x+3).

U, =1
U,,=InU,+3)

a. En utilisant la croissance de § , étudier le sens de variation de la suite (U,).

1. Soit (U,) lasuite déﬁniepar:{ , pour tout n entier .

b. Montrer que la suite (U,) est majorée par 2.

c. En déduire que cette suite converge vers un réel .
2. Soit (V,) lasuite définie par : {VO =2 .

V.., =In(V, +3) pourtout n entier

a. En utilisant la croissance de g , étudier le sens de variation de la suite (V,).
b. Montrer que la suite (V,) est minorée par 1.

En déduire que cette suite converge vers un réel I’.
a. Montrer que I=I".

b.En déduire une valeur décimale approchée de 1a 107 prés .

Exercice 21

On considere la suite numérique (U,) définie par :

U, =1
pourtout n dansN, 2U ,=U -1

1. Calculer les cing premiers termes de la suite (U,).
2. Montrer que si (U,) converge , alors sa limite est -1. On pose V, =U_ +1 pour tout

entier nature.
3. a. Montrer (V,) est géométrique .

b.En déduire les valeurs de V,, et de U, en fonction den .

c. Etudier le sens de variation et la convergence de la suite (U,).

d. Trouver le plus petit entier positif n tel que U, +1<107*.
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k=n
Calculer S, =>"U,.

k=0
Exercice 22

On considere la suite numeérique (U,) définie par :

U, =let, pour tout entier naturel n, u,

+1:1un+n—1
3

Soit (v,) la suite définie par définie , pour tout entier naturel n, par. v, =4u, —6n-15

a. Montrer que (v,) estune suite géométrique .

b. Calculer V, puis calculer (v,) en fonction de n . En déduire que pour tout entier

19 1 6n-15
naturel n. U, =—x—+ .
4 3 4

c. Montrer que U, peut s’écrire sous la forme U, =t , +w, ou (t,) est une suite

géométrique et (W,) une suite arithmétique.

T, =t +H+....+t

n

W, =W, +W, +...+W,

En déduire : U, =u, +U;+.....+U,,.

Exercice 23

On se propose d’étudier la suite (u,) définie surl’ensemble des entiers naturels N

par :

U, =letu,,, =ue™ puis la convergence de la suite (S,) définie par

n
S,=>.u,.
p=0

1. a. Prouver que pour tout entier nde N, U, est positive .

b.Prouver que la suite (uU,) est décroissante .

c. En déduire qu’elle est convergente et trouver sa limite .

2. Démontrer que pour tout entier nde N,
U,, =€ et en déduireque S, tendvers +oo quand n tend vers l'infini.

Exercice 24

n(n+2)
(n+1)?*

Soit la suite numeérique (U,) définie pour tout entier naturel non nul par : U, =

1. a. Prouver que pour tout entier n non nul , 0< u, < 1.
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b.Etudier le sens de variation de la suite (u,) .
c.Calculer la limite de u,, lorsque n tend vers l'infini.

2. Onpose xp, = Uy XUy X Uz X ... X Uy,

n+2
2(n+1)’

a. Démontrer que par récurrence que pour tout n élément de N* on a : x, =
b. Calculer la limite de x,, lorsque n tend vers l'infini.

3. On pose v, = In(u,) .

a. Justifier que la suite (vy,) est définie pour tout entier non nul.

b. Déduire de 1. Que la suite (vy,) est négative .

c. Prouver que la suite (vy,) est croissante .

d. Déterminer la limite de la suite (v,) lorsque n tend vers l'infini.

4.0n pose pour tout entier n strictement positif.y, = vy + v, + vz + v,
a. Exprimer y,, en fonction de n x,,.

b.Déterminer la limite de y, lorsque n tend vers l'infini.

Exercice 25
Soient deux suites (u,) et (v,) définies sur N par : uy=9, un+1=% u, — 3 et
Vp = U, +6.
1.a Démontrer que la suite (v,,) est géométrique a termes positifs .
b. Calculer la somme S, = vy +...+v, en fonction de n .En déduire que
S'w=uy + -+ u, en fonction den . Déterminer lim,q, S, et lim,q, S',.

2. On définit la suite (wy,) par wy, = In(v,) pour tout entier n .Démontrer que la suite
(wy) est arithmétique .

Calculer la somme S'',=wq + -+ + wy, en fonction de n et déterminer lim,o S'",.
3. Calculer le produit P,=vq.v; ... v, en fonction de n et calculer lim o, P,.

Exercice 26

Soit (un) la suite numérique définie sur N par : uop= 0 et un+1=/3u, +4
1. a. Montrer que (un) est majorée par 4.

b. Montrer que (un) est strictement croissante.

c. En déduire que (uy) converge et déterminer sa limite.

2. a. Montrer que pour tout entier naturel n, on a :4—un+1 < %(4—14”) .
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b. Retrouver le résultat du 1 c.
c. Etudier la convergence de la suite (vy) définie sur N par : v, =n? (4—un ) .
Exercice 27

On définit deux suites u et v par uo= 1, vo = 12 et pour tout entier naturel n :
Un+1 =§(un +2Un)

Un+1 =(Un +30n)

1. On appelle w la suite définie pour tout entier naturel n par : Wy = vy —Un.
a. Montrer que w est une suite géométrique a termes positifs, dont on précisera
la raison.

b. Déterminer la limite de la suite w.

2. a. Montrer que la suite u est croissante.

b. Montrer que la suite v est décroissante.

c. En déduire que, pour tout entier naturel n, uo <un < vy < vo.

3. On admet que les suites u et v convergent. Montrer qu’elles ont alors méme
limite que I'on appellera | .

4. On appelle t la suite définie pour tout entier naturel n par : t, = 3un +8vn.
a. Montrer que t est une suite constante. Déterminer cette constante.

b. Déterminer alors la valeur de I.

Exercice 28

Montrer que les suites suivantes sont adjacentes : U, = et v,=u, +—
o n+4 n
Exercice 29
. . . : 1 1
Montrer que les suites suivantes sont adjacentes : U, = ) ———— et v, =U +—
—k*(k+1) 3n

Exercice 30

Montrer que les suites suivantes sont adjacentes :

-1 -1
u,=) —-2Jn+l et v, = ——2vn
Exercice 31
Montrer que les suites suivantes sont adjacentes : U, =

Exercice 32

Montrer que les suites suivantes sont adjacentes :

0 1 1 1 1 u
u, = 1+=(=|1+=|1+=|.|1+—= |et v. =u +-1
1 N e o ERT R

Exercice 33
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Montrer que les suites suivantes sont adjacentes :

. 0 (—1)t
a, = Uy, et bn =U,,, OU U, = Z%
k=0

Exercice 34

Soit (u,) une suite de réels décroissante de limite nulle. Pour tout n on pose

=}

S, = (—=1)'u,. Montrer que les suites extraites (S,, ) et(S,,.,,) sont adjacentes et en

n
k=0

déduire que (S, )est convergente.

Exercice 35

Montrer que les suites suivantes sont adjacentes :

u, :(ni%}—%— In(n)et v, = (ni%}r%—ln(n).

k=1 k=1

Exercice 36

. . . 1 n n+l
Montrer que les suites suivantes sont adjacentes : U, = (1+—j etu, = (1+ —j
n n

Exercice 37

Montrer que les suites suivantes sont adjacentes :

u, +qv u, + pv -
n+l:MVM:M avec 0< p<q fixés et u, <V,

P+q P+q

Exercice 38

Soit 0 |0;Z ,u, =2"sin 9 et v, =2"tan 9
2 2" 2"

Montrer que les suites sont adjacentes

calcu/sphanycentriques

EXERCICE 1

ABC est un triangle équilatéral de coté de longueur a, I milieu du segment [BC|.A tout point
M du plan, on associe f (M) =2MA? —MB? —MC?.

—_—

1.) Calculer le vecteurv = 2MA—MB—MC .
2.)a.) Montrer que pour tout point M du plan, on a f(M) = 2MAWV + f (A).
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b.) Calculer f(A) en fonction de a.

c.) En déduire I'ensemble E des points M tels que f (M) =—2a’ est une droite perpendiculaire
a (Al).

3.) Cherchons maintenant ’ensemble (E’) des points M tels que f(M)=a*.On désigne par (

A) la droite de repere (A, \7) et pour tout point M, on note H son projeté orthogonal sur (

A).Il existe donc un réel a tel quem =av
a.) Déterminer a pour que f(M)=a’.

b.) Montrer que < M appartient a (E") > équivaut a MH v =0. En déduire (E').

EXERCICE 2

Dans le plan affine euclidien (P) on donne un triangle équilatéral ABC de coté a. Soit A’ le
milieu de [BC].

1.) Montrer que le milieu G du segment [AA’] est le barycentre des points A, B et C affectés
respectivement des coefficients 2 ; 1 et 1.

2.)Soit h, l'application de P dans P qui a tout point M de P, associe le point M’ de P tel que :
MM’ = 2MA+MB +MC.

a.) Montrer que h est une homothétie dont on précisera le centre et le rapport.

b.) Calculer GA, GB, GC puis en déduire 2GA’ + GB* + GC>.

3.)a) Démontrer que pour tout point N du plan P on a

2NA? + NB? + NC? = 4NG? + (2GA® + GB? + GC?)
b) En déduire 'ensemble des points N du plan P tels que 2NA* + NB? + NC?* =2
c.) Construire cet ensemble.

EXERCICE 3

Dans le plan P, on considére un triangle ABC isocele de sommet A tel que AB=AC=3a et
BC=2a (a est un réel strictement positif).

On appelle G barycentre des points A, B, C affectés des coefficients 2, 3 et 3. Soit I le milieu de
[BC], ] le milieu de [Al].

1.) Montrer que G est le milieu de [I]].

2.)M étant un point de P, Calculer la somme : 2MA? +3MB? +3MC? en fonction de MG et
de a.

3.) Déterminer l'ensemble (E,)des points M de P tels que : 2MA? +3MB? +3MC? =18a°
4.) Déterminer l'ensemble (E,) des points M de P tels que 2MA? +3MB? +3MC?* = 22a°.

5.)Montrer que les droites (BC), (AB) et(AC) ont chacune, un unique point commun avec

(E).

Que représente le point G pour le triangle ABC ?
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EXERCICE 4

Dans le plan P, on considere trois A, B et C tels que : HEH = HEH =4d etHB_CH =2d oud

est un réel strictement positif donné. On considere les points A, B, et C affectés des
coefficients respectifs A, TetToule R—{-2 }.

1.) Déterminer l'ensemble ( A) des  barycentres G, de ces points lorsque A décritR—{~2 }.

2.)Dans ce cas ou A =-1, on appelle G barycentre des point pondérés A, B, et C affectés des
coefficients -1, 1 et 1.
a.) Déterminer G.
2 —_— 2
+ HMC :

2 —
|4

3.a) Démontrer que pour tout point M du plan P, MB +MC — MA est un vecteur

b.) Déterminer l'ensemble E des points M du plan vérifiant I'égalité : HWB

constant que l'on déterminera.

b.) Déterminer l'ensemble A" des points M du plan P tels que :

o] i -

EXERCICE 5

On donne trois points A, B, C distincts, non alignés du plan et on désigne respectivement par
a, b, c les longueurs BC, CA et AB.

On se propose d’étudier 'ensemble E des points M du plan tels que :
MA? + MB? + MC? = a” +b* +c?.

1. Soit G, l'isobarycentre du triangle ABC et soit I le milieu du segment [BC].
a.) Calculer AB? + AC? en fonction de Al + BC?.EN déduire que :

AG? = % (2b? +2¢? —a?) .Ecrire de méme les expressions GB? etGC?

b.) Montrer que AG®+BG?+CG? :l(az +b%+c?)
3

2. Déterminer l'ensemble E.
3. On choisit a=5, b=4, c=3.Placer les trois point A, B, et C et dessiner E dans ce cas
particulier.

Soit A, B, et C trois points du plan non alignés tels que le triangle ABC ne soit pas
équilatéral.

On désigne par A’, B” et C’ les milieux respectifs des segments [BC], [CA] et [AB].

On pose BC=a, AC=bet AB=c.
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o s

C.

On considere le vecteuru=a®BC +b?CA+c? AB . Montrer que

u=(a’> —b®)AC +(c>—a*)AB. En déduire un'est pas le vecteur nul.

Pour tout point M du plan on pose : f(M) = a? BC.MA'+b?CAMB'+c? AB.MC'
Soit O le centre du cercle circonscrit au triangle ABC, calculer f(O).

Soit G le centre de gravité du triangle ABC. Montrer que ﬁ@:% (b® —c?). En déduire

la valeur de f(G).
Déterminer l'ensemble D des points M du plan tels que f(M) = 0

EXERCICE 6

Dans IP, plan rapporté au repeére ( 0, i,]), soit A, B, les points définis par OA=i,0B=].
Soit a réel fixé et (Aun) la suite de point telle que :

Ao est barycentre de {(O,1+ a),(A— a)} ;

A1 est barycentre de {(A0 ,1+a),(0,— a)};

Auns2 est barycentre de {(A,,,,1+a),(A,,—a)}

Soit x, 'abscisse de A,.

Démontrer que, pour tout n de IN : Xp+1 = ax, —a

Soit a =1 exprimer x, en fonction de n, étudier la limite de la suite (xu)n .

Soita=1

Soit, pour tout n de IN : Xy, = x, + A. Déterminer A pour que (Xn)n soit une suite
géométrique .

Exprimer X, puis x, en fonction de a et n.

Etudier la limite de la suite (xu)n

Etudier la suite (An)n pour a =0 et a= -1

EXERCICE 7

Soit a réel de l'intervalle ]0 ;1 [. Dans IP plan rapporté au repere (O, i,]), soit les points
distincts Mo(xo;vo) et Mi(x1, y1), et la suite de point Mn( xn; yn) tels que pour tout n de
IN M+ est le barycentre de {(Mn ,a),(M_,1- a)}.

n+l?

Exprimer OM n.2en fonction de OM et OM na1. Calculer les coordonnées de Moz en
fonction de celle de My et Mu+1.

Soit (un)n la suite définie par : un = ar"+f, n€lN, ou a, f et r sont des réels

a#0, f#0,r=1.

Déterminer r tel que, pour tout n de IN : un+2 = aun + (1-a)un+1.

Pour cette valeur de r, déterminer aet 8 en fonction de uo et u1 . Calculer u, en fonction

up et us.
Démontrer que la suite (un)n est convergente. Préciser sa limite.

Document sambaaly CRFPE/Sedhiou Page 138



3. Démontrer que les suites (xu) et (yn) converge respectivement vers x et y. Préciser x et y.
Soit G le point de coordonnées (x,y). Démontrer que G est le barycentre de Mo et M,
affectés de coefficients a préciser.

EXERCICE 8

Dans P, plan euclidien, soit (A, B, C) un triangle rectangle en A tel que : AC= 2AB = 24,
delR*".

1. Construire G1 barycentre de {(A, 1),(B,2),(C ,l)}. Construire Gz barycentre de
{(A, 5),(B,2), (C,—3)}. Calculer G1G2 en fonction de d.

2. Etudier suivant les valeurs de k, réel positif, la nature de l'ensemble :
2

{M € P MA? + 2MB? + MC*? =4k}. Construire Ex pour k= %

3. Etudier, suivant les valeurs de a, réel positif, la nature de l'ensemble :
{M € P MG, + MG, =2a}
EXERCICE 9 Le tétraédre équifacial

Soit un tétraedre ABCD et I, |, K, L, M et N les milieux des arétes [AB], [BC], [CD], [DA],
[AC] et [BD].

1.) Montrer que les propriétés suivantes sont équivalentes :
(1)(IK) est orthogonale a (CD) ;

(2) CA? +CB?* = DA’ + DB?. En déduire qu'il est équivalent de dire :

(1)Les droites qui joignent les milieux des arétes opposées (i.e. les bi médianes (IK), (JL) et
(MN)) sont orthogonales a ces arétes ;

(2)Les arétes opposées sont de méme longueur (AB=CD, AC=BD et AD=BC) (les faces du
tétraedre sont alors des <triangles identiques >>(cotés de méme longueur), d’otl le nom de
tétraédre équifacial).

EXERCICE 10

Soit un tétraedre ABCD.

1. Démontrer que les droites (AB) et (CD) orthogonales si et seulement si :

AC?+BD? =DA’+BC?(1)

2. Démontrer que si dans tétraedre les arétes (AB) et (CD) d'une part sont orthogonales,
alors les aretes (BD) et (AC) sont aussi orthogonales.

3. Dans cette question, on suppose réalisées les conditions de la question 2) .Soit A’ le projeté
orthogonal de A sur la face (BCD).Démontrer que A’ est I’orthocentre du triangle BCD.
Soient B’, C’ et D’ les projetés respectifs des points B, C, et D sur la face opposée.

Démontrer que les droites ( AA’), BB") (CC’) sont concourante
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Exercice 11

On considere un triangle ABC de l'espace. Montrer que chacun des ensembles suivant est un plan
on précisera un point et un vecteur normal (indication générale : « barycentre ») :

a)(2m+m)-A—C =0

b)(m+m+m).ﬁ:o

c)(m+zm_m).(m_zm+m)=a
Exercice 12

On donne, dans I'espace, quatre points A, B, C et D, non coplanaires. I est le milieu de [AB]. | est
le milieu de [CD]. G le milieu de [I]].

1° Peut-on avoir I = | ?
Existe-t-il des ponts de I'espace tels que MA+MB = MA+MD? Justifier votre réponse.

2° Déterminer l'ensemble (P1) des points M de I'espace tels que :HWnL W?;H = HM—C + WH

3° Déterminer l'ensemble (P2) des points M de I'espace tel que : MA? + MB? = MC? + MD?.
Peut-on avoir (P1) = (P2) ?

Exercice 13

ABCD est un rectangle ; AB = a et AD = 2a. M est un point de l’espace.

f (M) =MAZ + MB? + MC? + MD?
g(M) = MA? + MBZ - MC? - MD?.

1° Déterminer I’ensemble des points M tels que (1)6a2 <f(M)<I 0a?.

2° Méme question pour (2) g(M)= 482,
3° Quelle es l'intersection de ces deux ensembles ?
Exercice 14

Dans un plan (P) de ’espace, on considere le cercle (C) de diametre [AB]. Soit A la droite passant
par A appartenant a (P) et S un point de Adistinct de A. On note I le projeté orthogonale de A
sur la droite (BS).Pour tout point M du cercle (C), on note H le projeté orthogonal de A sur la
droite (MS).
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1° Placer les données précédentes sur une figure, A étant placée verticalement.

2° Prouver que H appartient a la sphére X de diametre [AS].

3° Dans cette question, on suppose que M est distinct de A et de B.

Prouver que la droite (MB) est orthogonale au plan (AMS).

En déduire que la droite (AH) est orthogonale au plan (BMS).

4° Montrer que H appartient au plan I1 passant par I et orthogonale a la droite (BS).

5° a) Déterminer l'intersection I' de XetIl.

c) Prouver que 'ensemble décrit par H lorsque M parcourt (C) est égal a I'. A cet effet, étant donnée
un point N’ de T distinct de A, on pourra montrer que le plan (AN’S) coupe (C) en A et en un
autre point M.

NombreSIcompleEXeES,

Exercice n°1
Les trois parties 1), II) et I1I) sont
Indépendantes.

Partie I

1
1)a)On pose J = —%+i§ ; caleuler j° . En déduire le caleul de : 1+ j+j% ; j° ;=
J

b) Démontrer que, ¥(a,b,c)e Gona: 2(a+bj+cj2Xa+bj2 +Cj) =(a-b) +(b-c) +(c—a)
Partie 11

2) a) Déterminer le module et un arqument de :

z, =—1+i/3; z, :1+i;i

Z;

St . . 5w
cos— etsin—
b) En déduire les valeurs exactes de 12

c¢) Comment choisir l'entier naturel n pour que 2, soit un réel? un imaginaire? :

d) Résoudre I'équation dans IR (\/E + ﬁ)COSx + (\/6 - \/E)sinx =2
Partie 111
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Soit 0 un nombre réel de l'intervalle |- x|
On considere le nombre complexe z, tel que :
z=-sin20+2icos* .
1) Déterminer le module et un arqument de z lorsqu il existe, en fonction de 0.

2) Déterminer 0 pour que z et 1—z aient méme module.

Exercice n°2
Les trois questions 1), 2) et 3) sont Indépendantes.
1) oyDémontrer que (2,2 )eC? |z+2[* +|z—2[ =2(|* +|2[)
b) Interpréter géométriquement 1’égalité ci-dessus et en déduire une propriété du
parallélogramme.

2) Démontrer que V(Z, Z')e C? la double inégalité triangulaire : HZ| —|Z'H < |z + Z'| < |2| + |z'| .

3) Démontrer que, si les nombres complexes

2, +2 .
S T2 et réel

z1 et zo ont pour module 1 et tels que z,z, # —1, le nombre complexe: z =
1+22,

Exercice n°3 :

Soit z, z’, u des nombres complexes tels que

u2=zz’

Z2+z

z+Zz
—-u +u

Montrer que  |2|+|2'| = ‘

Exercice n°4 :

Soit a et b deux nombres complexes non nuls, A et B leurs images respectives.

1) Démontrer que les points O, A, B sont alignés si seulement si : ab € IR

(a+b)
ab

Montrer que pour que soit réel, il est nécessaire et suffisant que O, A et B soient alignes ou que OA =

OB.

2) On suppose dans cette question que les points O, A et B ne sont pas alignes et que |a| = |b| =1.
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(a+b)

ab

Démontrer que est un réel strictement positif.

3) Application
Soit M; et M, deux points d’affixes respectives zi et z2 ,tels que les points O M et M ne sont pas alignés.

a) Calculer en fonction de z et z; 'affixe Z du point G barycentre de (M1 ,|21|) et (M2 ,|22|)

2

e IR

b) Démontrer que
%1%

c) En déduire que OG est un vecteur directeur de la bissectrice de I'angle M,OM, .
Exercice n°4: Lieux géométriques

Déterminer et construire I'ensemble des points M(z) tels que :

@) Re(z®)=Im(z°)

B(-1-i)z-1+i)=25
0 (22 1322 +36 <0

z2—2+1

d)arg( j Ty okn keZ

zZ+2i
o) arg(z® —4)=arg(z +2) [27]
1) Le triangle MM'M" soit rectangle
en M avec M'(zz) et M"(23).
Exercice n°5 : 1, II et 111 sont indépendantes
Partie: I
Onpose: Vne IN*

C,(0)=1+cos@+cos20+---cosnf et S, (0)=sin@+sin20+---sin nd.

n

1) Montrer que si 0 # 2kn, (k € Z), alors :

eitn+1)0 — 1

2,(0)=C,(0)+iS,(0) =57
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. (n+1
10 Sln(zej IM

0 e 2 puisles valeurs de C, ((9) et S, (49)
sin(zj

2) En déduire que = (0)=e

3) On prend maintenant @ = z
n

Déduire de 2) que u, =C, (Zj =0etquev, =8, [Zj = 1
n n
tan —
2n
. ) v
Calculer la limite de la suite (—"j
n>1
Partie : I1

En s'inspirant de la premiére partie

1)  Calculer A (x)= 0082 X + €082 2X +... + C0s> X

2)  Montrer que: lim Zsin(ﬁszé
=y

n—+o0 = n

Exercice n°6

Partie I
Soit P(z):Zakzk o a, € IR pour tout k
k=0
1) a) Montrer que: Vz € C: Pizi:P(g)

b) En déduire que si o est solution alors a Uest aussi.

2) Onpose: P(z)=2* -2 +2"+2

Il
o

Calculer P(L+1) puis en déduire l'ensemble des solutions € dans 1" équation : P(2)
Partie 11
Résoudre dans Cl’équation : Z4—1 = 0.

En déduire les solutions dans C de I'équation :

4
(22+1) 1
z-1
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Partie ITI
2,7, = L
Résoudre dans @ le systeme : Y22 On donnera les solutions sous forme exponentielle.
2,+22, = NE)

Exercice n°7

On vous propose de résoudre, dans C, I"équation (1) d’inconnu

A4 4(cosacosb)z3 +2(1+cos2a+cos2b) 22
ou a etb sont deux nombres réels.

—~4(cosacosh)z+1=0

1
1) Démontrer qu’en posant u =2 +— on peut ramener la résolution de I"équation (1)
z

a celle de deux équations du second degré. a celle de deux équations du second degré.
2) Résolvez ( E)

Exercice n°8 :

Calculer la somme S(z) = 1+ z2+z4 ........... +zm2 7€ C

a) Résoudre dans C, I'équation définiepar: z2n-1=0, ne IN™*.

n-1
b) Démontrer que S(z)= H[zz —2zC0s kz + lj
k=1 n

n-1  kx \E

c) En considérant S (1), démontrer que [] sin— =

k=t 2n o1
n-1 kﬂ'
d) En considérant S (i), calculer H cos —
k=1

Exercice n°9 :

zeC

1°a) o est un nombre réel. Résoudre Iéquation :(Sa R,
"2 —2zcosa+1=0

zeC
b) En déduire la forme trigonométrique des solutions de I'équation : (Sa,l){ dans

z? —2z"cosa+1=0

laquelle n est un entier naturel non nul donné.

2) Pour tout entier naturel n , pour réel o et pour tout complexe , on pose :
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P (z)=2"-2z"cosa +1

n-1
On admet que, pour tout z, L€t N, on a: H{z —22003(0{ 2kﬂ.j+1}

k=0 n n

SIn ( )
n-1
a) Calculer P, (1) et en déduire que : l_ISinz(i + 2) = TIL .

b) Pour tout o € ]O;;r[ et pour tout naturel n>2 ,onpose H, (a)= Hsm[a kﬂ-]

“(5)

c) Quelle est la limite de lim H (a) En déduire que : pour tout naturel n > 2 HSIn(kﬁj

a—0 hel n

Montrer que , a. élément de l'intervalle ]0 ;[ et on a :2mt H, (a) =

n
2 n-1
Exercice n°10 :

Déterminer et construire I’ensemble des points

5
M(z) tels que : (2—4—;) e IR  (Intéressant)

Exercice n°11 :

Racines 5émes - valeurs exactes de COS—— taN — , construction d’un pentagone

Calcul de tan z et 0082—7Z
5 5

1. Résoudre dans Cl’équation Z5=1.
2. a) soit @ un élément de] -, 7 |.
1-iz
Exprimer en fonction de @ la solution de I'équation : 1r =e"
+12

1_ . 5
b) Résoudre dans C I'équation : ( ZZJ =1
1+iz

c) Développer et ordonner 'expression : (1—iz)° —(1+iz)
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Puis Résoudre I'équation dans C: (1—iz)’ —(1+iz)’ =0
Lo s
Déduisez - en alors la valeur de tan E

.2
i

3. Onpose zy=e 5, a=2,+2, et f=2; +2,

a) Démontrer 1+z, +2¢ +25 +2z; ;  déduisez-en que o et [3 sont les solutions de I'équation :

X?*-X-1=0 (1)

. . 2
b) Déterminer a en fonction de COS =

2r
Résoudre I’équation (1) et donner la valeur exacte de COS ?

Construction du pentagone

4. On désigne par Ao, A1, Az As, Ay les points d’affixes respectives 1, 2, , 2., 23 et z,dans le repére

orthonormal direct (O ,ZL,{)). , H est le d’intersection de la droite (A1A4) avec 'axe des abscisses.

a) Démontrer que : OH = cos 2?”

1
Q) est le point d’affixe — > et B est le point d’affixe i. Le cercle de centre Q) et passant par B coupe I'axe

des abscisses en M et N, M étant le point d’abscisse positive.

b) Démontrer que : OM = a, ON = [ et H est le milieu du segment [OM].
¢) Déduisez- en une construction d'un pentagone régulier a la regle et au compas. Expliquer.

Exercice n°11 :
Quadrangle harmonique

Dans le plan complexe. Soit les points A, B, M, images respectives des nombres complexes a, bet z :

a#b.

[\

Q

Z'—-a

: =-1
z'-b z-b

Soit z" le complexe d’image M’,défini par (l):

Le quadrangle (A, B, M, M) est dit quadrangle harmonique.

1) Démontrer que : MA_MA et: (M A, MB):(M A,MB)+7Z' (27)
MB MB
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2)  Démontrer que la relation (l) équivauta 2 (ab + zz’) =(a+ b)(z +2).

3)  Soit H le milieu de [AB]. Démontrer que

(AB) est une bissectrice de (WHM) et HM x HM' = HA? = HB?

4)  Démontrer méme que si K est le milieu de [MM'] , la droite (MM est une bissectrice de I'angle

(KA,KB) et KAx KB =KM? = KM"

5)  Onsuppose que A,B fixés et M ,M’ variables, de facon que leurs affixes vérifient la relation (l) :

b)

d)

Déduire de ce précéde la construction du point M et de M’ quand K est fixé, et prouver 1'égalité :

KA+ KB=HM + HM
Application : Construction géométrique des solutions d’une équation du 2" degré dans C

Soit I'équation (E') :2° —2pz+a® =00i pet a sont des complexes fixés.

Soit C, C’, M'et M”les images respectives de ct, (— a), z'et z”.(ont z'et z"’sont les solutions de (E')

Démontrer que le quadrangle (C ,C M M ')est harmonique.

En remarquant que A point d’affixe p est le milieu de [W ], construire les points M" et M"", les points
C,C et A étant fixés.

Exercice n°12 :

Le plan est muni d'un repeére ortho normal direct ( O,u, V) . On note (C) le cercle de centre O et
de rayon R>0 et A un point de (C) d’affixe R .Soit n un entier supérieur ou égal a2 , on note r la

rotation de centre O et d’angle 27” . On considere la suites points (My) de (C) définie par : Mo =
A et My, = 1r(My) . On note z;, 'affixe de M, .

a) Exprimer zj.q en fonction de zy .

En déduire 'expression de zj, en fonction de k et nn .

Comparer Myet Mo .

Faire une figure pour n = 8 (on prendran =8 ).

A) Prouver que, pourk =0, MM, ., = 2Rsin% .

b) On note Ly = MgMy + M{M, + -+ M,,_1 M,, le périmetre du polygone régulier MoM; ... M, .
Déterminer la limite de Ly lorsque n tend vers +oo .-

Interpréter géomeétriquement le résultat.

EXERCICE 3 :7points

A.) Racines septiéme de l'unité

1.) Résoudre dans C I'équation : z' =1=0.
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(Donner les solutions sous forme exponentielle).
2im

2.) On pose w 7

a.) Démontrer que les solutions de I'équation sont les nombres o 0<k <6.
b.) En déduire que le produit des racines de l'équation est égale a 1.

3.) On note S la somme des racines de L’équation.

a.) Démontrer que : &S =S.

b.) En déduire que la somme des racines de I'équation est nulle.

4.a) Démontrer que les solutions de I’équation sont deux a deux conjuguées.
b) En déduire que pour tout nombre complexe z, on a :

Z7_1=(Z—1)(ZZ—ZZCOSZ7T[ _,_1)(22_2200547” +1)(22_ZZCOS677T +1)

B.) Relations trigonométrigues

1.a) Démontrer quez’ —1=(z-1)(2°+2° +2* +2* + 2° + 2 +1).

b) En déduire les solutions de l'équation : 2° +2° +z* +2° +2* +2+1=0

2.) Démontrer que cos 277[ ; cos47ﬁ ;COS 677[ sont les racines de I'équation 8X° +4X?* —4X -1=0.

p 27 4 67 1 27 4r __6r 1
3.) Démontrer que COS—— +C0S— +C0OS—— =—— efC0S —— C0S — COS — = —
7 7 7 7 7 7 8

C) Polygone a 7 cotes

Le plan complexe est muni d’un repére ortho normal direct (O; G,\T) )

1.) On pose OA=u.Placer les images des solutions dez" —1=0.
Onnote A, B, C, D, E, F, G les sommets du polygone régulier convexe direct P ainsi obtenu.
2.) Démontrer que O est 'isobarycentre des sommets du polygone P.

3.) Démontrer que I'aire du polygone P est égale a %sin 277[ .

4.) On pose a=AB; b=AC et c=AD.
a. Démontrer que a®+b*+c*>=7.

b. Démontrer que a=25in§;b=25in27ﬂ;c=25in37ﬂ.

EXERCICE 4 :6points

Soit P le plan complexe rapporté a un repere ortho normal (O;i; 1_5 .
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A.1. On prend pour point M l'origine du repeére ; soit alors M, le point du plan P tel que

—_—

MM, = i On fixe un nombre réel v =0, et un nombre réel O dans R—{kz;k € Z}.Soit M, le

et(M,M,;M,M,) =6.

=rH|\/|O|\/|l

point du plan P tel que : HMle

Calculer I'affixe v, du vecteur M M, et I'affixe v, du vecteur M;M, .

2. Les points My, M,, M, ayant été définis ci-dessus, pour tout n > 1dans N, on définit
le point le point M, a partir des points M, et M par:

HMnM :rHMHMn et (M, ,M; ;MM )=0

On obtient ainsi une suite de points My,M,,M,,......, M, .... et la figure obtenue en tracant les

segments [M M, ],[M;M,].......[M .M, ].. est appelée < joligone >>.

On note v, l'affixe du vecteur M M, .

Montrer que pour tout naturel n =1, v, =re'v_,

Déduisez- en pour tout naturel n = 0, 'expression de Vv, en fonction den, ret6.
. 1
Dans cette question, on suppose I = 7 et 0= % .Calculer v, pour 0 <n < 3 et placer les

points My, M;,M,,M;, M, en prenant 8cm pour unité de longueur.

B.Dans toute la suite du probleme, on suppose 0 < r < 1 et, pour naturel n > 0

On note z,, I'affixe du pointM .
Calculer z,,2, etz,.

. Pour toutn = 0 ,exprimer Vv, en fonction de z, et z,,,; déduisez-en que pour toutn =1,

n+1/
Z,=Vy+V, otV .
On rappelle que pour tout nombre complexe z #1,
e 1-2"
S 1-z
Calculez, pour toutn = 0, z, en fonction den,r et 6.

14+Z24+2° 442

. a) Démontrer que que le module du nombre complexe z, — tend vers 0 quand n tend

—re"

vers+oo.,

b) On note Q le point du plan P d’affixe o = 1% Anterprétez géométriquement le résultat de
—re

la question a.
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5. Pourtoutn = 0, on note z," l'affixe du vecteur QM.
a. Calculer z,' en fonction den,r et 6.
b. Etablisse qu'il existe un nombre complexe a+0 tel que pour toutn > 1, 7', =az' .

c. En interprétant géomeétriquement la relation précédente, déterminer une similitude f
telle que pour tout>1, (M, )=M,.

Précisez le centre, le rapport et I'angle de cette similitude.

: 1
d. Dans cette question, on suppose que r =—=et 6 = %

J2

Calculez dans ce cas les coordonnées du point (2 et placer ce point sur la figure précédemment
tracée. Indiquer une construction géomeétrique simple de M connaissant Q et M, _; et placer

les points My, Mg, M, et My sur la figure.

Isometiiesyaigplan,

EXERCICE : 1
Le plan est rapporté a un repere orthonormé (0,7, ) on consideére 'application fdu plan dans

lui-méme qui au point M, de coordonnées (x,y) associe le point coordonnées (x',y') telles que :
1
X :5(4x—2y—6)

y'=%(2x—y—12)

1. Démontrer que le vecteur MM’ a une direction fixe que I'on précisera.
2. Démontrer que :f o f = f.
3. a)Déterminer 'ensemble des points invariants par f.

b) En déduire la nature et les éléments caractéristiques de f.

EXERCICE : 2
Le plan est rapporté a un repere orthonormé (0 ,7,]) on considere 'application fdu plan dans

lui-méme qui au point M, de coordonnées (x,y) associe le point coordonnées (x',y") telles que :
x'—i(Sx —12y+24)
13

1
'— — (-12Xx -5y +36
y 13( y +36)

1. Démontrer que :f o f = Id.
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2.
3.
a)
b)
c)

1)
2)
3)
4)

Démontrer que I'ensemble des points invariants par f est une droite (D) que I'on précisera.
Soit Mun point du plan et M’ son image par f.
Démontrer que le milieu de [MM'] appartient a (D).

Démontrer que le vecteur MM' a une direction fixe, orthogonale a celle de (D).
En déduire la nature et les éléments caractéristiques de f.

EXERCICE : 3

Le plan est rapporté a un repere orthonormé (0,7, ]) on considere 'application fdu plan dans
lui-méme qui au point M, de coordonnées (x,y) associe le point coordonnées (x',y') telles que :

x'=%(\/§x—y+2)

y'=%(x+\/§y+4—2\/§)

Démontrer que f est une isométrie du plan.

. Montrer que f possede un unique point invariant 1. En déduire la nature de f.

O’ désigne l'image de O par f, déterminer une mesure de l'angle (W , W')
En déduire la nature de f

EXERCICE : 4

Le plan affine euclidien P est rapporté a un repere orthonormé (0,7, )).

Soit f'application de P dans P qui a tout point M (x, y associe le point M'(x"; y") définie
{x’ =y+1
par y =x+2

Montrer que f est une isométrie affine du plan P. est-telle un déplacement ? un antidéplacement ?
Démontrer que ’ensemble des points I milieux du segment [MM’] est une droite (D).

Déterminer l'expression analytique de la symétrie orthogonale S par rapport a (D).

Déterminer t tel que :f =S ot

EXERCICE : 5

Soit  ABC un triangle équilatéral direct, inscrit dans un cercle (I').On considére un point M de
(I') situé sur celui des arcs d’extrémités A et C quine contient pas le point B, et I le point du
segment [MB] tel que MI = MA.

Montrer que IB = MC. En déduire que MA+MC =MB.

EXERCICE : 6

Soit ABCD un parallélogramme tel que 'angle en A soit aigu .On désigne par H et K les projetés
orthogonaux de B respectivement sur (AD) et (DC).
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b)

Déterminer f = S ap)0S(pcy0S(ap)0S(B0).
Déterminer g = S(pcy0Sap)y0S(cp)0S(as).
Que deviennent f et g si ABCD est un rectangle ?

EXERCICE : 7

Soit ABCD un parallélogramme ; On pose (ﬁ, ﬁ) =a[2m].

Déterminer la nature des transformations fet g définies par :
f= S(AB)OS(AD)OS(BC) OS(CD)

g= S(AD)OS(AB)OS(DC) 0S(4p)

Déterminer fet g lorsqu’ABCD est un rectangle.

EXERCICE : 8

Dans le plan orienté on considere un triangle ABCD tel que : AB=AC et (E, AC ) =§ [2m].
Soit I, | et K les milieux respectifs de [BC], [CA] et [AB]. On appelle R la rotation de centre I et
d’angle g . t la translation de vecteur %B—(f et on pose f=Rot et g=toR .

a)Déterminer 'image de K par f et l'image de | par g

b) Préciser la nature et les éléments caractéristiques de f et ¢ Déterminer la nature de la
transformation gof ' .

Chercher I'image de A par gof =% et caractériser alors cette application.

Soit M un point du plan, M, I'image de Ml par f et M, l'image de M par g .

Quelle est la nature du quadrilatére AC M{M, ?

EXERCICE : 9
Dans le plan orienté on considere un triangle ABCD tel que : AB=AC et (AB,AC) =§ [2m] ; on

désigne par I le milieu de [BC] . On note Ry la rotation de centre B et d’angle g, R la rotation
de centre C et d’angle % et t la translation de vecteur BC .
Déterminer f = R;otoRjp .

Préciser I'image par f du point B.
Caractériser f.

EXERCICE : 10
On note H l'orthocentre d'un triangle équilatéral direct ABC. On désigne par r4 , g et 1¢ les

rotations de centres respectifs A, B et C et de méme angle g et on pose

f =r4orget g=rcorgory

Calculer f(A), f(B) et g(B) et en déduire la nature et les éléments caractéristiques de f et de g
On designe par sy, Sgc)y €t Sccay les réflexions d’axes respectifs (AB) , (BC) et (CA) et on
pose h = S(ca)0 S(ap)0S(sc) et soit (d) la droite parallele a (AC) passant par B.

Montrer que S 45)0S8c)=S(a)0 S(aB)-
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c) Soit B’ le milieu de [AC]. Montrer que h = t, 550 Scap)-

EXERCICE : 11

Soit AOO’ un triangle rectangle et isocele direct de sommet A tel que (E, A0 ) =§ [2m]

On note (C) le cercle de centre O et de rayon OA, (C’) le cercle de centre O’ et de rayon O’A.
Les cercles (C) et (C’) se recoupent en B.
1 a) Montrer que : Si45,(C )= (C').
b) Déduisez- en 1’égalité angulaire : (ﬁ, _/ﬁ?) =(_/ﬁ?, TO’) .
2. déterminer la nature de lisométrie R=S 450540y -
3. Déterminer I'image du cercle (C ) par R.
a. En déterminant I'image de (C ) par chaque réflexion.
b. En utilisant directement la rotation R.
4. Soit f =S(40y0Sap). Déterminer I'image (I" ) du cercle (C ) par f, représentez- la. Montrer
que (AQ) est tangente a (I ) en A.
EXERCICE : 12

Ml w

Dans le plan orienté on considere deux points A et B et le point E tel que AT)E =~ AB"

Pour la figure on prendra comme unité de longueur le centimetre et AB = 16.

Cette fiqure sera complétée au fur et a mesure.

Soit un point C, distinct de A, tel que (AT)B AT)C) = —,

&1

La droite paralléle a (BC) passant par E coupe la droite (AC) en F. On appelle I le milieu de [BC],
J le milieu de [EF] et D le point d'intersection des droites (EC) et (BF).

On note ha I'homothétie de centre A qui transforme B en E et hp ['homothétie de centre D qui
transforme E en C.

1. Déterminer ha(C) puis hp(F).

2. En déduire la nature et les éléments caractéristiques de hp ° ha puis de ha ° hp.
3. On appelle E' I'image de E par ha et E" l'image de E' par hp.

Représenter E' puis construire E" en justifiant la construction.

4. Déterminer la nature et les éléments caractéristiques de hp ° ha ° ha ° hp.

5. Montrer que le quadrilatéere BECE" est un parallélogramme.
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6. On appelle A l'ensemble des points M tels que (AT)B A_)M) = % A est donc une demi-droite

ouverte d'origine A. Pour la suite les points A, B, E sont fixes et le point C décrit A.

Déterminer et construire le lieu géométrique A" du

Lycée Ibou Diallo de Sedhiou 2011-2012 M.Ndiaye Page 155



1)

1)

2)

3)
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EXERCICE13

Le plan P est orienté. Soit ABC un triangle non rectangle inscrit dans un cercle (C) de
centre O et soit H son orthocentre. Soient (C,) et(C,) les cercles de centre (O,) et (O,)
symétrique du cercle (C), respectivement par rapport aux droites (AB) et (AC).

Soit a le symétrique de H par rapport a la droite (AB).
Justifier que (;A; oC) =—(HAaC) +kr .
Montrer que (OTA; E) = (ﬁﬁ) +kr.

Que peut —on en déduire pour o, puis pour H ? Déterminer GG,

Montrer que C, est I'image de C, par une rotation R de centre A dont vous préciserez une
mesure de I'angle.

Soit M un point quelconque du cercle C dont les symétriques respectifs par rapport aux
droites (AC) et (AB) sont B” et C.Justifier les égalités suivantes.

R(C') = B'; (HB":HA) =%(o—’25-;®\’)+kﬁ

(HC";HA) = %(olc;olA) +kz

(OB":0A) = (OC":0A) + k27

En déduire que (HB';HC') = k. Que peut-on déduire pour les points H, B” et C’ puis
pour les points H, A’, B, C" ou A’ est le symétrique de M par rapport a la droite (BC)?

Montrer que les points 1, | et K milieux respectifs des segments [MA’], [MB’] et
[MC’] sont alignés.
Réciproquement, soit M un point quelconque du plan dont les projections orthogonales K,
J, I sur les droites (AB), (AC), (BC) sont alignés .Démontrer que M appartient au cercle C.
(On pourra montrer que les points M, I, ], C d'une part et M, I, K, B d’autre part sont
cocycliques).

similitudesyairectestdufolan

Exercice 1

Le plan complexe est rapporté a un repere ortho normal (O ;u, V). Unité graphique : 0,5 cm. On

2r
note j le nombre complexe e 3 . On considere les points A, B et C d’affixes respectives a =8, b = 6]
et c = §j2.
Soit A" 'image de B par la rotation de centre C et d’angle %, B’ I'image de C par la rotation de

centre A et d’angle %, C’ l'image de A par la rotation de centre B et d’angle %
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1. Placer les points A, B, C, A’, B" et C’ dans le repere donné.
2. On appelle a’, b” et c’ les affixes respectives des points A’, B” et C’.

a. Calculer a’. On vérifiera que a’ est un nombre réel.

b. Montrer que b'= 16e 3. En déduire que O est un point de la droite (BB’').

c. On admet que c'=7 +7i3 . Montrer que les droites (AA’), (BB’) et (CC’) sont concourantes en
O.

3. On se propose désormais de montrer que la distance MA+MB+MC est minimale lorsque
M=0.

a. Calculer la distance OA + OB + OC.

b. Montrer que j* =1 et que 1+ j+j* =0.

c. On considere un point M quelconque d’affixe z du plan complexe. On rappelle que a =8, b = 6]
et c = 82

Déduire des questions précédentes les égalités suivantes :

|(a—z)+(b—z)j2+(c—z)j|:|a+bj2+cj|:22.

d. On admet que, quels que soient les nombres complexes z, |z+z'+2"|<|z|+|z'|+|z"|. Montrer
que MA+MB+MC est minimale lorsque M = O.

Exercice 2
On considere les nombres complexes a = —V3+i,b=3+42ietc=7-2i.

a) Déterminer de deux fagons différentes les racines carrées de a. En déduire les valeurs de cos i—:
et sinZ
12
b) Déterminer les entiers relatifs n pour lesquels an est un nombre réel
c) Déterminer les entiers relatifs n pour lesquels a est imaginaire pur .
Déterminer et construire I'ensemble des points M d'affixe z tels que :
|z—b| =z —cl
b.2|z—b| = |al.
Soit f I'application du plan dans lui-méme qui a tout point M d’affixe z associe le point M’ d’affixe
2 telle que : z' = (1 + iV3)z — 5iV3.
Démontrer que fadmet un seul point invariant 2 .
Démontrer que f est la composée d’une rotation et d'une homothétie positive de méme centre .
Préciser I’angle de la rotation et le rapport de I’homothétie .

Exercice 3
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Dans le plan orienté, on considere un carré direct ABCD de centre O. Soit P un point du segment
[BC] distinct de B. On note Q l'intersection de (AP) avec (CD). La perpendiculaire A a (AP)
passant par A coupe (BC) en R et (CD) en S.

1. Faire une figure.

2. Soit r la rotation de centre A et d’'angle % .

a. Précisez, en justifiant votre réponse, l'image de la droite (BC) par la rotation r.

b. Déterminez les images de R et de P par r.

c. Quelle est la nature de chacun des triangles ARQ et APS?

3. On note N le milieu du segment [PS] et M celui du segment [QR]. Soit s la similitude de centre

1
A, d'angle 7 et de rapport — .
8 1 pp Ng
Exercice 4

Le plan complexe est rapporté a un repére ortho normal (O ;U, V). On prendra pour unité

graphique 1 cm.

On considere les points A, B, C et D d’affixes respectives za =2 +1i, zs =1+ 2i, zc = 6 + 3i, zp
=-—1 + 61.

1. Représenter les points A, B, Cet D.
2. Montrer qu'il existe une similitude directe f telle que f (A) = B et f (C) = D.

Montrer que cette similitude est une rotation, et préciser ses éléments caractéristiques.

3. Soit | le point d’affixe 3 + 5i. Montrer que la rotation R de centre | et d’angle —% transforme A

en D et Cen B.

4. On appelle I le point d’affixe 1 + i, M et N les milieux respectifs des segments [AC] et [BD].
Déterminer, en utilisant les résultats des questions précédentes, la nature du quadrilatére IMJN.
5. On considere les points P et Q tels que les quadrilateres IAPB et ICQD sont des carrés directs.

a. Calculer les affixes zp et zq des points P et Q.

1Q

b. Déterminer % et c ainsi qu'une mesure des angles (1A, 1P ) et (1C,1Q ),

En déduire les éléments caractéristiques de la similitude directe g telle que g(A) = P et g(C)= Q.
c. En déduire que ] est I'image de M par g. Que peut-on en déduire pour | ?

Exercice 5
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Dans le plan, on considere deux segments [AC] et [BD] tels que AC = BD et (TC BD ) = —% .

On désigne par M le milieu de [AC] et par N celui de [BD]. On appelle (C1), (C2), (C3) et (Cy) les
cercles de diametres respectifs [AB], [BC], [CD] et [DA].

On pourra s’aider de la figure ci-jointe.

1. a. Soit r la rotation qui transforme A en B et C en D. Quel est I'angle de v ? Montrer que le
centre I de r appartient aux cercles (C1) et (Cs).

b. Soit v’ la rotation qui transforme A en D et C en B. Quel est I'angle de v’ ? Montrer que le centre
] de v’ appartient aux cercles (C2) et (Cy).

c. Quelle est la nature du quadrilatere INJM ? On désigne par P et R les points diamétralement
opposés a I sur, respectivement, (C1) et (Cs) et par Q et S les points diamétralement opposés a | sur,
respectivement, (Cz) et (Cy).

2. Soit s la similitude directe de centre I, de rapport 2 et d’angle % .

a. Quelles sont les images par s des points D, N, B ?

b. En déduire que ] est le milieu de [PR].

Exercice 6

Dans le plan orienté, on considere un triangle isocéle ABC tel que : AB = AC et (AB,AC) = %
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Soit 1 le point tel que le triangle CAI soit isocéle rectangle avec (CA,CI)= —%. Pour la figure, que

I'on complétera en traitant les questions, on prendra AB =5 cm.

1. On appelle ra la rotation de centre A qui transforme B en C et rc la rotation de centre C et

d'angle —g. On pose f=rc o ra.

a. Déterminer les images par f de A et de B.
b. Démontrer que f est une rotation dont on précisera I'angle et le centre O. Placer O sur la figure.
c. Quelle est la nature du quadrilatere ABOC ?

2. Soit s la similitude directe de centre O qui transforme A en B. On appelle C' 1'image de C par s,
H le milieu du segment [BC] et H' son image par s.

a. Donner une mesure de I'angle de s. Montrer que C' appartient a la droite (OA).
b. Donner l'image par s du segment [OA] et montrer que H' est le milieu de [OB].

c. Montrer que (C'H') est perpendiculaire a (OB). En déduire que C' est le centre du cercle
circonscrit au triangle OBC.

Exercice 7

1.17. Le théoréeme de Napoléon 3

On considere un triangle ABC direct de centre

de gravité O. On construit les triangles
équilatéraux CBA’, ACB’ et BAC’ tels que les

angles (ﬁﬁ), (ﬂﬁ), (C—B'ﬂ)
aient pour mesure +% . On désigne par F, G et
H les centres des triangles équilatéraux.

Le but de l'exercice est de montrer de deux
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facons différentes que le triangle FGH est
équilatéral direct.

1. a. Soit R la rotation de centre A et d’'angle

+%. Déterminer R(C’) et R(C). En déduire
7 7 ~i~ DPBD! T
que CC" = BB’ et que (C'C,BB'):E(Zﬂ').

b. Montrer que %:%(ﬁ et ﬁ:%@.

c. Montrer que OH = OG et (W(ﬁ ) = —2?”(2”).
d. En déduire que FGH est équilatéral direct de centre O.
2. On note Ry, Rz et R les rotations d’angle +2?ﬂ de centres respectifs F, G et H.

a. Quelle est I'image de B par f = Ri0 R0 Rs ? Déterminer la nature de f.
b. En déduire le centre et I'angle de la rotation R = Ry0 Rs .

c. On note S la réflexion d’axe (GH). Déterminer les axes des réflexions S, et Ss telles que R»=S:0 S
et Rs=S o0 S; . Montrer que ces axes se coupent en F’ tel que F’GH soit équilatéral direct.

d. Montrer que F’ et F sont confondus et en déduire que FGH est équilatéral direct.

Exercice 8

Dans le plan orienté, on considére un triangle équilatéral ABC tel que (?B AC ) = %

On désigne par ra la rotation de centre A et d'angle %, rg la rotation de centre B et d'angle %, re
la rotation de centre C et d'angle % et par D et E les points tels que : rs(A) = D et

rc (D) = B.

1. Déterminer la nature de rc o rs 0 ra et préciser la position du point E.

_— Lo . -2 .
2. a. Montrer qu'il existe une seule similitude plane directe de rapport % et d'angle Tﬂ qui

transforme A en B. On nomme S cette similitude.

b. Calculer le rapport %, ainsi qu'une mesure de I'angle ( E B ) En déduire S(E).

3. Soit Q le centre de la similitude S.
Montrer que Q appartient aux cercles circonscrit aux triangles ABC et DBE. Construire Q.

4. a. Démontrer que S transforme la droite (AC) en (CB).
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b. Démontrer que l'image par S du cercle circonscrit au triangle ACE est le cercle de diametre
[BD].

En déduire que |'image de C par la similitude S est le point I, milieu du segment [DE].

Exercice 9

Dans le plan orienté, on considere un triangle équilatéral ABC tel que (TB AC ) = %

On désigne par ra la rotation de centre A et d'angle %, rg la rotation de centre B et d'angle %, rc

la rotation de centre C et d'angle % et par D et E les points tels que : rg(A) =D et rc (D) = B.
1. Déterminer la nature de rc o rs 0 va et préciser la position du point E.

oo Lo ) -2 .
2. a. Montrer qu'il existe une seule similitude plane directe de rapport % et d'angle Tﬂ qui

transforme A en B. On nomme S cette similitude.
b. Calculer le rapport %, ainsi qu'une mesure de I'angle (HE BD ) En déduire S(E).

3. Soit Q le centre de la similitude S.
Montrer que Q appartient aux cercles circonscrit aux triangles ABC et DBE. Construire Q.
4. a. Démontrer que S transforme la droite (AC) en (CB).

b. Démontrer que l'image par S du cercle circonscrit au triangle ACE est le cercle de diametre
[BD].

En déduire que 1'image de C par la similitude S est le point I, milieu du segment [DE].

Exercice 10

Dans le plan orienté, on considere un triangle équilatéral ABC tel que (AB, AC)= %

On désigne par : ra la rotation de centre A et d'angle % ; r8 la rotation de centre B et d'angle % ;T
c la rotation de centre C et d'angle % et par D et E les points tels que : rp(A) = D et

rc(D) =E.

1. Démontrer que rc © rp o raest la symétrie centrale de centre B. Préciser alors la position du
point E.
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2. On admet qu'il existe une seule similitude plane directe de rapport % et d'angle —275 qui
transforme A en B. On nomme S cette similitude. Calculer le rapport % ainsi qu'une mesure de
I'angle (AE, BD) . En déduire que S(E) = D.

3. Soit w le centre de la similitude S.

Montrer que w appartient aux cercles circonscrits aux triangles ABC et DBE. Construire o .

4. a. Démontrer que S transforme la droite (AC) en (CB).

b. Démontrer que l'image par S du cercle circonscrit au triangle ACE est le cercle de diameétre
[BD].

En déduire que 1'image de C par la similitude S est le point I, milieu du segment [DE].

GollhesyharametieeSyolanes

Exercice :1
Tracer les courbes définies par les équations paramétriques suivantes :

{x(t) = sin2t

y(t) = cost
{x(t) = cost — % cos2t
y(t) = sint
{x(t) = 2sint
y(t) = cos3t
Exercice :2

x(t) = sin3t

Soit la courbe C définie par ses équations paramétriques : {y (t) = 1 + cost

a. Indiquer les positions des points M(t) et M(t+2m) En déduire un intervalle d’étude.

b. Indiquer la position des points M(t) et M(-t).On précisera alors la symétrie de la courbe
C.En déduire un nouvel intervalle d’étude I.

c. Etudier les variations de x et y sur I .On admettra qu’au point de vecteur nul, la tangente
est verticale.

d. Tracer la courbe C.

Exercice :3

Le plan P est muni d'un repere orthonormé (O;G;\?) Soit C la courbe dont une

représentation paramétrique est :
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— t -t
{; _ ;it t i‘t oul le réel t décrit R .

1) Soit M(a, b) un point de C.

a) Donner, en fonction de a et b les coordonnées d'un vecteur directeur U de la tangente en
MacC.

b) Soit N le point de coordonnées (b, a) et T le point défini par : OT = OM +ON Montrer
que la droite (MT) est la tangente en M a la courbe C .

2) a) Montrer que la courbe C est continue dans 'hyperbole H d’équation : x* — y* = 8
b) Tracer I'hyperbole H et préciser les éléments caractéristiques suivants : centre,
sommets , foyers asymptotes .
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Exercice :4 La cardioide

Soit la courbe C , appelée cardioide , définie par ses équations paramétriques :

{x(@) = 2c0s0 — cos20 6 € [ 1]

y(t) = 2sinf — sin26

Etude de la courbe

Comparer les positions des points M (0) et des points M (—6).En déduire une symétrie de la
cardioide et un intervalle d’étude 1.

Etudier les variations de x et y sur I.

Tracer la cardioide C . On admettra qu’au point S(1 ;0) , la tangente est horizontale.
Donner les coordonnées des points des points a tangente horizontale , autres que S .On
nommera Hy celui d’ordonnées positive , H, I'autre point.

Donner les coordonnées de trois points a tangente verticale. On nommera K, celui d’ordonnées
positive et K, celui d’ordonnée négative.

Démontrer que Hy S etK,, sont alignés .En déduire I’alignement des points H, S et K;.
Une construction point par point.

Soit I le point du cercle I de centre O et de rayon 1, de coordonnées , vecteur directeur de
(cosB; sinB), B€(0; 2m]

a.) Démontrer que les vecteurs Ol et SM sont Colinéaires .

—|2 —2
b.) Prouver que HSI H = HIM H .En déduire que La tangente en I au cercle I' est la médiatrice de du

c.)

segment [SM].Expliquer une construction , point par .
point de la cardioide .

Démontrer que IM est orthogonal a V vecteur directeur i de la tangente en M a la cardioide
.Le cercle de centre I passant par S est dit tangent a la cardioide en M .

Exercice :5

Dans le plan orienté , (C ) est le cercle trigonométrique .Atout point m de (C ) on associe le
point M symétrique du point A d’affixe 1 par rapport a la tangente en m au cercle (C ) .ON
cherche a construire I'ensemble I des points M lorsque m decrit (C ).

. Montrer que I'axe des abscisses est un axe de symétrie de I'.

Pour un point m de (C ), soit t une mesure de 'angle (OA;Om) . Montrer que les coordonnées
x(t)et y(t) de M sont telles que

x(t) = 2cost — cos2t

— 2cint — sinzg (1)

y(t) = 2sint — sin2t
On doit donc construire la courbe paramétrée I' dont (1 ) est un systeme d équation
paramétrique , le réel t parcourant R.
Etudier les variations de x(t)et y(t) , sur [0;7].
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b. Montrer que pour tout t # 0(m) , un vecteur directeur de la tangente en M a I est
- 3t .3t
u(cos—,sin—).
2 2

c. Soit M un point de I' de parametre t ;a(t) le coefficient directeur de la droite (AM). Déterminer
la limite ay de a(t) lorsque t tend vers 0.(On admettra que a, est la pente de la tangente en A a
r)

d. Déterminer les points ou la tangente est parallele a un des axes du repere.

4. Tracer la courbe I' .

E@IIIEI RS

EXERCICE 1:

Pour chacune des paraboles suivantes, déterminer son foyer, son sommet et une équation de sa
directrice.

a) y* =4x;x* =6y ; y*=—8x;x* = -3y

b) Montrer que les courbes (P1), (P2) et (P3) d’équations respectives : y* = 5x — 1, x? — 4y + 2x —
1=0et y*—x+y =0 sont des paraboles dont on précisera les éléments caractéristiques.

c) Vérifier que le point A(1,2) appartient a (P3) et déterminer 1’équation de la tangente T a (P3)
en A.

d) Déterminer les coordonnées du point B appartenant a (Ps3) tel que la tangente a (P3) en B soit
perpendiculaire a T.

EXERCICE 2:

1) Pour chacune des hyperboles suivantes, déterminer ses foyers, ses sommets, I’équation d’une
directrice et I’excentricité.

a) 4x* —36y? =121 b) —9x* + 4y* =196 c)2x%2 —2y%2 =1;

2) Identifier les ensembles des points M(x, y) tels que :

2
a) x =—— ety = 3tant ett E]—E;E[
cost 2’2

1 3 1 .
b) x=2(t+?) ety:E(t—;) tER
1 1 T T
c) x = ety = tanlt ett otk

cos2t

EXERCICE 3:

Pour chacune des ellipses suivantes, déterminer ses foyers, ses sommets, I'équation d une directrice
et I'excentricite.

1) 4x* +36y* = 121 ;9x* + 4y* =196 ; 2x* +2y* =1;
2) Identifier les ensembles des points M(x, y) tels que
x = 5cost ety = 3sint ,t €R
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eZt -1 et

xX=———et
et +1

EXERCICE 4:
Déterminer la nature et les éléments caractéristiques de la courbe d’équation :

1) x> +4y* +2x=1

2) x> —8y*+2x—16=1

3) x> +4y*+2x=1

4) mx? +4mx+(m—-1)y?+2=0,m €R

5) y2—4y=2x—x£,m € R

EXERCICE 5::

Soit les courbes H et E, d’ensemble des points M dont les coordonnées (x, y) vérifient :
H: 4x* —9y* + 8x + 54y — 113 = 0

E:16x* +9y*> +32x — 54y —47 =0

Trouver les équations réduites de H et E.

Vérifier que H et E ont le méme centre de symétrie.

Trouver les axes de symétrie de H et E ainsi que leurs foyers.

Reconnaitre les courbes H et E.

EXERCICE 6

Le plan est rapporté a un repére orthogonal (O; u;v) direct.

1. On considere les points A (-1; 0) et I (4 ; 0). Soit (E) ellipse de centre I dont A est un sommet et
O un foyer.

a. Déterminer les autres sommets de (E).

b. Calculer I'excentricité de (E) et donner une équation de sa directrice associée au foyer O dans

O;u;V)
c. Donner une équation de (E) dans (O; G;T/) .

d. Tracer (E), préciser les points d'intersection de (E ) et de droite (O;\?)

1. Soit dans C I'équation d'inconnue z : z* — 2(4 + 5cos)z+(4cosf + 5)* = 0 ou 6 est un
parametre réel.

a. Résoudre cette équation pourfe[0;m].

b. Lorsque 0€]0; [ , on note z, la solution dont la partie imaginaire est strictement positive et z,
"autre solution.
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Soit M, et M, les points d’affixes respectives z, et z, .Déterminer les coordonnées de M, en

fonction de 6 dans (O; LT\?) .
En déduire l'ensemble des points My , puis celui des points M, lorsque 6 varie dans ]0; [
EXERCICE 7

1. Déterminer l'ensemble (E) des points M du plan du plan (P) dont I’affixe z vérifie 10zZ +
3(z% 4+ z%) = 4 ou 7z est le complexe conjugué de z.Indiquer ses foyers F et F *, ainsi que ses
directrices.

2. Soit fla composée de I'homothétie de centre O et de rapport 2, et la rotation de centre O et
d’angle %.Déterminer une équation de (E ) image de (E) par f.

3. Montrer que (E’) est une ellipse de foyers f(F) et f (F’).Comparer les excentricités de (E) et (E ).

EXERCICE 8

Dans un repere ortho normal direct (O; JQ) , on considere la rotation R de centreA (% ;0) et

d’angleg ; et H I'homothétie de centre B (1 ;1) et de rapport 3.

1. OnposeS=HoR.

Déterminer la nature de S et ses éléments caractéristiques

2. Soit (P) la courbe d'équation y* — §x=0.

a. Donner la nature de (P) et ses éléments caractéristiques. Construire (P).

b. Déterminer et construire I'image de (P) par S.
EXERCICE 9
Dans le plan (P) muni d'un repére orthonormé (O;J;\?) . On considere les trois points A (1;1);

B (g ;%) ; C(g = %) et (D) la droite d’équation x=1.G est le point tel que ABGC soit un

parallélogramme. On note I 'ensemble des points M de (P) de coordonnées
(x ; y) qui vérifient la relation
—MA? + MB? + MC? = 2(x—1)*

1. Montrer que B et C appartiennentr .

2. Montrer que I' est |'ensemble des points M de (P) tels que MG=+/2d (M ; D) ou d (M ; D) est
la distance de M a (D).
3. En déduire la nature de I' et préciser ses éléments caractéristiques. Représenter (I' ).

EXERCICE 10

Dans le plan complexe orienté muni d’un repere orthonormé direct (O;u;v) . On considere la

courbe (C) d'équation : 4x*+3y*+6y-9=0
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1. a. Déterminer la nature de (C).
b. Déterminer les foyers, les directrices et 'excentricité de ( C)
c. Tracer (C) (unité 20 cm)

2. Soit M un point de (C) d’affixe z=x+iy , x et y étant des réels.

a. Démontrer que|z| = %(3— y).

b. En déduire que|z| = , 0 étant un arqument de z.

2+sind

3 .a Soit M" et M”" deux points de (C ) d’affixes respectives z" et z" et *, d’arquments respectives 0
et 0 + m. Calculer la distance M’M"" en fonction de 6

¢. Déterminer M'M” si OM’=2.

EXERCICE 11

Le plan est rapporté au repere orthonormé (O; i:1).Pour les représentations graphiques, on

adoptera une unité de longueur 2 cm.

1. Soit (H) I'hyperbole d’équation x* — 4y*=4. Représenter graphiquement (H) en précisant les
coordonnées de ses sommets et ses coordonnées de ses asymptotes. Déterminer ’excentricité et
les coordonnées des foyers de H)

2. Soient F et F * les points de coordonnées respectives (0; V3) et (0; —V/3).

Déterminer une équation de l'ellipse (E) de foyers F et F * d’excentricité ?.Représenter

graphiquement (E) en précisant les coordonnées de ses sommets.

EXERCICE 12
Le plan (P) est rapporté a un repere orthonormé (o;?;i) .

1. On considere la courbe (H) d’équation x? - 2y? =1.

Justifier que (H) est une conique dont on donnera un foyer, la directrice associée et I'excentricité.
Construire H.

2. On étudie en fonction du temps t le mouvement du point M(x, y), du plan tel que :

{ x=—— out E[O;E[
cos2t 4

y = % tan2t
a. Montrer que la trajectoire I' de M est une partie de H que I'on déterminera.
b. Déterminer les coordonnées du vecteur vitesse v et en déduire la tangente a I' au point

d’abscisse 2.
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c. Déterminer les coordonnées du vecteur accélération et vérifier que le mouvement est accéléré

EXERCICE 13

Le plan est muni d'un repére orthonormé (O; i:]). Soit (E) l'ensemble des points du plan dont les

coordonnées vérifient I'équation 15x* +13y° — 2xy+/3 =768 et soit fl'application de (P) dans
(P) qui, a tout point M (x ; y) associe le point M * (x" ;y’) tel que :

X'= %(x+\/§y)

y'= %(—\/§x+ y)

1. Montrer que f est une similitude directe que l'on caractérisera. Déterminer f .

2. Déterminer une équation de f(E) et montrer que f(E) est une ellipse dont on précisera les
sommets, les foyers et I'excentricité.

3. En déduire que (E) est 'ensemble des points M du plan tels que ; MF +MF, =16 ou F; et F>

sont deux points que l'on déterminera.
EXERCICE 14

1. Soit (0,7,7) un repére orthonormé du plan (P).

N

a.) On considere les vecteurs : u = 717 (i+])et D= i-]).Démontrer que (0,u,v’) estun

1

5
repere orthogonal du plan.

b.) Démontrer que , si un point M de (P )a pour coordonnées (x,y) dans (0,7,7°) et (X, Y
)dans (0,u,v’) alors: x = %(X+Y)et X = %(X-Y).

2. Soit (H) I'hyperbole d’équation x* -y* =2 dans le repére (0,7,7°) . En utilisant la question
1., donner une équation de (H) dans le repére (0 ,u,v").

3. Soit (E) I'ensemble des points des points M du plan dont les coordonnées vérifient, dans le
repere (0,7,7°) ,l'équation : 5x* +5y* —2xy —12=0.

a.) Déterminer une équation de (E) dans le repere (0,u,v" ) . En déduire que (E) est une
ellipse dont on précisera les éléments remarquables.

b.) L'unité étant le centimetre, construire la courbe (E).

4. Soit la fonction homographique f définie dans R — {‘/2—7} par : f(x) = x\/;——l .
a.) Etudier les variations de f .Préciser les asymptotes a I'hyperbole I représentant la fonction
f .ConstruireT .

b.) En utilisant la question 1., déterminer une équation de I' dans le repere (0,4 ,v") .
c.) Préciser le centre, I'axe focal et les sommets de I' .
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EXERCICE 15
Le plan (P) est rapporté au repére orthonormé (0,1, j).

Soit (C) la courbe d’équation : x> — 3y? + 8x + 12y + 16 = 0.

1. Démontrer que (C) est une conique dont on précisera les éléments caractéristiques : centre,
foyers et directrices associées, efc. ...

Tracer (C).

2. Soit (D) la droite d’équation y — 3 = 0. On désigne par d(M,D) la distance du point M a la
droite (D).

Soit P le point de coordonnées (-4,6) ; d(M, P) désigne la distance de M "a P.
Quel est I'ensemble des points M du plan (P) tels que d (M, P)=2 d (M,D) ?
EXERCICE 16

Soit a un réel de l'intervalle] 0, 7t [. On considere I’équation d’inconnue complexe z : (E) z?
sin?a—4zsina+ 4+ cos?a = 0.

1. Résoudre (E).

2. On désigne par M’ et M"" les images des racines z" et z"’ de I'équation (E) dans un repére

orthonormé direct (O,ﬁ,\?) du plan complexe.

Montrer que, lorsque a varie, l'ensemble des points M’ et M"’est une branche d’hyperbole (H).
Préciser les éléments caractéristiques de (H) et dessiner la branche d’hyperbole en question.
EXERCICE 17

Soit a € IR, dans le plan muni d’un repere orthonormé direct R :(O,T,]), on considere

'ensemble C, des points M de coordonnées [);j telles que

x?+y?+2axy—1=0
1. Discuter en fonction de a le genre de la conique.
2. Preéciser I'ensemble Co.

3. Préciser les ensembles C1 et C-1.

Document Samba Aly CRFPE/ Sedhiou 171



Document d’appui aux cours de mathématiques en TS1

N N - - . , X
4. On considere le repere Ry (O,u,v) obtenu par rotation d’angle ¢ de R, on note [Y ] les

coordonnées de

M dans ce repere. Comment choisir 6 e {O%} pour que le terme en XY de I'équation Ca dans

ce repere soit nul ? Quelle est alors I"équation deC, .

5. En déduire les parametres a, b, c et e lorsque o = %eta =2

EXERCICE 18

Le plan est rapporté a un repere ortho normal direct (OT]) On considere 'ensemble (C) des

points M du plan de coordonnées (x, y) vérifiant I’équation :
25(x? + y?) = (3x-16)? (1)

1-En interprétant géométriquement l'équation (1) démontrer que (C) est une conique de foyer
0 et de directrice la droite A d’équation x = % Donner la nature et 'excentricité de (C).
Dans toute la suite de I'exercice, M désigne un point de(C) et 6 une mesure de l'angle
(i,om).

2-a Déduire de I'équation (1) une relation du premier degré entre OM et ’abscisse x de M.

16

b- Démontrer que OM=———.
5+3cosd

3- On suppose ici que @ appartient d}—%;%{ . La droite (OM) coupe A en 1 et recoupe (C)

en un point M.
a- Démontrer que ﬁ + ﬁ est une constante indépendante de M.

b- Démontrer que 112
@) oM*' Ol

EXERCICE 19

On appelle T I'ensemble des points du plan (P) dont les coordonnées (x;y)vérifient :
X2 — y2 —2xy\ﬁ+2 =0.
3

1° On pose j= —%+i7,et on considere la transformation g de (P) dans (P) qui, a tout point

M d’affixe z, associe le point g(M) d’affixe jz.
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Montrer que g est une rotation de centre O et de d’angle %ﬂ

2° On désigne par (H) 'ensemble des points M de (P) d’affixe z vérifiant Re(z2 = 1). Définir la

nature de ensemble (H) et le tracer.
3° Soit M un point d’affixe z.

Montrer qu’un point M d’affixe z appartient a I'ensemble T si et seulement si Re[( jz)ﬂ =1.

4° Montrer que (H) est I'image de T par la transformation g.
En déduire la nature de T et tracer T sur la figure précédente.

EXERCICE 20

Le plan est muni d'un repére orthonormé (OT]) Soit (E) l'ensemble des points M du plan

tels que 2x2 +y2 +xy =10.

1° Montrer qu’il existe un repere orthonormé (O, fT) dans lequel Iéquation de (E) est de la

(x-a)* (y-8)
forme 2 + 2 =1.

2° En déduire la nature et les éléments caractéristiques de (E). Construire (E).
EXERCICE 21 Construction géométrique des foyers et directrice

1° cas de lellipse : Soit (E) 'ellipse d’équation réduite

X2 2

—5+=5 =1 avec 0<b<a,dans le repere orthonormé (O,T, ])A et A’ les sommets sur l'axe
a

U|<
N

focale, F et F’ les foyers. La perpendiculaire en F d I’axe focale coupe le cercle (C) de
diametre [AA’] en U et U’, la tangente en U a (C) coupe ’axe focal en T.

Démontrez que T est le pied, sur I’axe focal, de la directrice associée a F.
2 2

y

2

2° cas de I'hyperbole : Soit (H) I'hyperbole d’équation réduite x_2_ "
a

=ldans un repere

orthonormé (O,?,]),A et A’ les sommets de (H), F et F’ les foyers, (C) le cercle de diametre
[AA'], (A)et(A") les asymptotes. La tangente a (C) coupe (A)en E.

a) Calculez OE. Déduisez-en une construction de F et F', a la regle et au compas, a partir de
A et A’ et des asymptotes.

b) Déterminez les coordonnées des points communs a (C), (A)et (A").
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3° Appliquez les résultats précédents a la construction géométrique des foyers et directrices

2 2 2 2
des coniques d’équation : X+ Y 1t X _ Y1,

25 9 25 9

EXERCICE 22
1) Déterminer l'ensemble (E) des points M du plan (P) dont I'affixe z vérifie :
102z +3 (Z i ) =4 ou Z est le nombre complexe conjugué de z. Indiquer ses foyers F et

F’, ainsi que ses directrices.

2) Soit fla composé de I'homothétie de centre O et de rapport 2, et de la rotation de centre O
et d'angle % Déterminer une équation de (E °) image de (E) par f.
Montrer que (E °) est une ellipse de foyers f(F) et f (F°).

EXERCICE 23

Soit D une droite du plan et F un point dont la distance a D est égale a 3, l'unité étant le
centimetre.

Soit A la droite passant par F et orthogonale a D.

On considere € un réel tel que 0 <0 < %

1./ Soit Ty l'ensemble des points M du plan tels que% =cosd., H désigne le projeté

orthogonal de M sur D.

Donner suivant les valeurs de 0 la nature de T'y.

2./ Tracer Tycas ou 6=0

3./a) Soit 6= % Déterminer les sommets A et A * de T, situés sur A, le centre O et le
3

deuxiéme foyer F *, der , . TracerT , .
3 3

b) Déterminer Iéquation cartésienne deT , dans le repere orthonormé (O,ﬁ,\?) ou O est le
3

centre de T, et u un vecteur unitaire de la droite A.
3

EXERCICE 24
Soit (I) une parabole de foyer F (- 1, 0) et de directrice (D) : y = x.

1) Déterminer une équation cartésienne de (I).
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2) Donner I'équation réduite de (I).

EXERCICE 25

2 2 _
1) On donne la courbe (E) d'équation : 5x” +y” —10x +4y + 4 =0.

a) Montrer que. (E) est une conique et déterminer sa nature

b) Déterminer le centre, les sommets, les foyers, les directrices et l'excentricité de cette
conique.

2 2 _
2) On considere la courbe H d’équation : X*—4y" +4x+8y— 4 =0.

a) Montrer que H admet un centre de symétrie, noté Q, et que H est une conique, dont on
déterminera la nature.

b) Déterminer les sommets, les foyers, les directrices, I'excentricité et les asymptotes de H.

2 _
3) On donne : (P1) :x% —x+2y+2=0 et (P2) : ¥ X -2y+1=0

Donner l'équation réduite de ces courbes, et en déduire la nature, ainsi que les éléments
Caractéristiques de chacune d’elles.
EXERCICE 26
A tout point M d’affixe z non nulle du plan complexe, on associe le point M’ d’affixe z * telle
que: z' =%(z+%).
1) Déterminer 'ensemble des points M tels que z “ soit un nombre réel.
2) On suppose que M décrit le cercle de centre O et de rayon 2.
a) Vérifier que : z=2¢e" (6 IR).
b) Démontrer que M’ décrit une conique dont on déterminera les éléments caractéristiques.

EXERCICE 27

On donne dans le plan deux points fixes distincts F et A. On considere les ellipses (E) dont
un foyer est F et A le sommet de I’axe focal le plus voisin de F.

1) a) Quel est I'ensemble des points O centre des ellipses (E) ?

b) Soit O un point de cet ensemble et soit (D)la perpendiculaire en O a la droite
(AF).Construire (au moyen du compas seulement) les sommets B et B” de I'ellipse (E)
appartenant a (D).
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2) a) Soit B un sommet du segment du petit axe d'une ellipse (E), montrer que B appartient a
une parabole (P) de foyer F dont on déterminera la directrice A.
b) Déterminer la partie de (P) qui est "ensemble des points B.

EXERCICE 27
1) Soit (P) un plan rapporté a un repéré orthonormé (0, 77) .

Soit (I') l'ensemble des points de (P) dont les coordonnées (x,y) dans le repere (0, ?7)
vérifient :

16x* + 81y* + 72x%y? — 1296y? = 0.

Montrer (I') est la réunion de deux coniques (I'y) et (I',) (on remarquera que le membre de
gauche est une différence de deux carrés).

2) Représenter (I') aprés avoir précisé le centre et les sommets des coniques (I'y) et (I',).

EXERCICE 28

Le plan est rapporté a un repere ortho normal (0,1,7).Soit (D)la droite d’équation x = 6 et F
le point de coordonnées (8,0).

Soit 8 un nombre réel tel que 0 < 6 < %

On désigne par (I'y) 'ensemble des points M du plan tels que % = ﬁ, ou H est le projeté
orthogonal de M sur (D).

1) Preéciser la nature de (I'y) suivant les valeurs de 6.
2) Construire la courbe (I'y) correspondant a 6 = 0.

3) a) Ecrire une équation cartésienne de la courbe (Fz) correspondant a 6 = %.
6

b) Préciser les éléments caractéristiques de cette courbe (foyers, sommets, éléments de
symétrie, asymptotes)
¢) Construire la courbe (I"z).
6

4) Soit (C) le cercle de centre O et de rayon 10
a) Ecrire une équation cartésienne de la courbe (E) transformée de (C) par l'affinité

orthogonale ayant pour axe la droite d’équation y = 0 et de rapport % :
b) Préciser les foyers de (E).En déduire que les tangentes a (Fz) et a (E) aux points
6

d’intersection de ces courbes sont perpendiculaires.

ENAK L@ VIS
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1)
2)

Exercicel :

Déterminer dans chaque cas la division euclidienne :

a) 32 par 6 ; b) de 32 par 6 ; c) de 32 par -6 ; d) 32 par —6.

a) de 18 par 5 ; b) de 18 par =5 ; ¢) de —18 par 5 ; d) de 18 par 5.

Exercice 2 :

Soit n un entier naturel non nul. Déterminer le reste de la division euclidienne de :
1) m+2)?’parn +4; 2)2n®> +nparn +1;3) 7n +15 par 3n +2

Exercice 3 :

Soit n un entier supérieur ou égal a deux ; A = n*-1.

1) Montrer que n—1, n+1, n?>+1 sont des diviseurs de A.

2) Déterminer les autres diviseurs de A distinct des précédents.

Exercice 4 :

Soit a et b deux entiers naturels. Montrer que (a +2b)*—a* est multiple de huit.
Exercice 5 :

Soit a et b deux entiers naturels. Montrer que si 3 divise a3 +b3 alors 3 divise
(a +b)3

Exercice 6:

Déterminer les entiers naturels n tels que :

1) n —1divisen+3; 2) n +3divise2n +18; 3) n —4 divise 3n + 24.
Exercice 7 :

Déterminer le plus petit entier naturel possédant : 10 diviseurs ; 2) 15 diviseurs.
Exercice 8 :

Soit p un nombre premier.
1) Montrer que : kC§ = pCi3, pour p et k, entiers tels que 1 <k < p.
2) En déduire que p divise C§ pour tout entier naturel k tels que 1 <k < p-1.

3) En déduire que pour tout nombre premier p (a +b)P <(a? +bp) est divisible par p.
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Exercice 9 :

1) Déterminer les diviseurs de 25.

2) Déterminer les entiers naturels a et b tels que a> b = 25.
Exercice 10 :

Soit un entier naturel non nul supérieur ou égal a 2.

1) Développer (n +1)" par la formule du bindme de Newton.

2) Soit An= (n +1)" —1. Montrer que n? divise A, et déterminer le quotient de la division
de A par n?.

Exercice 11 :

1) Soit x un entier naturel. Montrer que x +1 divise x3 +1.

2) Montrer que pour tout entier naturel k non nul, 3% divise 23 41,
Exercice 12 :

1) Montrer que quel que soient les entiers naturels a, b, n, a-b divise a"-b".
2) En déduire que pour tout entier naturel n pair, 3 divise 2"—1

3 ) Montrer alors que pour tout n entier naturel supérieur ou égal a 1, A, =

22" 02" 41

3

est un entier naturel.
Exercice 13 :

Déterminer les entiers naturels n dont la division euclidienne par 16 donne un reste égal
au carré du quotient.

Exercice 14 :
Soit n un entier naturel.
1) Vérifier que n3—n = (n +2)(n’2n +3) —b6.

3 - .
2 ) En déduire les valeurs de n pour lesquelles rr]] n 2 est un entier.

Exercice 15 :

1) Démontrer que a | b si et seulement si pour tout k de Za | (b—ka).
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2) Déterminer les entiers relatifs a, tels que (a-5) | (a +7).
3) Déterminer les entiers relatifs b, tels que (b +2) | (4b—6).
Exercice 16 :

On divise 524 par un entier naturel b non nul. Le quotient est 15 et le reste r. Déterminer
les valeurs possibles de b et .

Exercice 17 :

Dans une division euclidienne, on a augmenté le dividende de 20 et le diviseur de 4 ; le
quotient et le reste sont alors inchangés. Quel est le quotient ?

Exercice 18 :

Dans la division euclidienne de 377 par 'entier naturel b non nul, le reste obtenu est 8.
Déterminer les valeurs possibles du diviseur et du quotient.

Exercice 19 :

1) Démontrer que pour tout entier naturel n, 30 +3 — 441 "2 est divisible par 11.

2) Démontrer que pour tout entier naturel n, 257”1+ 3173 est multiple de 29.

Exercice 20 :

1) Pour tout entier naturel n, démontrer que n?> +5n +4 et n> +3n +2 sont divisibles par n
+1.

2) Déterminer les valeurs de n pour lesquelles 3n?> +15n +19 est divisible par n +1.

3) Existe-t-il des entiers naturels pour lesquels 3n? +15n +19 est divisible par n®> +3n +
27

Exercice 21 :

Déterminer les entiers naturels dont la division euclidienne par 64 donne un reste égal au
cube du quotient.

Exercice 22 :

Résoudre dans IN? les équations :

1) x> -y?>=1; 2) x> —y>*=13; 3) x> —y?> =p, ou p est un nombre premier.
Exercice 23:

Les nombres suivants sont-ils premiers ?
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1)

1) 1421 ; 2) 1527 ; 3) 1519 ; 4) 1247;5) 2419; 6) 5183 ;7) 5189; 8) 6131.
Exercice 24 :

Déterminer, s’il en existe, les valeurs de l'entier naturel n pour lesquels u, est premier.
1) u,=n3; 2) uy=n?-1; 3) un=/n?+12n; 4) u,=n?2+8n-20.

Exercice 25:

Soit n un entier naturel non nul. Montrer que les nombres suivants sont premiers entre
eux :

Dnetn+l; 2) 3n+letIn+4; 3)3n+2et2n+1; 4) 2n+l et n(n+1); 5) 2n +5 et
n2+bn+b.

Exercice 26 :
Calculer le PGCD et PPCM de :

171 et 99; 2) 924 et 336; 3) 480 et 576 ; 4) 227 et 3325.
Exercice 27 :

1) Décomposer en produit de facteurs premiers les entiers 171, 324, 225, et 396.

2) En déduire le PGCD et le PPCM des entiers 171, 324, 225, et le PPCM des entiers171,
324 et 396.

Exercice 28 :

1) Déterminer le PGCD des entiers : 748, 968, 1089.

2) Déterminer le PPCM des entiers : 450, 180, 108, 300.
Exercice 29 :

Décomposer chacun des nombres suivants en produit de facteurs premiers, puis déterminer
le plus grand carré qui le divise : 1) 17 199; 2) 27 104.

Exercice 30 :

1) Quel est le plus petit entier qui multiplié par 1998, donne un carré parfait ?
2) Meme question lorsque le multiplicateur est 5246.

Exercice 31 :

Deux entiers a et b ont pour PGCD 6. Quel est le PGCD des entiers :

1)x =7a +3bety =2a +b; 2)x =13a+5bety =ba +2b.

Document Samba Aly CRFPE/ Sedhiou 180



Document d’appui aux cours de mathématiques en TS1

Exercice 32 :
Soit n un entier naturel non nul.

1) Démontre que les entiers n et n +1 sont premiers entre eux.

2) En déduire que la fraction 2nn+1est irréductible.

Exercice33 :

Calculer pour tout entier naturel n non nul :

1) PGCD(n, 2n+1) et PPCM(n, 2n+1) 2) PGCD(n, 2n+2) et PPCM(n, 2n+2).
3) PGCD(2n+2,4n+2) et 'PPCM(2n+2,4n+2).

Exercice 34 :

Soit n un entier naturel non nul. On posea =2n—1etb=9n + 4).

1) Démontrer que le PGCD de a et b est un diviseur de 17.

2) En utilisant le théoréme de Gauss, déterminer les entiers n pour lesquels le PGCD de a
etbest17.

Exercice 35 :

1) Déterminer le plus petit entier naturel dont les restes sont 5 ; 13 ; 17 lorsqu’on le divise
respectivement par : 15 ; 23 ; 27.

2) Déterminer le plus petit entier naturel dont les restes sont 8 ; 12 ; 18 lorsqu’on le divise
respectivement par : 14 ; 18 ; 24.

Exercice36 :

Le nombre d’éléves d'une classe est inférieur a 40. Si on les regroupe par 9 ou par 12, il en
reste 1 chaque fois. Quel est ce nombre ?

Exercice 37 :

Une usine fabrique des boites de sucre de dimension 15cm x 10cm x 6¢cm. Quelle est I'aréte
de la plus petite caisse cubique pouvant étre remplie exactement de ces boites ? Combien de
boites de sucre contiendra-t-elle ?

Exercice 38 :

Une entreprise fabrique des savons de forme cubique et dispose de caisses de dimensions
48cm x 84cm x 60cm. Quelle est la plus grande dimension a donner a un savon afin de
pouvoir remplir exactement une caisse ?
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Exercice 39 :

Le PGCD de deux entiers naturels non nuls, est 84. Le plus grand est 2520 trouver les
valeurs possibles de I'autre.

Exercice 40 :

Le PPCM de deux entiers naturels non nuls, est 792. Sachant l'un de ces nombres est 24,
trouver les valeurs possibles de I’autre.

Exercice 41 :

Trouver tous les entiers naturels non nuls a et b dont :

1) le PDCD est 30 et la somme 540.

2) Le PGCD est 7 et la différence a> — b> = 686.

3) Le PGCD est 17 et leur produit 1734.

Exercice 42 :

Trouver tous les entiers naturels non nuls a et b dont :

1) Le PPCM est 140 et la somme 48.

3) Le PPCM est 252 et le produit 1512.

3) Le PPCM est 340 et 5a —4b =0.

Exercice 43 :

Résoudre dans N* x N* : 1{ PGCD(a,b) = 15 ; 2){ PGCD(a,b) =42
PPCM(a,b) = 90 PPCM(a,b) =1680

3) PGCD(a,b) —PPCM(a,b) =77; 4) 2xPGCD(a,b)+7xPPCM(a,b) =111.

Exercice 44 :

Utiliser I’algorithme d’Euclide pour déterminer une solution particuliére de chacune des
équations suivantes :

1) 24x +17y =1; 2) 59x + 68y =1, 3) 137x 191y =1 ; 4) 1274x —275y =1
Exercice 45 :

Résoudre dans 77 les équations : 1) 11x = 16y ; 2) 65x +25y=0; 9x +21y = 0.

Exercice 46 :
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1)a)Appliquer I'algorithme d’Euclide aux nombres 37 et 23.
b) En déduire une solution particuliére dans 77 de l’équation : 37x +23y = 1.
2) Résoudre dans 72 I'équation 37x +23y = 1.
Exercice 47 :
1)a)Déterminer une solution particuliere dans IN? de I'équation 41x —27y=1;
b) En déduire une solution particuliére, dans IN? de I’équation 41x —27y =5
2) Résoudre dans IN? I'équation 41x —27y = 5.
Exercice 48 :
Soit I'équation (E) : 11x by = 14.
1) Vérifier que le couple (19 ;39) est solution de (E).
2) En déduire tous les couples (x,y) entiers relatifs solutions de (E).
Exercice 49 :
Résoudre dans Z: 1) 14x =3 [4]; 2) 6x =3 [4] 3){ 3x =1[5]
5x=2[7]
Exercice 50 :
1) Résoudre dans 22, I'équation 6x —13y =5 (1)

2) Soit N un entier naturel. Lorsqu’on divise N par 6, le quotient est q et le reste 2.
Lorsqu’on divise N par 13, le quotient est q” et le reste 7.

a) Montrer que (q,9’) est solution de (1).

b) En déduire la forme générale de N.

Exercice 51 :

On considere I'équation (E) 6x +10y = a, ou a est un entier relatif.

1) Déterminer une condition nécessaire et suffisante sur a pour que (E) posséde au moins
une solution.

2) Résoudre (E) dans le cas ot a = 22.

Exercice 52 :
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1) Soit a eZ. Montrer que I'équation 6y —3x = a admet des solutions dans 27 si et
seulement si, a est multiple de 3.

2) Résoudre dans Z7 les équations : a) 6y-3x = 3, b) 6y-3x =3.
3)En déduire les solutions dans 272, de l'équation (6y-3x—4)(6y-3x+4) = —7.

Exercice 53:

et A={xeZ/f(x) eZ}.

W

Pour tout entier relatif x, on pose : f(x) = —% X +

1) Montrer que A n’est pas I’ensemble vide, puis déterminer I'ensemble A..

2) Déterminer : B = {x e A/ 4x>-9(f(x))? est divisible par 7 }.

Exercice 54 :

Soit dans 272, I'équation (E) : 324x —245y =7

1) Montrer que, pour toute solution (x,y) de (E), x est multiple de 7.

2) Déterminer une solution (xo,o) de (E). En déduire toutes les solutions de (E).

3) Soit d le PGCD des éléments d’un couple solution de (E). Quelles sont les valeurs
possibles de d ? Déterminer les solutions de (E) telles que x et y soient premiers entre eux.

Exercice 55 :
Soit le systeme (? n=1[5]

n=5][7] ,n eZ
1) Montrer que si n est solution du systeme (S) aloys  4n +1 =0 [5]

4n +1=0[7]

2) En déduire que tout entier n, solution vérifie la relation : 35k 4n =1, o ke Z (1).
3) Déterminer les solutions de (1) puis en déduire celles de (S).
Exercice 56 :
On désigne par S I'ensemble des solutions, dans Z, de l'équation : 138x 55y =5 (1).
1)a)Montrer que si (x ;y) est un élément de S, alors x est divisible par 5.
b) En déduire une solution (xo,y,) de (1).

2) Résoudre (1).
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3) k est un entier naturel, on considere les nombres : a = 55k +10 et b = 138k +25.

a) Montrer que, pour tout entier naturel k, (a ;b) appartient a S.

b) En déduire les valeurs possibles de PGCD(a ;b).

c) Déterminer pour quelles valeurs de k : PGCD(a ;b) = 5.

Exercice 57 :

On considere, lorsque n appartient a IN¥, les deux entiersaetb :a=11n +3 et b= 13n-1.
1)a)Démontrer que tout diviseur de a et b est un diviseur de 50.

b) En déduire que PGCD (a ;b) = PGCD (a ;50).

2)a)Résoudre dans IN*, I'équation 50x — 11y =3.

b) En déduire les valeurs de n pour lesquelles les nombres a et b ont 50 comme plus grand
commun diviseur.

3) Pour quelles valeurs de n, les nombres a et b ont-ils 25 pour plus grand commun
diviseur ?

Exercice 58 :

Le nombre n est un entier naturel non nul. On pose a = 4n +3 et b = 5n +2.
On note d = PGCD(a ;b)

1) Donner la valeur de d pourn=1;n=11;n = 15.

2) Calculer 5a —4b et en déduire les valeurs possibles de d.

3)a)Déterminer les entiers naturels n et k tels que 4n +3 = 7k.

b) Déterminer les entiers naturels n et k’ tels que 5n +2 = 7k’.

4)a)Soit r le reste de la division euclidienne de n par 7. Déduire des questions précédentes
la valeur de r pour laquelle d vaut 7.

b) Pour quelles valeurs de v, d est égal a 1 ?
Exercice 59 :

Un astronome a observé, au jour Jo, le corps céleste A, qui apparait périodiquement tous les
105 jours. 6 jours plus tard (], +6), il observe le corps B, dont la période d’apparition est
de 81 jours.
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On appelle |1 le jour de la prochaine apparition simultanée des deux objets aux yeux de
'astronomie. Le but de l’exercice est de déterminer la date de ce jour 1.

1) Soit u et v le nombre de périodes effectuées respectivement par A et B entre ], et J1.
Montrer que le couple (u ;v) est solution de I’équation (E1) : 35x =27y = 2.

2)a)Donner un couple d’entiers relatifs (xo ;y,) solution particuliére de (Ez) : 35x 27y = 1.
b) En déduire une solution particuliére (u, ;v,) de (E1)

c) Déterminer toutes les solutions de (E1).

d) Déterminer la solution (u ;v) permettant de donner 1.

3)a)Combien de jours s’écouleront entre |, et J1 ?

b) Le jour ], était le mardi 7 décembre 1999, quelle est la date exacte du jour J1 ?( L’année
2000 était bissextile).

c). Si l'astronome a manqué ce rendez-vous, combien de jours devra-t-il attendre jusqu’a la
prochaine conjonction des deux astres ?

Exercice 60 :

Déterminer le reste de la division euclidienne de :1) 35% par 7; 2) 693> par 11; 3) 7720 par
13.

Exercice 61 :

1) Vérifier que 1000 =1 [37] et en déduire que pour tout entier naturel n, on a 103" =1
[37].

2) En déduire le reste de la division euclidienne de 1 001 037 par 37.

Exercice 62:

1) Vérifier que 1000 = -1 [13]

2) En déduire selon la parité de n les restes de la division de 103" par 13.

3) Démontrer que pour tout entier naturel n, 103" *3 + 103" est divisible par 13.
Exercice 63 :

1) Veérifier que 999 est divisible par 27.

2) En déduire que, pour tout entier naturel n, 103" =1 [27].

3) A =101 +100". Quel est le reste de la division euclidienne de A par 27 ?
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1)
2)
3)
4)
5)

1)
2)

Exercice 64 :
1) Montrer que 3° =1 [11].
2)a)En déduire que, pour tous entiers naturels k et r, 3% 'r =3 [11].
b) Soit n un entier naturel. Quel est le reste de la division euclidienne de 3" par 11 ?
3) Déterminer les valeurs de n pour lesquelles 3" + 7 soit divisible par 11.
Exercice 65 :
Déterminer les entiers n tels que N =n?-3n +6 soit divisible par 5.
Exercice 66 :
Montrer que :

6789 —lest un multiple de 11.

Quel que soit l'entier naturel n, n(n +2)(n +4) est un multiple de 3.
Quel que soit I'entier naturel n, n(n* —1) est un multiple de 5.
Quel que soit I'entier naturel n, n(n®-1) est un multiple de 42.

Quels que soient a, b entiers naturels ab(a* —b*) est multiple de 30.
Exercice 67 :

1) Déterminer suivants les valeurs de l'entier x a quoi est congru x> modulo 5.
2) En déduire que I'équation x?> -by? =3 n’a pas de solution dans 72

Exercice 68 :

Pour quelles valeurs de n entier naturel :

520 + 5" +1 est un multiple de 3 ?

22n 4 2n +1 est divisible par 7 ?
Exercice 69:

1) Démontrer que le carré de tout entier naturel est de la forme 5n—1 ou 5n ou 5n +1.

2) Démontre que le cube de tout entier naturel est de la forme 7n—1 ou 7n ou 7n +1.

Exercice 70 :
Démontrer que, pour tout entier naturel n, ona : 72" =1 [19].
2) Démontrer que, quels que soient les entiers naturels n etk , ona 737 =7k [19].

Quels sont les restes possibles dans la division euclidienne de 7" par 19 ?
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3) Démontrer que si a, b, c sont trois entiers naturels consécutifs, alors 7¢ +70+7¢ est un
multiple de 19.

Exercice 71 :

1) Le nombre 2111 est-il premier ?

2)a)Si p et q sont des entiers naturels non nuls comment la somme :
S=1+2r+2% + 2%+ ...+ 2r@1 peut-elle encore s’écrire ?

b) En déduire que 2r1 =1 [2p-1].

3)a)Démontrer que 2 ri—1 est divisible par 2r —1 et 29 1.

b) En déduire que si le nombre 2" —1 est premier, alors n est premier. La réciproque est elle
vraie ?. (Les nombres de la forme 2" —1 sont appelés nombres de MERSENNE).

Exercice 72 :

1) Vérifier que 7 divise les nombres :26—1 ; 361 ; 4° -1 ; 56-1.

2) Soit n un entier naturel et A, défini par : A, = 2" +3" + 41 +5".
Montrer que An+sé—An est divisible par 7.

3) Soit n un entier naturel, q et r son quotient et son reste, dans la division euclidienne par
6. Montrer que Ay et Ar ont méme reste dans la division euclidienne par 7.

4) Déterminer les valeurs de n pour lesquelles A, est divisible par 7.

5) Soit B, = 100" + 101" + 102" +103".

a) Montrer que An =By [7].

b) En déduire les valeurs de n pour lesquelles By, est divisible par 7.

Exercice 73 :

On considere la suite (u, ) d’entiers naturels définis par u, = 14 et up,1 =bun -6 ; n€IN

1) Calculer u1, uz, us, et us. Quelle conjecture peut-on faire émettre concernant les derniers
chiffres de u, ?

2)a)Montrer que VneIN, un,2 =un [4].
b) En déduire pour tout k eIN uzx =2 [4] et uza1 =0 [4].

3)a)Montrer par récurrence que V'n € IN 2u, =5""2 +3.
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b) En déduire que V'n € IN, 2u, =28 [100].

4) Déterminer les deux derniers chiffres de I'écriture décimale de u, suivant les valeurs de
n.

5) Montrer que le PGCD de deux termes consécutifs de la suite (u,) est constant. Préciser
sa valeur.

Exercice 74 :

Déterminer ’écriture en base cing de : 1) 126 ; 2) 221; 3) 1000.

Exercice 75 :

Ecrire dans le systeme a base seize, a base deux, et a base cing le nombre 1238.
Exercice 76 :

Un nombre s’écrit 11011 en base deux, 1'écrire en base dix, en base cing et en base seize.
Exercice77 :

Un nombre s’écrit 3BD en base seize, 1’écrire en base dix, en base deux et en base cing.
Exercice 78 :

1) Un nombre A s’écrit 5x3y en base dix. Déterminer les nombres A qui sont pairs et

divisibles par 11.

2) Déterminer le chiffre x pour que le nombre53x4 en base dix soit divisibles par 9.

Exercice 79 :

Calculer en numeération binaire : 1101+1011 ; 1101-1011; 110 x101; (101)?.

Exercice 80 :

Calculer dans le systeme de numeération a base seize : 39B7 +213 ; 110100+39BC ;
27x43.

Exercice :81_( Extrait Bac S12009)

Dans le systeme de numeération de base a on considere les nombres
A=211, B=312 et C=133032.

1. Expliquer pourquoi a doit étre strictement supérieur a 3 .

2. a) Sachant que C = AXB , montrer que a3-3a>-2a-8 =0.

b) En déduire que a divise § .

¢) Déterminer alors a .
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3. L'écriture d'un nombre dans le systéme décimal est 214 , écrire ce nombre dans la base
4.

4. Dans cette question on suppose a=4 .

a) Ecrire A, B et C dans le systeme décimal.

b) Montrer alors que C = AXB=PPCM(A,B).

En déduire que I'équation : Ax+By=1 a des solutions dans 72.

5. On considére dans Z* 1'équation : 37x+54y=1.

a) Verifier que (19, -13) est une solution de cette équation .

b) Résoudre cette équation .

Exercice :82

1. On considere l'équation ( E ) : 109x-226y=1 ou x et y sont des entiers relatifs .

a. Déterminer le pged de 109 et 226 .Que peut —on en conclure pour I’équation (E) ?

b. Montrer que l'ensemble de solutions de (E) est I'ensemble le des couples de la forme
(141+226k ,68+109k) , ou k appartient a Z . En déduire qu'il existe un unique entier
naturel non nul d inférieur ou égal a 226 et un unique entier naturel non nul e tels que
109d=1+226e .

( On précisera les valeurs de dete )
2. Démontrer que 227 est un nombre premier .
3. On note A l'ensemble des 227 entiers naturels a tels que a< 226.

On considere les deux fonctions fet g de A dans A définies de la maniére suivante :
a tout entier a de A, fassocie le reste de la division euclidienne de a'% par 227 .

a tout entier a de A, g associe le reste de la division euclidienne de a'! par 227 .

a. Veérifier que g[f(0)]=0.

On rappelle le résultant suivant appelé théoreme de Fermat :

Si p est un nombre premier et a un entier non divisible par p alors a?~* = 1modulop.

b. Montrer que, quel que soit l'entier a de A , a**® = 1[modulo227] .
c. En utilisant 1.b.,en déduire que , quel que soit l'entier non nul a de A , g[f(a)]=a.

Que peut — on dire de f[g(a)]=a. ?

Exercice : 83

1. On considere l’'ensemble A7 =1{1;2,3;4,5, 6}

a. Pour tout élément a de A7 écrire dans le tableau figurant en annexe

l'unique élément y de A7 tel que ay = 1 (modulo 7).

b. Pour x entier relatif, démontrer que I'équation 3x = 5 (modulo 7) équivaut
ax =4 (modulo 7).

c. Sia est un élément de Az, montrer que les seuls entiers relatifs x solutions

de l'équation ax = 0 (modulo 7) sont les multiples de 7.

2. Dans toute cette question, p est un nombre premier supérieur ou égal a 3. On
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considere I'ensemble Ay, = {l; 2 ;.. .; p —1} des entiers naturels non nuls et
strictement inférieurs a p. Soit a un élément de Ap .

a. Vérifier que ar~2 est une solution de I'équation ax =1 (modulo p).

b. On note r le reste dans la division euclidienne de aP=2 par p. Démontrer
que r est ['unique solution x dans Ap , de I'"équation ax = 1 (modulo p).

c. Soient x et y deux entiers relatifs. Démontrer que xy = 0 (modulo p) si

et seulement si x est un multiple de p oul y est un multiple de p.

d. Application : p = 31. Résoudre dans Asi les équations : 2x = 1(modulo31)
et 3x = 1 (modulo31). A I'aide des résultats précédents, résoudre dans

Z l'équation 6x?>—5x +1 = 0 (modulo 31).

Annexe

A 1 2 3 4 5 6
Y

Exercice : 84

PARTIE A : Question de cours

Quelles sont les propriétés de compatibilité de la relation de congruence avec l’addition,
La multiplication et les puissances ?

Démontrer la propriété de compatibilité avec la multiplication.

PARTIE B

Onnote0,1,2,...,9, a, b, les chiffres de l'écriture d'un nombre en base 12. Par

exemple : Ba7 = Px122 +ax12+7 = 11x122 +10x12+7 = 1711 en base 10.

1. a. Soit N1le nombre s’écrivant en base 12 :
— 12

N1 =f1la
Déterminer l'écriture de N1 en base 10
b. Soit N le nombre s’écrivant en base 10 :
N,=1131 = 1x103 +1x102 +3x10+1
Déterminer l'écriture de N2 en base 12.

Dans toute la suite, un entier naturel N s’écrira de maniére générale en base 12 :

12
N=a, ..aq1q,

2. a. Démontrer que N =ao (3). En déduire un critere de divisibilité par 3

d’un nombre écrit en base 12.

b. A I'aide de son écriture en base 12, déterminer si N est divisible par 3.
Confirmer avec son écriture en base 10.

3. a. Démontrer que N =a, + - - +az +ao (11). En déduire un critére de divisibilité
par 11 d’un nombre écrit en base 12.

b. A 'aide de son écriture en base 12, déterminer si N1 est divisible par 11.
Confirmer avec son écriture en base 10.

4. Un nombre N s’écrit mlz.Déterminer les valeurs de x et de y pour lesquelles
N est divisible par 33.
Exercice : 85

1. a. Quel est le reste de la division euclidienne de 610 par 11 ? Justifier.
b. Quel est le reste de la division euclidienne de 6* par 5 ? Justifier.

c. En déduire que 640 = 1[11] et que 640 = 1[5].

d. Démontrer que 640 —1 est divisible par 55.
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2. Dans cette question x et y désignent des entiers relatifs.
a. Montrer que I’équation (E) 65x —40y =1 n’a pas de solution.
b. Montrer que I'équation (E') 17x —40y = 1 admet au moins une solution.
c. Déterminer a l'aide de I’algorithme d’Euclide un couple d’entiers relatifs solution de
I'équation (E”).
d. Résoudre I'équation (E”).
En déduire qu’il existe un unique naturel xo inférieur a 40 tel que 17x0 =1 [40].
3. Pour tout entier naturel a, démontrer que si al’ = b [55] et si a*0 =1 [55],
alors b33 = a [55].
EXERCICE :86 ( Extrait Bac S1 2010)
On rappelle la propriété connue sous le nom de petit théoreme de Fermat :
Si p est un nombre premier et a un entier naturel premier avec p , alors ar~1 = 1[p].
1. a) Démontrer que 193 est un nombre premier.
b) Soit a un entier naturel inferieur a 192. Montrer que a'%> = 1[193].
2. On considere [l'équation (E):83x — 192y =1ou x ety sont des entiers relatifs.
a) Veérifier que le couple (155, 67) est solution de (E).
b) Résoudre 1" "equation (E).
3. On note A l'ensemble des 193 entiers naturels inferieurs ou égaux a 192 et on
considere
les deux fonctions f et g définies de la maniere suivante :
a tout entier a de A, f associe le reste de la division euclidienne de a83 par 193
a tout entier a de A, g associe le reste de la division euclidienne de a 1 par 193
a) Démontrer g[f(a)] = a83*15°[193]. En déduire que pour tout a € A on a : g[f(a)]=a.
b) Déterminer  f[g(a)]=a.
EXERCICE :87

L’espace est rapporté au repére ortho normal . On nomme (S) la surface d’équation
x2+ y?=z= 1.
1. Montrer que la surface (S) est symétrique par rapport au plan (xOy).
2. On nomme A et B les points de coordonnées respectives (3;1; =3) et (-1, 1, 1).
a. Déterminer une représentation paramétrique de la droite (D) passant par les points A et
B.
b. Démontrer que la droite (D) est incluse dans la surface (S).
3. Déterminer la nature de la section de la surface (S) par un plan paralléle au plan (xOy).
4. a. On considere la courbe (C), intersection de la surface (S) et du plan d’équation z = 68.
Préciser les éléments caractéristiques de cette courbe.
b. M étant un point de (C), on désigne par a son abscisse et par b son ordonnée.
On se propose de montrer qu'il existe un seul point M de (C) tel que
a et b soient de entiers naturels vérifiant a < b et pppcm(a ; b)= 440,
c’est-a-dire tel que (a, b) soit solution du systeme :
a<b

(1) { a*+b* = 4625

ppcm(a; b) = 440
Montrer que si (a, b) est solution de (1) alors pgcd(a ; b) est égal a Tou 5.
Conclure
Dans cette question toute trace de recherche méme incomplete ou d'initiative,
méme non fructueuse sera prise en compte dans I'évaluation.
EXERCICE :88
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Partie A
On considere I'équation (E) : 11x — 26y = 1, ou x et y désignent deux nombres entiers
relatifs.

1. Veérifier que le couple (=7 ; =3) est solution de (E).

2. Résoudre alors I’équation (E).
3. En déduire le couple d’entiers relatifs (u ; v) solution de (E) tel que 0bu 625.
Partie B
On assimile chaque lettre de I’alphabet a un nombre entier comme l'indique le tableau

ci-dessous :

A B C D E F G ] K L M
0 1 2 4 6 9 10 11 12
N O P Q R S T u |4 143% X Y Z
14 15 16 17 18 18 19 20 21 22 23 24 25

On « code » tout nombre entier x compris entre 0 et 25 de la facon suivante :

- on calcule 11x +8
- on calcule le reste de la division euclidienne de 11x +8 par 26, que I’on appelle y.

x est alors « codé » par y.

Ainsi, par exemple, la lettre L est assimilée au nombre 11 ;11 x 11 + 8 =129 or 129 =

25(0modulo26) ; 25 est le reste de la division euclidienne de 129 par 26. Au nombre 25

correspond la lettre Z.

La lettre L est donc codée par la lettre Z.

1. Coder la lettre W.

2. Le but de cette question est de déterminer la fonction de décodage.
a. Montrer que pour tous nombres entiers relatifs x etj, ona:

11x = j (modulo 26) équivaut a x = 19j (modulo 26).
b. En déduire un procédé de décodage.
c. Décoder la lettre WV.

EXERCICE :89

Soit a et b deux entiers naturels non nuls ; on appelle « réseau » associé aux entiers a et

b I'ensemble des points du plan, muni d’un repére ortho normal, dont les coordonnées
(x ; y) sont des entiers vérifiant les conditions : 0 < x < a;et0 <y <b. On note Ra, b ce

réseau.

Le but de I'exercice est de relier certaines propriétés arithmétiques des entiers x et y a des

propriétés géométriques des points correspondants du réseau.
A - Représentation graphique de quelques ensembles

Dans cette question, les réponses sont attendues sans explication, sous la forme d'un
graphique

qui sera diiment complété sur la feuille annexe no 1 a rendre avec la copie.
Représenter graphiquement les points M(x ; y) du réseau R8,8 vérifiant :

1. x = 2 (modulo 3) et y = 1 (modulo 3), sur le graphique 1 de la feuille annexe
2. x + y =1 (modulo 3), sur le graphique 2 de la feuille annexe ;

3. x =y (modulo 3), sur le graphique 3 de la feuille annexe.

B - Résolution d'une équation
On considere I'équation (E) : 7x =4y = 1, ou les inconnues x et y sont des entiers relatifs.
1. Déterminer un couple d’entiers relatifs (xo; yo) solution de I'équation (E).
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2. Déterminer l'ensemble des couples d’entiers relatifs solutions de I'équation (E).

3. Démontrer que I’équation (E) admet une unique solution (x ; y) pour laquelle le
point M(x ; y) correspondant appartient au réseau R4,7.

C - Une propriété des points situés sur la diagonale du réseau.

Si a et b sont deux entiers naturels non nuls, on considere la diagonale [OA] du réseau
Ra, b, avec O(0; 0) et A(a; b).

1. Démontrer que les points du segment [OA] sont caractérisés par les conditions :
0<x<a;0<y<b;ay=bx

2. Démonter que si a et b sont premiers entre eux, alors les points O et A sont les seuls
points du segment [OA] appartenant au réseau Ra, b.

3. Démontrer que si a et b ne sont pas premiers entre eux, alors le segment [OA] contient
au moins un autre point du réseau.

(On pourra considérer le pgcd d des nombres a et b et poser a=da' et b=db'".)

EXERCICE :90

Le but de I'exercice est d’étudier certaines propriétés de divisibilité de l'entier 4™ —1,
lorsque n est un entier naturel.

On rappelle la propriété connue sous le nom de petit théoreme de Fermat : « si p est un
nombre entier et a un entier naturel premier avec p, alors a P~1 =1 = 0 mod p ».
Partie A. Quelques exemples.

1. Démontrer que, pour tout entier naturel n, 4" est congru a 1 modulo 3.

2. Prouver a l'aide du petit théoreme de Fermat, que 4?8 —1 est divisible par 29.

3. Pour 1 < n < 6 4, déterminer le reste de la division de 4" par 17. En déduire que, pour
tout entier k, le nombre 4% —1 est divisible par 17.

4. Pour quels entiers naturels n le nombre 4" —1 est-il divisible par 5 ?

5. A l'aide des questions précédentes. déterminer quatre diviseurs premiers de 428—1,
Partie B. Divisibilité par un nombre premier

Soit p un nombre premier différent de 2.

1. Démontrer qu’il existe un entier n >1 tel que 4" = 1 mod p.

2. Soit n >1 un entier naturel tel que 4" =1 mod p. On note b le plus petit entier
strictement

positif tel que 4 = 1 mod p et r le reste de la division euclidienne de n par b.

a. Démontrer que 4" = 1 mod p. En déduire que r = 0.

b. Prouver L'équivalence : 4" —1 est divisible par p si et seulement si n es multiple de b.
c. En déduire que b divise p —1.

On rappelle la propriété connue sous le nom de petit théoréme de Fermat : « si p est un
nombre

entier et a un entier naturel premier avec p, alors a P~ =1 = 0 mod p ».

Exercice :100

Partie A. Quelques exemples.

1. Démontrer que, pour tout entier naturel n, 4" est congru a 1 modulo 3.

2. Prouver a l'aide du petit théoreme de Fermat, que 4?8 —1 est divisible par 29.

3. Pour 1 < n <4, déterminer le reste de la division de 4" par 17. En déduire que, pour
tout

entier k, le nombre 4% -1 est divisible par 17.

4. Pour quels entiers naturels n le nombre 4n —1 est-il divisible par 5 ?

5. A I'aide des questions précédentes. déterminer quatre diviseurs premiers de 4251,
Partie B. Divisibilité par un nombre premier
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Soit p un nombre premier différent de 2.

1. Démontrer qu'il existe un entier n >1 tel que 4" = 1 mod p.

2. Soit n >1 un entier naturel tel que 4*=1 mod p. On note b le plus petit entier
strictement

positif tel que 4® = 1 mod p et r le reste de la division euclidienne de n par b.

a. Démontrer que 4" = 1 mod p. En déduire que r = 0.

b. Prouver I'équivalence : 4" —1 est divisible par p si et seulement si n est multiple de b.
c. En déduire que b divise p —1.

Exercice :101

Dans cet exercice, on pourra utiliser le résultat suivant :« Etant donnés deux entiers
naturels a et b non nuls, si PGCD(a ; b) = 1 alors PGCD(a? ; b?) =1 ».
Une suite (Sy) est définie pour n >0 par Sy=%7_, p*. On se propose de calculer, pour

tout entier naturel non nul n, le plus grand commun diviseur de S, et Sp+1.

1. Démontrer que, pour tout n >0, ona : Sy nn+l)

2. Etude du cas oit n est pair. Soit k I'entier naturel non nul tel que n = 2k.

a. Démontrer que PGCD(S2k ; Sx+1) = (2k +1)?PGCDk?; (k +1)

b. Calculer PGCD (k ; k +1).

c. Calculer PGCD(Sax; Sak+1).

3. Etude du cas o1l n est impair. Soit k 'entier naturel non nul tel que n = 2k +1.
a. Démontrer que les entiers 2k +1 et 2k +3 sont premiers entre eux.

b. Calculer PGCD(Sak+1; Sak+2).

4. Déduire des questions précédentes qu'il existe une unique valeur de n, que l'on
déterminera, pour laquelle S, et Sy+1s0nt premiers entre eux.

Exercice :102

1. Calculer le P.G.C.D. de 4° —1 et de 4°—1.

Soit u la suite numeérique définie par :

uo = 0, us = 1 et, pour tout entier naturel n,

Un+2 = Sun+1 —4un.

2. Calculer les termes uz, uz et us de la suite u.

3. a. Montrer que la suite u vérifie, pour tout entier naturel n, up+1 = 4uy +1.
b. Montrer que, pour tout entier naturel n, u, est un entier naturel.

c. En déduire, pour tout entier naturel n, le P.G.C.D. de u, et un+1.

4. Soit v la suite définie pour tout entier naturel n par vy = uy + %

a. Montrer que v, est une suite géomeétrique dont on deéterminera la raison et le premier
terme vo.

b. Exprimer v, puis un en fonction de n.

c. Déterminer, pour tout entier naturel n, le P.G.C.D. de 4"*1 =1 et de 4" —1.

Exercice :103

1. a. Déterminer le PGCD des nombres 168 et 20.

b. Soit I'équation 168x +20y = 6 dont les inconnues x et y sont des entiers relatifs. Cette
équation a telle des solutions ?

c. Soit I'équation 168x +20y = 4 dont les inconnues x et y sont des entiers relatifs. Cette
équation a telle des solutions ?

2. a. Déterminer, en utilisant 'algorithme d’Euclide, et en détaillant les calculs effectués,
deux entiers relatifs m et p tels que 42m+5p = 1.

b. En déduire deux entiers relatifs u et v tels que 42u +5v = 12.

c. Démontrer que le couple d’entiers relatifs (x ; y) est solution de I'équation 42x+5y = 2
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si, et seulement si 42(x +4)=5(34—y).

d. Déterminer tous les couples d’entiers (x ; y) d’entiers relatifs solutions de l’équation
42x +5y = 2.

3. Déduire du 2. les couples (x ; y) d’entiers relatifs solutions de I’équation
(42x+5y—3)(42x+5y +3)=0

déterminera, pour laquelle S, et Sy+1s0nt premiers entre eux.

Exercice :104

Un astronome a observé au jour Jo le corps céleste A, qui apparait périodiquement tous les
105 jours. Six

jours plus tard (Jo + 6), il observe le corps B, dont la période d’apparition est de 81 jours.
On appelle |1 le jour de la prochaine apparition simultanée des deux objets aux yeux de
I'astronome.

Le but de cet exercice est de déterminer la date de ce jour J1 .

1. Soient u et v le nombre de périodes effectuées respectivement par A et B entre Jo et
J1.Montrer que le couple (u ; v) est solution de I’équation (E1) : 35x =27y = 2.

2. a. Déterminer un couple d’entiers relatifs (xo; yo) solution particuliere de I’équation
(Ez) :

35x =27y = 1.

b. En déduire une solution particuliere (uo ; vo) de (E1).

c. Déterminer toutes les solutions de I'équation (E1).

d. Déterminer la solution (u ; v) permettant de déterminer 1.

3. a. Combien de jours s’écouleront entre Jo et |1 ?

b. Le jour ]y était le mardi 7 décembre 1999, quelle est la date exacte du jour J1 ? (L'année
2000 était bissextile.)

c. Si l'astronome mangque ce futur rendez-vous, combien de jours devrait-il attendre
jusqu’a

la prochaine conjonction des deux astres ?

Exercice :105

1. On considere x et y des entiers relatifs et I"équation (E) 91x +10y = 1.

a. Enoncer un théoréme permettant de justifier I'existence d'une solution a I'équation (E).
b. Déterminer une solution particuliere de (E) et en déduire une solution particuliére de
I'équation (E’) : 91x +10y = 412.

¢. Résoudre (E’).

2. Montrer que les nombres entiers A, = 3** =1, ou n est un entier naturel non nul, sont
divisibles par 8. (Une des méthodes possibles est un raisonnement par récurrence).

3. On considere I'équation (E'') Asx + Azy = 3 296.

a. Déterminer les couples d’entiers relatifs (x, y) solutions de I'équation (E"').

b. Montrer que (E'') admet pour solution un couple unique d’entiers naturels. Le
déterminer.

Exercice :106

1. On considere I'équation (1) d'inconnue (n, m) élément de Z? : 11n —24m= 1.

a. Justifier, a I'aide de I'énoncé d’un théoreme, que cette équation admet au moins une
solution.

b. En utilisant I’algorithme d’Euclide, déterminer une solution particuliere de I'équation
(1).

c. Déterminer I'ensemble des solutions de I’équation (1).

2. recherche du P.G.C.D. de 1011 et 10%4-1.
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a. Justifier que 9 divise 10" —1 et 10?4 —1.
b. (n, m) désignant un couple quelconque d’entiers naturels solutions de (1), montrer
que I'on peut écrire :
(1017 -1)-10(10%4m-1)=9
c¢. Montrer que 10" -1 divise 101" —1.
(on rappelle I'égalité a" — 1 = (a —1)(a* 1 +a" 2+ -+ay)
(valable pour tout entier naturel n non nul).
Déduire de la question précédente I’existence de deux entiers N et M tels que :
(10" -1)N-10(10%4-1)M =9
d. Montrer que tout diviseur commun a 10*4-1 et 10'1-1 divise 9.
e. Déduire des questions précédentes le P.G.C.D. de 10?4-1 et 10"-1.
Exercice :107

Dans tout l'exercice x et y désignent des entiers naturels non nuls vérifiant x <y.

S est I’ensemble des couples (x, y) tels que PGCD(x, y) =y —x.

1. a. Calculer le PGCD(363, 484).

b. Le couple (363, 484) appartient-ila S ?

2. Soit n un entier naturel non nul ; le couple (n, n +1) appartient-ila S ?

Justifier votre réponse.

3. a. Montrer que (x, y) appartient a S si et seulement si il existe un entier naturel k non
nul

tel que x = k(y —x) et y = (k +1)(y —x).

b. En déduire que pour tout couple (x, y) de S on a : PPCM(x, y) = k(k +1)(y —x).

4. a. Déterminer 'ensemble des entiers naturels diviseurs de 228.

b. En déduire l'ensemble des couples (x, y) de S tels que PPCM(x, y) = 228.

Exercice :108

Pour tout entier naturel n supérieur ou égal a 5, on considere les nombres
a=n3-n>-12netb=2n’-7n —4.

1. Montrer, apres factorisation, que a et b sont des entiers naturels divisibles par n —4.
2. Onposea =2n +1 et f=n +3. On note d le PGCD de a et p.

a. Etablir une relation entre a et B indépendante de n.

b. Démontrer que d est un diviseur de 5.

c. Démontrer que les nombres a et f sont multiples de 5 si et seulement si n —2 est multiple
de 5.

3. Montrer que 2n +1 et n sont premiers entre eux.

4. a. Déterminer, suivant les valeurs de n et en fonction de n, le PGCD de a et b.

b. Vérifier les résultats obtenus dans les cas particuliersn = 11 et n = 12.

Exercice :109

Cet exercice, trop long pour un exercice de spécialité, est présenté dans son intégralité pour
respecter sa cohérence ainsi que le travail de I'auteur.

1. a. Déterminer deux entiers relatifs u et v tels que 7u — 13v = 1.
b. En déduire deux entiers relatifs uo et vo tels que 14uop — 26vo = 4.
c. Déterminer tous les couples (a, k) d’entiers relatifs tels que 14a — 26k = 4.

2. On considere deux entiers naturels a et b. Pour tout entier n, on note ¢p(n) le reste de la
division euclidienne de an + b par 26.
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On décide de coder un message, en procédant comme suit : a chaque lettre de I’alphabet on
associe un entier compris entre 0 et 25, selon le tableau :

Lettre A B C D| E F G H| I J K L M
Nombr| 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 1 1 1
e 0 1 2
Lettre N| O] P Q| R S T u, vy w X| Y| Z
Nombr| 1 1 1 1 1 1 1 2 2 2 2 2 2
e 3 4 5 6 7 8 9 0 1 2 3 4 5

Pour chaque lettre o du message, on détermine l’entier n associé puis on calcule ¢(n). La
lettre a est alors codée par la lettre associée a ¢(n).

On ne connait pas les entiers a et b, mais on sait que la lettre F est codée par la lettre K et
la lettre T est codée par la lettre O.

5a+b=10 modulo 26

a. Montrer que les entiers a et b sont tels que : .
19a+b=14 modulo 26

b. En déduire qu’il existe un entier k tel que 14a — 26k = 4.
c. Déterminer tous les couples d’entiers (a, b), avec 0 <a < 25 et 0 < b < 25, tels que

5a+b=10 modulo 26
19a+b=14modulo 26

3. On suppose que a =17 et b = 3.

a. Coder le message « GAUSS ».

b. Soit n et p deux entiers naturels quelconques. Montrer que, si p(n) = ¢(p), alors

17(n — p) = 0 modulo 26.

En déduire que deux lettres distinctes de I'alphabet sont codées par deux lettres distinctes.
4. On suppose que a =17 et b = 3.

a. Soit n un entier naturel. Calculer le reste de la division euclidienne de 23¢p(n) + 9 — n
par 26.

b. En déduire un procédé de décodage.

c. En déduire le décodage du message « KIGZDO ».
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Exercice : 110

L’espace est rapporté au repére ortho normal (O;7,7,k).
On nomme (S) la surface d’équation x* +y* — 2% =1.
1. Montrer que la surface (S) est symétrique par rapport au plan (xOy).

2. On nomme A et B les points de coordonnées respectives (3;1;—=3) et (-1,;1;1).

a. Déterminer une représentation paramétrique de la droite (D) passant par les points A et
B.

b. Démontrer que la droite (D) est incluse dans la surface (S).
3. Déterminer la nature de la section de la surface (S) par un plan paralléle au plan (xOy).

4. a. On considere la courbe (C), intersection de la surface (S) et du plan d’équation z = 68.
Préciser les éléments caractéristiques de cette courbe.

b. M étant un point de (C), on désigne par a son abscisse et par b son ordonnée.

On se propose de montrer qu'il existe un seul point M de (C) tel que a et b soient des
entiers naturels vérifiant a < b et ppcm(a ; b)= 440, c’est-a-dire tel que (a, b) soit solution
du systéme

a<b
(1) :{a®+b® =4625
ppcm (a;b) =440

Montrer que si (a, b) est solution de (1) alors pgcd(a ; b) est égal a 1 ou 5. Conclure.

Dans cette question toute trace de recherche méme incompleéte ou d’initiative, méme non
fructueuse sera prise en compte dans I'évaluation.

Exercice : 11

Rappel : Pour deux entiers relatifs a et b, on dit que a est congru a b modulo 7, et on écrit
a=bmod7 lorsqu’il existe un entier relatif k tel que a = b +7k.

1. Cette question constitue une restitution organisée de connaissances

a. Soient a, b, c et d des entiers relatifs.

Démontrer que : si a=bmod7 et c=dmod7 alors ac=bdmod 7.

b. En déduire que : pour a et b entiers relatifs non nuls si a=bmod7 alors pour tout entier

naturel n, 8" =b"mod 7.
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2. Pour a = 2 puis pour a = 3, déterminer un entier naturel n non nul tel que a" =1mod7.
3. Soit a un entier naturel non divisible par 7.
a. Montrer que : a® =1mod7.

b. On appelle ordre de a mod 7, et on désigne par k, le plus petit entier naturel non nul tel
que a“=1mod7.

Montrer que le reste r de la division euclidienne de 6 par k vérifie a" =1mod 7. En déduire

que k divise 6. Quelles sont les valeurs possibles de k ?
c. Donner I'ordre modulo 7 de tous les entiers a compris entre 2 et 6.

4. A tout entier naturel n, on associe le nombre A, =2"+3"+4"+5" +6". Montrer que
A2006 =6 mOd 7.

Exercice : 112

Partie A : Question de cours

1. Enoncer le théoréme de Bézout et le théoreme de Gauss.
2. Démontrer le théoreme de Gauss en utilisant le théoreme de Bézout.
Partie B

11 s’agit de résoudre dans U1 le systéme (S ){ n=13(19) .
n=6(12)
1. Démontrer qu’il existe un couple (u ; v) d’entiers relatifs tel que : 19u + 12v = 1.

(On ne demande pas dans cette question de donner un exemple d'un tel couple).

Vérifier que, pour un tel couple, le nombre N =13x12v+6x19u est une solution de (S).

2. a. Soit no une solution de (S), vérifier que le systéme (S) équivaut a {n - 82; .
=

n=ry(19)

équivaut a n=n, (12x19).
n=ny(12) 7 n=ny(12x19)

b. Démontrer que le systeme {

3. a. Trouver un couple (u ; v) solution de I'équation 19u + 12v = 1 et calculer la valeur de
N correspondante.

b. Déterminer l'ensemble des solutions de (S) (on pourra utiliser la question 2. b.).
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4. Un entier naturel n est tel que lorsqu’on le divise par 12 le reste est 6 et lorsqu’on le
divise par 19 le reste est 13.

On divise n par 228 = 12x 19. Quel est le reste r de cette division ?
Exercice : 113

On considere la suite (u,) d’entiers naturels définie par uo = 14, up+1 = 5uy, — 6 pour tout
entier naturel n.

1. Calculer u1, uz, us et ua.
Quelle conjecture peut-on émettre concernant les deux derniers chiffres de u, ?

2. Montrer que, pour tout entier naturel n, u,,, =u,(modulo 4). En déduire que pour tout

entier naturel k,
Uy =2(modulo 4) et u, ., =0(modulo 4).
3. a. Montrer par récurrence que, pour tout entier naturel n, 2u, = 52 +3.

b. En déduire que, pour tout entier naturel n, 2u, =28(modulo100).

4. Déterminer les deux derniers chiffres de I’écriture décimale de u, suivant les valeurs de
n.

5. Montrer que le PGCD de deux termes consécutifs de la suite (us) est constant. Préciser
sa valeur.

Exercice 114
Dans cet exercice a et b désignent des entiers strictement positifs.

1. a. Démontrer que s’il existe deux entiers relatifs u et v tels que au+bv=1 alors les
nombres a et b sont premiers entre eux.

P . 2 .
b. En déduire que si ( a +ab-b ) =1 alors a et b sont premiers entre eux.

2. On se propose de déterminer tous les couples d’entiers strictement positifs (a ; b) tels que

(& +ab-b? )2 =1. Un tel couple sera appelé solution.

a. Déterminer a lorsque a = b.
b. Vérifier que (1; 1), (2, 3) et (5, 8) sont trois solutions particuliéres.

c. Montrer que si (a ; b) est solution et si a<b, alors a* —b* <0.
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3. a. Montrer que si (x ; y) est une solution différente de (1 ; 1) alors (y—x;x) et (y;y+X)
sont aussi des solutions.

b. Déduire de 2. b. trois nouvelles solutions.

4. On considere la suite de nombres entiers strictement positifs (a,),. définie par

a =a =1 et pour tout entier n, n>0, a,,, =8, +3a,.

Démontrer que pour tout entier naturel n>0, (a,;a,,,) est solution. En déduire que les

nombres a, et a,,, sont premiers entre eux.

Exercice :115

. Montrer que pour tout entier naturel non nul k et pour tout entier naturel x :
(X=D)A+x+x2+..+x Ny =xk-1 .

Dans toute la suite de I’exercice, on considere un nombre entier a supérieur ou égal a 2.

2. a. Soit n un entier naturel non nul et d un diviseur positif de n : n = dk. Montrer que

a% -1 est un diviseur de a" 1.
b. Déduire de la question précédente que 2°°* ~1 est divisible par 7, par 63 puis par 9.
3. Soient m et n deux entiers naturels non nuls et d leur PGCD.

a. On définit m” et n” par m = dm’ et n = dn’. En appliquant le théoreme de Bézout a m’ et
n’, montrer qu'il existe des entiers relatifs u et v tels que mu—nv=d.

b. On suppose u et v strictement positifs. Montrer que (a™ -1)—(a" -1)a° =a® —~1. Montrer

ensuite que a° ~1 est le PGCD de a™ -1 et de a™ -1.

c. Calculer, en utilisant le résultat précédent, le PGCD de 2% -1 et de 2*° -1.
Exercice :116

On rappelle que 2003 est un nombre premier.

1. a. Déterminer deux entiers relatifs u et v tels que : 123u + 2003v = 1.

b. En déduire un entier relatif ko tel que : 123k, =1[ 2003].

c. Montrer que, pour tout entier relatif x, 123x=456[2003 ] si et seulement si

X = 456k, [ 2003].
d. Déterminer 'ensemble des entiers relatifs x tels que : 123x =456 2003].
e. Montrer qu'il existe un unique entier n tel que : 1<n<2002 et 123n=456[2003].
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2. Soit a un entier tel que : 1<a<2002.

a. Déterminer PGCD(a ; 2003). En déduire qu’il existe un entier m tel que : am=1[2003].

b. Montrer que, pour tout entier b, il existe un unique entier x tel que : 1<x <2002 et
ax=b[2003].

Exercice :117
Montrer que, pour tout entier naturel n, 3n° ~11n+48 est divisible par n + 3.

b. Montrer que, pour tout entier naturel n, 3n* -9n+16 est un entier naturel non nul.

2. Montrer que, pour tous les entiers naturels non nuls a, b et ¢, I'égalité suivante est vraie

PGCD(a; b) = PGCD(bc —a; b).

3. Montrer que, pour tout entier naturel n, supérieur ou égal a 2, I’égalité suivante est
vraie :

PGCD@(3n3—=11n;n + 3) = PGCD(48; n + 3).
4. a. Déterminer l'ensemble des diviseurs entiers naturels de 48.

3n® —11n

b. En déduire I'ensemble des entiers naturels n tels que soit un entier naturel.

Exercice :118

On considere les suites (x,) et (yn) définies par xo =1, yo = 8 et

ne N.

1. Montrer, par récurrence, que les points My de coordonnées (xn ; yn) sont sur la droite (A
) dont une équation est 5x —y + 3 = 0. En déduire que X,,, =4x,+2.

2. Montrer, par récurrence, que tous les x» sont des entiers naturels. En déduire que tous
les yn sont aussi des entiers naturels.

3. Montrer que :
a. xn est divisible par 3 si et seulement si yn est divisible par 3.

b. Si xu et yn ne sont pas divisibles par 3, alors ils sont premiers entre eux.
4. a. Montrer, par récurrence, que x, = %( 4"x5-2 )
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b. En déduire que 4" x5-2 est un multiple de 3, pour tout entier naturel n.
Exercice :119

Montrer que, pour tout entier relatif n, les entiers 14n + 3 et 5n + 1 sont premiers entre
eux.

2. On considere I'équation (E) : 87x + 31y = 2 ou x et y sont des entiers relatifs.

a. Veérifier, en utilisant par exemple la question 1., que 87 et 31 sont premiers entre eux.
En déduire un couple (u ; v) d’entiers relatifs tel que 87u + 31v = 1 puis une solution (xo;

Yyo) de (E).
b. Déterminer l'ensemble des solutions de (E) dans L 2.

c. Application : Déterminer les points de la droite d’équation 87x — 31y — 2 = 0 dont les
coordonnées sont des entiers naturels et dont I'abscisse est comprise entre 0 et 100.

Indication :On remarquera que le point M de coordonnées (x ; y) appartient a la droite (D)
si, et seulement si, le couple (x ; y) vérifie I’équation (E).

Exercice :120
On considere I'équation (1) d'inconnue (n, m) élément de 1? : 11n —24m = 1.

a. Justifier, a l'aide de I'énoncé d’'un théoréeme, que cette équation admet au moins une
solution.

b. En utilisant I'algorithme d’Euclide, déterminer une solution particuliére de I’équation

(1).

c. Déterminer 'ensemble des solutions de I'équation (1).
2. Recherche du P.G.C.D. de 10" -1 et 10%# —1.

a. Justifier que 9 divise 1011 —1 et 10%* —1.

b. (n, m) désignant un couple quelconque d’entiers naturels solutions de (1), montrer que
'on peut écrire

(1011n 1) = 10(10%m 1) = 9.

c. Montrer que 10! =1 divise 101" =1 (on rappelle I'égalité a" — 1 = (a—1)(a""!
+a"~2 + - +qC), valable pour tout entier naturel n non nul).

Déduire de la question précédente l'existence de deux entiers N et M tels que :

(10" -1)N —(10?4 -1)M = 9.
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d. Montrer que tout diviseur commun a 10?* -1 et 10" —1 divise 9.
e. Déduire des questions précédentes le P.G.C.D. de 10** =1 et 1011 —1.
Exercice :121

Dans tout l'exercice x et y désignent des entiers naturels non nuls vérifiant x <y. S est
"ensemble des couples (x, y) tels que PGCD(x, y) =y — x.

1. a. Calculer le PGCD(363, 484).
b. Le couple (363, 484) appartient-ila S ?

2. Soit n un entier naturel non nul ; le couple (n, n +1) appartient-il a S ? Justifier votre
réponse.

3. a. Montrer que (x, y) appartient a S si et seulement si il existe un entier naturel k non
nul tel que

x=k(y—x)ety=(k+1)(y— x).
b. En déduire que pour tout couple (x, y) de S on a : PPCM(x, y) = k(k +1)(y — x).
4. a. Déterminer I’ensemble des entiers naturels diviseurs de 228.
b. En déduire I'ensemble des couples (x, y) de S tels que PPCM(x, y) = 228.
Exercice 122
1. On considere x et y des entiers relatifs et I'équation (E) 91x +10y = 1.
a. Enoncer un théoréme permettant de justifier l'existence d'une solution a I'équation (E).

b. Déterminer une solution particuliére de (E) et en déduire une solution particuliere de
I'équation (E’) : 91x +10y = 412.

c. Résoudre (E’).

2. Montrer que les nombres entiers A, = 32n —1, ou n est un entier naturel non nul, sont
divisibles par 8. (Une des méthodes possibles est un raisonnement par récurrence).

3. On considere I'équation (E”') Asx + A2y = 3296.
a. Déterminer les couples d’entiers relatifs (x, y) solutions de I'équation (E”).

b. Montrer que (E”') admet pour solution un couple unique d’entiers naturels. Le
determiner.

Exercice 122
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Pour tout entier naturel n supérieur ou égal a 5, on considere les nombres a=n®—n® —12n
et b=2n" -7n-4.

1. Montrer, apres factorisation, que a et b sont des entiers naturels divisibles par n — 4.
2. Onpose a=2n+1et p=n+3. Onnotedle PGCD de « et .
a. Etablir une relation entre o et p indépendante de n.

b. Démontrer que d est un diviseur de 5.

c. Démontrer que les nombres o et p sont multiples de 5 si et seulement si n — 2 est
multiple de 5.

3. Montrer que 2n +1 et n sont premiers entre eux.

4. a. Déterminer, suivant les valeurs de n et en fonction de n, le PGCD de a et b.
b. Vérifier les résultats obtenus dans les cas particuliersn = 11 et n = 12.
Exercice : 123

1. On cherche deux entiers relatifs x et y solutions de I’équation (1) ax + by =60 (aetb
entiers naturels donnés tels que ab=0). On notera d le plus grand commun diviseur de a
et b.

a. On suppose que I"équation (1) a au moins une solution (xo; yo).Montrer que d divise 60.

b. On suppose que d divise 60. Prouver qu'il existe alors au moins une solution (xo; yo) a
I'équation (1).

2. On considere I'équation (2) : 24x + 36y = 60. (x et y entiers relatifs).

a. Donner le PGCD de 24 et 36 en justifiant brievement. Simplifier I'équation (2).
b. Trouver une solution évidente pour I’équation (2) et résoudre cette équation.
On appellera S I"ensemble des couples (x ; y) solutions.

c. Enumérer tous les couples (x ; y) solutions de (2) et tels que : —10 <x <10. Donner parmi
eux, ceux pour lesquels x et y sont multiples de 5.

d. Dans le plan rapporté a un repere ortho normal (unité graphique : 1 cm), représenter
. P =1+3t

I'ensemble E des points M de coordonnées (x ; y) telles que : {;(_ 1i2t’ tell

e. Montrer que les points ayant pour coordonnées les solutions (x ; y) de l'équation (2)

appartiennent a E.
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Comment peut-on caractériser S ?

Exercice 124

1. Déterminer PGCD (2688 ; 3024).

2. Dans cette question, x et y sont deux entiers relatifs.

a. Montrer que les équations (1) et (2) sont équivalentes

(1) 2688x + 3024y = -3360 ;

(2) 8x + 9y = -10.

b. Vérifier que (1 ; —2) est une solution particuliére de l'équation (2).
c. Déduire de ce qui précéde les solutions de (2).

3. Soit un repére ortho normal (O ;1,],k) de l'espace. On considére les plans (P) et (Q)

d’équations respectives x + 2y —z=-2et 3x —y + 5z = 0.

a. Montrer que (P) et (Q) se coupent suivant une droite (D).

b. Montrer que les coordonnées des points de (D) vérifient I'équation (2).

c. En déduire I'ensemble E des points de (D) dont les coordonnées sont des entiers relatifs.
Exercice 125

1. a. Pour 1<n<6, calculer les restes de la division euclidienne de 3" par 7.

3n+6

b. Démontrer que, pour tout n, —3" est divisible par 7. En déduire que 3"° et 3" ont

méme reste dans la division par 7.

c. A l'aide des résultats précédents, calculer le reste de la division euclidienne de 3'*°

7.

par

d. De maniere générale, comment peut-on calculer le reste de la division euclidienne de 3"
par 7, pour n quelconque ?

e. En déduire que, pour tout entier naturel n, 3" est premier avec 7.

n-1
2. Soit u; =1+3+3° +..+3"" = 23‘ , 1 entier supérieur ou égal a 2.
i=0

a. Montrer que u, :%(3” -1).

b. Déterminer les valeurs de n telles que u, soit divisible par 7.
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c. Déterminer tous les diviseurs de ug .
Exercice 126

On considere I'équation (E) : 8x+ 5y =1, ou (x ; y) est un couple de nombres entiers
relatifs.

a. Donner une solution particuliere de I’équation (E).
b. Résoudre I'équation (E).

2. Soit N un nombre naturel tel qu’il existe un couple (a ; b) de nombres entiers vérifiant :
N =8a+1
N =5b+2"

a. Montrer que le couple (a ; b) est solution de (E).
b. Quel est le reste, dans la division de N par 40 ?

3. a. Résoudre I'équation 8x + 5y = 100, ou (x ; y) est un couple de nombres entiers
relatifs.

b. Au VIIIeme siecle, un groupe composé d’hommes et de femmes a dépensé 100 piéces de
monnaie dans une auberge. Les hommes ont dépensé 8 piéces chacun et les femmes 5 piéces
chacune. Combien pouvait-il y avoir d’hommes et de femmes dans le groupe ?

Exercice 127

Dans le plan muni d'un repére ortho normal (O ;i,]), on donne le point A(12 ; 18). On
désigne par B un point de I’axe (O ;1) et par C un point de l'axe (O ;) tels que

_— V4
(AB, AC):—E.

On appelle x ’abscisse de B et y I'ordonnée de C.

1. Démontrer que le couple (x ; y) est solution de I’équation (E) : 2x +3y = 78.

2. On se propose de trouver tous les couples (B, C) de points ayant pour coordonnées des
nombres entiers relatifs.

a. Montrer que I'on est ramené a l'équation (E), avec x et y appartenant a l'ensemble N
des nombres entiers relatifs.

b. A partir de la définition de B et C, trouver une solution particuliére (xo ; yo) de (E) avec
xo et yo appartenant a N.

c. Démontrer qu'un couple (x ; y) d’entiers relatifs est solution de I'équation (E) si, et
seulement si, il est de la forme (12 + 3k ; 18 — 2k), ou k appartient a N .
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d. Combien y a-t-il de couples de points (B, C) ayant pour coordonnées des nombres entiers
relatifs, tels que : 6<x<2l et -5<y<14 ?

Exercice 128

Démontrer que, pour tout entier naturel n : 2°" —1 est un multiple de 7 (on pourra utiliser
un raisonnement par récurrence).

En déduire que 2°™* —2 est un multiple de 7 et que 2°™? —4 est un multiple de 7.
2. Déterminer les restes de la division par 7 des puissances de 2.
3. Le nombre p étant un entier naturel, on considere le nombre entier A, =2° +2°° +2°°.
a. Si p = 3n, quel est le reste de la division de Ay, par 7 ?
b. Démontrer que si p = 3n + 1 alors Ap est divisible par 7.
c. Etudier le cas o p = 3n + 2.
4. On considere les nombres entiers a et b écrits dans le systeme binaire (en base 2) :
a =1001001000, b = 1000100010000.

Vérifier que ces deux nombres sont des nombres de la forme Ap. Sont-ils divisibles par 7 ?

YoRobAbIItES:

EXERCICE :1

Une urne contient 5 boules blanches numeérotées de 1 a 5, 3 boules bleues numérotées de 6
a 8 et 2 boules vertes numeérotées 9 et 10.

On tire deux boules simultanément de l'urne .

1. Calculer la probabilité des événements suivants :
A : K< les deux boules ont des numeéros impairs>>
B :K les deux boules ont la méme couleur>>
C :Kles deux boules ont des numéros impairs et sont de la méme couleur>>
Les événements A et B sont —ils indépendants ?
2. Quelle est la probabilité des événements :
D : & les deux boules sont de couleurs différentes>>
E :Kles deux boules sont de couleurs différentes et portent des numéros impairs>>
3. On vient de tirer deux boules de couleurs différentes ;quelle est la probabilité pour qu’elles
portent des numéros impairs ?

EXERCICE :2
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SR WS

Une porte monnaie contient 2 pieces de 50 F et n piéce de 100 F .

Un enfant prend une piece au hasard puis la remet dans la porte monnaie .Qu’elle est la
probabilité pour qu'il ait tiré une piece de 100 F ?

L’enfant prend 2 piece au hasard puis les remet .Qu’elle est la probabilité pour qu'il ait
extrait 2 pieces de 100 F ?

L’ enfant tire 4 pieces simultanément puis les remet .Qu’elle valeur faut-il donner a n pour

que la probabilité pour qu'il ait tiré exactement 300 F soit L7
11

Dans cette question on pose n =10.
L’enfant tire simultanément 4 pieces .Soit X la variables aléatoire égale a la somme tirée
.Qu’elle est la loi de probabilité de X ainsi que son espérance mathématique ?

EXERCICE :3

On dispose de deux urnes U, et U, .L'urne U, contient 3 boules noires et 1 boule blanche ,
l'urne U, contient 1 boule noire et deux blanches .

On jette un dé cubique , parfaitement équilibré .Si le dé donne 6 , on tire au hasard une
boule dans 'urne U, , sinon on tire au hasard une boule dans 'urne U, .On désigne par :

S l'événement : K& On obtient 6 avec le dé>>

N l'événement :KOn tire une boule noire>

Calculer la probabilité des événements suivants SN\ N et SN N .
Calculer la probabilité de tirer une boule noire .
Calculer la probabilité d’avoir obtenu 6 avec le dé sachant que I’on a tiré une boule blanche

EXERCICE :4

On dispose de deux dés tétraédriques notés A et B .Les quatre faces de chacun d’eux sont
numérotés de 1 a 4.Lorsqu’on jette un dé , on note le numeéro de la face cachée du dé ( on
suppose que le dé ne peut tomber que sur une face ) .Pour le dé A, les quatre numeérotés
ont tous la méme probabilité d’étre cachés . Pour le dé B , la probabilité P; de noter le
numeéro est proportionnel d i.

Calculer les probabilités P, ,P,, P; et P, pour les quatre faces du dé B.

On lance les deux dés .On note i le numeéro caché du dé A et j le numeéro caché dé B. On
suppose les lancers indépendants .On note P(i, j) la probabilité de noter i pour le dé A et j
pour le dé B.

Montrer que P(1,1)=P(2,1)=P(3,1)=P(4,1)=%

Déterminer les probabilités P(i, j) pour les nombres i et j compris entre 1 et 4.

On appelle Z la variable aléatoire définie par Z(i,j) est le plus grand des nombres i et |

Quelles sont les valeurs prises par Z ?
Déterminer la loi de probabilité de Z et son espérance mathématique E(Z).
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RS TRES

EXERCICE :5

Les questions 1 et 2 sont indépendantes .
Dans une classe de 10 éleves , 2 éléves ont triché pendant un devoir.

Un professeur choisit n éléve dans cette classe . Calculer la valeur minimale de n pour que
la probabilité d’avoir au moins un tricheur parmi ces n éleéves soit supérieur ou égale a 0,9.
Chacun des tricheurs porte le N°1 , chaque autre éléve porte le N°0.On choisit 3 éléves
dans la classe. Soit X la variable aléatoire égale a la somme des numeéros portés par les 3
éleves .

Donner la loi de probabilité de X.

Calculer I’espérance mathématique de X.

Déterminer et représenter la fonction de répartition de X.

EXERCICE :6

Un sac contient quatre jetons rouges numérotés 1, 2, 3 ,et 4 et quatre jetons noirs
numeérotés 1, 2, 3, et 4. Deux jetons de

Un joueur tire au hasard et simultanément deux jetons de l'urne du sac. On convient de
la régle suivante.

S'il tire les deux jetons numeérotés 1, il gagne 600 F.

S'il tire deux jetons de méme couleur , il gagne 200 F.

Dans les autres cas il perd 200 F.

Qu’elle est la probabilité pour qu'il tire deux jetons numérotés 1 ?

Qu’elle est la probabilité pour qu'il tire deux jetons de méme couleur ?

Qu’elle est la probabilité pour qu’il perd 200 F ?

Apres le premier tirage , le joueur remet les deux jetons tirés dans le sac et procédé a un
deuxiéme tirage , en convenant de la méme regle.

Soit X la variable qui a deux tirages successifs associe le gain algébrique du joueur.
Déterminer la loi de probabilité de X.

En déduire la probabilité pour que le gain algébrique du joueur soit au moins égale a 400 F.

EXERCICE :6

Dans un jeu de 32 cartes on a quatre < couleurs > : pique, tréfle, carreau et ceeur ;
Chaque < couleur > comprend huit cartes dont une carte as.

On simultanément 3 cartes d’un jeu de 32 cartes bien battu. Calculer la probabilité des
évenements suivants :

A K les trois cartes sont des as>>

B : < il y a au moins 2 « couleurs » parmi ces 3 cartes >>

C :«iln’y apas d’as parmi les 3 cartes >>
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2. On tire successivement avec remise 3 cartes d'un jeu de 32 cartes .Le nombre de cceurs tiré
définit une variable aléatoire X .Déterminer I'ensemble des valeurs prises par X ; la loi de
probabilité de X et son espérance mathématique.

EXERCICE :7

Une boite contient 5 jetons : 2 jetons blancs et 3 jetons blancs , indiscernables au toucher .

1. On extrait simultanément au hasard 2 jetons de la boite .
a. Calculer la probabilité des évenements suivants .
= « on extrait 2 jetons noirs »
= « on extrait 2 jetons de méme couleur »
b. On désigne par X la variable aléatoire égale au nombre de jetons noirs obtenus.

Définir la loi de probabilité de X et calculer son espérance mathématique.
2. On effectue la un tirage successif de 2 jetons de la boite ; de la maniére suivante :

On titre un jeton de la boite ; on note sa couleur et on le remet dans la boite en ajoutant en
plus dans la boite un autre jeton de la méme que celui qu’on a tiré ; on considere suivants :

N; = « on obtient un jeton noir au premier tirage ».
N, = « on obtient un jeton noir au second tirage ».
B, = « on obtient un jeton blanc au premier tirage ».

a. Calculer la probabilité de N, sachant Ny : P(N,/Ny) puis la probabilité de N, sachant
B, : P(N,/B,)
b. En déduire P(N,).

EXERCICE 8

Dans pays donné , la maladie du Sida touche cing pour mille de sa population. Des études
statistiques montrent que la probabilité pour un individu d’avoir un test positif a cette
maladie sachant qu’il est malade est 0,8 et celle d’avoir un test négatif sachant qu’il n’est
pas atteint par la maladie est 0,9.

On note; T I'évenement « avoir un test positif a cette maladie »

M l'évenement « étre malade »

M l'évenement « contraire de M »

On rappelle que pour tout évenements Aet Bona :

(¥) A=(AN B)U(AN B) et P4(B) désigne la probabilité de B sachant A.
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1.

o=

S

a. Réécrire la relation () pour A=T et B=M puis pour A=M et B=T.
b.En déduire que P(M NT)=P(M)[1— P5(T)].

2. Calculer la probabilité pour qu'un individu ait un test positif a cette maladie.

3. a. Calculer la probabilité pour qu’un individu soit malade sachant qu’il a un test positif
a cette maladie.

b. Calculer la probabilité pour qu'un individu soit malade sachant qu’il a un test négatif a
cette maladie.

On donnera les résultats sous forme de fraction irréductible.

EXERCICE :9

Pendant I"année scolaire , la cantine d'un lycée propose souvent du riz.
Le premier jour de I'année , il y'a 2 chances sur 5 qu’elle propose du riz.
Si elle en propose un jour , il y'a une chance sur 3 qu’elle en propose le lendemain.

Si elle n’en propose pas un jour , il y’'a une chance sur 3 qu’elle n’en propose pas le
lendemain.

On appelle ], I"événement « la cantine propose du riz au n*™e

ieme

jour » et K, I'évenement

« la cantine n'en propose pas le n**™° jour » .

Soit p, la probabilité de I'événement J,.

Déterminer p(J,/]1) et p(J,/K1). En déduire p, .
1 2

Montrer que p, = — P13

. o gip 1

Soit (uy) la suite définie par u, = p, >

Montrer que (u,) est une suite géométrique dont on donnera le premier terme et la raison.

Calculer u, puis p, en fonction de n.

Un éleve de I'établissement , fin mathématicien ne mange les jours pairs .

Montrer que a chaque fois qu’il se rend a la cantine la probabilité qu’il a de manger du riz

. 1 8
est comprise entre - et ——.

EXERCICE 11.

Dans un magasin d’électroménager, on s’intéresse au comportement d'un acheteur
potentiel d'un téléviseur et d'un magnétoscope. La probabilité pour qu’il achete un
téleviseur est de 0,6. La probabilité pour qu’il achete un magnétoscope quand il a acheté un
téléviseur est de 0,4.La probabilité pour qu’il achete un magnétoscope quand il n’a pas
acheté de 0,2.

1) Quelle est la probabilité pour qu’il achete un téléviseur et un magnétoscope ?
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2) Quelle est la probabilité pour qu’il achéte un magnétoscope ?

3) Le client achete un magnétoscope. Quelle est la probabilité qu’il achete un téléviseur ?
Exercice n°12.

On dispose de deux urnes u 1et u 2. L'urne u1 contient trois boules blanches et une boule
noire . L'urne u; contient une boule blanche et deux boules noires. On lance un dé non
truqué. Si le dé donne un numéro d inférieur ou égal a 2, on tire une boule dans 'urne us .
Sinon on tire une boule dans 'urne u; .

(On suppose que les boules sont indiscernables au toucher)

1) Calculer la probabilité de tirer une boule blanche.

2) On a tiré une boule blanche. Calculer la probabilité qu’elle provienne de 'urne us .
Exercice n°13.

Le quart d"une population a été vacciné contre une maladie contagieuse. Au cours d’une
épidémie, on constate qu'il y a parmi les malades un vacciné pour quatre non vaccinés. On
sait de plus qu’au cours de cette épidémie, il y avait un malade sur douze parmi les
vaccines.

a) Démontrer que la probabilité de tomber malade est égale a 5/48

b) Quelle était la probabilité de tomber malade pour un individu non-vacciné ?

¢) Le vaccin est-il efficace ?

Exercice n°14.

Une urne contient sept boules : une rouge, deux jaunes et quatre vertes. Un joueur tire au
hasard une boule

Si elle est rouge, il gagne 10 €, si elle est jaune, il perd 5 €, si elle est verte, il tire une
deuxiéme boule de |'urne sans avoir

replacé la premiere boule tirée. Si cette deuxieme boule est rouge, il gagne 8 €, sinon il perd
4 €.

1) Construire un arbre pondéré représentant I'ensemble des éventualités de ce jeu.

2) Soit X la variable aléatoire associant d chaque tirage le gain algébrique du joueur (une
perte est comptée

négativement).

a) Etablir la loi de probabilité de la variable X

b) Calculer 1'espérance de X

3) Les conditions de jeu restent identiques. Indiquer le montant du gain algébrique qu'il
faut attribuer a un joueur lorsque

la boule tirée au deuxieme tirage est rouge, pour que I'espérance de X soit nulle.
Exercice n°15.

On considere un dé rouge et un dé vert, cubiques, équilibrés.

Le dé rouge comporte : deux faces numérotées [11 ; deux faces numérotées 0 ; -deux faces
numeérotées 1.

Le dé vert comporte : une face numérotée 0;trois faces numérotées 1;deux faces numérotées
2.

On lance simultanément les deux dés. On note X la somme des points obtenus.

1) Déterminer la loi de probabilité de X.

2) Définir F, fonction de répartition de X et construire sa représentation graphique.

Exercice n°17
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Dans une académie, les éleves candidats au baccalauréat série ES se répartissent en 2003
selon les trois enseignements de

spécialité : mathématiques, sciences économiques et sociales et langue vivante. Nous
savons de plus que : 37% des

candidats ont choisi 'enseignement de spécialité mathématiques.

25% des candidats ont choisi 'enseignement de spécialité langue vivante.

21% des candidats ont choisi 'enseignement de spécialité mathématiques et ont obtenu le
baccalauréat.

32,56% des candidats ont choisi l'enseignement de spécialité SES et ont obtenu le
baccalauréat. De plus, parmi les

candidats ayant choisi l'enseignement de spécialité langue vivante, 72,5% ont obtenu le
baccalauréat. On interroge un

candidat pris au hasard. On note :

M I'événement « le candidat a choisi I'enseignement de spécialité mathématiques » ;

S I'événement « le candidat a choisi l'enseignement de spécialité sciences économiques et
sociales » ;

L I'événement « le candidat a choisi 'enseignement de spécialité langue vivante » ;

R I'événement « le candidat a obtenu le baccalauréat ».

On pourra faire un arbre pour faciliter la réponse aux questions. Les résultats seront
arrondis au millieme.

1) Traduire en termes de probabilités les informations numériques données ci-dessus.

2) a) Déterminer la probabilité pour que ce candidat ait choisi l'enseignement de SES.

b) Déterminer la probabilité pour que ce candidat ait choisi l'enseignement de spécialité
langue vivante et ait réussi aux

épreuves du baccalauréat.

3) Quelle est la probabilité pour que ce candidat ait choisi ['enseignement de spécialité
langue vivante et ait échoué au

baccalauréat ?

4) Ce candidat a choisi I’enseignement de spécialité mathématiques. Quelle est Ia
probabilité qu’il n’ait pas obtenu le baccalauréat ?

5) Montrer que le pourcentage de réussite au baccalauréat pour les candidats de ES dans
cette académie est 71,6 %.

6) On interroge successivement au hasard et de fagon indépendante trois candidats.

a) Quelle est la probabilité qu’au moins ['un d’entre eux soit recu ?

b) Quelle est la probabilité que deux candidats sur trois exactement soient regus ?
Exercice n°18.

On utilise deux pieces de monnaie : I'une pipée, de sorte que lorsqu’on la lance, la
probabilité d’obtenir pile soit 1/ 4 ; I'autre normale dont la probabilité d’obtenir pile est 1/ 2
a chaque lancer.

1) On prend une piece au hasard (chacune des deux pieces a une probabilité 1/ 2 d’étre
prise)

a) Quelle est la probabilité d’obtenir pile ?

b) On a obtenu pile : quelle est la probabilité d’avoir utilisé la piece pipée.

¢) Quelle est la probabilité d’obtenir au moins une fois pile en faisant trois lancers avec la
piece choisie ?

2) Trois fois on choisit ['une des piéces au hasard qu’on lance (chacune des deux pieces a
donc a chaque fois une

probabilité 1/ 2 d’étre lancée) : déterminer la probabilité d’obtenir au moins une fois pile
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3) On lance les deux pieces ensembles : quelle est la probabilité d’obtenir le méme résultat
pour les deux pieces ?

Exercice n°19.

On sélectionne les candidats a un jeu télévisé en les faisant répondre a dix questions. Ils
devront choisir, pour chacune des questions, parmi quatre affirmations, celle qui est exacte.
Un candidat se présente et répond a toutes les questions au hasard. On appelle X la
variable aléatoire désignant le nombre de réponses exactes données par ce candidat a l'issue
du

questionnaire.

1) Quelle est la loi de probabilité de X ?

2) Calculer la probabilité pour qu’il fournisse au moins 8 bonnes réponses, et soit ainsi
sélectionneé.

Exercice n°20.

Une urne contient 3 pieces équilibrées. Deux d'entre elles sont normales : elles possedent
un coté « Pile » et un coté « Face ». La troisieme est truquée et posséde deux cotés « Face ».
On prend une piece au hasard dans 'urne et on effectue de maniere indépendante des
lancers successifs de cette piece. On consideére les évenements suivants:

B : la piece prise est normale. B : la piéce prise est truquée.

P : on obtient « Pile » au premier lancer. n F : on obtient « Face » pour les n premiers
lancers.

1) a) Quelle est la probabilité de I'événement B ?

b) Quelle est la probabilité de I'événement P sachant que B est réalisé ?

2) Calculer la probabilité de I'événement PUI0IB , puis de 1'événement P[1[IB .

En déduire la probabilité de I' évenement P.

3) Calculer la probabilité de I'événement F,[1B puis de l'événement F, OB .

En déduire la probabilité de I'évenement F .

Exercice 21
On dispose de deux urnes Uy et Uz contenant des boules indiscernables au toucher.
U; contient k boules blanches (k entier naturel supérieur ou égal a 1) et 3 boules noires.
U, contient 2 boules blanches et une boule noire.
On tire une boule au hasard dansUs et on la place dansUz. On tire ensuite, au hasard, une
boule dansU,. L'ensemble de ces opérations constitue une épreuve.
On note By (respectivement N1) I"événement « on a tiré une boule blanche (resp. noire)
dans l'urnels ».
On note B (respectivement N) I'évenement « on a tiré une boule blanche (resp. noire)
dans l'urnels ».

1. a. Recopier et compléter par les probabilités manquantes I'arbre ci-dessous :

Montrer que la probabilité de I"évenement B; est égale a 346
4k +12

Dans la suite on considere que k = 12.
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Les questions 2 et 3 sont indépendantes l'une de I'autre et peuvent étre traitées
dans n’importe quel ordre.

2. Uy joueur mise 8 euros et effectue une épreuve.

Si, a la fin de I'épreuve, le joueur tire une boule blanche de la deuxieme urne, le
joueur regoit 12 euros.

Sinon, il ne regoit rien et perd sa mise. Soit X la variable aléatoire égale au gain du
joueur, c’est-d-dire la différence entre la somme recue et la mise.

a. Montrer que les valeurs possibles de X sont 4 et —8.

b. Déterminer la loi de probabilité de la variable X.

c. Calculer I’espérance mathématique de X.

d. Le jeu est-il favorable au joueur ?

3. U joueur participe n fois de suite d ce jeu.

Au début de chaque épreuve, I'urne Uz contient 12 boules blanches et 3 noires, et
l"urnellz contient 2 boules blanches et 1 noire.

Ainsi, les épreuves successives sont indépendantes.

Déterminer le plus petit entier n pour que la probabilité de réaliser au moins une
fois I'événement B; soit supérieure ou égale a 0,99.

Exercice 22

Les trois parties de cet exercice sont indépendantes.

Une urne contient 15 boules identiques indiscernables au toucher de couleur noire,
blanche,

ou rouge.

On sait de plus qu’il y au moins deux boules de chaque couleur dans 'urne.

On tire au hasard simultanément 2 boules dans I'urne et on note leur couleur.

Soit I'évenement G : « obtenir deux boules de méme couleur ».

Partie A

On suppose que I'urne contient 3 boules noires et 7 boules banches.

Calculer la probabilité de I'évenement G.

Partie B

On note n, b et r le nombre de boules respectivement noires, blanches et rouges figurant
dans ['urne.

1. On note g (n, b, r ) la probabilité en fonction de n, b et r de I"événement G.
Démontrer que g (n, b, r)=ﬁ[n(n =1)+b(b —-1)+r (r —1)].

2. Le but de cette question est de déterminer n, b et v afin que la probabilité g (n, b, r)
soit minimale.

L’espace est muni d'un repére (O, T,J ) ortho normal.

Soient les points N, B et R de coordonnées respectives (15; 0;0), (0,15, 0) et (0, 0;
15) et soit M le point de coordonnées (n, b, r ). On pourra se rapporter a la figure ci-
dessous.

a. Justifier qu’une équation cartésienne du plan (NBR) est x +y +z =15 =0.

b. En déduire que le point M est un point du plan (NBR).

c. Démontrer que g (n, b, v ) =1/210[ OM? —15].

d. Soit H le projeté orthogonal du point O sur le plan (NBR).Déterminer les coordonnées
du point H.

e. En déduire tes valeurs de n, b et r afin que la probabilité g (n, b, r ) soit minimale.
Justifier que cette probabilité minimale est égale a 2/7.
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Partie C

On suppose que les nombres de boules de chaque couleur ont été choisis par I'organisateur
d’un jeu, de telle sorte que la probabilité de I'évenement G soit 2/7.

Un joueur mise x euros, avec x entier naturel non nul, puis tire simultanément au hasard
deux boules de I'urne. Dans tous les cas, il perd sa mise de départ.

S'il obtient deux boules de la méme couleur, il recoit k fois le montant de sa mise, avec k
nombre décimal strictement supérieur a 1. Sinon, il ne regoit rien.

On note X la variable aléatoire égale au gain algébrique du joueur.

1. Calculer I'espérance E(X) de la variable X en fonction de x et de k.

2. Déterminer la valeur de k pour laquelle le jeu est équitable.

Exercice 23

On considere plusieurs sacs de billes S1, So, ..., Sn, . . . tels que :

— le premier, S1, contient 3 billes jaunes et 2 vertes ;

- chacun des suivants, S, Ss, ..., Sn, . . . contient 2 billes jaunes et 2 vertes.

Le but de cet exercice est d’étudier I"évolution des tirages successifs d une bille de ces sacs,
effectués de la maniere suivante :

- on tire au hasard une bille dans S1 ;

- on place la bille tirée de S1dans S, puis on tire au hasard une bille dans S ;

- on place la bille tirée de Sz dans Ss, puis on tire au hasard une bille dans Ss ;

- etc.

Pour tout entier n >1, on note E,, I'évenement : « la bille tirée dans S, est verte » et on note
p (Ex) sa probabilité.

1. Mise en évidence d’une relation de récurrence

a. D’apres I"énoncé, donner les valeurs de p (E1) , pE1 (E2), pE_1 (E2).

En déduire la valeur de p (E>).

b. A l'aide d’un arbre pondéré, exprimer p (En+1) en fonction de p (E).

2. Etude d'une suite

On considere la suite (uy) définie par :

pour tout n >1.

a. Démontrer que la suite (uy) est majorée par 1.

b. Démontrer que (un) est croissante.

c. Justifier que la suite (un) est convergente et préciser sa limite.

3. Evolution des probabilités p (Ey)

a. A l'aide des résultats précédents, déterminer I'évolution des probabilités p (Ey).
b. Pour quelles valeurs de I'entier n a-t-on : 0,499996< p (E;)<60,5 ?

Exercice 24

Tous les résultats seront arrondis al0 2pres.

Une entreprise produit en grande quantité des stylos. La probabilité qu’un stylo présente
un défaut est égale a 0,1.

1. On préleve dans cette production, successivement et avec remise huit stylos.

On note X la variable aléatoire qui compte le nombre de stylos présentant un

défaut parmi les huit stylos prélevés.

a. On admet que X suit une loi binomiale. Donner les parametres de cette loi.

b. Calculer la probabilité des évenements suivants :
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A : «iln'y a aucun stylo avec un défaut » ;
B : «il y a au moins un stylo avec un défaut » ;
C : «il y a exactement deux stylos avec un défaut ».
2. En vue d’'améliorer la qualité du produit vendu, on décide de mettre en place
un controle qui accepte tous les stylos sans défaut et 20 % des stylos avec défaut.
On prend au hasard un stylo dans la production. On note D I'évenement « le
stylo présente un défaut », et E I'événement « le stylo est accepté ».
a. Construire un arbre traduisant les données de I'énoncé.
b. Calculer la probabilité qu'un stylo soit accepté au controle.
c. Justifier que la probabilité qu’un stylo ait un défaut sachant qu'il a été
accepté au controle est égale a 0,022 a 10-3 pres.
3. Apres le controle, on préleve, successivement et avec remise, huit stylos parmi les stylos
acceptés.
Calculer la probabilité qu’il n’y ait aucun stylo avec un défaut dans ce prélevement
de huit stylos.
Comparer ce résultat avec la probabilité de I'évenement A calculée a la question
1. b.. Quel commentaire peut-on faire ?

Exercice 25

Une urne A contient quatre boules rouges et six boules noires.

Une urne B contient une boule rouge et neuf boules noires.

Les boules sont indiscernables au toucher.

Partie A

Un joueur dispose d'un dé a six faces, parfaitement équilibré, numéroté de 1 a 6. 11
le lance une fois :

sil obtient 1, il tire au hasard une boule de l'urne A,

sinon il tire au hasard une boule de 'urne B.

1. Soit R I'évenement « le joueur obtient une boule rouge ».

Montrer que p(R) = 0,15.

2. Si le joueur obtient une boule rouge, la probabilité qu’elle provienne de A es telle
supérieure ou égale a la probabilité qu’elle provienne de B?

Partie B

Le joueur répete deux fois I'épreuve décrite dans la partie A, dans des conditions
identiques et indépendantes (c’est-a-dire qu’a l'issue de la premiére épreuve, les
urnes retrouvent leur composition initiale).

Soit x un entier naturel non nul.

Lors de chacune des deux épreuves, le joueur gagne x euros s’il obtient une boule
rouge et perd deux euros s'il obtient une boule noire.

On désigne par G la variable aléatoire correspondant au gain algébrique du joueur
en euros au terme des deux épreuves. La variable aléatoire G prend donc les valeurs
2x,x =2 et —4.

1. Déterminer la loi de probabilité de G.

2. Exprimer l'espérance E(G) de la variable aléatoire G en fonction de x.

3. Pour quelles valeurs de x a-t-on E(G) >0 ?

Exercice 26

Deux éleveurs produisent une race de poissons d’ornement qui ne prennent leur
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couleur définitive qu’a l'dge de trois mois :

* pour les alevins du premier élevage, entre I'dage de deux mois et 1’dage de trois

mois, 10 % n’ont pas survécu, 75 % deviennent rouges et les 15 % restant deviennent
gris.

* pour les alevins du deuxieme élevage, entre I’age de deux mois et I’age de trois

mois, 5 % n’ont pas survécu, 65 % deviennent rouges et les 30 % restant deviennent gris.
Une animalerie achete les alevins, a 1'dge de deux mois : 60 % au premier éleveur,

40 % au second.

1. Un enfant achete un poisson le lendemain de son arrivée a 'animalerie, c’est a-

dire a I'dge de deux mois.

a. Montrer que la probabilité que le poisson soit toujours vivant un mois plus tard est de
0,92.

b. Déterminer la probabilité qu un mois plus tard le poisson soit rouge.

c. Sachant que le poisson est gris a l'dge de trois mois, quelle est la probabilité

qu’il provienne du premier élevage ?

2. Une personne choisit au hasard et de facon indépendante 5 alevins de deux

mois. Quelle est la probabilité qu’un mois plus tard, seulement trois soient en

vie ? On donnera une valeur approchée a 10-2 pres.

3. L'animalerie décide de garder les alevins jusqu’a I’age de trois mois, afin qu'ils
soient vendus avec leur couleur définitive. Elle gagne 1 euro si le poisson est

rouge, 0,25 euro s'il est gris et perd 0,10 euro s’il ne survit pas.

Soit X la variable aléatoire égale au gain algébrique de I'animalerie par poisson

acheté. Déterminer la loi de probabilité de X et son espérance mathématique,

arrondie au centime.

Exercice 27

Un responsable de magasin achete des composants électroniques auprés de deux
fournisseurs dans les proportions suivantes : 25 %au premier fournisseur et 75 % au
second.

La proportion de composants défectueux est de 3% chez le premier fournisseur et

de 2 % chez le second.

On note :

- D I'évéenement « le composant est défectueux » ;

- Fy I'événement « le composant provient du premier fournisseur » ;

- F> I'événement « le composant provient du second fournisseur ».

1. a. Dessiner un arbre pondéré.

b. Calculer p (DNF1), puis démontrer que p(D) = 0,0225.

c. Sachant qu'un composant est défectueux, quelle est la probabilité qu’il

provienne du premier fournisseur ?

Dans toute la suite de 'exercice, on donnera une valeur approchée des résultats a
10-3pres.

2. Le responsable commande 20 composants. Quelle est la probabilité qu’au moins

deux d’entre eux soient défectueux ?

3. La durée de vie de I'un de ces composants est une variable aléatoire notée

X qui suit une loi de durée de vie sans vieillissement ou loi exponentielle de parametre A,
avec A réel strictement positif.

a. Sachant que p(X > 5) = 0,325, déterminer A. Pour les questions suivantes, on prendra
A=0,225.
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b. Quelle est la probabilité qu'un composant dure moins de 8 ans ? plus de 8 ans ?
c. Quelle est la probabilité qu'un composant dure plus de 8 ans sachant qu’il a déja duré
plus de 3 ans ?

el cle (e of raliings e Syfifinese

EPREUVE DE MATHEMATIQUES PREMIER GROUPE SERIES C-E
ANNEE SCOLAIRE : 1993-1994

EXERCICE : 1

Soit n un entier naturel non nul et q un nombre réel différent de 0,-1 et 1.

On considere dans le plan complexe les n points Ay, A,........ , A, d'affixes respectives

1.) Démontrer que le systéme de points pondérés {(A( :9*),0<k <n-1 } admet un
barycentreG, .

2.) On choisit les nombres complexes z, de la fagon suivante.

2r . . 2w
Z,=12 =cos—+isin—
n n

Etz, =(z)“pourl<k <n-1.

a.) Déterminer l'affixe Z, de G, al'aide de q et de Z;.

b.) Préciser la partie réelle X, et la partie imaginaire Y, deZ,.
3.) a) Déterminer n pour que Z, soit un nombre réel.

b) Calculer les limites de X, et Y, lorsque n tend vers +co.

c)En déduire la position limite du point G, quand n tend vers +oo.

EXERCICE : 2

Dans le plan orienté, on considére un triangle ABC, rectangle et isocele en A , tel qu'une

mesure de I'angle (ﬁ, AC ) = g . On appelle R la rotation de centre A , qui, transforme B

en C et T la translation de vecteur AB .
On note I le milieu du segment [BC].

1. Construire | =R(I).

2. OnposeF; =RoTetF,=ToR.

Déterminer Fy(J) et F,(I) puis en déduire la nature et les éléments caractéristiques de F;
et F,.
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3. Soit M un point du plan, My son image par Fy et M, l'image de M par F, . Quelle est
la nature du quadrilatere BC MM, ?

PROBLEME :
Partie A : Etude d’une fonction exponentielle.
Soit fla fonction numérique de la variable réelle définie par : f (x) = e™*".
1. Onmnotef ,f’ et f® les dérivées successives de f .
Etablir que :¥ x € R f®(x) = 4x(3 — x%) e™*".
2. Etudier les variations de la fonction f et construire sa courbe représentative dans un
repere orthonormé du plan .
3. EndéduirequevVx € R|f"(x)|<2.
Partie B : Calcul approchée d’une intégrale
On souhaite obtenir une valeur approchée de l'intégrale I = f01 e ™ dx a 10 prés .
B1.
Soit u la fonction affine croissante définie par u(x)= ax + fou a > 0et f € R ; et soit g
la fonction composée définie par : ¥V x € R g(x) = (fo u)(x).
On pose : p(x) = f_xxg(t)dt —2x9(0) . avec x € RT .
1. Sans chercher a calculerg(x), établir que si G est une primitive de la fonction g alors :
Vx€E€R, pkx)=G6G(x)—G(—x)—2xg(0).
2. Endéduire que:Vx € Ry ¢"'(x) = g'(x) — g'(—x).
3. a. Démontrer en utilisant A3) ,que : ¥ x € R |g" (x)| < 2a?.
b. A I'aide du théoréme des accroissements finis , établir que : V x € R,
lop” (x)| < 4a’x.
c. Par intégrations successives, démontrer que : ¥ x € R,
—§a2x3 <o) < §a2x3.
a. En cadrer ¢ (1) et en déduire que ¥V x € R,
—gaz < f_llg(t)dt —29(0) < gaz.
B2.
1) Démontrer que :

1 _ 1 pp+a
Jig@at == [ fwdu.
2) On se place dans le cas ot @ = % et =
vk € {0,1,..,n—1}

2k+1
2n ’

k € {0,1,..,n—1}. Etablir que :

k+1
1

_12n3 < fETf(u)du_ 1f(2k+1) < 1

n n — 12n8
3) En déduire que :
1 _ k
o Faodu =33 £ ()] < 5

n — 12n3
4) Déterminer le plus petit entier n qu’il faut prendre pour avoir une valeur approchée de
Ia 103 prés . En déduire que I a une valeur approchée de 0, 75.
Partie C : Etude d'une fonction définie par une intégrale.
Pour tout réel x , on pose F(x) = foxf(t)dt )
1) Démontrer que F est définie et continue sur R.
2) Etudier la parité de F.
3) Quel est le sens de variation de F ?

4) a) Démontrer que Vt =1, et <et.
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b) Soit (u,)n>0, la suite de terme général u,, = F(n) . Démontrer que cette suite est
croissante et majorée par I + i .

¢) En déduire que la suite (u,) converge vers un réel L < 1,13.

d) Quelle conclusion obtient-on en ce qui concerne la limite de la fonction F lorsque x tend
vers +oo ?

5) Dresser le tableau de variation de F et donner l'allure de la courbe représentative de
cette fonction dans un repére du plan.

EPREUVE DE MATHEMATIQUES PREMIER GROUPE. SERIE C-E
ANNEE SCOLAIRE : 1994-1995

EXERCICE : 1

Dans cet exercice, on cherche a calculer 'intégrale

T

I= [*[sin(2x) + e *cos(x — %)]dx

a laide d’une équation différentielle :

Résoudre I'équation différentielle : y”'+2y’+2y =0  (E1)
On considere I'équation différentielle y''+2y’+2y = 4cos (2x) - 2sin (2x) (E)

a. Déterminer deux réels a et b pour que la fonction fi définie par :

1)

2)

Vx €R fi(x) =asin (2x) + bcos (2x) soit solution de I'équation (E).
f désignant une numérique, on désigne par g la fonction f - f1.
Démonter que f est solution de (E) si et seulement si g est solution de (E1).

En déduire la forme générale des fonctions vérifiant I'équation (E).

a) Vérifier que la fonction fde (E) telle que f(0) = \/; et f(0) = 2 est

— - _z
f(x) =sin (2x) +e *cos(x 4)
b) Utiliser (E) pour trouver 1’ensemble des primitives F de f.
¢) En déduire la valeur de 'intégrale I.

EXERCICE : 2

Dans le plan complexe rapporté a un repere orthonormé (O T, ] ) on considere les points
A, M, et N d’affixes respectives

V2(1+i);z=reet 1/z.

P désignant le barycentre de M affecté du coefficient 2 et de N affecté du coefficient

1 exprimer les coordonnées de P en fonction der et 6 .

Le point M se déplace sur le cercle de centre O et passant par A. Montrer alors que P est
situé sur une courbe (E) dont on donnera I'équation.
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3) Tracer cette courbe (E) et préciser ses sommets.
4) Soit fI'affinité orthogonale de rapport k >0 et d’axe (O, J ) . Déterminer k pour que f(E)
soit un cercle dont on précisera le centre et le rayon. Tracer ce cercle.

PROBLEME

En 1995, un artisan doit réaliser un socle en ébene de hauteur 30 cm et dont la base est
limitée par la courbe (I") d’équations :

{x = 2cost — cos2t [ER
y = 2sint + sin2t
A) Plan du socle
On désigne par A, B et C les points de coordonnées respectives (E ; ﬂ) (E ;— ﬁ)
gne p ’ p P 2’ 2 e 2

(=3; 0). Le pied de la hauteur du triangle ABC issue de C est noté C" et C"’ est le point
d’abscisse positive commun a (I') et x’Ox.

1. Etudier les fonctions x et y et dresser un unique tableau des variations simultanées de ces
deux fonctions.

2. Lorsque t € [0;1], préciser 'intersection de (I') avec les axes de coordonnées.

3. Soit (A ) la demi- droite d’origine C et contenant O.

a. Soit M un point de (I') de paramétre t avec t € E ; n] . Exprimer en fonction de t la pente

de la droite (CM).
b. Quelle est la valeur limite de cette pente lorsque le point M se déplace sur (I') et se
rapproche de C ? Qu’en déduit — on pour (A) ?
4. a) Déterminer le point I centre du cercle circonscrit au triangle ABC.
b) Démontrer que ( I' ) est invariante par une rotation de centre I dont on précisera 1'angle
0 avece [0; ).
5. a) Démontrer que (I' ) admet un axe de symétrie.
b) A l'aide de la question 4b), préciser les tangentes a (I" ) en A et B.
c) Tracer (T ).
B) Evaluation du volume du socle

La base du socle ne pouvant étre réalisée avec une bonne précision, I’artisan préfere tailler
un nouveau socle dont la base est une figure dont les cotés sont elliptiques.

1. L'un de ces cotés noté (E) passe par A et C”’ et correspond a une ellipse de centre 2(2;0) .
Tracer (E) et en donner une équation.
2. D désignant la partie du plan limitée par (E) et la droite d'équation

3 . . ., 'y .
(x=7 ), demontrer que I'aire de D exprimée en unité d'aire est :

A(D) =6 [iVI—tZdt
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3. a) Représenter graphiquement la fonction f définie par f(t) = V1 —t2 . On ne demande
dans cette question une étude détaillée de f.

b) On subdivise l'intervalle E ; 1] en dix sous- intervalles de méme longueur. En utilisant
la méthode des rectangles, encadre rA(D).

4. Le bois d’ébene présente la particularité d’étre de deux couleurs

Il est tres clair sur le pourtour de sa section et il est noir au ceeur de la section. La partie
claire représente environ 20 % de sa section. On admet que ces deux parties son
circulaires et concentriques .On suppose également le tronc de I’arbre cylindrique. Quel
devra étre le diametre de I’arbre pour que ce nouveau socle soit réalisable en bois
entierement noir ?

5. Sachant que le bois d’ébéne a un diametre qui augmente chaque année de 1 mm, quel est
I'dge minimal de l'arbre utilisé par 'artisan pour faire ce travail ?

EPREUVE DE MATHEMATIQUES PREMIER GROUPE. SERIE C-E
ANNEE SCOLAIRE : 1995-1996

EXERCICE : 1

Dans le plan complexe orienté muni d’un repere orthonormé direct (O; J,\?) . On considere
la courbe (C) d'équation :4x*+3y?+6y-9=0

1. a. Déterminer la nature de (C).
b. Déterminer les foyers, les directrices et I'excentricité de (C)
c. Tracer (C)( unité 20 cm )

2. Soit M un point de (C) d’affixe z=x+iy , x et y étant des réels.

a. Démontrer que|z| = % (3-vy).

3 ’
—, 0 étant un argument de z.
2+sin6

b. En déduire que|z| =
3 a) Soit M" et M"" deux points de (C ) d’affixes respectives z" et z" et ”, d’arquments
respectives 0 et 0 + 1. Calculer la distance M’M" en fonction de 6

b) Déterminer M'M"’ si OM'=2.

EXERCICE : 2
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Dans le plan orienté on considere deux points A et B.. On prendra AB = 6¢cm pour la
figure .

. . . , . MA _
Determiner et représenter I'ensemble des ( C) des points M du plan tels que ——= 3.

2. Déterminer et représenter 'ensemble des ( A ) des points M du plan tels que (MA
, MB) =X [2n].

3. a) Placer le point C image de B par la rotation de centre A et d’angle Z?E , puis le point D
tel que ﬁ%ﬁ
b) On désigne par S la similitude directe transformant A en Bet Cen D .

Déterminer le rapport et I'angle de S .

¢) On note 2 le centre de S . Exprimer

0B en fonction de 1A et donner une mesure de I'angle (m , ﬁ)
d) En déduire la position de ( et le placer sur la figure .

e) Démontrer que les points 2 ,A,C et D sont cocycliques .

PROBLEME 10 pts
A-1) Soient f une fonction numérique dérivable sur l'intervalle 10 ; +oo[ et ¢ la fonction
définie sur l'intervalle ]0 ; +oo[ par g(x) = % '

Soit (E) I'équation :xy' — 2y = Inx ; on dit que f est solution de (E) si et seulement si,
pour tout x appartenant a]0;+oo [ xf'(x) —2f(x) = Inx .

(f désignant la dérivée de f).

Démontrer que f est solution de (E) si et seulement si g est une primitive sur ]0 ;oo [ de

. Inx
la fonction : x - —; .
X

2) Quel est I'ensemble des primitives de la fonction : x — m—f ?
X

( On pourra faire une intégration par parties ).
3 ) En déduire que I'ensemble des solutions de (E) est 'ensemble des fonctions définies sur

1+In(x%)

10;+oo [ par: x—— +ax?, ou a désigné une constante réelle arbitraire.

_Lein(x) 1,
4) On désigne par ¢ la fonction : x — 4 4 Loux €e]0;+oof.

Etudier la variation de ¢ et construire sa représentation graphique dans un repere
orthonormeé.

B-1) Soit A un nombre réel strictement positif. Calculer en fonction de A l'intégrale :

Document Samba Aly CRFPE/ Sedhiou 226



Document d’appui aux cours de mathématiques en TS1

1) = [, p(x)dx
2) Montrer que, lorsque A tend vers 0, I(1) admet une limite égale a é .

3) Soit n un entier supérieur ou égal a 2 .Montrer que, pour tout entier k tel que
1 < k <n—1etpour tout réel x tel que :

3=

k+1
n

<x< ,ona:

P <) < ()

1& k 1, 18 kK
Mont : = —)<I(=)<= —) .
ontrer que n;¢(n) (n) n;w(n)
En déduire : | (1) < 1z:(/D(E) < E(0(1) +1 (E) :
n“n& " T nn n

18 Kk
4 ) Déduire des questions 2 ) et 3 ) que, lorsque n tend vers l'infini, HZgD(E) admet une
k=1

limite finie , la calculer .

13k 13 1&G, ,n 1
5 Mont :—E — ———§k2+—zln———;
) @) Montrer que nia q)(n) an® & 2ni3 (k) 4

b ) Etablir les égalités :

Zn:kz _n(n+h)(2n+1)
ka1 6 ’

n n n"
kzzl“ In(E) = In(ﬁ) )

6 ) a) Utiliser les résultats précédentes pour démontrer que la suite :n — %ln(:ll—') a une

limite que I'on précisera .

P oo n oo , ..
b) En déduire que la limite n —> o a une limite que ’on précisera.
n!

EPREUVE DE MATHEMATIQUES PREMIER GROUPE. SERIE C-E
ANNEE SCOLAIRE : 1996-1997
Exercice : 1

Soit dans I'espace un tétraedre régulier ABCD. On pose AB =a.
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1) Montrer que les droites (AC) et (BD) sont orthogonales.

2) Soit I le milieu de [AB] et (P) le plan passant par 1, paralléle a (AC) et (BD)

a) Montrer que (P) coupe les autres arétes du tétraedre en |, K, L, milieu respectives de [BC],
[CD], [AD] .

b) Montrer que IJKL est un carre.

c) Soit G l'isobarycentre de A, B, C et D. Montrer que G est le centre de 1JKL.

Exercice : 2
On se place dans un repére ortho normal (O 7,7 ).

On considere I'application f qui a tout point M d’affixe z associe le point M'd’affixe z tel
que:z'=f(z)=1+Dz+2 .

1) Donner la nature de f ainsi que les éléments caractéristiques. On notera A son point
invariant.

2) a) Donner une construction géométrique du point M'image de M par f.
b) Quelle est la nature du triangle AMM’ ?

3) Déterminer I'ensemble E des points M du plan tels que : ||07ﬂ| = ||m'|| .

4) Déterminer 'ensemble F des points M du plan tels que : OM.OM' = 0.
5) Tracer E et F.

Probléme :
Partie A
Le but du probléme est de montrer 1'inégalité suivante :

n ko ef
vne N* —_—>—
a7 2

Soit n un entier naturel positif.

Soit g la fonction définie sur R—{-11} par g(x) = In |%| -2x.

Soit f, la fonction définie sur R par f,(x) = x"e ™.

Soit ( C) la courbe représentative de § dans un repére ortho normal (0 ,7,])
1.) Montrer que (C) est symétrique par rapporta O .

2.a) Etudier g.

b) Montrer que (C) admet une asymptote oblique en plus et moins l'infini

¢) Tracer (C).
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8 L o=

1)

b)
c)

2)
3)

4)

3.) Montrer que :Vx €]0:1[, g(x) > 0.

Partie B.

Montrer que : In (—f ”(x+n)) =ng (5)

fn(x—n) n
En déduire que : Vx € 10:n[ , f(n+x) > f(n—x).
Soit F une primitive de f sur R de f, .
Montrer que (x = FE,(n+ x) ) est une primitivede (x = fy(n+x)) et que (x =
—F,(n— x) ) est une primitivede (x - f,(n—x)) .
En déduire les égalités : f: f, (®dt = fon f, (n—t)dt et
[ fu @®dt = f) f (0 + Dt
En déduire que : f: f, (®Odt < fnzn f, (®Oadt .
Partie C
Pour tout réel x € R*, on pose I,(x) = f:ﬁq(t)dt )

Calculer I;(x) .

Donner une relation entre I,,.,(x) et I,(x) .
Montrer que par récurrence que : foxﬁq(t)dt = n!(l—e’xknox?kl) :
En déduire, pour n fixé, que : limx_)+oo(f:f;,(t)dt) =n !j
En déduire, a l’aide du BJ4), que : 2 fonf;l (Hdt < fnzn f, (Odt<n!.
En déduire, a l'aide du C] 1c) et 3), que : kn nrkl >% .

= k!

EPREUVE DE MATHEMATIQUES PREMIER GROUPE. SERIE C-E
ANNEE SCOLAIRE : 1997-1998

EXERCICE : 1

Soit fla fonction numérique définie par f(x) = In[x + VxZ + 1] .

Démontrer que f est une fonction impaire.

Etudier cette fonction f.

Représenter graphiquement la fonction gz définie sur [—2; 2] par

g(x) =3+ f(x).

Soit gy la fonction définie sur [—=2;2] par gn(x) = h + f(x) ou h est un réel strictement
supérieur a 2.

a , 3 sont des réels vérifiant 0 < a < f < 2. On désigne par :

D, le domaine plan limité par la courbe C représentative de gy, , l'axe des abscisses et les
droites d’équations (x = a) et (x = —a) .

Dg le domaine plan limité par la courbe C, I'axe des abscisses les droites d'équations

x=a), x=—a),(x= B)et(x=—-B);
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b)

c)

a)
b)

c)

A)

1)
2)

D, le domaine plan limité par la courbe C, I’axe et les droites d'équations
(x=B),x=2),(x==-2),(x=-p).

Sur la figure faite en 1.b) ; représenter les domaines Dy , Dg et D, .

Dg U D, U D, est une cible. Un joueur vise cette cible et I'atteint.

Les probabilités p(D,), p(Dﬁ)et p(Dy) pour qu’ils atteignent les zones Dy, , Dg et D, sont
proportionnelles a leurs aires.

. . . .. P . _ l
En notant k le coefficient de proportionnalité, demontrer que : hk = - .

Trouver alors a et § pour que I’on soit en situation d’équiprobabilité.

EXERCICE : 2

Dans le plan orienté (P), on donne deux points Oz et O et on désigne par r1 la
rotation de centre O1 et d’angle g et par r2 la rotation de centre O et d’anglez?n. Pour

tout point M de (P), on note M1 I'image de M par r1 et Mz 'image de M par 2

a) Démontrer que le milieu | du segment [MMz] est un point fixe pour

12 or1.

b) Construire soigneusement | et prouver que | est situé sur le cercle de diametre [O10:]
(on prendra 0102 = 10 cm).

2. Soit H le projeté orthogonal de O1 sur la droite (MM).

Préciser les éléments caractéristiques de la similitude directe S de centre O1 qui
transforme H en M.

Démontrer que M, M1, M, sont alignés si et seulement si H est situé sur le cercle de
diametre [O1]].
En déduire I'ensemble (C) des points M du plan (P) pour lesquels M, M1, M sont alignés.

3a) Exprimer M1iM en fonction de O1Mi puis MiM: en fonction de O2M;.

b) Ol se situe My lorsque I'on a I'égalité MiMz=v'3 MiM ?
c) Trouver ( A ) ensemble des points du plan (P) tels que MiM: =V3 MiM.

PROBLEME :

X

Soit ¢ la fonction numérique définie par : ¢(X) = )2 ,Six>0et@(0)=0

In x

Démontrer que ¢ est une fonction continue sur son ensemble de définition.
a)Etudier la dérivabilité de ¢ en 0.
b) Dresser le tableau de variation de la fonction ¢ .

3) a) Etudier le comportement asymptotique de ¢ pour les grandes valeurs de
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1)
b)
2)

3)

b) Préciser la tangente (T) a la courbe (C) représentative de ¢ au point d’abscisse e.
c)Tracer (C) et (T) dans un repere orthonormé d’unité 1 cm.

4) Démontrer que 'équation ¢(x) = e admet exactement deux solutions dans
Uintervalle ]1; +oo[ et que I'une de ces solutions est comprise entre e et .

B) Dans cette partie, on considere la fonction f définie par :

f i1 4ot—> R
gy ra
x e Int

Le but de cette partie est de representer graphiquement cette fonction sans connaitre
'expression explicite de f(x).

a) Justifier I’existence de f .
Démontrer que f est croissante sur ]1; +oo[
a)Etablir que pour tout réel t appartenant a ]1; +oo[ona: Int <t—1.

b)En déduire une minoration de f (x) lorsque x > e . Préciser alors la limite de f(x)
lorsque x tend vers +oo.

c)De fagon analogue , calcluer la limite de f(x) lorsque x tend vers 1 par valeurs
superieures .

a) Soient a et b deux réels tels quee < a <b.
Etablir que : e o fbﬁ <za
Inb a int lna

. ~ . N N ~ X—u
b)Soit x un réel strictement supérieur a e . Démontrer que :Vu/ e<u<x, —<

nx
X—U
< -
f)<u+ — .

c)Résoudre l'inéquation ¢(x) < x. Justifier que I'on peut prendre u = ¢ (x) lorsque x > e*
@ Inx (x) < [ M] Inx

. . 4 —
. Etablir alors que : V x>e* |1 x lmew)

Inx

Lo . Inx _
oD 1. Eten déduire que : lim " flx) =1.

d) Démontrer que :  lim,
e)Vérifier que l'on a I'égalité : ¥ x>e* , f(x) = % [1+ e(x)] aveclim,, e(x) =0
f) En déduire le comportement asymptotique de la fonction f lorsque x tend vers +oo.

4) a) On cherche a obtenir une valeur approchée de f(2) :

Soith:t—— at+b lafonction telle que h(e)=1 et h(2)=$ .
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1)

2)

1)

2)
3)

Calculer les réels a et b et donner deux valeurs approchées de ces réels a 10-3 prés .

On utilisera ces valeurs approchées pour la question 4b).

b)On prend alors f(2) = f: h(t)dt. Calculer cette valeur .

5)a) Donner le tableau de variation de f .

b) Construire la courbe représentative de cette fonction .

EPREUVE DE MATHEMATIQUES PREMIER GROUPE. SERIE S1-3
ANNEE SCOLAIRE : 1998-1999

EXERCICE : 1

Le plan est muni d'un repére orthonormé (0,7, ) unité 2cm. On considere I’ensemble
(E) des points M d’affixe z tels que : |z — 1 — i| = i lz+iz—8(1+ 1| (1)

a)Montrer que I’ensemble des points M d’affixe z tels que

z+ iz —8(1 + i) = 0 est une droite (A) .

b) En interprétant géométriquement I'équation (1), démontrer que (E) es une conique de
foyer le point F d’affixe 1 + i, de directrice la droite (A) et d’excentricité Ya.

a)Préciser I’axe focal (D) de (E).

b) Vérifier que les points A et A" d’affixes respectives 2+2i et -2 - 2i sont deux sommets de
(E).

c)Placer ces éléments sur une figure et construire géométriquement les sommets de (E)
situés sur I'axe non focal.

d) Donner 'allure de (E) en précisant les tangentes aux sommets.

EXERCICE : 2

On considere, dans le plan euclidien orienté, un triangle ABC équilatéral direct ; on note
H le pied de la hauteur issue de C, Hy le projeté orthogonal de H sur [AC].

HiA
a)Calculer le rapport ﬁ

b) Déterminer les centres des similitudes directes planes d’angle nul ou plat transformant
Aen C.
Déterminer l'ensemble des points M du plan tels que : MC = 3MA.

Construire le centre (2 de la similitude plane directe s de rapport 3 et d’angle —% telle que
S(A)=C.

EXERCICE : 3
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Soit ABCD un tétraédre réqulier. G son centre de gravité et H celui du triangle BCD. On
note I, ], K, et L les milieux respectifs des segments [AD], [BC], [AC] et [BD] .

1. -a) Démontrer que les droites (I]) et (KL) se coupent en G.
-b) Démontrer que la droite (CG) perce le plan (ABD) en H.
-c) Placer sur une figure les données précédentes.

2. Soient S, la réflexion par rapport au plan (BIC) et S, la réflexion par rapport au
plan (ALC). On pose r=S, o S; .

a. Montrer que (BIC) est le plan médiateur du segment du segment [AD] ; en déduire
les images de A et de D par S,.Déterminer de méme les images de B et de D par S, .

b. Déterminer les images des points A, B, C et G par r.
c. Démontrer que r est une rotation dont on déterminera I’axe et I'angle.

PROBLEME : 10PTS

2x2

———In(1+ x?).
a. Etudier les variations de g et déterminer sa limite en +oo . En déduire que I'équation g(x)

1. Soit la fonction g définie sur R, par : g(x) =

= 0 admet une solution unique a dans l'intervalle ]1; +oo[ . Prouver que i <a<?2.

b. Préciser le signe de g(x) surR,.

2. Leplan est muni d'un repére orthonormé (O, T, J) (unité 2 cm ) Soit la fonction f définie
sur Rpar: f(0)=0 et six#0 f(x)= M.
On note (C) la courbe représentative de f .

a. Démontrer que la fonction f est impaire et dérivable en 0.

b. Etudier les variations de f sur R et calculer sa limite en+oo. Dresser son tableau de
variations.

c. Démontrer que pour tout réel x , x> —1, on a: In(l+x) < x. En déduire la position
relative de (C) et de sa tangente a I'origine O. Tracer la courbe (C).

3. On note F la fonction définie sur R par : F(x) = J-OX f(t)dt .

On ne cherchera pas a calculer l'intégrale.

a. Soit v un réel strictement positif. Montrer que F(r) et F(-r) sont les aires des parties
isométriques du plan . En déduire la parité de F .
Déterminer les variations de F sur [0;+oo] .

. 1 7. oy N
b. Démontrer que 0 < F(1) < 7 en utilisant la position de (C) par rapport a sa tangente en

0.
c. Démontrer que pour tout réel strictement supérieur a 1.

In£t2)§ In(ltthz)S In(ftz)

) . xInt
d. Soit un nombre réel x, x = 1. Calculer .[1 Tdt .
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1)

2)

3)

4)
5)
d.
e.
f
6)

En déduire les limites de F(x) et de @ lorsque x tend vers +oo .

EPREUVE DE MATHEMATIQUES PREMIER GROUPE. SERIE S1-3
ANNEE SCOLAIRE : 1999-2000

EXERCICE : 1

Déterminer I’ensemble des solutions définies sur R de I'équation différentielle : y" +y =

0 (D).

Etant donnée une fonction numeérique de variable réelle, g, deux fois dérivables sur R*

vers R par:V x € ]R*;f(x)=xg(§).

1
Exprimer f”(x) en fonction de g(;] et de x.
On considere I'équation différentielle : y"'= —i4 y(2)
X
a) Démontrer que la fonction g deux fois dérivable sur est solution de (2) si et seulement
si la fonction f définie par V x € R* f(x) = xg G) est solution de (1).

b) En déduire l'ensemble des solutions de (2) définies sur chacun des intervalles ]—oo; 0[
et ]0;+oo .
Soit g une solution de l'équation (2) définie sur ]0; +oo[ . Déduire de ce qui précéde une

primitive de la fonction : X — i4 g(x)
X

EXERCICE : 2

Soit u la fonction définie par (x) = fox 11; .

Prouver que u est dérivable sur R et calculer u’(x) .

On pose pour tout réel x de ]— g; + g[ f(x) = u(tanx).
Montrer que f est dérivable et calculer f(x) pour x € ]— g; + g[ :
En déduire que f(x) = x pour tout x de ]—g; + g[

Calculer Ip= [ -2

0 1+t2°

Soit (I) la suite définie par In=f01

n
“—dx.sin# 0etl;=".
1+x 4
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C.

d.

1)

2)

Montrer que Ipp+ Ip+2= Tlﬂ . Calculer alors I, Is, Is .

Montrer que pour tout entier p : 0 < Ipp< ﬁ. En déduire la limite de Iz lorsque p tend
vers +oo.
EXERCICE : 3

ABCDEFGH est le cube ci-dessous représenté. O est son centre, I est le milieu de [AB], |
le centre de gravité de la face DCGH.

a) Montrer que (ABG) est le plan médiateur des segments [ED] et [FC] .

b) Onnote Sy, S, et Sz les réflexions dont les plans respectifs sont (ABG) , (BCH) et
(10]) . Veérifier que ces réflexions laissent invariant le cube ABCDEFGH.

On considere 'application f telle que f=S; < S, :

Prouver que f est une rotation d’axe (BH).

En orientant le plan (ACF) par BH , déterminer la restriction de faceplan . En déduire
I'angle de f.

Soit v le demi —tour d’axe (Ol) et g l'application 1o f .

En décrivant r comme la composée de deux réflexions judicieusement choisies
déterminer la nature de g.

Déterminer les éléments caractéristiques de g.

PROBLEME:.

Le plan affine g est muni d’'un repere ortho normal (O; U; V) ; on note C* I'ensemble des
nombres complexes non nuls ; §* désigne le plan g privé de 0.

Soit I'application f de C* dans C définie par f(z) = %(z - i) , on note F I'application
de g dans  qui d tout point m de §* d’affixe z fait correspondre le point M d’affixe Z =
f@).

a) Déterminer I'ensemble des points invariants par F.
b) Soit M(Z) un point de §* non invariant par F. Montrer que M est I'image par F de
deux points mi et ma de §* . Veérifier que M est milieu de [mim;].

c)On note A (1+1), placer A et (1—_:1) , en déduire la construction de l'image A’ de A par F
Dans cette question on cherche l'image de l'axe (0;u) privé de O.

Soit ¢ la fonction numérique définie par : @(x) = %(x - l) .

X
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b)
3)

a)

1)

2)

Etudier les variations de ¢ .
En déduire I'image par F de l'ensemble des points de I’axe réel de ™ .
Recherche de 'image du cercle de centre O et de rayon 1.

Soit z un nombre complexe non nul distinct de i et de —i d'image Z par f, exprimer il
Z-1

. z+i
en fonction de — .
zZ—1

En déduire une relation entre (W, m—U;) et (W, W) ou U et U’ sont respectivement
U(i) et U’ (-i).

Soit (I') le cercle de diametre [UU’].

Montrer que l'image M de tout point m de (I') est un point de [UU'].

Soit M un point de [UU'], vérifier que M est I'image de deux points de (I')

Quelle est donc l'image par fde (I') .

Recherche de 'image d'un cercle (I'") de centre O et de rayon r# 1. Soit m un point de
(I'") d’affixe z.

Déterminer la partie réelle et la partie imaginaire de Z en fonction du module r et d'un
arqument 0 de z.

En déduire que M est un point d'une conique E, dont on donnera la nature.

Donner les éléments géométriques de E» et construire Eo.

Image de D* = D — {0} ou D : y=x.

Ecrire une équation paramétrique de D* . En déduire les coordonnées X et Y du point M
image de Im par F.

Montrer que M appartient a une hyperbole dont on précisera une équation.

Epreuve premier groupe 2001 : Baccalauréat Séries S1-S3
Durée 4 heures
Exercice 1
Dans l'espace rapporté a un repere orthonormé (0; €y, €,,€3) , on donne les points

C(—%,0,0) ) D(+§,o,o) et E(0,1,0).

a) Déterminer I’ensemble des points M(x, y, z) tels que : ||W A W” = ||W|| :
b) Déterminer l'intersection (4) de (I') avec le plan (0; €,, €3) ;
a) Montrer que les points de (I') sont a égale distance de E et de la droite (CD).

Montrer que l'intersection de (I') et du plan d’équation z = 0 est la parabole de foyer E et
de directrice (CD).

Exercice 2
Dans le plan orienté, on considere un carré MNPQ de centre O.

Soit I un point de [NP] distinct de N.
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On note ] le point d’intersection de (MI) et (PQ). La perpendiculaire (A) a (MI) passant
par M coupe (NP) en K et (PQ) en L.

Faire une figure avec NP=5 cm ; NI= 2 cm (On placera (NP) < verticalement > c'est-
a-dire parallelement au grand coté de la feuille)

Soit R le quart de tour direct de centre M.

Déterminer I'image de la droite (NP) par R.

Déterminer les images de K et I par R.

Quelle est la nature des triangles KM] et IML ?

On note E le milieu du segment [IL], F celui de [JK] ; soit s la similitude directe de centre

M d’angle % et de rapport g
Préciser les images de K et de I par s.

Quel est le lieu géométrique du point E quand I décrit [NP] privé de N.
Déduire de ce qui précede que les points O, N, E et Q sont alignés.

Exercice 3

Le plan est rapporté a un repére orthogonal (O; G;\?) direct .

On considere les points A(-1,0) et I(4 ;0) . Soit (E ) ellipse de centre I dont A est un
sommet et O un foyer.

Déterminer les autres sommets de (E ).

Calculer l'excentricité de (E ) et donner une équation de sa directrice associée au foyer O
dans (Q3U:V),

Donner une équation de (E ) dans (O; a;\7) .

Tracer (E ), préciser les points d'intersection de (E ) et de droite (O;v)

Soit dans C I'équation d'inconnue z : z* — 2(4 + 5¢0s0)z+(4cos0 + 5) = 0 ou 6 est un
parameétre réel.

Résoudre cette équation pour 6€[0; 1].

Lorsque 0€]0; [, on note z, la solution dont la partie imaginaire est strictement positive
et z, l'autre solution.

Soit My et M, les points d’affixes respectives z; et z, .Déterminer les coordonnées de M,

en fonction de 6 dan s (O; J,\?) . En déduire I’ensemble des points My , puis celui des points

M, lorsque 8 varie dans ]0; rt|.
Probleme

Le probleme propose I'étude d'une famille de fonctions (partie A.) , d'une suite (partie B.)
et d'une courbe définie (partie C.) définies a partir des fonctions .

A .Etude d’une famille de fonctions.
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On considere , pour tout n de N* , la fonction f,, , a valeurs dans R , définie sur l'intervalle
Inx

10, +oo[ par: f,(x) = —

xm

1. Déterminer les limites de f,, aux bornes de l'intervalle 10 , +oo[. Etudier les variations de f,

2. Construire la courbe C, représentative de la fonction f; dans un repere orthonormeé.
Préciser ses asymptotes.

3. Pour tout réel x supérieur ou égal a 1. On pose : I, (x) = flx fr(®)dt

a. Calculer I (x).

b. En utilisant une intégration par parties , calculer I,(x) en fonction de n et de x , pour n
supérieur ou égal a 2 . Déduire de ce résultat la valeur de l'intégral fzx f2(t) at

c. Soit n un entier naturel non nul fixé. Calculer la limite de I,,(x) quand x tend vers +oo
.(On distinguera deux cas n=1 et n> 2). Calculer la limite quand x tend vers +oo de

fzx f2 (t) dt

B. Etude d’une suite définie a partir de f,,.

On considere la fonction f, définie en A. par : f,(x) = l:—;c

1. Montrer que pour tout entier naturel k, k= 2. :

k+1

fLk+1)< fk f2(t)dt < f,(k).(On peut utiliser le sens de variation de f,).

2. On considere la suite S définie par son terme général :

__In2 In3 inp
Sp=mt ottt

m~; ot p est un entier naturel supérieur ou égal a 2.

a. Montrer que la suite S est croissante .

b. En utilisant B.1, montrer que : S, — l:—zz < fzz @) dt <S5, — lZ—f et en déduire un

encadrement de S,, .
c. En utilisant la valeur de fzp f2(t) dt trouvée en A., montrer que la suite S est majorée.

d. Montrer que la suite S est convergente et que sa limite L vérifie : % +

2L +2

2 4

C. Etude d’une courbe définie para métriquement a partir de des fonctions de f,,.

x = f1(t)
On considere la courbe I , définie para métriquement par :

y=L®

Ol test un réel appartenant a l'intervalle [1;10].
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a. Représenter dans un méme tableau les variations des deux fonctions qui d t associe
respectivement x(t) et y(t).

b. Représenter la courbe I} dans un repere ortho normal (0,7, J ) (unité 20cm). Préciser les
points de I3 en lesquels les tangentes sont paralleles a l'un ou l'autre des axes de
coordonnées.

Epreuve premier groupe 2002 : Baccalauréat Séries S1-S3
Durée 4 heures
Exercice : 1
On poseQ(z) =2° — (i +2icos )z’ —(1+cos @)’z +i(l+cos’ @) o ou z désigne nombre
complexe, i I'unité imaginaire pure, & un nombre réel tel que O < o < z.

Les trois racines de Q(z) sont désignées sont désignées par a, b et c respectivement. On
veut déterminer les racines de Q(z) de deux fagons différentes.

lere facon

1. Sans calculer a, b et ¢, calculer (a+b+c), (ab+ca+cb) et abc.

2. Sachant que la somme de deux de ses racines est égale a 2icosa ; Utiliser les résultats
précédents pour résoudre | équation Q(z)=0.

2ieme facon

3. Montrer que Q(z) a une racine imaginaire pure que l’on déterminera.
4. En déduire les autres racines de Q(z).

5. A étant la racine de Q(z) dont la partie réelle est positive, donner son module et son
argument en fonction de a.
Q:uv) ; Soit f la similitude directe de
6. Le plan est rapporté a un repéré orthonormé
centre & d’affixe c, ¢ étant la racine imaginaire pure de Q(z) et qui transforme le point B

d’affixe b en A d’affixe a. Donner I'écriture complexe de  Déduire de cette écriture que f
est une rotation de centre ®

Exercice 2
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I

a)
b)

N

On dispose de deux dés tétraédriques notés A et B .Les quatre faces de chacun d’eux sont
numeérotés de 1 a 4.Lorsqu’on jette un dé , on note le numéro de la face cachée du dé ( on
suppose que le dé ne peut tomber que sur une face ) .Pour le dé A, les quatre numérotés
ont tous la méme probabilité d’étre cachés . Pour le dé B , la probabilité P; de noter le
numeéro est proportionnel d i.

Calculer les probabilités P, ,P,, P3 et P, pour les quatre faces du dé B.

On lance les deux dés .On note i le numeéro caché du dé A et j le numeéro caché dé B. On
suppose les lancers indépendants .On note P(i, j) la probabilité de noter i pour le dé A et j
pour le dé B.

Montrer que P(1,1)=P(2,1)=P(3,1)=P(4,1)=;
Déterminer les probabilités P(i, j) pour les nombres i et j compris entre 1 et 4.
On appelle Z la variable aléatoire définie par Z(i,j) est le plus grand des nombres i et j

Quelles sont les valeurs prises par Z ?
Déterminer la loi de probabilité de Z et son espérance mathématique E(Z).

Exercice 3
Le plan (P) est rapporté orthonormé (0;u; V) .

On considere la courbe (H) d'équation x* —2y? =1.

Justifier que (H) est une conique dont on donnera un foyer, la directrice associée et
I'excentricité. Construire (H).

On étudie en fonction du temps t le mouvement du point M(x,y) , du plan tel que :

1 \
X = out € [O;E[
cos2t 4
1

y =
V2
Montrer que la trajectoire (I") de M est une partie de (H) que I'on précisera.

tan2t

Déterminer les coordonnées du vecteur vitesse V et en déduire la tangente a (I') au point
d’abscisse 2.
Déterminer les coordonnées du vecteur vitesse.

Probléme :

Soit la fonction définie sur R, — {1} par:
{f(x) =$ six #0
£(0) =0
Montrer que fest continue sur R, — {1} . Etudier la dérivabilité en 0
Etudier les variations de f.
Construire la courbe de ( C) représentant la fonction f dans le plan muni d’un repeére ortho
normal . On fera figurer la demi- tangente en 'origine du repeére .
Dans cette partie on étudie
la fonction H définie par une intégrale qu’on ne cherchera pas a calculer . On pose
H(x) = f\;;f(t)dt pour tout x de R, — {1} .
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1. a. Justifier I'existence de H(x) sur Ry — {1} .
b. Etudier le signe de H(x) sur R} — {1} .
Déterminer H'(x) pour tout réel x de R} — {1} .

3. Montrer qu’il existe un réel M tel que pour tout réel x de [0; %] ,onait [f(x)| <M . En
déduire la limite de H en 0 .

x dt .
4. a.Ondonne K(x) = [ V% ime: Montrer que K est ime fonction constante .
. x—
b. Montrer que la fonction g telle que g(x) = — admet un prolongement ¢ par

continuité en 1. Montrer que lim,._,, (f\;;(p(t)dt)= 0 et en déduire la limite en 1 de la
fonction (H - K') puis celle de H .

c. Montrer que pour tout réel x > 0et x #1,0na T H(x) < M En
Inx lnx

déduire la limite en +oo de H puis la limite en 0 et en +oo de | a fonction [x - %] .

Interpréter graphiquement ces résultats ;
d . Dresser le tableau de variation de H .

Epreuve premier groupe 2003 : Baccalauréat Séries S1-S3
Durée 4 heures
Exercice 1

Dans le plan orienté , (C ) est le cercle trigonométrique .Atout point m de (C ) on associe le
point M symétrique du point A d’affixe 1 par rapport a la tangente en m au cercle (C)
.ON cherche a construire l'ensemble I' des points M lorsque m décrit (C ).

5. Montrer que I'axe des abscisses est un axe de symétrie de I.

6. Pour un point mde (C), soit t une mesure de 'angle (&\, CW”I) . Montrer que les
coordonnées x(t)et y(t) de M sont telles que
x(t) = 2cost — cos2t
{y(t) = 2sint — sin2t (1)
7. On doit donc construire la courbe paramétrée I' dont (1 ) est un systeme d équation
paramétrique , le réel t parcourant R.
e. Etudier les variations de x(t)et y(t) , sur [0; m].
Montrer que pour tout t # 0(r) , un vecteur directeur de la tangenteen M a T est

- 3t . 3t
u(cos—,sin—).
2 2
8. Soit M un point de I de parametre t ;a(t) le coefficient directeur de la droite (AM).
Déterminer la limite ay de a(t) lorsque t tend vers 0.(On admettra que a, est la pente de la
tangenteen Aal )

h. Déterminer les points ou la tangente est parallele a un des axes du repere.
8. Tracer la courbe I' .

Exercice 2
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1)

2)

3)

b)

Soit ABCD un losange de centre Q.Le cercle (T) de centre O circonscrit au triangle BCD
recoupe (OC) en E. Soit G l'isobarycentre des points A, B, C, D et E ; et | celui des points
Oet Q.

1.a) Démontrer que G est le barycentre de chacun des systemes {(Q; 4); (E; 1)}
et{(J;4); (4; 1)}.

b) Soit f I'application du plan dans lui-méme associant a tout point M le point M’ défini
par

AMM' = MA+ MB + MC + MD + ME. Déterminer la nature de f et préciser ses éléments
caractéristiques. Quelles sont les images de E et de A par f ?

2.) Soit r la rotation de centre O et d’angle 0 = ((f;(ﬁ) et s=rof
a.) Démontrer que s est une similitude directe plane. Préciser son angle et son rapport.
b.) Construire H=s(G) et L=s(A).

c.) Démontrer que les centre I de la similitude s appartient aux cercles circonscrits aux
triangles OGH et OAL. Construire le point I.

Exercice :3

Soit A une droite de l'espace, F un point n’appartenant pas a A, K le projeté orthogonal de
F sur A et A un point de A tel que AK = 1.

On se propose d'étudier quelques propriétés de 1'ensemble (I") des points M de I'espace
tels que ||W|| = %”W/\W” .

a) Montrer qu'un point de 'espace appartient a (I') si et seulement si
IMF]| = - |[MKAKA]| .

MF
d(M.0)

b) En déduire que M appartient a (I') si et seulement si = % ; ou d(M,A) designe la
distance du point M a la droite A .
Déterminer 1’ensemble des points du plan (P1) de repere (K,KA,KF) tels que ||W|| =
L|[MEAMA] .
Soit (P2) le plan passant par K et perpendiculaire a A .
Montrer qu'un point M de (I') est un point de (P2) si et seulement si :

MK.KA=0
{MF = > MK|sin(MK ,KA)|
En déduire que l'intersection de (I') et (P2) est I'ensemble des points de (P2) tels que MK =
2MEF . Déterminer alors la nature de cette intersection .

Probléme : 9 pts
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A) Soit @ la fonction numeérique définie par : {

1)

B)

1)

2)

b)

3)

1
#(x) = exp (_x_z) six #0
9(0) =0
a) Montrer que @ est continue et dérivable sur R .
b) Etablir que pour tout réel x ,ona : 2¢(x) = x3¢'(x) (1)
2) Etudier les variations de ¢ et tracer sa courbe représentative dans le plan muni d’un
repére orthonormé (0 ,7,]) (unité graphique Icm ) .
On précisera les points d'inflexions éventuels .

Flx) = Jo p®)at

@(x)

Soit f la fonction définie sur R par : six #0

f(0)=0
Dans cette partie, on se propose d’étudier f et sa dérivée au voisinage de 0 .
a) Etablir que f est impaire et dérivable sur R™ .

b) Montrer que pour tout réel x strictement positifon a : fox p(t)dt < xp(x).
c) En déduire que f est continue en 0 .

Pour tout entier naturel n et tout réel x on pose J,(x) = fox t"@(t)dt pour n non nul et
]O(x))

Jo(x) = [y @(t)dt . (On remarquera que f(x) = v

En utilisant la relation (1) et en intégrant par parties , montrer que pour tout n de N :
25 () + (n+ 3]p42(x) = x"E(x) (2).

En déduire que pour tout entier naturel n et tout x de R} ona:
1
Ja(@) < 2xm3(x)
1
Jra () < 2230 (x)

. f
En déduire |IrE1+ % puis que est dérivable a droite de 0 . Montrer que f est dérivable en 0

et déterminer f(0).
a) En utilisant la relation (2) , montrer que
Jo(x) = %]4(96) + (%x3 —ZxS) o(x) .
b) En déduire que lim f(;() — 1
x=>0 X 2

c) Montrer que pour tout x # 0, f'(x) =1—% f(X) .En déduire que f est continue en 0 .

Epreuve premier groupe 2004 : Baccalauréat Séries S1-S3
Durée 4 heures
Exercice 1

On considere le cube ABCDEFGH d’aréte 1 représenté ci-dessous.
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1.

MR o

=

s

Soit L, le centre du carré ABFE et | le milieu de [AL].Soit la similitude directe du plan
(ABF) telle que f(A)=L et f(B)=].

Déterminer I'angle et le rapport de f .

Construire E'=f(E).Montrer que f(F) est le milieu du segment [AB] .

Soit 0 le centre de la similitude f. Montrer que les points 2, A, L et E d'une partet (2,
A, B et | d’autre part sont cocycliques . En déduire une construction de (2 .

Montrer que les droites (£24) et (2E) sont orthogonales .

On désigne par I le milieu du segment [FG] et toujours L le centre du carré ABFE.

Vérifier que CL =IHAIB. En déduire I'aire du triangle IHB.
Calculer le volume du tétraedre BCIH et en déduire la distance du point C au plan (BIH).

Exercice 2

On dispose de deux urnes Uy et Uz . L'urne U; contient 2 boules blanches et 4 boules

vertes. L'urne U> contient 4 boules blanches et 2 boules vertes .

Dans chaque urne les tirages sont équiprobables et les urnes ont la méme probabilité d’étre
choisies .On choisit au hasard 'une des urnes et I'on extrait une boule que I'on remet dans
aucune urne ; si la boule est verte , on recommence le tirage dans la méme urne ; si la

boule est blanche , on recommence le tirage dans I'autre urne .

Montrer que la probabilité de tirer deux boules blanches est g .

Soit X la variable aléatoire qui prend +1 si on obtient deux boules de la méme couleur et -
1 pour deux couleurs distinctes .

Donner la loi de probabilité de X , son espérance mathématique E(X) et son écart - type
o(X).

On dit que I'on a obtenu un succes si les deux boules sont de méme couleur .On répete
'expérience précédente 5 fois de suite . Y est la variable aléatoire qui prend pour valeur le
nombre de < succés > parmi ces 5 épreuves .Quelle est la probabilité p d’avoir 4 succes
exactement ?Donner une valeur approchée de p a 101 prés par exceés . Calculer E(Y) et

o(Y).

Exercice 3
) n (_1)k
Pour tout entier n> 1 on pose : U, = 2+22 .
—~' 2k +1
11 2
1) Etabli u,—2 dx| < ,
) Btavir que (d, J‘01+x2 2n+3
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2)

b)

1)

2)

b)

c)

3)

4)

b)

1
1+x2°

Soit [ = fol @(x)dx avec p(x) = On désigne par F la primitive de ¢ nulle en 0 et

soit G la fonction numérique définie sur ]—% ; g[ par G(v) = F(tanv).
Montrer que G est dérivable et déterminer sa dérivée G'. Quelle est la valeur de G ?

En déduire la valeur de | puis montrer que la suite u, est convergente et déterminer sa
limite .

Probléme :

Le plan (P) est rapporté ortho normal (0;U; V) ; le point de coordonnées (x ; y) est
caractérisé par son affixe z = x+yi. Soit a un réel tel que |a| > 1. On désigne par A, B, I et
] les points d’affixes respectives a , -a, 1 et -1; Soit F, I'application de (P) privé de A dans

az—-1 |

(P) qui, au point M d’affixe z associe le point M’ d’affixe Z = ;

a—z

Le probléme est consacré a I'étude de 'application F, et a la détermination d’ensemble
d’images de configurations du plan par F,.

a)Montrer que F, admet deux points invariants que I'on déterminera.
b) Montrer que F, est une bijection de (P) privé de A dans (P) privé de b et que la bijection
réciproque notée F-1, est telle que F1, = F.,. Dans toute la suite du probléme, on suppose
qu'a>1.
Soit M un point de (P) d’affixe z non réelle et M’, son image par Fa.
Vérifier que (Z+a) (z- a) = 1-a’.
On considere le cercle passant par M et I et dont le centre est situé sur I’axe des
ordonnées ; (on remarquera que ce cercle contient aussi le point | ) . La droite (AM) coupe
ce cercle en un point d'affixe 2’ ( qui peut étre confondu avec M). Montrer que AM.AN =
Al 4]
Vérifier que deux vecteurs U, et U, d’affixes respectives z1 et z, sont colinéaires si et
seulement si 71) @=z1.5 . En déduire que (z-a)(z' — a) = a® — 1 puis que M’ est le
symétrique de N par rapport a 'axe des ordonnées .
a)En utilisant les résultats de la question 2) , donner une construction géométrique de M’.
b)Quelle est I'image par F, d'un cercle contenant les points I et | ? ( on pourra remarquer
que le centre d’un tel cercle appartient a I’axe des ordonnées )
On cherche I'image par F, d'une droite passant par O .

. . - . ~ o gy ax—1 .
Soit g la fonction définie pour out réel x distinct de a par : g(x) = —— Etudier les
variations de g (on rappelle que a >1) .En déduire :
L’ensemble image par Fa du segment []1].
L’ensemble image par F, de I’axe des abscisses privé de A .

. . , -1 ..
On désigne par C le point de (P) d'affixe — . Pour z distinct de 0 et a , montrer que

Z+:
arg( ) = argz[2n].

—a
Z+a
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c)

5)
a)
b)

c)

En déduire que I'image par F, d"une droite passant par O et distincte de I’axe des abscisses
est un cercle passant par B et C, privé de B . Préciser les cas particuliers de I'axe des
ordonnées .

Soit r un réel strictement positif . On note (I.) le cercle de centre O et de rayon r .
MiIC r

MIB  a’

En déduire que pour r distinct de a, si M décrit (I}.) , M décrit un cercle que l'on

Montrer que si M est un point de (I}.)d’image M par F,, on a:
précisera .
Déterminer l'image du cercle (I7,) .
Epreuve premier groupe 2005 : Baccalauréat Séries S1-S3
Durée 4 heures
Exercice 1

Soit h la fonction définie sur 10; +oo[ :h(x) = xlnx, et (F) l'ensemble des fonctions
numeériques f, dérivable sur ]0; +oo[ , et telles que pour tout t de ]0; +oo[ et pour tout
x de |0; +oo[ ,

(1) f(tx) = tf (x) + xf(¢).

1)

2)
3)
a)

4)

3)

Démontrer que pour tout réel k fixé la fonction kh appartient a (F). O appartient a
(F).On rappelle que ( (kh)(x)=kh(x) ) .
Démontrer que si f appartient a (F) , alors f(1)=0. (On remarquera que 1=1X 1 )
Pour tout x de ]0; +oo[ , on pose g(x) = %
Démontrer que si, f appartient a (F) , alors pour tout x de ]0; 4-oo[

xf'(x) = f(x)+xf'(1).
b) on suppose que f appartient a (F) , déduire du a) une équation différentielle vérifiée par
la fonction g .
Déterminer toutes les fonctions vérifiant la relation (1).

Exercice 2

Soit (0,0_A,)O_B,)O_C:) un repere orthonormeé direct orienté ; M(x , y ,z) un point de
'espace , H son projeté sur le plan (ABC) et K son projeté sur la droite (AB).

On désigne par G l'isobarycentre de A, B et C.
Montrer que la droite (OG) est orthogonale au plan (ABC).
1

Veérifier que MA.0G = MH. 0G ; en déduire que |WO_G)| = ﬁMH :

Calculer en fonction de x , y et z la distance MH du point M au plan (ABC) .

a) Exprimer MK en fonction de ||WW”

b)En déduire que MK=%\/ZZZ +(1—x—y)2

On se place dans le plan (OAB) et on considere I'ensemble © des points de ce plan qui
sont équidistants du point O et du plan (ABC).
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a) Montrer que (C) ne contient aucun point de la droite (AB) .
b) Soit M un point de (OAB) n’appartenant pas a (AB).Calculer la valeur du rapport % .

c) En déduire que (C) est une conique dont on donnera , un foyer , la directrice associée et
'excentricité .

PROBLEME :

PARTIE A : Soit k un réel strictement positif et fil'application numeérique définie sur
fie(x) = x*(e* —e™)

f(0) =0

[0; 400 par:{ six# 0
On désigne par Cy, la courbe représentative de f, dans le plan muni d’un repére ortho
normal direct (0,7,7).

1) Etudier la dérivabilité de f;, en O et interpréter géométriquement le résultat obtenu.
2) Pour x>0, calculer ', (x) puis dresser le tableau de variation de f;.
3) a)Etudier la nature e la branche infinie en +oo
b)Montrer que toutes les courbes Cy, passent par deux points fixes dont on donnera les
cordonnées.
c)Construire les courbes C1 et C, dans le repere en précisant leur position relative et leur
2

tangente a l'origine .

PARTIE : B

n n1
YYo= dx et Uu=>—;

Pour tout n € N*, on pose I, = folfl—rll(ex —e M)dx, A, = | Kl
! k=0 K=

0 n!

Puis Iy = fol(ex —e™)dx Ay = fole‘x dx .

* 1 . . .
1) Prouver que pour toutn € N*, 0< Ay < — en déduire nILerA‘ .

2) a)A l'aide d’une intégration par parties , montrer que pour toutn € N* :
-1
Ap=An_q — .

n!

b)Exprimer alors U, en fonction de n puis démontrer que limU_ =e.

N—+o00

3) a)Pour tout n € N*, on considere la fonction f, définie sur [0,1] par :
n k
X X — X _
f(x)=e _1_;ﬁ et onpose f,(x)=e*-1

Démontrer par récurrence que pour tout n € N , la fonction f,, est positive et croissante .

b) Soient I = fol e*(e* —e *)dxetpourtoutn € N, S, =Iy+ 1, + -1 =Z:Ik

k=0
Montrer que pour toutn € N,0 <1 -5, < (e —e 1)(e* — U,). En déduire que la
suite (Sy,) est convergente et calculer sa limite .

Document Samba Aly CRFPE/ Sedhiou 247



Document d’appui aux cours de mathématiques en TS1

Epreuve premier groupe 2006 : Baccalauréat Séries S1-S3
Durée 4 heures

Exercice 1
1. On considere l'équation différentielle : y'+y =————(E)

F étant une fonction numérique dérivable sur R, on pose : g(x) =e*f (X)

COS X
2+sin X
b. Déterminer la solution générale de (E), en déduire la solution de (E ) qui s’annule en 0.

a. Montrer que f est solution de (E) si et seulement si g'(X) =

2. Dans le plan rapporté a un repere orthonormé direct, on considere la courbe I' d’équations
paramétriques :

x(t) = In(2 + sint)
teR
y(t) = In(2 + cost)

a. Comparer M(t)et M(t + 2m) ainsi  que M(t) et M(—t+§).

b. En déduire la symétrie orthogonale d’axe la premiére bissectrice conserve I' et

montrer que pour construire I' , il suffit d’étudier x et y dans E; % + n].

c.Dresser le tableau de variation des fonction x et y dans E ;% + n]. Et tracer la courbe I

Exercice 2

Une urne contient 6 boules indiscernables au toucher : 4 boules vertes et 2 boules jaunes.
1) On tire au hasard simultanément 2 boules de 'urne et on note X la variable aléatoire
qui d

chaque tirage de 2 boules, associe le nombre de boules vertes tirées. Déterminer la loi de
probabilité de X et calculer son espérance mathématique.

2) On tire au hasard deux fois de suite 2 boules simultanément, les boules tirées n’étant
pas

remises dans l'urne. On note A, B, C et D les événements suivants :

A : « Aucune boule verte n'est tirée au cours du premier tirage de 2 boules. »

B : « Une boule verte et une boule jaune sont tirées au cours du premier tirage de 2 boules.
»

C : « Deux boules vertes sont tirées au cours du premier tirage de 2 boules. »
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1)
2)

3)

a)
b)
4)
5)

b)

D :« Une boule verte et une boule jaune sont tirées au cours du deuxieme tirage de 2
boules.»

a) Calculer p( D/A ), p(D/B ) et p( D/C).

b) En déduire la probabilité des événements D [1[JA, D [1[1B et D [1[JC.

Calculer p(D) [On remarquera que D = D 00(A OOB 00C) |

Exercice 3:

Dans le plan euclidien orienté, on considere un rectangle direct ABCD de centre O tel que

AB =3 aet BC=a+3; ol aest un réel strictement positif donné.

Déterminer la nature du triangle BCO .

Soit E le point du segment [BD] tel que BE =% BD . Donner une construction géométrigue
du centre [1[)de la similitude directe s telle ques (B)=0Oets (E)=C

On suppose dans la suite que a =1 et on pose U = ﬁﬁ et V= ﬁﬁ et on munit le
plan d'un repere orthonormé direct (0,4, V) .

Déterminer les affixes des points B et de O .

En déduire I'écriture complexe de 'application s .

Déterminer I'affixe du point [ et du point A'=s(A).

On considere la suite de points My, d’affixe z, définie par Mo=A et pour tout n
Mn+1=S(Mn).

Démontrer que la suite (a,,) définie par o, = zy+1 — 2y, est une suite géométrique dont
on précisera le premier terme a, et la raison .

Exprimer en fonction de n la longueur de la ligne polygonale MoM, M, ... M3, et
déterminer la limite de cette longueur quand n tend vers +oo.

Probléme :

Dans ce probléme on calcule dans la partie A la valeur d’une intégrale et on étudie dans la partie B une
suite numérique (In) et quelques unes de ses différentes propriétés.

In/2

4/2
Partie A : Calcul deI = f e t-ldt.
0

X
Soit g et G les fonctions définies sur [ 0 ; + oo [ par: gx)= e2 X 1et G(x) = f gty dt .
0

X

1) Pourtout x € V, on pose : Hx) = J

5 dt.
1 t
0
a) Montrer que la fonction H est dérivable sur V et déterminer sa dérivée.

b) Calculer (H o tan ) '(x) pour tout x € J 5 5[ En déduire que (H o tan ) (x) =x

pour tout x € } 5 2 . Calculer alors H(1) .

2) Pourtout x e [0, +[,onpose: F(x)=g(x)—Ho g(x),
a) Vérifier que F et G sont dérivables sur ] 0, + o[ etquepourtoutx €]0,+w [,
F'(x)=G"' ().
b) En déduire que G (x) =F (x ). Calculer alors 1. [On remarquera que I=G (In -\/5 )1
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Partie B : Soit f 1a fonction définie sur [0, + oo [ par: f(x) = eZ x. 1 . Pourtout n < | * , On pose :

In~/2
4
T = J[f(x)]2 dx puisT_=1n+/2
n 0 0

1) a) Vérifier que la fonction f est dérivable sur V+ et que pour tout x € V+ :
'@ =2[1+f®] Q).

b) Montrer en utilisant la relation (1) que pour tout n € | *, ona:

1
+ =
In In+2 n+2 ).
Vérifier que la relation (2) reste encore valable pourn=20.

E la sui iti lim 1 =
¢) En remarquant que la suite (In)n 2 est positive, montrer que S Ly 0

2) Pour tout n € | ,onpose:Un= In+4_ In'
a) Enremplacant n par n+ 2, dans la relation (2) , montrer que pour toutn € |,

1 1
Un = 5+4 n+o En déduire I’expression de U 4

en fonctionden .
+1

et de Il'

P
b) Calculer Z U 4n +1 0 fonctionde I ap+5

n=0
¢) Calculer lalimite lorsque p tend vers + oo de la somme
2p+2

n
1-.1_.+1_- 1_+"”+.—1.+;= EL.
3 5 7 4p+3 4p+S5 ZZn+1
n =0
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Epreuve premier groupe 2007 : Baccalauréat Séries S1-S3
Durée 4 heures

EXERCICE 1 (3 ,5pts)

2T
Soient a et B deux nombres complexes donnés . On pose j = e'3 et pour tout
complexe z : f(z) =23+ az?+pz.

1. Montrer que f(1) + f() + f(j3) = 3 (On pourra utiliser 1 +j+j2 =0etj*>=1)
a. En déduire que |A1)| + |fG)| + |G| 23.

b. En utilisant a), montrer que I'un au moins des nombres réels |f(1)|; |f(j)| et
| f(7?) | est supérieur ou égal a 1.

3. Le plan complexe est muni d'un repére orthonormé direct (O 1, ])ABC est un
triangle équilatéral direct de centre de gravité O et tel que I'affixe de A soit un réel r

strictement positif fixe. I et | sont deux points quelconques du plan d’affixes respectives a
et b. Dans cette question on prend a = — %b et B = ‘:—Z .

a. Montrer que les affixes respectives de B et C sont tj et 1j2.
b. Montrer que BO.BL.B] = 13| f(j) | . Calculer de la méme maniere CO.CI.C] et
AO.ALA]

c. Montrer que le triangle ABC a au moins un sommet S vérifiant : SO.SL.S] = r3.

EXERCICE 2 : (04 points). Le plan (P) étant orienté ; on considére un triangle rectangle
isocele ABC tel que (ﬁ, ﬁ) ait pour mesure g . On note O l'intersection des bissectrices

intérieures de ABC. Soit s1 la similitude plane directe de centre A qui transforme B en O et
s2 la similitude plane directe de centre C qui transforme O en B. A tout point M du plan
distinct de A et de B ; on associe le point N = s1(M) et le point P = s; (M)

1. a. Déterminer une mesure de I'angle (AM, AN)

b. On désigne par s’ la similitude plane directe de centre A qui transforme B en M.
Montrer que s’ °s1 = s1 °s'; en déduire I'image de O par s’. Déterminer une mesure de
I'angle (m, W)

c. Proposer une construction géométrique de N, lorsque le point M est donné.

2. a. Quelle est la nature de r = s1 °sy ? Préciser ses éléments géométriques
caractéristiques.

b. Déterminer r(P) et en déduire une construction géométrique de P “a partir de N.

c. Lorsque M = O, montrer que le point N appartient “a la demi-droite [AC) et le point
P a la demi-droite [CA) .

3. Faire une figure comportant les points A,B,C,O, P et N avec M = O.

EXERCICE 3 : (3,5 points). On considere dans le plan muni d'un repére ortho normal,
les trois points A,B et C de coordonnées respectives (1, 0), (0, 1) et (1, 1) , puis a tout réel t
€ [0, 1] on associe le point M(t) barycentre du systeme

( (B, (1-1)%), (A, 2t(1-1)), (C, 1) ).

On note x(t) et y(t) les coordonnées de M(t) et (I') I'ensemble des points M(t) lorsque t
d’ecrit [0, 1].

1. a. Exprimer en fonction de t les coordonnées x(t) et y(t) de M(t).
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b. Dresser le tableau de variations des fonctions x et y et tracer la courbe (I') ainsi que ses
tangentes aux points B,C et MG) .

2. Montrer que les tangentes a (I") en B et C se coupent en A.

3. Trouver une relation entre x(t) et y(t) indépendante de t. On calculera y en fonction de x
et on posera y = f(x). La fonction f est-elle dérivable a gauche au point 1 ?

PROBLEME : (9 points )

PARTIE A :

Soit f une fonction définie sur [1,+oo[, ayant une dérivée continue et croissante. Pour tout

p
p €N~onpose: u, =Z f'(n)
n=1

1. Démontrer la relation suivante :
(0.1) ¥n eN*: f n)<fn+1)—fn)<f(n+1)
a. En appliquant le théoréme des accroissements finis a f dans un intervalle bien choisi.
b. En utilisant la valeur moyenne de f sur [n; n + 1]. [On rappelle que la valeur moyenne
d’une fonction continue g sur un intervalle [a; b] est : ﬁ ff f(x)dx ]
2. En utilisant la relation (0.1), de la question 1. Démontrer que

(0.2) vp €N, uy - f(p) < fip) = 1) < up - f(1)
3. Dans cette question on prend f(X)= %

a. Vérifier que la suite (up) est monotone.

b. En utilisant la relation (0.2), de la question 2. montrer que la suite (up) est bornée.
1

c. En déduire que la suite (vy) de terme général v, = 2—3 est convergente et que sa limite
n=1 n

appartient a l'intervalle [2 z]
4. Dans cette question on prend f(x) = —In x.

. . 1
a. En utilisant la relation (0.2), montrer que up < ———Inp
p

p
b. Montrer que lim Zig

p—)+oo

PARTIE B:
1. Calculer pour tout n € N, I |S|nt|dt

a. En effectuant le changement de variable u=t-nm et en remarquant que la fonction
u — | sinu| est périodique de période
b. En utilisant le résultat admis suivant :
Wi €N, vt €[nm, (m+ Dn], | sint| = (—1)" sin t.
2. Pour tout réel a > 0, on considere la fonction h, définie sur I = [0;+oo[ par :

h (t) sin at

a. Montrer que les fonctions h, sont continues sur I.
b. Montrer que :

si t €]0;+oo], et ha(0) = a.

W e N*:

. i : [ it < [ by (et < ni [ sin tt
T T 72- z
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1.

1 T, . T
Et— [ sintdt < [, (t)dt

c. En déduire que :

(0.3) ¥ EN~:

2 (n+)z 2 2
< h (t)dt <— et —<| h(t)dt
N+~ I"” (1) nrz - IO (1)

o p . . . (n+D)7
3. On veut utiliser les résultats précédents pour calculer lim J. " h, (t)dt
a—>+oo JN7T

p T
a. En utilisant la relation ( 0.3 ) comparer EZE et J.Op h, (t)dt
T n

n=1

b. Déduire de la question 4)b) partie A lim Ip” h, (t)dt
p—>+0 J0

c. Calculer lim joxhl(t)dt [ On pourra introduire l'entier p = E(ij ; ou E désigne la
X—>+00 T

fonction partie entiere |
4. Montrer que V ac Ri '[)” h, (t)dt = J:” h (t)dt. En déduire  |im J: h,(t)dt.

a—+0

Epreuve premier groupe 2008 : Baccalauréat Séries S1-S3

Durée 4 heures

EXERCICE 1 Une variable aléatoire prend les valeurs -1, 1 et 2 avec les probabilités
respectives €%, eP et e oila, bet c sont en progression arithmétique .

On suppose que I'espérance mathématique de X est égale a 1 .

Calculer a, b et c et lavariance V(X) de X .

Soient A, B et C trois points d’affixes respectives -1, 1 et 2 sur une droite
graduée (A).

Calculer I'abscisse du point G barycentre du systeme {(4,1); (B, 2); (C,4)}.

On pose o(M) = % (MA? 4+ 2MB? + 4MC?) , ou M est un point de A.Montrer que
p(G) =V(X).

Déterminer 'ensemble (I') des points M de A tels que (M) = 3.

EXERCICE 2 Soit f la fonction définie sur [1; +oo[ par f(X)= % - d ))((+1'

En utilisant , la fonction f, on se propose de déterminer la limite de la suite de terme
2n
1
général S, =) — .
k=n k

Soit k un entier naturel non nul : Etablir les égalités suivantes
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k

b. jk”ld :%—f(k)

1 b
2. a. Déterminer deux réels a , b et c tels que —= E+—
+1 x x+1
b. Soit U : : = Z . Calculer U, en fonction
n(n +1) (n +1)(n+2) """ 2n(n 1) & k(k+1) n

de n et déterminer lim U

N—+o0

2n
c. Déduire des résultats de la question (1) que 0 < ZUk <U,.

201 déduire tim's,.

nN—+o

d. Montrer que f(k)=S,—In

EXERCICE :3 (4pts) Le plan est orienté, PQR est un triangle équilatéral de sens direct du
plan. 1 et | sont les milieux respectifs de [QR] et [RP]. Q, est le symétrique de Q par
rapport a J.

1.) Soit t la translation transformant | en Q et r la rotation de centre P transformant Q en R.
On pose f=tor.

a.) Faire une figure. Définir et construire les points P" et Q" images respectives par f des
points P et Q.

b.) Déterminer la nature du triangle JIR et préciser 'image par f du point R.

c.) Donner la nature et ses éléments caractéristiques.
En déduire la nature du triangle IPP’.

2.) Soit s la similitude directe telle que s(])=P et s(R)=L.

a.) Déterminer 'angle et le rapport de s. Montrer que s(I)=P’.

b.) Soit Q le centre de s .Montrer que les points Q, I, R et P d’une part et les points Q, P, |

et Q, sont cocycliques. En déduire la position de Q puis construire ce point.

PROBLEME : ( 8 points )
1. Soit I'équation différentielle :
(Em): my" +2y"+ 2y =0;o0umest unréel .

a. Déterminer suivant les valeurs de m , I'ensemble des fonctions deux fois dérivables sur R
solutions de I'équation (En) .

b. Déterminer la solution (E1) dont la courbe représentative passe par le point A de
coordonnées (0,1) et admet en ce point une tangente parallele a la droite d'équation

y=-x
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Soit f(t) la fonction définie sur [— g, 37”] par f(t) = e~tcost . Etudier les variations de f et
construire sa courbe représentative dans un repere orthogonal d’unités ( 2cm sur l'axe des
abscisses et 10cm sur l'axe des ordonnées ) .
Soit g le prolongement a R de f .
Comparer g(t) et g(t + 2m) . Donner alors le sens de variation de g .
On pose u(t) = et et v(t) = —e~t. On note (C,) et (C,) leurs courbes représentatives
respectives et ( G ) celle de g dans le méme repere . Quels sont les points communs a (G)
et (Cy) d'uneparteta (G) et (C,) d’autre part ?
Montrer qu’en chacun de ses points les deux courbes ont méme tangente .
Démontrer que g admet une limite en +oo . On fait remarquer que
—1<cost<1.

Zirkm
Pour tout réel k on pose : a = f_zgﬂmg(t)dt.

Calculer ay, ( on pourra faire deux fois une intégration par parties ).

n
Pour tout entier n, on pose S, = Z|ak| .
k=0

Monter que la suite (S,) admet une limite .

Interpréter géométriquement ce résultat .
Dans cette question , le plan est muni d’un repére orthonormé . On considere la courbe (M)
définie par le systeme d’équations .

x(t) = e tcost
{y(t) = e tsint
Etudier les variations de x ety et dresser le tableau de variations conjointes.

T 3n]
2’2

;pourt € [—
Soit M le point de (N)  de paramétre t et V, le vecteur dérivé lui correspondant .
Calculer la norme du vecteur OM, et monter que I'angle (OMy; V;) est constant .

- . s . . N A
Représenter graphiquement (A). On précisera les tangentes aux points de paramétre — >
et 0.
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The R 9ok

Epreuve premier groupe 2009 : Baccalauréat Séries S1-S3

Durée 4 heures

EXERCICE 1 Pendant I’année scolaire , la cantine d’un lycée propose souvent du riz.
Le premier jour de I'année , il y'a 2 chances sur 5 qu’elle propose du riz.
Si elle en propose un jour , il y’'a une chance sur 3 qu’elle en propose le lendemain.

Si elle n’en propose pas un jour , il y’'a une chance sur 3 qu’elle n’en propose pas le
lendemain.

On appelle J,, I"événement « la cantine propose du riz au n*®™e

ieme

jour » et Ky, I’évenement

« la cantine n’en propose pas le n**™® jour » .

Soit p,, la probabilité de I'événement J,.

Déterminer p(J,/]1) et p(J./K1). En déduire p, .

Montrer que p, = —épn_l + 2 .

Soit (uy) la suite définie par u, = p, — %

Montrer que (u,) est une suite géométrique dont on donnera le premier terme et la raison.

Calculer u, puis p, en fonction de n.
Un éleve de I'établissement , fin mathématicien ne mange a la cantine que les jours pairs .

Montrer que a chaque fois qu’il se rend a la cantine la probabilité qu’il a de manger du riz

est comprise entre Zet
27 15
EXERCICE 2 Dans le systeme de numeération de base a on considere les nombres

A=211, B=312 et C=133032.
1. Expliquer pourquoi a doit etre strictement supérieur a 3 .
2. a) Sachant que C = AXB , montrer que a3-3a>-2a-8 =0.
b) En déduire que a divise § .
c) Déterminer alors a .
3. L'écriture d"un nombre dans le systeme décimal est 214 ,écrire ce nombre dans la base 4.
4. Dans cette question on suppose a=4 .
a) Ecrire A, B et C dans le systeme décimal.
b) Montrer alors que C = AXB=PPCM(A,B).
En déduire que I'équation : Ax+By=1 a des solutions dans 7.
5. On considére dans Z* 1'équation : 37x+54y=1.
a) Verifier que (19, -13) est une solution de cette équation .
b) Résoudre cette équation .
PROBLEME (12 points )
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Le probleme est composé de trois parties A, Bet C.

Les parties B et C peuvent étre indépendamment de la partie A .

Le plan euclidien (P) est mini d'un repére orthonormé R = (0;7; 7)) .
On appelle f, la fonction numérique de la variable réelle définie par :

X N ~ s
fux) = ——oua est un ré el différent de O et 1.

On note la courbe représentative de f,dans le repere R.
Partie: A

1. a. Montrer que I'application ¢ de (P) dans (P) définie analytiquement par :

x'=—-x+1

{y’ =-y+1
preécisera .

est la composée d'une symétrie orthogonale et d'une translation que I'on

b. Déterminer I'ensemble de definition Dy, de f, et montrer que la courbe C, est
globalement invariante par ¢ .
2. a. Montrer que toutes les courbes C, passent par deux points fixes indépendants de a b.
Déterminer tous les points fixes de f, c'est-a-dire ceux qui vérifient f,(1) = 1.
3. a. Etudier les variations de f; , on discutera suivant le valeurs de a .
b. Construire dans le méme repére R les courbes C_, et Cy5 .
( On prendra pour unité graphique 1 cm ).
c. Construire dans le méme repére R d'unité 2 cm , les courbes Cy 5 et C, .

4. Soit F(a) la fonction définie sur |—oo; 1[ par :
F(a) = fol fa(x)dx et F(0) = fol xdx .

a. Montrer que pour tout réel a < 1eta # 0, la fonction x: - ax — a + 1 est strictement
positive dans [0;1] . Etablir alors que la fonction f, est définie dans |—oo; 1[ .

b. En faisant le changement de variable t = ax —a + 1, vérifier que pour tout réel a
différent de 0 et strictement inférieur a1 ona :

F(a) = % + aa_—21 In(1 — a) . Déterminer alors Iir[l F(@) et lim F(a).
a—>l a—>—oo
c. Démontrer que pour tout réel a différent de O et strictement inférieur a1, ona :
vx €[0;1] f(x) € [0;1].
d. En utilisant le résultat de la question c) , montrer que pour tout réel a différent de 0 et
strictement inférieural,ona: Vx € [0;1], |f,(x) — x| < |al| . Calculer

IirT(1)|F(a) —F(0)| puis lim F(a) ; La fonction F est-elle continue au point 0 ?
a—> a—0

Partie: B

. . 11 PPN
1. On note £2, le point de coordonnées (1, — = ;) et on considere les vecteurs
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e= (1)t G=5(1+]).

Montrer que R, = (2, €5, €;) est un repére orthonormé du plan .

Soit M un point du plan de coordonnées (x, y)dans le repére R . Appelons (X,Y) son
couple de coordonnées dans R, . En utilisant la relation vectorielle

1 1
X—l—z'l'ﬁ(X'FY)

OM = 00, + 2,M , montrer que : 11
y =Z+E(_X+Y)

2a(a-1) N
—z dans le repere R,.

Vérifier que la courbe (C,) a pour équation Y? — X?* =
Déterminer la nature de (C,) . Préciser ses sommets Saet S’ suivant les valeurs de a .
Soit D la droite d'équation y = —x + 1 dans le repére R . Montrer que (C,) a ses
sommets sur D si et seulement sia < 1.
On suppose que a > 1
Calculer en fonction de a les distances 2,5, et 2,0, .
Pour calculer 02,5, on peut se placer dans le repére R .
Pour calculer 0,0, on peut se placer dans le repere *R.
En appliquant le théoréme de Pythagore au triangle 2,0,S, , calculer S, , .
En déduire que les sommets de (C,) sont sur un cercle de centre (2, dont on précisera le
rayon .

Partie: C
Dans cette partie , a est un élément de l'intervalle 10; 1[ . Soit uy un élément de [0,1] et
(uyn) , la suite définie par son premier terme u, et par la relation de récurrence upq =
fa(un).
a) Montrer que la suite (uy,) est strictement croissante dans [0,1]. Quelle est I'image de
Uintervalle [0,1] par f, ?
b) Montrer que la suite (u,,) est partout définie et Vn € N,u,, € [0,1]. Que peut-on dire
de la suite u, siug = 0?,uyg =1
On suppose que u est différent de O et 1.
a) Vérifier que la suite (uy,,) est strictement monotone .
b)En déduire qu’elle est convergente et calculer sa limite.

Epreuve premier groupe 2010 : Baccalauréat Séries S1-S3
Durée 4 heures
EXERCICE 1

Dans le plan orienté , on considere deux points A et B distincts . Sur la figure , on prendra
8 cm comme unité de longueur du segment [AB] .
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WS RN

0.1)

(0.2)

Etudier et représenter 'ensemble des points € du plan tels que Ay,
MB
Etudier et représenter I'ensemble des points F du plan tels que :(MA; MB) = % [2m].
Soit C l'image du point B par la rotation de centre A et d’angle %T et D l'image du point B

par 'homothétie de centre A et de rapport Z . On désigne par s la similitude transformant

AenBetCenD.

Déterminer le rapport et 'angle de s .

On note I le centre de la similitude . Exprimer IB en fonction de IA et donner une mesure
de I'angle (m, ﬁ?) En déduire la position du point I et le placer sur la figure .
Démontrer que I appartient au cercle circonscrit au triangle ACD .

EXERCICE 2
On rappelle la propriété connue sous le nom de petit théoréme de Fermat :
K sip est un nombre premier et a un entier naturel premier avec p alors aP~* = 1[p] >

a)Démontrer que 193 est un nombre premier .

b)Soit a un entier naturel inférieur a 193 , montrer que a*®? = 1[193] .

On considere (E) : 83x — 192y = 1, ou x ety sont des entiers relatifs .
Montrer que le couple (155,67) est solution de (E).

Résoudre I'équation (E).

On note A , 'ensemble des 193 entiers naturels inférieurs ou égal a 192 et on considere les
deux fonctions suivantes définies de la maniére suivante :

a tout réel adeA , fassocie le reste de la division euclidienne de a®® par 193

a tout réel adeA , g associe le reste de la division euclidienne de a*>> par 193
Démontrer que g((fa))= a*>>*83[193] . En déduire que pour tout a de A

8 ((fa))=a

Déterminer fog =a.

PROBLEME :

PARTIE : A

Soit a un réel non nul , u et v deux fonctions dérivables sur R et telles que :

!

u' =v
v’ =au

a) Montrer que u et v vérifient I'équation différentielle :

y'—ay =0

b)Résoudre I'équation (0.2) selon les valeurs de a .

On suppose que a = 1, déterminer u et v sachant que u(0)= 3 et v(0) =0.
Partie : B

Le plan (P) est muni d'un repére orthonormé (0 ,1,] ) (unité graphique 2cm) .
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(0.3)

(0.4)

b)

(0.5)

Soit (I)l'ensemble des points M du plan (P) dont les coordonnées (x,y) vérifient :

x(t) = g(et +e7 %)

sit>0

y(£) =2(ef —e™)
L’objet de cette partie est de calculer I'aire du domaine plan limité par la courbe (I") les
droites d’équationy =0,x =3 etx =5.
a)Démontrer que (I') est une partie de la conique dont une équation est :
x2—y2-9=0.
b ) Préciser la nature de cette conique et ses éléments géométriques caractéristiques
Construire (I')

f: R>R g: R >R
. Soit et
X —> X—vx*-9 X—>§+%

Etudier les variations de f .
Montrer que , la restriction de f a l'intervalle I = [3; 4oo[ est une bijection de I sur un
intervalle | a préciser . On note ¢ cette restriction .
Démontrer que , pour tout x élément de Jona: @ 1(x) = g(x) .
Tracer (C,) , courbe représentative de ¢ dans un repére orthonormé (0 ,7,] ). Expliquer
, comment obtenir (C (p—1), courbe représentative de ¢~ dans ce repere a partir de (C,).
Tracer (C(p—1).
Soit B un élément de 10;3[ et a = g(B) .

2
Calculer f; g(x)dx , en déduire que fff(x)dx = BT _2_ 2k

[ indication : on pourra considérer ces deux intégrales comme des aires | .
En déduire I’aire du domaine plan limité par la courbe (I') les droites d’équation 'y =
O,x=3etx=5.

PARTIE : C

On considere la suite (u,) telle que :

uo = 5
sin€N
Untr = g(Up)

On se propose de calculer de trois facons différentes la limite de la suite (uy,).

a) Etudier les variations de g puis montrer que

(un)—gun-1)

VnEN,un>3etVnEN*g >0.

Un—Un-1
b) Déterminer le signe uy — uq puis montrer que la suite (u,) est monotone .
c¢) En déduire que la suite (u,) est convergente et déterminer sa limite .
a) En appliquant le théoreme des accroissements finis a la fonction dans un intervalle
approprié , montrer que :
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vn enN 3 1
un—3 2
En déduire quevn € N*u, —3 < an_l

Montrer que la suite (u,) est convergente et déterminer sa limite .

¢) Déterminer une valeur approchée de n pour laguelle u,, —3 < 1073

Up—3

Up+3’

a) Montrer que Inv,, est une suite géométrique dont on précisera le premier terme et la raison

3. Pour tout entiern € N , on pose v, =

b) Exprimer alors u, en fonction de n et trouver alors la limite de la suite( uy) .

Epreuve premier groupe 2011 : Baccalauréat Séries S1-S3
Durée 4 heures
EXERCICE 1

On considere la suite (un) d’entiers naturels définie par : up=27 vh €N,

Un+1=3Un — 4

1. Calculer u1, uo, us et us.

Quelle conjecture peut-on émettre concernant les deux derniers chiffres de u,?

2. Montrer que pour tout entier naturel n, un+2 = un [8].

En déduire que pour tout entier naturel n, uz, = 3 [8] et uzu+1=5 [8].

3. Pour tout entier naturel n on pose : vn = un — 2.

Montrer que la suite (vn) est une suite géométrique dont on déterminera le premier terme
et la raison.

En déduire que pour tout entier naturel n, 2u, = 50 x 3" + 4.

4. Montrer que pour tout entier naturel n, 2u, = 54 [100].

Déterminer les deux derniers chiffres de |” ecriture décimale de un suivant les valeurs de n.
5. Montrer que deux termes consécutifs de la suite (un) sont premiers entre eux.

EXERCICE 2.
L'espace oriente E est rapporté a un repére orthonormé direct (0;7;7; E)
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Soit f I'application de E dans E qui “a tout point M de coordonnées (x, y, z) associe le
x'=y
point M’ de coordonnées (x', y', z') tel que : \y' =z + 1
z'=x—-1

1. a) Montrer que f est une isométrie. (C'est “a dire que f conserve la distance.)
b) Montrer que I'ensemble des points invariants par f est la droite (A) passant par le point

A de coordonnées (0, 0, —1) et de vecteur directeur U =1+ + k.

2. Soit P le plan perpendiculaire a (A) en A.

a) Montrer que le point I de coordonnées (=1, 0, 0) appartient a P.

b) Prouver que I'= f(1) appartient a P.

3. Déterminer la nature de f et ses éléments géométriques caractéristiques.

4. Déterminer ’ensemble des points M de E d’images M tels que le milieu | de [MM']
appartient :

a) au plan Q d" equation cartésienne : 2x +y —z=10;

b) a la droite (D) dont un systéme d’ equations cartésiennes est : x =y = z.

PROBLEME

Partie A

Soit f une fonction numérique d finie sur l'intervalle I = [-1, 1] et admettant sur I une
Dérivée troisieme f - continue. Soit a un point de I, a # 0.

1. a) Dire pourquoi f ' est bornée (c’est "a dire il existe deux réels m et M tels que pour
tout

x €I, m<fr(x) <Mou il existe un réel K> 0 tel que pour tout x €1, |f(x)| <K.)

, . - 1 a 211
En déduire LIL?J?J-O (a—x)“f""(x)dx

b) Soit g une fonction numérique définie sur I et admettant sur I une dérivée troisieme g
continue.
Quelle est la dérivée de f'g" - fg" ?

En déduire que : (0.1) j:f'(x)g"'(x):[(f'g"—g'f")(x)]+j:f"'g'(x)dx

2. On prend g(x) = % (a—x)®

a) Apres avoir calculé g '(x), g "(x) et § "(x) pour x € I, montrer en utilisant la relation
0.1) que f(a)=f(0)+ f'(O)a+% f"(0)+_|.0a(a—x)2f"'(x)dx

b) Application

a

-a-1

En choisissant pour f la fonction x— e*, calculer lim .

a—0 a

3. Dans le plan P muni d’un repere orthonormé (O, T;J) on considere la courbe I' de
N . . e x(t) = ett_l .
Systeme d’’equations paramétriques : ® ¢ sit>0et x(0)=y(0) =1
y(t) = e

et-1

a) Montrer que les fonctions x et y sont continues au point 0.
b) Veérifier qu’elles sont dérivables en 0. Quelle est la tangente Tga I' au point B de
coordonnées (1, 1) ?
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Partie B
Pour tout entier naturel non nul n on considere la fonction numeérique f, définie sur [0
+oo [

1
par: f.(X)= el - @+ H)\& . Cuest sa courbe représentative dans le plan P muni d'un

repére  orthonormé (0;T;]) (unité graphique 2 cm).
1. a) Justifier la dérivabilité de f. sur]0, +oo [et calculer f n(x) pour x > 0.
La fonction f, est-elle dérivable au point 0 ? (On pourra utiliser 2.b de la partie A)

b) Calculer lim f_(x) puis lim 1) et dresser le tableau de variations de fy.

X—>+0 X

c) Construire dans le repere, la courbe Ci, sa demi-tangente au point d’abscisse 0 et sa
tangente au point d’abscisse In [(e+1)]?

2. a) Montrer que " equation fu.(x) = 0 admet deux solutions «a, et 3, telles que
0<a,<1<p,

b) Soit b un réel positif ou nul. Montrer que fob Vxdx = 2 4+ 2(Wb — 1)e"P. Pour cela,
on pourra utiliser la formule d'intégration par parties : en prenant u(x) = \x .

c) Pour tout entier naturel n on pose : I =f0a" fr(x)dx

Vérifier queI,=2 +2(e +%)\/a_n(\/a_—§an - 1)

3. Pour tout x € R+, on pose : ¢p(x) = ex—x
a) Démontrer que les restrictions hiet hode h respectivement a chacun des intervalles
V1=]0, 1] et V2= [1, +o [sont des bijections de V1et V> respectivement sur des
intervalles a déterminer.

On pose h = hy™1e hiet on désigne par Cp.la courbe de h dans le repére.

On ne cherchera pas l'expression de h(x) en fonction x.

b) Verifier que pour tout entiern =1, e + % = hy(Ja,) ; en déduire que la suite (ct, )n>1

est convergente et calculer sa limite. En déduire lim 1,

N—+c0
¢) Déterminer de méme la limite de la suite (By,) n=1.
4. Pour tout entier naturel non nul n, on note Mule point du plan de coordonnées

(Vi /)

a) Montrer que pour tout entier naturel non nul n, le point Muappartient a Ci.
(Clest a dire h(y/an) = /B

b) Déterminer les limites de h aux bornes de son ensemble de définition.
Montrer que la fonction h est décroissante.

c) Démontrer que h est dérivable dans | 0, 1.

En remarquant que :

0.2) @(x) = @(h(x)), pour tout x appartenant a V1, établir que Vx €] 0, 1],

! -1 h( )_1
h (x) - xT X h)Zx)

5. a) Soit M(x, y) un point de Cn. On pose t = In
Y=

En utilisant la relation (0.2), montrer que :{ x .
y—x=

En déduire que M est le point de I' de parametre t
b) Réciproquement, vérifier que tout point de I' appartient “a Ch.
c) Donner une équation de Ta, tangente a Cpn.au point A d’abscisse 0, 4

4
x

et
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(On prendra 2 comme valeur approchée de h (0, 4)).
Représenter la courbe Cpainsi que les tangentes Ta et Ts
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2)

Epreuve premier groupe 2012 : Baccalauréat Séries S1-S3
Durée 4 heures

EXERCICE 1 Dans le plan affine euclidien on donne une droite (D) et deux points
distincts F et A, symétriques par rapport a (D).

On désigne par (H) I'hyperbole d’excentricité 2 qui admet F pour foyer et (D) pour
directrice associée a F.

Montrer que A est un sommet de (H) .Déterminer 'autre sommet A’ en exprimant AA

en fonction de AF.

Construire géométriquement les directrices de (3{), ses foyers, ses sommets, son centre et
donner 'allure de (3).

Soit (C) un cercle passant par F et centré en un point Ode (D) non situé sur I’axe focal.
Construire (C) sur la figure.

On se propose de montrer que (H) N(C) = {A, My, M, M3} ou My, Myet M5 sont les
sommets d’'un triangle équilatéral.

On se rapporte le plan a un repére orthonormé(0; 7, ]), choisi de facon que (O;7) soit un
repere de (D).

A chaque point M du plan correspond ainsi son affixe z = x + iy ;on désigne par a l'affixe
de F.

Montrer que M(z) appartient a (C) si et seulement si : zzZ —aa = 0

(On pourra interpréter géométriquement zzZ — aa )

Montrer de méme que M(z) appartient a (3) si et seulement si :
z—-a)Z—-a)+(z—-2)*>=0.

En déduire que (H) N(C) est I'ensemble des points du plan dont les affixes z vérifient une
équation de la forme : (z — @)(z® — k) = 0,011 k est un nombre complexe qu’on exprimera
en fonction de a.

6

Montrer que k = r3e'® oil r est le module de a et © un argument de a. Résoudre alors

I'équation (z — @)(z> — k) = 0 et conclure par rapport au probléme posé.

EXERCICE : 2 On considere la suite (u,,) définie pour tout entier naturel n non nul par :
U, =2"+3 X 7"+ 14" -1

a)Calculerus.

b) Montrer que, pour tout entier naturel n non nul, u, est pair.

c)On note (€) 'ensemble des nombres premiers qui divisent la suite (u,)
Les entiers 2, 3,5 et 7 appartiennent —t-ils a I'ensemble(E).

On rappelle le petit théoreme de Fermat :
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« Si p est un nombre premier et q un entier naturel premier avec p ,alors qP~!
= 1[p].>»

Soit p un nombre premier strictement supérieur a 7.

Soient m et n deux entiers naturels tels que 14=m n.
a) Quelles sont les valeurs possibles de m ?
b) Montrer que 14x mP~% = n(modulo p).
c¢) En déduire que 14u,_, = 0(modulo p).
d) L'entier p appartient-il a l'ensemble (€)?
e) Déterminer (£).

In(1+ x)

f(x)=
PROBLEME : On considere la fonction f définie par : 0

f(0)=1

,Six=0

C désigne la courbe représentative de f dans un plan muni d'un repére orthonormé (0;71,7)

PARTIE : A
1. Etudier la continuité de f.
2. a) démontrer que pour tout réel x non nul de l'intervalle ] —1; + o[ on a :
1

2
1¢xu X
0<=|.—du<x|.—du.
x-[01+u J.01+u

(On pourra montrer ce résultat pour x appartenant ]0; +oo[ puis pour x ]—1;0[ ).

2
1 u
b) Verifier gue Yu € |—1,+oo|, — =1-Uu+—
) fier q | [ 1+u 1+u
En déduire que: VXe]—l+oo[X;tO:>f(x)—l—lxjt1 Xﬁdu
He Y 2" x%01+u

c) En exploitant les résultats des questions précédents, montrer que f est dérivable au point
0.

Déterminer une équation de la tangente a C au point d’abscisse 0 et étudier la position de
C par rapport a cette tangente.

d) Etudier la dérivabilité de f.

3) a)Soit g l'application définie sur }-1,+od] par g(x) = In(L+ x)—ﬁ.
+
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3)
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Etudier les variations de g et déterminer le signe de (X) suivant les valeurs de X .
b) En déduire le sens de variation de f.
4) Etudier les limites de f aux bornes de l'intervalle |-1,4+oo[.

5) Déterminer les droites asymptotes a C et préciser la position de C par rapport a I’axe des
abscisses.

6) Construire la courbe C.

PARTIE : B
Justifier que pour tous réels a et b de |-1,+od[ tels que a< b ona :

En déduire un encadrement de l'aire de la partie du plan délimitée par l’axe des abscisses,
la courbe C et les droites d’équations respectives X =0€tX =1, on utilisera les nombres

1234

01_1_1_$_
5555

etl.

1
a) En utilisant la fonction g, montrer que pour tout X =0, f(x) iy >0

t
b) En déduire la limite lorsque t tend vers +oo de la fonction :t — -[O f (x)dx

a)Soit h 'application définie sur |-1,0[ par h(x) = x+1—(x+1)In(1+x)
Calculer W'(X) pour x appartenant a |-1,0] et montrer que pour tout réel x de cet
intervalle on a : h(x) € 0,1] .

1
b) Montrer que : VX € }—1,—5}0 < f(x)<-2In(1+x) .
.y . -1 o 1
En déduire que la fonction F :t —>It 2 f (x)dx est majorée dans —l,—E

0
¢) on considere la suite (Vn )n>-0 de terme généralVp = I_1+ }/ f (X)dx. Etudier le
n

sens de variation de la suite (Vp )n>0 .En déduire que cette suite est convergente.
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1)
2)

Epreuve premier groupe 2013 : Baccalauréat Séries S1-S3
Durée 4 heures
EXERCICE1:
Le plan est muni d'un repére orthonormé direct (O, 1,7]).
Soit K le point du plan tel que OIK] est un carré.

Soit M un point quelconque de la droite (OK) different de O et s la similitude plane directe
de centre | qui transforme O en M. On note m laffixe du point M, 1" et M'les images
respectives des points I et M par s.

Montrer que |[m — 1| = |m — i| et que les complexes et que les complexes (m — 1)(m — i)
et m(1 + i) sont imaginaires purs.

Indication : M étant un point de la premieére bissectrice différent de O, il existe un réel
x non nul tel que x = x + ix.

a) Vérifier que le rapport de s est |m — i| ,calculer M'I" en fonction de m.
b) Calculer le rapport de s o s . En déduire que M'J=|m — i|?.

c) Démonter que M'J=M'T".

a) Démontrer que I'écriture complexe de s est z' = (14 im)z + m.

En déduire que les vecteurs II', M'T' ont pour affixes respectives m(1 + i) et—(m —

D(m —1).
b) Prouver alors que 1" est le projeté orthogonal de M’ sur la droite (IK).

c) Déduire de la relation de la question 2)c) que lorsque le point M parcourt la droite (OK)
privé du point O, le point O” appartient a une parabole dont on précisera le foyer et la
directrice. Placer toutes les données précédentes sur une méme figure.

EXERCICE 2 :

Dans un plan P de l'espace, on considere un cercle € de diametre [AB]. Soit (A)la droite
passant par A et orthogonal au plan P et S un point de (A) distinct de A .On note I le
projeté orthogonal de A sur (BS).

Pour tout point M du cercle € on note H le projeté orthogonal de A sur la droite (MS).

Placer les données précédentes sur une méme figure, (A)étant tracée verticalement.
Prouver que H appartient a la sphere Y, de diametre [AS].
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4)
5)

Dans cette question, on suppose M est distinct de A et de B .Prouver que la droite (MB)
est orthogonale au plan (AMS) .En déduire que la droite (AH) est orthogonale au plan
(BMS).

Montrer que H apparient au plan || passant pat I et orthogonal a la droite (BS).
Déterminer l'intersection I' de la spheére Y, et du plan [].

PROBLEME :
Le plan est muni d'un repére orthonormé R = (0,1,]) (unité graphique 2,5 cm)
PARTIE A

a) soit m un réel strictement positif .Déterminer en fonction de m des réels a,b,c,a et 8
tels que pour tous réels x on ait :

X

x 1 2
f ue ™ du = (ax + fle™™ +— et j ufe™™ du = (ax® + bx = c)e™™ + —.
0 m 0 m

b. Calculer alors |jm onue‘m“du et im Lxuze‘m”du

X—>+00 X—>+00

¢ .Montrer que les fonctions fet g définies par :

X X 2

u

udu et g(x) = J; mdu

f(x)=f

U o-u
o EY te

sont positives, dérivables et croissante sur I = [0, 4oo[.Apres avoir vérifié Vu €

Ry, - — < —— < — déduire du b .que quand x tend vers +oo,elles ont des limites l et s

2e¥ T el4e U T U

appartenant a E, 1] et[1,2].

Indication : on admettra qu’une fonction continue, croissante et majorée sur [0, +oo[
admet une limite finie en +co.

d .Montrer que la fonction f est paire (faire le changement de variable t=-u)

En vue d’étude éventuels des points d'inflexions de la courbe de Cyreprésentant la fonction
f dans le repere R, montrer que la fonction h définie sur I par :

h(x)=1—-x)e*+ (1+x)e ™
est dérivable sur I et s’annule en un unique point x, appartenant a ]1;1,3[.
a. Montrer que Vx € R ,e* > x .En déduire que Vx € R, f'(x) < 1.
b. Soit x un réel non nul .En appliquant le théoréme des accroissements finis a f dans
U'intervalle d’extrémité 0 et x ,étudier les positions relatives de la courbe Cret la premiere
bissectrice.
En déduire que 'équation f(x) = x a pour unique solution 0.
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PARTIE B

1) Soit x un réel positif .Démontrer par récurrence que pour tout entier naturel nona :

n « L (X ue—(2n+2)u
f(x)->(- 1)"]O ue P dy = (- 1) j ————du

;s o e'+e

(On convient que (1) =1)

1y |1
“ 2p+l \ (2n+3)

En déduire que pour tout entier naturel n : || -

(Utiliser la question 1 .b partie A).
Donner alors une valeur approchée de 1 a 10-1 prés.

2) En procédent a une intégration par parties, vérifier que pour tout réel positif A on a:

[ - F0) dx = g,

En déduire que g (1) et s peuvent étre interprétés comme des aires des domaines que 1'on
déterminera.

3.) Représenter la courbe Cy.

On prendra xo =1, 2, f(xo) = 0, 2. On représentera en particulier I'asymptote horizontale,
la tangente horizontale, les points d’inflexions et les tangentes a Cyen ces points et le
domaine plan dont une mesure de l'aire est g(3).

NB. On rappelle que si une fonction est deux fois d dérivable en un point x0 et si sa
d’dérivée seconde s’annule en xo en changeant de signe, alors le point de sa courbe
d’abscisse xo est un point d’inflexion.

4. Soit un réel strictement positif. On pose ao = a et pour tout entier naturel n, an+1
a. Démontrer que la suite (an) est positive et monotone.
b. En déduire que la suite (an) est convergente. Calculer alors sa limite.

PARTIE C

On considere la fonction F définie sur R, par : F(0) = [ et pour tout réel x strictement
positifon a F(x) = f(Inx) .

1) Calculer |jm F(X) .

X—>+00
Montrer que F est continue au point 0.
2) a) Montrer que F est dérivable sur R} et calculer F'(x) pour tout x € R},
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du.

b) déduire du a) que ¥x e R',F(x)= Lx 1In 32
+

Probléme 1

Le probléme a pour objet I'étude d’une suite de fonctions, d’une suite d'intégrales, puis la
recherche d'une valeur approchée d’une équation du type : f(x) = k.

Partie A

On note f, la fonction numérique de la variable réelle définie sur |—oo; —2[ U]—2; 400
e1+x

pour n un entier naturel non nul .

par: fa(x) =

(x+2)™
(Cy) désigne la courbe représentative f, dans le plan muni d'un repére ortho normal
(O,1,]), l'unité graphique étant égale a 2 cm.

a. Etudier les limites de f,, en —oo et en 400 .

( Pour la limite en +oo , on pourra poser X = x+2 ) .

b. Etudier suivant la parité de n , la limite de f, en - 2.

a. Calculer f' (x), puis étudier son signe suivant la parité¢ de n .

b. Dresser le tableau de variation de f, .

Démontrer que toutes les courbes (C,) passent par un point fixe A. Déterminer une

équation de la tangente T,, a (C,) en A .

Jn (%)
x 4

b. Démontrer que pour tout entier n non nul , et pour tout nombre réel x différent de -2,

ona:f' (x)=fo(x) —nf(x).

c . En déduire les positions des courbes (Cy) et (C,) .

a. Calculer limy_, . o puis interpréter graphiquement ce résultat.

Représenter graphiquement (Cy) et (Cy) .

Partie B

Soit la suite (uy) définie par : u, = f_ol fu(x)dx , pour tout entier naturel n non nul .

Démontrer que la suite (u,) est décroissante et que pour tout n non nul , on a : (u,)= 0.
Que peut-on conclure ?
Démontrer que pour tout entier naturel , n supérieur ou égal a2, ona :
1-— 2—n+1 1-— 2—n+1
o1 Su, < <—n—1 >e
En déduire la limite de la suite (uy).

a. En utilisant une intégration par parties , démontrer que pour tout entier naturel n
s (N2 N e
superieur ou egal A 2 0n a : Mpyq = 1+ up — 3
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b. Retrouver ce résultat en utilisant la relation de la question 4.b) de la partie A .
c. En déduire que :

i 0 1+x
xl—l>Too f_l (x+2)n+1

e dx=1.

Partie C

On considere la fonction g définie sur 10; +oo[ par g(x)= fi(x-1). On note (I') sa courbe
représentative dans le repére (O, T, ).

Construire la courbe (I')a partir de la courbe (C1). Justifier la construction .

On note ¢ la fonction définie sur 10; +oo par : ¢(x) =1 + In(1 + x).

Démontrer que I’équation f(x)= x admet une solution

unique a dans l'intervalle I=[2; 3] .

Démontrer que pour tout x positif, I'équation @(x) = x est équivalente a l'équation g(x)=
e.

Démontrer que pour tout réel x de I, |’ (x)| < §

Soit (vn) la suite définie pour tout entier naturel n par : vo= 2 et Vn+1=@(Vy).
Démontrer que la suite (vy,) est croissante et majorée par a . Conclure .
Démontrer que o(I) c I .

Démontrer par récurrence , que pour tout entier naturel n, on a : v, appartient a
Uintervalle 1.

a. Démontrer que pour tout entier naturel n, ona :

1 . 1
|[Vpe1 — vl < 3 |v, — al, puis que, @ — vy 1 < g(a —v,).
. . . 1 .
b . En deduire que , pour tout entier naturel n, a — v, < 7 et que la suite (v) converge

vers a .
c .Déterminer un entier naturel p pour lequel v, est une valeur approchée de a a 10-3
prés. Calculer cette valeur approchée.

Probléme 2

Ce probleme a pour buts , d'une part d’étudier la suite de terme général R dautre part
n!

de donner une expression de e®* comme limite d'une suite.

Pour tout n> 0, on note f,, la fonction numérique définie sur l'intervalle [0; +oo[  par :

Jn (x) = = :!
On appelle (Cy) la courbe représentative de f,, dans le plan rapporté a un repere orthogonal
(O;7,7). Onprendra [Tl = 2cm et || || =10 cm .
A. 1. Déterminer le tableau de variation de f, sur [0;+oo[.
2. Pour tout n = 2, étudier la position relative de (Cy) et de (Cn-1) et vérifier que le point
Ay de coordonnées (n ; f(n) ) appartient a (Cy1) .
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3. Construire avec soin , sur un méme graphique , les courbes (C1) (Cz) et (Cs) ; on

placera les tangentes en O a ces trois courbes

B. Le but de cette seconde partie est d’étudier la suite (un ) définie sur N* par

un= fr(n).

1. a. En utilisant les résultats de A. , démontrer que la suite (u, ) est décroissante.
b. La suite (uy ) est — elle convergente ? Justifier.

On se propose dans les questions suivantes , de déterminer la limite de cette suite .

2. a. Soit g la fonction numérique définie sur l'intervalle [0; 1] par :

2
g =In(1+6)—t+=,
En utilisant les variations de § , démontrer que , pour tout t de [0;1], ona:
2
A+ <t+=.

n 1
b. En déduire que , pour tout entier n> 0, ona : (1 + %) <el"m.

1

7 . u JE—

3. a. Demontrer que , pour tout entiern >0, o0na :Z—“ <e
n

b. En déduire que , pour tout n supérieur ou égala2,ona:
VAR R S O
u, < e’ _4(n—1+n—2+m+2+ )
; x dt 1 1 1
4.a. Démontrer que pour toutn =2 ,ona: f1 —<1+-+.+—+——
t 2 n-2 n-1

( On pourra utiliser des considérations des aires ).

1
b. En déduire que pour tout n > 2, ona u,< e 4™

¢. Quelle est la limite de la suite (u,) ?
C. Pour tout n > 0 et pour tout réel a positif ou nul, fixé, on pose :
athe-t
L(a) =f; ——dt.
1. Calculer I1(a) .
2. Démontrer que pour tout entier

n > 0 et pour tout réel a positif ou nul ,ona: 0< f,(t) < ;—i En déduire un

encadrement de I,(a).
3 .a. Démontrer que pour tout entier n> 0, ona :% < (%)n ( On pourra utiliser B.1.a ).

b. Déterminer alors une nouvelle majoration de 1,(a) puis la limite de I,(a) quand n tend
vers + oo,
4.a. Etablir pour tout entier n=> 2 une relation entre In(a) et In-1(a) ( on pourra utiliser une
intégration par parties ).

b. En déduire que pour tout entiern =2 ona:

Iy(a) =1 —e‘a(1+i+£+--~+£).
1 2l n!

Cette égalité reste — t- elle valable pour n=17?

2 n
Démontrer que pour tout a de [0; +oo[ on a:e® = lim,_, o (1 + %+ % + o+ %)

Probléme 4
On considere la fonction f définie sur [0;1] par: £(0)=0,f)=1Et f(t)= t-1 si

it
te]O;l[,
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On appelle C la courbe représentative de f dans un repere ortho normal (O; T]) .Le but du

probleme est d’étudier fet de calculer l'intégrale I = f01 f(t)dt
A Etudedef
I-1) Montrer que f est continue en 0 et en 1.

2) Montrer que f est dérivable sur 104 . Calcuter f(t) et montrer que f'(t) a le méme signe
que la fonction p(t), ou ¢ est la fonction définie sur ]0,1[ par o(t) =Int —1+:t—L.

3) Etudier les variations, puis le signe de f .
I1).Etudier la dérivabilité de f en 0.Que peut-on en déduire pour tangente a C au point O ?

1
1.) Prouver que pour tout élément u de {0; E} 0< li —(1+u) <20’
—-u

u?,  2u®

En déduire que : 0< —In(1—u)—(u +?) < BN

2.) Soit g la fonction définie sur 10;1] par : g(x) = % Prouver que pour tout h de {—%;0} :
X

h _2h?
0<g(@+h)—-g@+-<—.
gi+m-gM+o ==
En déduire que g est dérivable en 1 et préciser g'(1).

3.) En déduire que f est dérivable en 1 et prouver que f(1)= % .

III) Tracer la courbe C (unité graphique :10cm)

B) Calcul de l'intégrale 1
L _ 1 1£()
Pour tout élément x de 01|, on pose :1(x) = J f®dt et JG) = [ =~dt
(On ne cherchera pas a calculer ces intégrales)
L) Soit K la fonction définie sur ]0;1] par K(x) = J(x*) —J(x).
1.) Montrer que K est dérivable sur ]0;1[ et que K'(X) = 1[f (x)—2f(x)]
X

2.) Prouver que pour tout x de ]0;1] ;) =2F(x?) =—xf (X).
X t—-1

3.) En déduire que pour tout élément x de ]O;l[ A(x) = [ Hdt (1).
II.)  Calculer la dérivée de la fonction t — In(=Int) sur ]0,1[

En déduire que pour tout élément x de ]O;l[ f:z % dt = In2 (2).

III)  Prouver que pour tout x de 10;1] et pour tout t de J0;x[ : 0< ﬁ < I__l
nt Inx
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En déduire que pour tout élément x de ]0;1[ :0< fxz a o =x (3)

X“Int” lnx

IV) A partir de (1), (2) et (3), déterminer la limite de I(x) lorsque x tend vers 0.

V) Etablir, pour tout x de 10; 1] :I — 1(x) = foxf(t)dt.En déduire que
0<1—1(x)<x

VI) Prouver finalement que I = In2 .

Probléme 5

Pour tout entier naturel n, on considere la fonction f,, définie sur R par :

e —nx

On désigne par Cy, la courbe représentative de f,, dans un repére ortho

fn(X) - eX+1 °

normal (O, U ; V) ; (unité graphique : 10cm ).

On considere la suite (uy) définie par : u, = fol frn(x)dx.

Etude de la fonction f,,.

On suppose que n =0

Etudier les limites de f, en +oo et —oo ;

Etudier le sens de variation de f, puis dresser le tableau de variation de f,;

Montrer que le point 1(0 ,'%) est centre de symétrie de Cy.

Tracer la courbe Cy en précisant sa tangente en 1.
On suppose que n = 1.
Etudier les limites de f,, en +oo et —oo,

Montrer que f, est dérivable sur R et vérifier que , pour tout x, on a :

, _ e ™ [n+(n+1)e*]
fa(x) = (e*+1)2

Etudier le sens de variation de f,,. puis dresser son tableau de variation ;
Vérifier que le point I appartient a toutes les courbes C,.

Tracer C; dans le meme repere que Cy , en précisant la tangente en I .
Etude de la suite (u,).

Dans cette partie n et p désignent les entiers naturels non nuls .

Etude d'une suite auxiliaire (v,). Pour tout n, on pose v, = fol e ™dx.

Calculer v, ;
Déterminer limv, puis lim(nvy,).
Comparaison de (uy) et (vy,).

Etablir que , pour tout x appartenant a [0;1], ona2 < e* + 1 < 2e*;
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. . 1 1
b. En déduire que , pour tout n, on a [3Vns1 SUn S SV

c. Déterminer limu,, , puis lim(nuy) ;

n n
3. Etude d’une suite associée a (u,,). On pose S, = Zup et t, = va
p=1 p=1

e 1 e’
a. Montrer que 0 < Z —_— S—l (on observera que , pour toutp, ona: ?Se ")
p=1 p e—

b. En utilisant l'inégalité des accroissements finis sur l'intervalle [p; p + 1], montrer qu’on

a: iSln(pjtl)—ln(p)gi :
p+1 p

51
c. Endéduire que, pourtoutn,ona: In(n+1) < Z— <1+In(n) ;
p=1

n

In(n) ’

d. Montrer, en utilisant a) et b) et c) que limt,= +oo. puis lim
e. Que peut- on déduire pour s, ?

Probléme 6

Soit f la fonction définie sur R par f(x) = (1 + x)e ™ soit (C) sa courbe représentative
dans le repére orthonormé(0; 1, ).

1) a- Dresser le tableau de variation de f.

b- Tracer la courbe (C), (on précisera ses branches infinies).
2) Soitlasuite V, = [ f(x)dx ol neN".

a -Montrer que pour tout neN" V. =2—(n+2)e™

b- Calculer lim v, .

N—+c0

Kk n
3) Pour tout ke N" on pose U, = J-H f (X)dX . Montrer que pour tout ndeN",v, =>"u,

k=1
4) a- Montrer que pour toutk e N",u, = (e —1)ke k +(e—-2)e k.

n e—2
b- En déduire que, v, = (e —1)>_ke™ + o1 @-e™).
k=1 -
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5)

1)
2)
3)

4)

5)
6)

1)

2)

4 . e
SoitS, =Y ke™ . Montrer lim S, = -
= N—>+o0 (e — 1)

Probléme 7

T

Si pour tout réel t tel que : 0 < t < g I, = fgcosz" (t)dt et J, = fgtzcosz" (t)dt ou
keN.

Etablir l'inégalité suivante pour tout réel t tel que: 0 <t < g , t < %sin(t) ;

2
Etablir l'inégalité suivante pour tout nombre réel k= 0,0 < J, < % (I = Lpp).

Montrer que pour tout entier k= 0 Iy = ;’i—:lk .

. . iy .
Déduire des questions précédentes que : lim =% =0 .

k—+o0

Montrer que, pour tout entier naturel k tel que k> 1:1,, = —2k?J; + k(2k — 1)J;_1
J, J, 1

=— et

En déduire que, pour tout entier naturel k tel que k=1 : I I e
k-1 k

. 1 1 Tt
n

N—>+00 6

PROBLEME 8

Dans tout le probleme, n désigne un entier naturel non nul. On consideére la fonction f,
définie sur [0; 4+ parf,(x) = x"e ™.

On appelle Cy, la courbe représentative de la fonction f, dans le repére orthonormé (0;7;])
(unité graphique 3 cm).

1)a) Dresser le tableau de variation de la fonction f, .

b) Déterminer la position relative des courbes Cy, et Cp 41 .

2)a)Tracer Cy et C, en précisant les demi- tangentes a l'origine

b) Calculer I'aire S, du domaine limité par la courbe Cy , I’axe des abscisses et les droites
d’équation x=0etx=n;

c¢) Calculer lim S, .

-0
Pour tout x = 0 et pour tout entier n = 1, on pose F,(X) = LX f, (t)dt
Montrer que pour tout t 2 0,0na:
0< fl(t)e% <1.
a)Montrer alors que, pour tout t = 0 et pour tout entiern=1,ona:
o< f, (t)e_% <1

b) En déduire que , pour tout t = 0 et pour tout entiern >1,ona:

Document d’ppui aux cours de mathématiques en Terminale S1 Page 278



0<F (x)<2.

C- Pour tout réel u = 0 et pour tout entiern =1, on pose : G, (u) = J.:t"e‘tdt

1) a) Montrer que pour toutn =2 ,ona:
G,(u)=-u"e"+nG, ,(u).
n up
b) En déduire que : G, (u) =—nle™ ZF +n!G, (u)
p=2 P*
2) Montrer alors que : lim G, (u) =n!
3) a) Montrer que pour tout réel x = 0 et pour tout entiern>1,ona:
G, (nx)=n"f, (x)
(f, la fonction définie dans la partie A)

b) Montrer alors que pour tout réel n = 0 et pour tout entiern > 1,
Ona: F,(X) :ﬁGn(nx) .
c) En déduire Xllrpw =F,(x)
PROBLEME 9

A- 1) Soit la fonction ¢ définie sur IR par ¢(x) =¢e* (2-X) -2
a- Etudier les variations de ¢ .
b- Montrer que I'équation @(x) = 0 admet dans IR exactement deux solutions. On notera a
la solution non nulle et on vérifieraque 1 <a < 2.
c- En deduire le signe de ¢(x).
x? .
2) Soit f la fonction définie sur IR par: f(x) = {ex—l six#0
Osix=0

a- Montrer que f est continue sur IR.

xQ(x)
(e*-1)2

b- Monter que f est dérivable sur IR et que : Pour tout x eIR*ona:f'(x) =

c- Montrer que f(a) =a (2 - a).

d- Etudier les variations de f, puis construire la courbe représentative de f dans le plan
rapporté a un repere orthonormé (o, i, j), (pour la construction on prendra a = 1,6).

3) On considére la fonction F définie sur IR™ par : F(x) = f;z t2e~tdt

a- Justifier I'existence de F(x) pour tout réel positif x.

b- Montrer que F est continue et strictement croissante sur I'intervalle I = [0, + oo

c- Donner la forme de l'intervalle F(1).

d- A l'aide de deux intégrations par parties, calculer G(x) puis montrer que G admet une
limite en +o0 que I'on précisera.

e- Montrer que : Pour tout t € [In2, +oo on a f(t) < 2t%™ et en déduire qu'il existe un réel
positif M tel que: Pour tout x € IR on a F(X) < M.
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1)

2)

d- En déduire que lim F(x)<M
(Dans la suite du probléme on posera L = lim F(x)).

B- Dans cette partie, n désigne un entier naturel non nul.

—X —2X

. . 1
a- Montrer que pour tout reel positif x, ona: =1 e +e " +....+e 1
e*— e* —
b- Montrer que pour tout réel positif x,ona : 0 < foxf(t)e‘"t dt < a(ZT_a) .

c- x étant un réel positif, calculer I,,(x) = foxtz e ™dt.
d- Montrer que I,(x) admet une limite lorsque x tend vers +oo

a- Montrer que pour tout réel positif x, on a : Z (X)) = F(x)—.[oX f (H)e"dt
k=1

En déduire que la fonction H, définie sur R* par: H_(x) :_[OX f (t)e "dt admet une limite

I, lorsque x tend vers +oo Vérifiant L— I, = 2 (1 + 213 + 213 + -+ %)

b- En utilisant le résultat établi a la question B 1) b-, montré que la suite (l,) converge
vers 0.

c- Soit (un) la suite définie par : u=1+ >+ = + - +

Montrer que cette suite est convergente et a pour limite le réel L' tel que L =2 L'

Probléme 10

. 1. Soit f la fonction définie sur |—1; 1[ par: f(x) = %ln (1+X)

1-x
Etudier la parité de f et calculer ses limites aux bornes de I"ensemble de définition.
Etudier les variations de la fonction f et tracer sa courbe représentative ( C) dans
un repere ortho normal (O ;1,7) (unité 5cm).

2. Calculer, en cm?, I'aire du domaine plan A compris entre la courbe ( C), l'axe

des abscisses et la droite d’équation x = ~ . On pourra faire une intégration par
2

parties.

3. Pour tout réel x de I'intervalle [0 ; g[ , on pose g(x) = f(sinx).Montrer que la

fonction g est une primitive sur [0 ; g[ de la fonction h telle que h(x) = —

B. Dans toute la suite du probleme , a désigne un réel de 'intervalle [0 ; g[ .Pour

asin?"'t

tout entier n supérieur ou égal a1, onpose: I,(a) = [ N

in2h
1. Montrer que:0<Iy(a) < =

Ccosa

2. En déduire la limite de In(a ) lorsque n tend vers +oo .

Document d’ppui aux cours de mathématiques en Terminale S1 Page 280



C. Pour tout n supérieur ou égal a 1, on définit sur [0; a] la fonction Fy par :

in3 inb in2h—1
sin”t sin”t Sin t
+ 5=+

F,(t) =sint + ; < R}

1. Montrer que F, est dérivable sur [0;a] et que , pour tout réel t de I'intervalle
[0;a] :
F.(0) = 1osinhe . Calculer Fy (0).
cost
2. Enintégrant la relation précédente entre O et a , montrer que
F,(a) = g(a) — I,(a). En déduire la limite de F,(a) lorsque n tend vers +co .
3. On considere la suite u définie pour tout entier n supérieur ou égal a1 par :

Un =2+ —— b —— o -

2 3x23  5x25 T (2n-1)x22n-1
a. Montrer, en utilisant les questions précédentes, que cette suite est convergente

vers une limite que I'on précisera.
b. Montrer, en utilisant C.2 et B.1, que pour tout entier n supérieur ou égalal, un

N T

est une valeur approchée de: Inv3  a (1) prés par défaut .

3V3 \4
c. En déduire sous forme de fraction irréductible, une valeur approchée de Inv3 a
10 -3 pres par défaut.
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