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exercices Inédits et ordonnés suivant I’évolution des cours. Ils contribuent &
on et a I’assimilation correcte des cours.

- Les problémes : Ils viennent en appoint aux exercices tout en restant fidéle au
| programme en Vigueur.

Ils sont rédigés avec assiduité et appuyés par des démonstrations claires et explicites.
Chaque corrigé est suivi d’un commentaire simple afin de faciliter son appréhension au profit

de tous les éléves.

W m| Les sujets de type Bac

Introduit par des conseilles pratiques, ils sont le fruit d’une longue expérience professionnelle.
En outre, ils sont constitués chacun de deux exercices et d’un probléme. Cette séquence de
sujets permet aux Bacheliers de s’auto-évalués aprés 9 mois d’acquisition de connaissance.

meme

Je souhaite donc une utilisation rationnelle de ce manuel qui ne saurait se substitue aux cours
des professeurs en classe, mais qu’il constitue un support efficace et utile surtout au profit des
E apprenants  pour mieux comprendre les mathématiques dans toute sa diversité.
A cet effet, je tien 4 remercier Dieu le tout puissant de m’avoir donné I’occasion de réalisé
ce manuel et tous ceux qui de loin ou de prés on contribués a I’élaboration de ce modeste
travail. Compte tenue du faite que toute ceuvre humaine est imparfaite, vos critiques et
suggestions seront la bienvenue pour améliorer d’avantage la qualité de ce travail que je
T publierais dans une future édition. . 1

b Idrissa Dembélé. ECICA-Bamako(Mali). Cel : 79298938, Email : idrissa_dembele30@yahoo.fr
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u domaine plan hachuré par les courbes (Cf ), (Cg ) , I'axe des abscisses et les
N § = [lg@) — fldx + [,[f(x) — g(x)]dx (Unité d'aire)

 NB_: Onaladifférence g(x) — f(x) sur Pintervalle [a ; b] car la courbe (Cf)estau

ht - dessus de la courbe (Cg ) et la différence f(x) — g(x) dans I’intervalle [b ;c]
j EXERCICES
J Primitives
j Primitives directes
En utilisant les formules de primitives directes, calculer I’ensemble des primitives des
r fonctions suivantes :

- f(x)= 4x*+x*—4 ; 2-f(0)=(x*-3)° ;3-f(x}=§x3—§xz—1

4 f@=VERF2  ; Sf@)=5-F 6 f(0)=3(-x+2)Bx+2)’

7- f(x) = Cos(—6x+5) ; 8- f(x)=3Sin(1 - 4x) ;9- f(x)=3m:zgx

3 -6

lU-f(xJ={3x+ "B s - f(x)=(4x —4)(2x%2 —4x + 1)%; I2~f{x)=m

BfW) =G 3 M () = (= (=38 + 63+ 7)%3 15 f() = T

@
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1) Soit g la fonction numérique définie sur ] 0 ; +oo par g(x) = x’- x- 2Inx + 1 .-
S e o< ot M _ Fe AN (T2 R Y
a) er que la fonction g est dérivable et que V x €EDg g'(x) = & 13(3-’; +3x +2)

'b) Etudier les variations de la fonction g puis déterminer le signe de g(x).
- |

2) a- Déterminer les limites de f en 0 et en + oo. "
'b- Montrer que pour tout x €] 0 ; +oo[, f'(x) = % puis donner le tableau de variations x

de la fonction f.

Partie B :
" désigne la représentation graphique de la fonction f dans un repére orthonormal ,

(o; T; J) unité graphique 2 cm.

Soit h la fonction définie sur ] 0 ; +oo par h(x) = x + Inx.

1) Etudier le sens de variation de i puis montrer que I'équation h(x) = 0 admet une solution

unique @ sur l'intervalle[ 0,4 ; 0,7 ]

2) Montrer que l'ona: e™“=a

3) a- Vérifier que la droite A d'équatio
b- Utiliser les résultats de la question

4) Construire T" et A dans le repére ortho normal (o;1;])

5) a- Calculer au moyen d'une intégration par parties, l'intégrale I = [, 12 1—:‘55 dt !
b- En déduire l'aire, en cm’ de la portion de plan limitée par la courbe I, la droite A et les

droites paralléles 4 'axe des ordonnées d'équationx = letx = 2.

ny = x est asymptote oblique a I' en+oo.
1) pour déterminer les positions relatives de T et A.

Partie C : Etude d'une suite

Dans cette partie : |
o Idésigne l'intervalle [ 0,4 ; 0,7]
e @ est le réel mis en évidence au B. 1.

e ¢ estlafonction définie sur R par ¢ (x)=e™* ,
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finie par q(x) = 2¢°+3x°- 8x + 3.

puis résolvons les équations g(x) = Oetq(x) 2 0

Résolvons les équations q(x) = 0etq(x) = 0

‘Pour cela, factorisons q(x). La forme factorisée de q(x) en trois produit de facteurs est:

qx) = (x—1)(x+ 3-)’(1: - %)

Alors g(x) = Oﬁ(x—lj(x.+3)(x—%)=ﬁ=>x= loux=-3 oux=

= B= [1:—3:%}
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- 2x +3#0}. —x%+ 2x +3 #0.Posons —x%+ 2x +3 =0
=-1 et x; =3. Alors Dy =]—00;-1[U]-1;3[U]3; +oo[

P+ 2x +3| = lim In|-x?| = +co

X — —00

—x? 4 2x + 3| = lim In|-x?*| = 4w
00 X = +0o0

S.G. ECICA, Bamako-Mali. TSE. Tome 2
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o e o G R T
x=1>0}2x-1>0=>x>-= Dy =| 3+

Iétermination en effectuant un changement de variable:

s AR
= 1=X=}x=-—2— SN _;%.. alors X = 0

ECICA. Bamako-Mali. TSE. Tome 2
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x(x - 1)(x +1)

2 _ 1)+ bx(x + D)+ ex(x—1) _ x2(atb+orx(b-0)~4d
x(x2—1) W x(x2-1)
il

| = ———— . Ainsi par identification, on a:
x(x?-1) ;

5 S | 5 -
= e Petbta+ b =0)~a

b=c=0
a=-1

b—c=0 '+
a=—1

b—c=0 ©
a=-1

b—c=0 <«
—a=1

_{a+b+r=0 [a+b+c=ﬂ [—1+b+c=@ r-bc-—-l

Idrissa DEMBELE. P.E.S.G. ECICA. Bamako-Mali. TSE. Tome 2
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Partie A :
- Onconsidére la fonction g définie sur ] 0; +oo[ par g(x) =x% + 2- 2Inx
1- Etudions les limites de la fonction g aux bornes de son ensemble de définition.

limg(x) =limx* + 2-2Inx =(0)*+2-2(~0) = —»
x=0 =)

lim g(x) =limx* + 2-2Inx = (+®)? + 2 — 2(400) = 400 — 0 = "F] "
X— 400 x = 40

Levons I’'indétermination

Idrissa DEMBELE. P.E.S.G. ECICA. Bamako-Mali. TSE. Tome 2 Page 77
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Partie B : ¢ @‘:}’ i
z 1E ot soit
On considére la fonction f définie sur]0; +oof par: f(x) = X +

‘courbe représentative dans le. repére orthonormé (ﬂ gt

(umté gmph:que 2¢cm)

1) a) Calculons les limites de f aux bornes de son ensemble de définitior

i .o
lim f(x) = limx + 2 = =0+2(=%) ==
x=0 x=0

! s —_—
lim f(x) = limx + 2 = =+ +2(0) =+
x — +00 x — +co
b) Etudions les variations de f et dresser sont tableau de variation.

Inx 2(1-inx) _ x*+2-2inx _ g(x)
e — = e

vx €]0; 4+oof ,x? > 0. Alors le signe de f'(x) dépend du signe de g(x).

Or d’aprés Partie A 2),ona:Vx €]0; +of g(x) >0=>Vx €]0; +oo[ f'(x) >0

D’ou ¥x €] 0; +oo[ ; f est strictement croissante le tableau de variation de f est le suivant :

%
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atangente ¥ = (o) (x — %o) + f(x0) -
~ Soit la droite (A) d'équation y = x
Soit A (y:) ce point
La tangente (T) est paralléle a la droite (A) si et seulement si les coefficients directeurs sont

2y 2-21
égale c'est —a-diref (xp) = 1. Or Iz = ngz_nﬂ

242-21
fil)=1 &2 = 19" + 2= 2lnxy = Xg? © 2= 2Unxg =0
0

Inxg=1=>xy=€ ©t Yo=% = e.
Dot A(6) est le point cherché.
3) Montrons que I'équation f(x) = 0 admet une solution unique @ et que & [0,5 ; 1]

Tdrissa DEMBELE. P.E.S.G. ECICA. Samako-Mali, TSE. Tome 2
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ITIONTET

\ : Etude d'une fonction auxiliaire.
fonction numérique définie par : ,g(x) = -—ZI |1 = |
terminons |’ensemble de définition Dg
Dg {x /xER;x(x+1)#0etl i 2 .0] =>Dg=R—{0; -1}

=>Dg = ]-o; —1[U]-1;0[U]0; +oo[

Déterminons les limites de g en +oo et en —o0.

lim g(x) = :xzt -2!?1|1+%l=!im%—2tn|1+%|=Iiain2;—~2£n|1+§‘=ﬂ
x — +oo x — +oo X = +co
!imgfx)=limxix+ —2in |1+1‘-l£m-—-2ln|1+ |'-hm2;—21n|1+1|-0

X — —o X —= —o x = —00 X — —

- M e
[drissa DEMBELE. P.E.S.G. ECICA. Bamako-Mali. TSE. Tome 2 j Page 8
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3) Démontrons que f est dérivable en 0 et que f'(0) = 1

£ est dérivable en 0 si et seulement si lim L2220 = £/(0) = 1
x =0

: = — x2ln|1 +1
lim "'(’2_";{03 = lim [2 = 1im iﬂx—i = lim 1~ xin|1+1]|

x—rﬂ : x =0 x =0 x =0
= lim1— xin|x+ 1| + xIn|x|. Or lim xIn|x| = 0
x =0 x =0

x=0
x =0
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lim f(x) = lim )= % . Alors la droite d’équation y = % cs‘t:asymptqté verticale 4 la

'7) Montrons que l'équation f(x) = 0 a pour solutions 0 et § avec —0,8 < f < —0,7.

-Vx€ ]—1 ; -%] ; f est continue et strictement décroissante de ]-—1 ;= %] vers [—-1- : +m[
Alors ’équation f(x) = 0 admet une solution unique f telle que fB)=0

, £(-0,8)=0,087 __ .. <
- De plus { e ECID s
Alors d’aprés le théoréme des valeurs intermédiaires, g €1-08 ; —0,7[

De méme :
Vx E]-—1 5 +m[ ; [ est continue et strictement croissante de ...% X +00[vers ]—-% " %[

Alors ’éguation f(x) = 0 admet une solution unique & telle que f(5) = 0

Or f(0) = 0donc 6 =0

|drissa DEMBELE. P.E.S.G. ECICA. Bamako-Mali. TSE. Tome2 . Page 89
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10 ; +oof par f(x) = x + i # I;"-; cst.déﬁ#ahle sur]0 ; + oof et sa

Al 1 1-2lnx  B-x+1-2 g(x)
e - =)=t

VYx € ]:ﬂl‘--;‘: +oo[; x> 0. Alors le signe de f’(x) dépend du signe de g(x)
Or d’aprés Partie A 1) b),ona:
Vx €]0; +oof; g(x) >0=> Vx€]0; +oo[ f'(x)>0

D’otl le tableau de variation de f est le suivant :

x |0 4o
f'&x) +
+co
f(x) /
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3)a- Vérifions que la droite A d'équation y = x est asymptote oblique a [ en + .

La droite A d'équation y = x est asymptote oblique a (I') en + o si et seulement si.

dimf(x)—y=0
x =+ 00

lim f(x) =y =0=lim (1‘ + '} + %m!‘ ) —x=lim %-"' %{ =9
x>+ x-+w x — +o0

D’otl Ladroite A d'équation y = x est asymptote oblique a (I en+w

b- Utilisons les résultats de la Partie B question 1) pour déterminer les positions relatives
de(r)etA

Pour étudier la position relative (I") et (A) nous devons ¢étudier le signe de f (x)- .
. : 1 Inx  h(x)

Orf(x)—y=; e =

Donc le signe de f(x) - y dépend du signe de h(x).

Or d’aprés le tableau de variation obtenu dans la Partie B 1) ona :

Idrissa DEMBELE. P.E.S.G. ECICA. Bamako-Mali. TSE. Tome 2 Page 92
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b- En déduisons l'aire, en cm” de la portion de plan limitée par la courbe (I") , la droite A et
les droites paralléles a I'axe des ordonnées d'équationx = letx = 2.

L’aire A de la portion de plan indiquée est, en em?, puisque (I") est au dessus de (A) et
puisque (A) est au dessus de I’axe des abscisses pour 1 < x < 2

2 Inx t

1
A=(2 m)zjfff(x) —y)dt = 4 cm? flz (% +IIL:) dt = 4 cm? Jrlz;dt + 4 cm? i -;fdt

= 4 cm? ff%dt + 41 cm? = 4 cm?[Int]? + 4] cm? = 4 cm?In2 + 41 cm?
Idrissa DEMBELE. P.E.S.G. ECICA. Bamako-Mali. TSE. Tome 2 Page 93
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La suite de terme général 0,3(0,7)™ est convergente V n € N et converge donc vers 0,
Alorslim |uy, —a| =0 limu,—a=0 © limu, =a
- n— 4o n— +co n—+oo

D’ou la suite u,, est convergente et converge vers a

3) Déterminons un entier p tel que pourn > ponait: |u, — a| < 10~3puis donnons a I'aide
de la calculatrice une valeur approchée de u, & 10~*prés.

On sait que |u, — a| < 0,3(0,7)" et d’autre part |u, — a| < 1073

T -3 =
Par identification ona: 0,3(0,7)" <103 & (0,7)" < —z-;— & ehin0 7 = 1?} =

Idrissa DEMBELE. P.E.S.G. ECICA. Bamako-Mali. TSE. Tome 2 ~ Page9s
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ns que g est continue en 0.
g est continue en 0 si te seulement si lim g(t) = g(0) =0
- t =0

lim g(t) = z.-m:-’-'“ﬁ;ﬂ = liml-rl—u—:-—ﬂ— xt =) x(0)=0

L0 t =0 t =0

Puisque Lim g(t) = g(0) = 0, alors g est continue en 0.
t=x0

Etudions la dérivabilité de g en 0.
/
0 L t]_ g(D) I -2
g est dérivable en 0 si te seulement si lim 'g(_z:u_- =g'(0)=1le R
t =0

Idrissa DEMBELE. P.E.S.G. ECICA. Barmako-Mali. TSE. Tome 2
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s le tableau des variations de g.

ﬁx f(£).Yt € Dy; 26/t > 0. Alors le signe de g'(t) dépend du signe de

‘Or D’aprés Partie B: 3) ona:

Vx €]—o0;0[U]a; +oo[; f(t) > 0=> Vx €]-o0 ;0[Ula; +oof; g'(t) <0
et

Vx€J0; al; f(t)<0=> vxe€l0;al; g'(t)>0

D’ot le tableau de variation de g est le suivant :

e ———————
Idrissa DEMBELE. P.E.S.G. ECICA. Bamako-Mali. TSE. Tome 2 ~ Page98
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mﬂfi = limg(x)=g(0)=0 € R
VX o
Dol la fonction g, est dérivable en 0 et son nombre dérivé est g,'(0) = 0

W/t
b) Soit @ la fonction définie sur [0; +cof par : ¢(x) = 2vxin(1 +x) - I: " tdt
Démontrons que ¢ est dérivable en tout point de [0 ; +cof

: 5 x u'"
@(x) = 2xin(1 + x) — Iu 12_:: dt =2g,(x) - [, 12.”

. In(1+ Vx :
Vx €]0; +oo[; g; est dérivable et sa dérivée est g’y (x) = n; ﬁx) + ﬁ etg,(0)=0

r
De plus la fonction & définie sur [0 ; +oo[ par 6(t) = 77 est continue sur [0 ; +oof

Idrissa DEMBELE. P.E.S.G. ECICA. Bamako-Mali. TSE. Tome 2
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¢) En écrivant tan%0 = (tan*6 +1) — 1; déte
donnons I'expression de (hok)

(hok)'(8) = 4tan0 = 4[(tans + 1) —1] = 4(tan®*0 + 1) — 4 = 4(tan)'(9) — 4

Soit H une primitive de hok. Alors H (8) = 4(tan)(0) — 46.

Or hok est une primitive de (hok)’. D’ou (hok)(6) = 4(tan)(0) — 46 + c.(c € R).
De plus (hok)(0) = 0 ;

Donc (hok)(8) = 4(tan)(8) — 46
Idrissa DEMBELE. P.E S G, Bamako-Mali. TSE. Tome 2 " Page 100
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4) a-Ecrire une équation de la tangente ( T ) & la courbe ( C ) au point d’abscisse I ou ] est le
point d’inflexion de la courbe ( C ).

Déterminons le point d’inflexion de la courbe (C )

Idrissa DEMBELE. P.E.S.G. ECICA. Bamako-Mali. TSE. Tome 2. ~ Pagel01
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t la primitive qui s'annule en —- de la fonction g définie par g (x)

'ih_;_e;stf;jlq:primiﬁﬁg,de_.la fonction g qui s’annule en E si et seulement si h'(x) = g(x)

h(x)= -;‘-lﬂgasx) = h'(x) = -% sinxf’(cosx). Or f'(x) = -1—:__-%_:2'

=5 sinx

_ 1 1
=>h'(x)=—= e = =
h () 2 Stnx X 1— cos’x sin?x sinx 9(x)

h (’2—’) = 5— f(0) = 0.D’ot1 hest la primitive de la fonction g qui s’annule en -E

2) Calculons I'intégrale K = ,? L
-gmt f; sinx

Idrissa DEMBELE. P.E.S.G. ECICA, Bamako-Mali. TSE, Tore 2 ' Page 103
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ssion i:‘\rtﬁzim  fonction de 7t &

: 1
hez= = G

- Pourn=0;ona:h= Ij—
- Pourn=1;ona:l3=1—

- Pourn=2;ona:ly=15L-3

PARTIE A :
Soit g la fonction définie sur ]0 ; +oof par g(x) = —x? 4+ 3x - 1 - Inx. On désigne par Cg
la courbe représentative de g dans un repére orthonormé( 0 ; 7 ; J) d’unité graphique lcm.

1) Etudions les limites de g en 0 et en -+ oo,

m
Idrissa DEMBELE. P.ES.G. ECICA. Bamako-Mali. TSE. Tome 2 Page 104
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ation ¢ QQ% Nj ‘“'CJIJQ »s;“kj ’ “’@x =08c: gﬁi‘f i"‘g;‘;””

s f— '_ LI y h
L e | uenars]

n x — x — 1 est définie sur ]0; +oo[.
La fonction x — x2 — xlnx est définie sur ]0; +oo[.

Alors f(x) = est une fonction qui est bien définie sur ]0 ; +oof.

x2— xinx
2) Etudions les limites de f en 0 et en 4. Que peut-on en déduisons ?

s , gl =
Hieyts]= dae x—xlnx 0+ Bt

x—=0 x—=0

- 7 X
lim f(x) = hmm =

X — 4o X — +co

Idrissa DEMBELE, P.ES.G. ECICA. Bamako-Mali, TSE. Tome 2 ~ Page 107
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Alors la courbe (Cf ) coupe I'axe (ox) en x = 1

Tragons la courl.Je'(Cf ) et la tangente ( T ) dans le méme repére.

W'
Idrissa DEMBELE. P.E.S.G. ECICA. Bamako-Mali, TSE. Tome 2 = - ' "
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=/ '——i-dx = [In(x — Inx)]¢
In(a — In@) = In[a — (Ina)]. Or PARTIE A 5),ona: lna = —a* + 3a- 1
=A@ = In[a - (=a® + 3a- 1 )] = In(a+a* - 3a +1) = In(a® - 2a + 1)
=n(a—1)? =2n(a-1)
D’out A(a) = 2In(a — 1) ( Ce qu’il fallait démontrer )
En déduisons un encadrement de A(a).
25a<3®1<sa-1<2®0<sln(a~-1)<n2®0<2in(a—-1) < 2in2 &

0<2in(a-1) <lnt & 0<A(a) < In4 (Cequ'il fallait démontrer )
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que pour toutxde R;ona:e

>x.

=000,
k() =e* —x = k() = e* ~1
Posons k'(x) =0 e* —1=0=>x=In1=0

D’ou le tableau de variation de k est le suivant :
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déllmltéé par la courbe (Cf) et les drmtes d’équations respecﬂves x= U ,y=0etx= a.

A@) = [ f(x)dx = [[* In( 2x + V&2 + 1)dx
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l=ye¥+ yweX-ye=1+y@e(l-y)=1+y=>e = i_' -

(e S TR TS
2x=1in . x=3 ( =
D'ob h(x) = ¢~ 1(x) = In |1

1 1- x
s
h(x)=£n X = H(x) = U= w0

1+:|: 1—x%
-I

Do h'(x) = T—l_x:

3) Etudions puis représentons le fonction h sur |=1; 1[.
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A 2 D)t 3 o s e e e
== o il fallait démo

2) Dressons le tableau de variation de f sur [0 ;10] .

v 22— D +3)
f’ (x)_ (x+ 1}2 2

vx € [0 ;10];(x + 1)% > 0; Alorslesigne de f'(x). Posons 2x(x—1)(x +3)=0®
x=0oux=1oux=-3

Puisque la fonction f s’annule pour @ = 1,712, alors le tableau de variation de f est le
suivant :
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2) Complétons le tableau suivant a l'aide de valeurs décimales arrondies a 0, 1prés par excés.

0 1

2

4

6 8T

W1 1.8

2,1

2,5

28 | 30 | 32 _ |

3) Dans le plan rapporté 4 tn repére orthonormal (unité :1 cm), dessinons avec soin la

représentation graphique de f.

L

e e ———————
Idrissa DEMBELE. P.E.S.G. ECICA. Bamako-Mali. TSE. Tome 2 ; - Page123
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¢ 50.000 FCF‘% s’exprime par Q(I) = };x (frals et recette en centaines de
mﬂhers cle FCFA)

1) Monln:r que le bénéfice mensuel de I'usine est exprimé par B(x) = —x In(2x +4)
On sau que : Bénéfice = Recette — Coiit total de production.

Si f(x) = In(2x + 4) représente Coiit total de production et g(x) = —x la recette obtenue
en vendant x prodmts alors le bénéfice est: B(x) = g(x) — f(x)

= B(x) = -2—x = In(2x + 4) (Ce qu’il fallait démontrer)

2) Vérifions si I' usine réalise un bénéfice lorsqu'elle vend chaque mois :
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. _31-'s!_.l:'il,t;::-='§l_u-:;prthé_mg on considére la fonction f définie sur ]-1; +oo[ par:

f(x) = —2x + 5 + 3in(x + 1).

a- Calculons la dérivée f'(x) puis dressons le tableau de variation de f.
R

f)=-2x+5+3mEx+1)=>f () =-2+ 775751

Pourtout x € ]—1; +oof ; x + 1> 0. Alors le signe de f'(x) dépend du signe de 1 = 2x.

l'-'cpscrns1---2‘.1r=3».14:=2

Dot le tableau de variation de f est le suivant :
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4) a- Montrons qu’il existe deux réels a et f tels quef(a) = f(B)=0.Aveca<0<pf

- D’aprés le tableau de variation de f.¥xe ]—1 : -,H ; [ est définie, continue et
strictement croissante de I'intervalle ]—1 ; -21—[ vers ]—m 74+ BIng[ . Alors I'équation
f(x) = 0 admet une premiére solution « telle que f(a) = 0.

5 1 : x : :
- De méme Vx € ]‘z‘ 4 +m[ ; [ est définie, continue et strictement décroissante de

1
Iintervalle ]5_- - +m[ vers ]—m ; 4+ 3!1123[ - Alors I'équation f(x) = 0 admet une seconde

solution f telle que f(a) = 0.
Conclusion : il existe deux réels o et B tels que f(a) = f(B) =0.Aveca < 0 < B

b- Calculons f(—0,9) f(=0.8); £(5,2) et f(5,3) puis en déduisons un encadrement
Idrissa DEMBELE. P.ES.G. ECICA. Bamako-Mali. TSE. Tome 2 Page 126
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Une entreprise a une capacité de production de 5.000 ouvrages par jour. | i
Une étude a montré que le codt marginal de production de cette entreprise peut E:;r;;.gar__dmné
la fonction f(gq) en (milliers de frangs) ou q désigne la quantité d’ouvrages imprimés en
(milliers d'unités). On rappelle que le colt marginal est la dérivée du coiit de production.

1) a- Caleulons [ f(g)dq
D’aprés Partie A 5) ona :
Sif(q) = —2¢ +5+3ln(qg+1)=>F(q) = —¢° + 29+ 3(q + Din(g + 1)
s f;f(quq = [-q® +2q + 3(qg + 1)in(q + 1)]3 = —15 + 18In6
b — En déduisons le coit total en ( frangs) de production de 5.000 ouvrages.

Puisque le cofit marginal est la dérivée du coiit de production, alors C'(q) = f(q).
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‘On appelle fonction puissance toute fonction f

falx)=

'b) Etude des fonctions puissances :

a* = e*"%,00 a est un nombre réel positif et différent de 1.

- Dérivée :f;(x) = (e™e) = Iﬂae"‘.“", d’oti: fo( x) = a*lna
- Tableaux de variation : :

Les tableaux de variations suivants résument I’étude de 15

1“cas:Si0<a < 1lalorsona: le tableau suivant

x |- +oo |
falx ) a
+coo
fa(x)
0

définiesur] 0 ; + o [ par:

suivant les valeurs de a.
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a) f(x) =@x + DeXetFE)

b) fG) = (x + DT aFE) = (@ +

fonction f
3 F) = (P=Dje e G = (et + c) e

by FO)= (= 3 1) et FGRE= (ax*+bx + ) e

Problémes

- On considére la fonction numérique f définie sur R par i) = e I Soein :
On note C sa courbe représentative dans le plan muni d'un repere orthonormal (

Partie A : Etude de la fonction f et construction de la courbe (C).

] 1) Etudier la limite de la fonction f en — oo puis en + o

(on pourra écrire xe*~ ’=§ xe*).
2) Démontrer que la droite A d'équation y = 2x + 1 est asymptote éla
préciser la position de la courbe C par rapport a la droite A.
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i
Lobjet de ce probléme est d‘étudier,  Iaide d'une fone une fonctio
résoudre une équation différentielle dont elle est solution. I

A) Etude d'une fonction auxiliaire _
- : x e
Soit g la fonction définie sur R par g(x) = 7 :221__.— In(1 + 2¢*)
1) Calculer g'(x) et montrer que ce nombre est strictement négatif pour to
2) Déterminer les limites de g en — < et + .

3) Dresser le tableau de variation de g.
4) Donner le signe de g(x).

B) Etude d'une fonction et calcul d'une aire.

Soit f la fonction définie sur R par f(x) = e **In(1+ 2e%).
On note C sa courbe représentative dans le plan rapporté & un repére orthogonal
(unités graphiques : 4 cm sur l'axe des abscisses et 1 cm sur |'axe des ordonnées).
1) Calculer f(x) et montrer que pour tout réel x, f '(x) = 2e ¥ g(x).
2) a) Déterminer la limite de f en — oo,
b) Déterminer la limite de f en + oo.

On pourra remarquer que : si onpose X = 1 + 2e”, f (x) s'crit 4

(X=-1)2

Dresser le tableau de variation de f.
3) Tracer C.
4) Soit & un réel strictement positif.
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sur]—eo; 5[ par: £(x) = Ins - x), B
n de f. Préciser les limites de f en 5 et en —co.

Frouver que f(a) = «
3) a) Démontrer que ¥ x € [0 i3], ona:|f'(x)| < %
b) En déduire que v x € [0;3], ona:| fx)—al< s Ix =«
-@)-Eémontmr-qun si0 < x < 3alors 0 < f(x) < %
4) Dans le plan muni d'un repére orthonormé (o, i, ), d'unité graphique (3 cm), on-
- désigne son (C) la représentation graphique de la fonction i |
a) Tracer la courbe (C), puis hachurer la partie du plan formée des points de coordonnées

- flsx <4 -
(x,¥) tel que : {D- <y<f(x) Onnotera(S)cette partie.

) En remarquant que, ¥ x # 5, = 1+x_5,mnntrerque_[u__xq_s.dx—ﬂe. ba

¢) Prouver que l'aire A de Ia partie (S) en cm’est donnée

par A =—a* + 6a - 4.
(On utilisera une intégration par partie),

X
On considere la fonction f, définie sur l'intervalle ]-1; + oo par f(x) = a i oy
On désigne par (C) la courbe représentative de f dans le plan rapporté 4 un repere
orthonormal (0 ; 7; )
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de f*;
x appartenant 4 l'intervalle |5 |

a- Démontrer, en utilisant la question C.2., que pour tout entier nature

[tner —al = %'Iun —al
b- En déduire que pour tout entier naturel n,

converge vers 4.
e*—1

On considére la fonction f définie sur [0; +oo[ par f(x) = et
On note (C) sa courbe dans un repere orthonormé (o, 7, }) d'unité graphique (4 cm).
Partie A : (Etude d'une fonction auxiliaire).
On définie la fonction g sur [0; +oo[parg(x) = x + 2—e*
1) Etudier les variations de g, dresser son tableau de variation. Montrer que l'équation

g(x) = 0 admet une solution & et que 11dicia < 115
2) En déduire le signe de g(x) suivant les valeurs de x.

Partie B : (Etude et tracée de f).
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Dy={x/x€R;~x+2%#0}
x+2%#0=>x%-2=>Dp =]-00;-2[U]-2; +o[

£13+zx ; e#z .
i = — = lim— = 400
lim f(x) = lim — 7
X = —co X ——00 x — —co

=
eX
lim— =+

: S e B
lim f(x) = lim —
x +40 x = +oo X = +oo

xZ4 2%

lim f(x) = lim )

x = =27 x =2
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Ainsi d’aprés le théoréme de
lg(x) - g(a)| <5 |x—al . Org(a)

= |g(x) —al < |x - al . En posant x = un; 00 a:lglun) —a

_ a]. (Ce qu'il fallait démontrer)

: _ . |
Or g(up) = Unsy = ltn+s — 2l 5;'“*

b-En déduisons, en raisonnant par récurrence que Pour tout n de N [utn — &l <

Onsaitque @ € [1,9; 2] & 1,9 <a<2 et up =2
Il vient que 1,9 —2<a-u<2-2
& —01<uy—a=<0

@0 <|uyg—al =01

1
— -.-;:_
<0 < |uy n:l_m

&0 < |uy— al {l(lju
==Esh = 10\9
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- w:g_@ tement croiss:

D’aprés Ea__n.s) b), on s

Drautre part f(x) = e**- (x +1) e*® f(a)
Ore® = —::-f( @) = (a+2) -(a +1)xi"..ﬁ='.?"_

_a*+4a+4 a’+3a+2 _ ab+da+4-2a%— ba—4
4

i 2 12 > fla) = -2 ”“ . (Cequiil fallait démontrer)
En déduisons un encadrement de f(a). (On rappelle que =1,6 < «

@ f(-16) < f(a) < f(-1,5)
032 < f(a) <037
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: e*(1 + 4e%) '
== g’(x}-.= —W Puis que v

Douvx €ER; g'(x) <0

2) Dét'enninﬁns les limites de g en — 00 et + 0.
limg(x) = Hm === “_22, — In(1+2e*) =0-0= 0
x — —00 x = —00
lim g(x) = lim rﬁ — In(1 +2e*) =3 -(+m) = —o
x—= 400 x— +0oo

3) Dressons le tableau de variation de g.
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2) Prouvons que f(a) = a

D’aprés Partie A 2) b), 'équation I'équation g(x) = 0 admet une.soluti’dﬁf-.unjﬁﬁé_.
gl@)=0 Alorsg(a)=0% e“+a-5=0=>e*=5-—a=>a=mG-a)

D’autre part f(x) = In(5 - x) @ f(a) = In(5- @).Ora = In(5 — a)=> fa

3) a) Démontrons que¥ x € [0;3],ona:|f (x)| =
i ]
filx)===
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c-Prouvons que l'aire A de la partie (S) en cm” est donnée par A==
(On utilisera une intégration par partie).

A 4
= A= [ ) de = L n(5= D) =[ (e + SieE=R)S o],

— [(x-5)in(5- x) 4]} = (—in1 - 9) — ((a = 5)in(5 - a)=¢)

=—4—(a-5)n(5-a)+a. Ora=In(G-a)
=}A=—4-(a:—5)cr+a=-4—az+5a+a=—a2+6a— 4.

Dot A= —a’+ 6a - 4. (Ce qu'il fallait démontre)
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B — P SR
sl Maths. Tome 2 :

™

; 1 0
rOsrmsrme o pmcoeonsrmsoe -3 @<

<
PsIrmis i =o<irans 3

Alors |
ik '"Hi‘]mﬂ-:lr{:)lsi(t:eq-'ilﬁmw}

-‘-JOnd&fmilh-.im(u‘}_
Yo =letu,,, =
On admer

pour tout nombre entier naturel n, par :
Uy ), pour n > 0
m.mmmhemmmma:-%s u, S L

mm%mwmmmbumﬁumndn.muiuﬂ:—mi}ﬂ“ﬂ“ Al

Puis - "
e |7 (x)l < 4+ Alors d'aprés Ie théoréme de I'inégalité des accroissements finis, on a -

- 1
V= F®I < S1x=p1.0r 18y =p. = 10y - gl < lx=pl

D'ouvx g [%;1]:0:1:1:]}'{:)—&5 -l;lx-ﬁi
Posons u,, = : =
Un =x.Alorsona: |f(u,) - Bl < 2 [un = BL. Or f(up) = upy,y

D’ £ -
Gﬁpmuwmnombreenhernamin,uua:luﬂﬂ—ﬁls%lu,,—- Bl

nirer par récurrence que, pour tout nombre entier naturel n,ona: ju, - | < G)n

- . e
1" e —_ 1 0

- sin=0; yy = :_1 etf 'E'[E ;1]. Alors|l-Bl<1= G;) vraie V x € N.
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D’aprés le tableau ci-dessus :

Vxe [0; ;71;5[ ; f'1(x) > 0.Par conséquent V¥ x € [U.%[, fi est'-sﬁcfgs;iin

Vxe ]le ; +°°[ ; f1(x) < 0. Par conséquent V x € ]% : +¢Q[: f1 est strictems
décroissante.

2) Calculons la limite de £ en + oo (on pourra poseru = x2).

1
lim f1(x) = lim xe™" . Posonsu = x> @ x=yu®@x= u2.
X = 4o xr = 400

Si x— 400 alors u— +o
1 - o
Alors : lim fi(x) < lim fi(u) = limuze”™. Orpourtoutn € N; limu"e =0
x> +0  u-+0 u- -+ u—+0o, :
D’ou lim fi(x) =0
X = +oo
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2) Déterminons les positions relatives d .
Pour déterminer la position de CyetCs par:apport aA, nous étudions le signe
k() = 1) — f(0) = xe™ % —xe™¥ = (1 — x¥)xe” .

xe™*est positif ou nul sur [0 ; +oo[ . Done le signe de k(x)dépend dusignede 1 —

Posons1 —x2=0=>x= 1

R [
E750 D ey S

D’aprés le tableau ci-dessus : . ’

vxe [0;1[; k(x)> 0.Par conséquent ¥ x € [0; 1[; la courbe C; est audessusd
courbe C;

Idrissa DEMBELE. P.E.5.G. ECICA. Bamako-Mali. TSE. Tome 2.
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Rl e

; = r{l - T P - I Sl =
A=y BGdx = [} ey = fo 2 x xe~*dx.

FiEx
)

Posons : u(x) = X =>u(x) =2

If".'f('i":)"=--:rcie"*“*" => y(x) ezt

—

: x?e% 1t 1 2 e~1 : ': *

el == Hoxe P axay ==t 4, or 1t :
0 = |

=P :
A il
Partie C : ‘l'- |
On désigne par n un entier naturel non nul et on considére la fonction fr définie sur
[U ; + m[par f(¥) = x"e™** On note (Cn) la courbe représentative de fn dans le repére

0);1:7) '
1) Montrons que pour tout entier n > 1, f,, admet un maximum pour x = ‘E()n note ¢, ce ,
maximum. ]

Pour tout x € [D 3 + 00| ; £ est dérivable et sa dérivée est telle que :

Sifa(x) =x"e™ = ' (x) = nx"1 x e — 2ye~%* x xM = X" (n - 2x2)e
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| | B

|

| S Sy oo A, i e e e L

| Pour tout x de ]0 ; +oo[ ; () = g(2). Alors on en déduit que, pour Uy a
g = g(2). .
‘Dol le point S, a une ordonnée supérieure A celle de S,. "

| --.EE'-prﬁbléme est composé de I'étude d'une suite de fonctions dépendant d'un paramétre, puis
' 5= de la recherche d'une valeur approchée d'une solution d'une équation du type : f(x) = x. =3
| Partie A : , : ’
‘| Pour tout entier n strictement positif, on note f, la fonction numérique de la variable réelle
| x

définie sur R—{—1} par : f;,(x) = (,:,_ e

, On note (Cy) la courbe représentative def, dans le plan rapporté 4 un repére orthonormé (unité =
| graphique : 2 cm).

1) Déterminons la fonction dérivée f', de f, et donnons I'expression de f',, en fonction de f,
| et de fl‘l-l-l*

| S _e¥(xt 1P -n(x Ay e SlNas () (x+ DMlex
ﬁl(x)_ (x+ 1)n }f n(x}— (x+ 1)2n = Tt 1}2“ n T 1}21‘

L=
e* e e* g* {

C(xt DX (D G DX (xF DB (x4 DR (xk DA

m

1
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xn +1=1=> xl.'ll '=-"ﬂ__:.

En remplagant x = 0 par sa valeur dans Yo = /1

el

=hH0O) =G =’%= 1 . Dot toutes les courbes (G;

pomt A(g).
4) Déterminons la limite de f-’if-cﬂ lorsque x tend vers +oo.

e* . e

e
mn
X X

X — +co X = 4o ¥ = 400 x — +00

.f'n( P

= lim——— = <
.‘r—++cu

x(x+ 1)" x(x+ )" =
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Pour tout x appartenant  [0;1]; (x + 1)™! > (x + Po—— =
Gt S Gy e
e* *

: Y \ k= . 0
Ore* > 0. Alorsona (et rFi s TEET En intégrant sur [0;1), ona;

1 e*
_fewdxt:_[ u+undx¢-'s>ln+1<l @ Ingy — I <0,

D’ot la suite (I,,) est décroissante.

D’autre part si x appartient a [0;1]; alorsona:

D=x<1

@ lsx+1<?2
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=lug—al <5 @ |gp—al <;
Supposons la relation est vraie & I’ordre 1 ¢lest-a-dire ¥ 7 s :

i 3
lup —al = % G) Puis montrons qu’elle est

ona: |up —al = f(?)

1
D’aprés Partie C 3)b),ona: [un+1 — el=s7 lu, — al.

Par suite |u,4, — al < i’lun —al= % [%G)“]

1071 n+1
Dot [unsr — al < 75(3)

e ’ :
Conclusion : tout entier naturel n, |u, —al =3 (;) (Ce qu’il fallait démontrer).

 Page 189 j
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; uisons que v x€[0; +oo[; gest strictement. décm‘xssantc
eau de variation de g est le suivant ;

Montrons que I'équation g(x) = 0 admet une
D’apres le tableau de variation g est définie,

0; +m[ vers |~oo; 1]et par conséquent |’
gla) =0

solution a et que 1,14 < ¢ < 1,15;
continue et strictement dccmlssante de

équation g(x) = 0 admet une solution a telle que

p 9(115) = —g 008 = g(1,14) x 9(1,15)0<0 . Alors d apres le théoréme des
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Nous en déduisons ainsi que :

Vx]0; a[; f est strictement croissante.
Et

V x Ja; +oo [; f est strictement décroissante.

L a—X
2) a) Montrons que ¥ x € [0; +00[; f(x) = ; = ::_;,._

o et 1=cbs — =%
O .

= f 1
xe*+ 1 ex(x—ﬁ-) _x--e-i-

b) En déduisons lim f(x) .
X = 4o
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Ei . See B AT e e T

D’0ll y = x est Iéquation de la tangente au point x, = 0.

T b b S __[:H- 1)(e*— xe* — 1) s - :
| 4) Montrons que f(x) - x = =————— . 5

fX)-x= e*-1 o | —x2e*-x  eX(1-x%)-(1+%) !
4 A xeX+1 xe*+1 xeX+1

- e*(1-x)(1+x)-(1+x)  (1+x)[e*(1-x)-1]) _xr 1)(e*- xeX — 1)
xe¥ + 1 EZ xeX + 1 -~

xe* +1 e

S i 1)(e*—xe* - 1)
D)= = Xestr

(Ce qu'il fallait démontrer)
Etudions les variations de la fonction T(x) = e*—xe* — 1. -
T(x) =e*—xe* -1 l

DT =[0; +oof,

TO)=0 g

@
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Partie C :

primitive F de f en utilisant la question 2) a) de

1) Déterminons une
D’aprés partie B2) a)ona:Vx € [0; +oof; f(X) =7 o=="

1=  plx)=Injx+e*|+k

x+ e™*

Alorssi f(x) =

ldrissa DEMBELE. P.E.S.G. ECICA, Bamako-Mali. TSE. Tome 2 -
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-~ 2

- .

¢- Interprétons géométriquement le résultat obtenu

Puis que : lim f(x) = 0. Alors la droite d’équation y =0
x — +00 courbe (C) de f.

4) a- Montrons que, sur I'intervalle [0 ; 7] I'équation f(x) = 3—-':admet:;_}

nt décroissante sur [0 ; m], alors €

Puis que f est dérivable et stricteme
-7, 3¢]. Orel™<3<3e

de [0;m ] vers [ f(m); f(0)] = e
Donc l'équation f(x) = 3 admet une solution unique a sur l'ntervalle [0 7l

b- Donnons un encadrement de a d'amplitude 1072

Puisque : {;Eg'gg i igg z g alors un encadrement de d'amplitude 10

0,87 < a <088

5) Représentons la courbe (€) sur [0; 4]
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3) Déterminons la valeur exact
4107 prés. '
On obtient finalement A = — 2 AR =
approchée de A par défaut est A = 4,94 (1. D

Partie C : -
sinx
—

Soit h la fonction définie sur R par h(x) = == e

1) a- Montrons que h admet des primitives sur R.

sinx ‘ - et =
: : =] —— abl R donc ell
La fonction définie sur R par h(x) = —1—="" est dérivable sur IS

primitives sur R.

b) Déterminons la primitive de H de h qui prend la valeur 1 + in3en0.
sinx

On sait que Vx € R; 2+ cosx>0eth(x) =-1=77"F
=> H(x)=In(2 +cosx) - x +k

Si cette fonction prend la valeur 1 + In 3 en 0 alors H (x) =1-x++ In(2 +¢

1) a- Déterminons In (f(x)) pour tout x € R:ona:VxER;f(x) > Oet

rEE, P.ES.G. ECICA. BamaMaliS_E.ome--_ y
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Fosom H{z)=\(=x 411)>/0/6:2 o =iz e WO |

Alors on obtient ; H(x) — (- x + 1) = 0 et par cox “"{I‘}Estﬁ:fémﬁsﬂa?&i‘ a

b) Déterminons les abscisses des points communs & T eta _ _ -
Posons H(x) - y = 09 H(x) - (= x + D) = 0 in2+ cosx) = 0 o
©Cosx =—1=>x =+ 2kmavec ke 7 =
4) a- Equation de la tangente 4 ( ") en ) j
y = H'(0)(x - U')+ HO)=>y = —x + 1 + n3. L_; ¢
b) Etude de la position de ( I") et la tangente (T)
Etudions le signe de H(x) - (-x+ 1+ In3) __'fl
A= (x + 14 13) = in(2 + cosx) - In3 N’

Soit puisque 2 + cosx < 2+ 1 = 3® In(2+cosx)<In3.Alorsona:

Hx)- (—x+1+ In3) < 0. Et par suite, la courbe (I') est au dessus de (T)

Idrissa DEMBELE. P.ES.G. ECICA, Bamako-Mali. TSE. Tome 2
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b- Exprimons C(x) en fonction de x.

CE) = [ f(O)de & €0 = [T 2% de =10 [ —5—d

= 10[n(e™ + 4) — 10In5 = 10[In(e* + 4) — In5] = 10in (

D’ou C(x) = 10in (‘” : 4)

¢c- Déterminons le colt total de 5 tonnes de ce produit P _
(On donnera la valeur exacte, puis la valeur arrondie a la dizaine d’euros p

Idrissa DEMBELE. P.ES.G. ECICA. Bamako-Mali. TSE. Tome 2.
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' Equations différentielles dans les cas prat

On sait de plus que ce tronc double de volume tous les 10 ans.

I - Un tronc de baobab y grossi avec une vitesse prﬂpﬁfﬁonﬂe’lleiﬁ1:3iﬁi‘m5ﬁié*f
tripler de volume 7

Combien de temps luis faut-il pour
i ¥ n
] Lors du tremblement de terre qui a secou¢ la centrale nucléaire de FUKUSHIMA al
teneur du nombre d’atome de radium N(t) échappé a I’instant t est donné par la relatio
N'(t) = =25+ 1078N(t) etN(0) = N, ol (t est exprime en années).
De plus sa teneur en toxine triple chaque deux ans.

nction de Ny ett.

1) Déterminer I’expression de N(t) en fo
du nombre d’atome

2) Aubout de combien d’années la teneur
quadruplé ?

de radium aura —t-1l

Une substance se dissout dans |’eau avec une vitesse de dissolution proportionnelle & la

% quantité non dissoute.
A Pinstant t = 0 ( en minutes ), on place 20 grammes de cette substance dans une grande
quantité d’eau. Sachant que les 10 premiers grammes S€ dissolvent en 5 minutes.

Page 207
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| exercice, on désignera par (E.C) I’équation ol
-1 Ik Dy"-4y 3y = g

| [
1 {EC} T' 47"‘!‘3-—'0‘—:'&:4‘ (ﬁ:"ﬁ)-ﬁlﬁrsn:l et T1=‘--3

TS =f(x) = Cren* + cyem =

=S =f(x)=Ce3* + (e

=2y =0lia=2 = S= f(x)= ke?™ Avec (ke R) 1
" I “i'
Yy"+2y + 2y = 0 %

EBC):r?+2r4+2=0=>A=—4 =42 (A< 0).

e e ee———————————————
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[t

D'l f(x) = 6cos2x + Ssin2x
Y +y=0.Li wi=1=w=1
8 =f(x) = Cycoswx +-ﬂ‘£s_£nwxf =5 = f(x)=6‘:¢ﬂﬂ +1
Conditions : £(0) = 0et f'(0) = 1

f(x) = Cycosx + Cysinx Alors f(0)=0¢ C; =0
f'(x) = —=C;sinx + Cycosx Alors f'(0) =1606=1
D’olt f(x) = sinx

) y"-3y'+2y=0

(B.C):r?—3r+2=0=>A=1. (A>0). Alorsry =1 et 1, =2
= § = f(x) = Cre"* + C,e™* => § = f(x) = Cre* + C,e%* Avec (C; ; C;) € R?
Conditions : f(1) = letf'(1) = 3 . q

f(x) = Cie* + C,e%* . Alors f(1) =1 Cie+ Cye? =

f'(x) = Ce* + 2C,e** . Alors f/(1) =3 © Cie + 2C,e2 =3

Formons ainsi le systéme avec ces deux conditions :

MBELE. P.E.S.G. ECICA. Bamako-Mali. TSE. Tome 2
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La fonction g est bien affine sur R, .
2) Exprimons f(t) en fonctionde t et de a.
Onsait que : g (1) = f(B)e* = £(&) =48 = g(p)e™

Or a linstant t = 0, I'alcool n’est pas encore dans le sang, donc f(0) = 0
=>bet=0=>b=0

| D’ou f(t) = ate™".

E J 3) Dans cette question, on pose que a = 5.

| a-Etudions les variations de f et tracer sa courbe. £
f(t) = ate". Puisque a = 5. Alors f(t) =5te™ et f'(t) =5Set(1—1t)
5e~¢ > 0 .Alors le signe de f'(t) dépend du signe de 1 — t. 1
Posons1—t=0=>t=1

D’oil le tableau de variation de f(¢) est le suivant :

+o0

x 1
['(x) + b -

" e —_
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