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EXERCICE 1

L’objet de cet exercice est de renforcer I'aptitude des éléves aux démonstrations basiques en
mathématiques (A = B) qui signifie (Si A alors B) c’est-a-dire partir directement des
hypothéses A données et arriver a la conclusion B aprés l'utilisation une suite d’implications
logiques.

(A est vrai et B est vrai) ou
s Laproposition (A = B) estvrai si (A est faux et B est faux) ou
(A est faux et B est vrai)
% Laproposition (A = B) est fausse si (4 estvrai et B est faux)

Pour chacune des propositions suivantes, indiquer si elles sont exactes ou fausses et
donner une preuve démontrée de la réponse choisie.

Proposition 1 : Soit z € C*. Sile module de z est égal a 1 alors z? + = est un reel.

1+7Z

. 1 _
Proposition 2 : Pour tout complexe z non nul, on a: (z + E) - =Z- 1

Proposition 3 : Soit le complexe n =2+ iv6 le nombre complexe n?®> =n

3
—_— ===

.. 3 . .
Proposition 4 : cos?"+l sin—7 =~

Proposition 5: 4 cos 2x sin 5xsinx = cos 8x — cos 6x + cos4x — cos2x

Proposition 6: Vv z €C tel que |z+2i|=+v2 alors z=+2+2i

3 V3
2T

.TT
Proposition 7: 1 + e's est la forme exponentielle de

. 3-i 2V2
Proposition 8 : Le complexe m = % (1+1i) apourmodule = et d'argument %

Proposition 9 : Les racines cubiques de t = —8i sont: to=2i, t; =—/3—i et
tz = \/§ —i

Proposition 10 : soit z = —2v3 —2i. Lasomme —z% —z% =2

Proposition 11 : Ya € R, posons w = —cosa + isin a. On affirme que |w|= -1 et

Arg(w) = —a
Proposition 12: Le complexe z=1++7 +i(1 +V7) a un module mais il n’a pas

d’argument.
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Proposition 13 : Dans un repere orthonormé (0,w’, V) , soient les points A(2 — 5i) et B(7 — 3i). Le

triangle OAB est rectangle isocéle (Aucune figure n’est demandée)

Proposition 14 : Soit (E) 'ensemble des points M d’affixe z tels que |z + i| = |z + 2i|. (E) est

une droite paralléle a 'axe réel.

Proposition 15 : Soitz = 3 +iv3 . Pour tout n € N*, z3" est imaginaire pur.

Proposition 16 : Soit z€ C* SiArg(z) =7 alors [i+z| = 1+ [z

Proposition 17 : Le point A’ d’affixe 2 + i est 'image de A4 d’affixe i par la symétrie centrale de
centre Q (1,0)

Proposition 18 : Pour tout nombre complexe z, dont |z =2 et Arg(z) =x, x € R

_7)4 1
(21:) =3 (cos 4x — 4cos 2x + 6)

.. —cosx+isinx 1 i("_
Proposition 19:Vx € R, — — == G769
3i(cos5x +isin5x) 3

Z—1
1-1

Proposition20: vz € C, ( )+E+1—1=i

.. . 0 V5+1  V5-1,
Proposition 21 : Soient les complexes A = 2e'z et B = 2+ ——, i avec 0 eR
) _|cosO = e
A% = B si et seulement si 8
. 1-V5
sin @ ==

Proposition 22 : z%2—i=o0 sietseulementsi z=+i ou z=—i

SOLUTION 1

e Proposition 1: Vraie
Eneffet:zeCet|z| =1

zl=1e |zl =2Z=1=Z="
z% + % =z?+27?>=2cos2x € Rol x = Arg(z) ce qu’il fallait démontrer (cqfd)
e Proposition 2 : Vraie
1+2 1
z

Eneffet:(z+%)—7=2+

z

- % —1=2z-1 ce qu’il fallait démontrer (cqfd)
e Proposition 3: Fausse
En effet : n = V2 + ivV6 = 2v2e3
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™\ 2> 25 ;257 i o 25n . m
n2s = (zﬁe 3) = (2v2)"e"s =237y2e'5 car lamesure principale de =-esty
25n_241t+1r_8 +Tl’_
3 3 °"tT3T3

Alors n?5 = 237\2e's =236n=n  cqfd

e Proposition 4 : Fausse

3 1
cos— ==
3w, . . 3m_ 1
En effet: cos =+ isin==-—i & 8 2 absurde cqfd
8 8 2 . 3w
sm?——l

e Proposition 5: Vraie

zz+2Z 25—25 zZ—Z
En effet : 4 cos 2xsin5xsinx = 4 - — ) =
2 2i 2i

=—%[23+28—(z6+26)+(z4+24)—(zz+22)] = — cos 8x + cos 6x — cos 4x + cos 2x cqfd

e Proposition 6 : Fausse
En effet : vz € C tel que |z + 2i| = V2

J’attire I'attention sur le symbole vV "quelque soit" cela veut dire qu’a chaque fois que |z + 2i| =

V2 donc c’est que z = /2 + 2i

or|z+2il=vV2 & |z + 21| =V2 © |z—2i| =V2 < AM =2 ol M(z) et A(2i)

Pour dire que M est situé sur le cercle de centre 4 et de rayon r = V2 donc M ne peut étre unique.
Dire que z = /2 + 2i revient a dire que M(z) est unique ce qui est absurde  cqfd

Autre méthode :

D’aprés le cours |z| = |—z| = |z| = |—Z| alors |Z + 2i| = |-Z — 2i| = |z — 2i| = |-z + 2i| = V2 donc

z ne peut étre unique il suffit de prendre —z = —/2 + 2i cqfd

e Proposition 7 : Vraie

T

T
Eneffet: 1+ e'3 = 1+cos§+isin3

. T T - T T . T
Mais 1 + cos— = 2cos’~ et sin-=2cos—sin—
3 6 3 6 6

6 6 6 6

vy
alors1+e's = 2coszg+ 2 cos=sin> = 2cos£(cos%+ isinE)
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NB : 1+e3—\/_e6—§+%§

e Proposition 8 : Vraie

En effet - m = B

i)
m| =2 [VB - i||1+i| =22

Arg (m) = Arg (\/i_i) +Arg(1+i)
—_rT,r_r
=TstiT 1 cqfd

e Proposition 9: Vraie
En effet : Posons z3 = 8i

Soit z=pe®; p>0et O€R* ona 8i=8e2

3 — _3 —
. n p®=8 V8 =2
3 — Qi 3,3i0 — 3
Z=Blepe ‘8“‘:’{39=§+2kn(ke{o;1;2}) g=2420 T
: (kT
zk=pe‘9=2e‘( )ke{0;1;2}

Pourk=0: Z,=2es= V3 +i

.51
Pourk=1:Zl=2e‘?=—\/§+i

911'

Pourk=2:2; = 26" = 2e's = —2i
s = {—2i;—V3 + i; —V3 + i} cqfd

Autre méthode :

Z3 Z\3
3 =8ie=272%= (203 20 1o (—) =1

—2i

_LZi est une racine cubique de l'unité c’est-a-dire _izl e{1,j,jjouj=—- + i_

Donc on obtient :

o L _1—=7=_2i
2i

l\/_

. —=% =Z=vV3+i

Z 1 iv3 .
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s = {2 V3 +i;—V3 +i]

e Proposition 10 : Fausse

En effet : soit z = —2v3 — 2i

5 5
z=-2V3-2i= 4(cos?— isin?)

—z6 - 26 = —(26 + 26) = —4%(2 cos 5m) car (z" +z" = 2|z|" cosnB o 6 = Arg(z),n € N)
Mieux encore z® = 4%(cos 5m + i sin 5m)
z% = 4%(cos 5m — i sin 5m)
Alors 2% + 2% = 4°(2 cos 5m) & —(z° +2%) = —21%(-2) = 213 cqfd

e Proposition 11 : Fausse

En effet : Va € R on pose w = —cosa + isina
|w| = —1 est absurde car le module d’un complexe est absolument positif. Cqfd

e Proposition 12 : Fausse

Eneffet:z=1+V7+i(1+V7) = z=(1+V7)A +1i)

lz = |1 +V7||11+i| = (1 +V7)V2

Arg(z) = Arg(1+V7)+Arg(1+i) =0+ % = % cqfd

Alors z a bien un module et un argument

e Proposition 13 : Fausse

En effet : Dans le repére orthonormé (o ;,j) A(2 — 5i) B(7 — 3i)

Zp—Z Zy 2-5i 1 1, , ,
=L ="F=_—=-+-i #i#—i cqfd
Zp—zy Zp 7-3i 2 2

e Proposition 14 : Vraie

Eneffet: |z+i|=|z+2i|l o |z—1| =|z+2i| & |z—i| = |z + 2i]

L’ensemble des points M(z) vérifiant cette relation est la médiatrice du segment [AB] avec z4 =i et

zp = —2i mieux encore c’est la droite (D):y = —% donc paralléle a I'axe réel. Cqfd

e Proposition 15 : Fausse
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En effet:z:3+i\/§:2\/§(‘/7§+%i) :2\/§ei§

T\ 3n 3n
wnen, 5 = (243e%) " = (25)”" o

réel sin est paire

Mais i™ est 4. .. , . ,
imaginaire pur si n est impaire

Pour dire que z3" est tantot réel tantdt imaginaire pur. Cqfd

e Proposition 16 : Vraie

En effet : z € C* supposons que Arg(z) = =

>
Arg(z) = g alors z est imaginaire pur soitz =ib , b > 0
li+z|=1+|z| < |i+ib|=1+]ib| < |i(1+b)|=1+|b|=1+b=1+b cqfd
e Proposition 17 : Vraie
Eneffet:4'(2—1i) ; A(D) et 2(w = 1)

Soit S la symétrie centrale et soit M’(z') image de M(z) par S

SM)=M oM =-OMe272 —-w=—(2-0)
z'=-z+2w
Alorszy, = -z, +2w=—-i+2=2zy =2—i. Cqfd

e Proposition 18 : Fausse

Eneffet: |z| =2 et Arg(z) = x

(z-2)* z*+z*-4(22+7%)+6 .
= Ici |z| =2 donc
16 16
vn € N*; z" = 2™"(cosnx + i sinnx)

z" = 2"(cos nx — i sinnx)

z"+z" = 2" 1 cos nx

Dot (z-2)* z*+7*-4(22+2*)+6 _ 25cos4x-23cos2x+6 16 cos4x —4cos2x+3
ou = = —
16 16 16 8

cos4x—4cos2x+6
4

cqfd

NB : z" 4+ z" = 2 cosnx n'estvalable quesi|z| =1

e Proposition 19 : Vraie

—cosx+isinx cos(m—x)+isin(m—x) el(m=x)
Eneffet:Vx eR; — = — — = —
3i(cos 5x+isin5x) 3(cosi+l smi) (cos5x+isin5x) 3,175«

cqgfd

e Proposition 20 : Vraie
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zZ—1 1-z zZ+i  1-z .
Eneffet.(:) +E+ l—l—:-l'm—l—l——l cqfd
e Proposition 21 : Vraie
0 1+/5 iV5-1
Eneffet: A=2e2; B = > _12

% 1+/5  iV5-1 _
A2=Bs (Ze‘z) =————— ©4(cos +isin0) = 1+2‘/§—%i
cos O = ﬁg“
< . —V/5+1 cqfd
sin@ =
8
e Proposition 22 : Fausse
En effet : z = i ou z = —/i n’a aucun sens car i n’est pas réel positif
Maisz? —i=0=z% =i
Posonsz =x + iy ; (x,y) € R?
+y?=lil=1 (1)
D’apréslecoursona <{x*—y%=Re(i)=0 (2)
2xy=Im(i) =1 3)
(1)+(2)4:>2x2=14:>x=g00x=—g
Pourngdans (3):y=§d’ou z=g+¥
Pour x = —Qdans(s): y = _2 doulz = _¥2_ 12
2 2 2 2
On obtient z =§+¥ou z= —%—%iet non z=+iouz = —/i qui est absurde

NB : On pourra également utiliser les racines n¢ d'un complexe (pour n = 2)

e Proposition 23 : Vraie

En effet: A(1 - 2i) ; B(—5 +1) et C(91 — 182i)

Zp—Z -3 . . . . N
H = E € R* alors les points A,B et C d’affixes respectives i et 91 — 182i sont situés sur
cC—Za

la méme droite dans le plan rapporté au repére orthonormé (0,4, v).

EXERCICE 2

I- 1- Calculer (1 +i)® (on se souviendra que i? = —1)
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2- On considére dansIC les équations (E) : z> = —8i et (E'):z3 = —8i
Déduire de la question 1-) toutes les solutions de (E) et (E') sous forme algébrique.
II- Soit P le polyndme complexe défini par P(z) = z* + iz® + 8z + 8i
1- Montrer que zy = —i est une racine de P(z) =0

2- Factoriser P(z) et résoudre I'équation P(z) = 0
3- Ecrire chacune des solution de I'équation P(z) = 0 sous forme exponentielle.

SOLUTION 2

1) 1) 1+ D)5 = [1+ 2]’ = 2i)3 = —8i
2) (E):z? = -8i=z2 = (1 +10)°

2

VA VA 2
] =1

2
s 213 oz z —
Z=la+v7 = [z ~ 17 [(1+i)3] -ie [Zl’—z

z z

— € {~1;1} cest—a— dire —— est la racine carrée de I'unité
2i-2 2i-2
Zl_z_z e{-1,1} = [ze{2-2i;2i-2)

2i

EYB=-8icB=[1+)] o (i_)3 =1 @211_ c{Lj}e z€{2i—i—V3;,-i+V3)

1) P(z) =z*+iz® +8z +8i
1) P(z,y) = P(i) = 0 alors —i est solution de P(z) = 0.

2)
1 i 0 8 8i
—i —i 0 0 —8i
1 0 0 8 0

P(z) = (z+i)(z® + 8)

P2)=0= (z+i)(2+8)=0=[z=—i ouz’ = -8

F=8=(2 (L) =1olclijore(-21-iVF1+i5-i

3) Bi=—2=2e":z,=1—iV3=2¢"3:lza=1+iV3=2eTetlzg= —i= e
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EXERCICE 3

V6+v2 , =
A- Ondonne cos—= = et sin— =
12 4 12 4

X

Ecrivez le nombre complexe z = 1 + (2 — v3)i sous forme trigonométrique et exponentielle.

B- Dans C, on souhaite trouver toutes les solutions de I'’équation (E) : -1

-n*+2 _
2
1- Déterminez les racines 4¢de l'unité sous forme algébrique et calculez (1 + i)*.
2- En déduire alors toutes les solutions de I'équation(E).

C- Résoudre dans C I'équation (F) : z* — (1 +2i)z%2+2i=0
indication : (On pourra poser u = z% ; ondonne (1 + i)* = 2i)

' \ 3+i)z—2iz = 5+1i
D- Résolvez dans C? le systéme {( Dz - 2iz i

(1+iD)z+4iz’ = -3 +i
SOLUTION 3
V6 +2 . V6 -2
A) Ondonnecosln—zz : etsml—nzz 2

z=1+(2-+3)i
12| :\/12+(2—x/§)2 =\/2(1—\/§)2

|z = |1 -V3]V2 = (V3 -1)Vv2
Soit a = arg(z)

cosq = L 6z
T (B-)vz | 4 o
_ o _\/E_ﬁ:a—12+2k1t,kez
SINE =Bz~ e
-1)*+2
B) (E):% =-1

1) z*=1oze{1;,-1;i;-i}
1+D)*=Qi)*=—-4

2) (E): ("12)4‘2 - 1o (Z-1%=-4=>1+i)*

_1n\4 _
@(’1—;) =1<:>Zl—+1ie{—1;1;i;—i}<:> Ze{-iL2+ii:2-1i)

C) (F: z*-(1+20)z*+2i=0
Posonsu=2z%;: uecC

u? - (1+2d)u+2i=0ona:a+b+c=0doncu=100u=2i
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D)

Pouru=1alorsz’=1<z=100z= -1
Pouru=2ialorsz?=(1+i?<z=1+io0z=-1—1i
s={-L,L;1+i-1-1i}

{(3 +i)z+2iz' =5+i ¢))
1+idz+4iz’ =-3+i (2)

(7+30)z=7+3i=z=1
Dans (1):3+i—2iz =5+i=z=i

EXERCICE 4

o e U
Dans le cours, on a estimé que le complexe j = - ti

1-

@

2

Montrer les propriétés suivantes de j

a- j= eZITn

b- =1

c- 1+j+j%2=0

d- —j2 = el

Dans le repére orthormé direct du plan, on considéere les points M, N et P d’affixes respectives

m,n etp.

a- Démontrer que le triangle MNP est équilatéral de sens direct si et seulement si,
m—n = —j*(p — n).

b- En déduire des questions précédentes que le triangle MNP est équilatéral de sens direct
si et seulementsi, m+nj+pj2 =0

SOLUTION 4

1

2

1)

2)

« Ce n'est

V3

+l?

.21
a)j=—1+i2= ey

LT 3
b) j3 = (e'z?) =e?"T =1

—j3
c)1+j+j2=1r’j=0

.21
J;’ =—-j?= —j:=¢e"3 cqfd

d) 1+j+/2=001+j=-2c1-+i
a) M(n) ; N(n) et P(p) (le triangle MNP est équilatéral de sens directe) < % —esom-

n=—(p-n)j’? ©m-n=—j*p-n)cqfd
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Réciproquementm —n = —j2(p —n) % = '3 alors le triangle MNP est équilatéral de

sens direct
b) Ona:
m-n=—j*p-n)em-n=1A+j)(p—n) em+pj*+jn=0 cqfd

EXERCICE 5

NB : Les parties A et B sont indépendantes
Partie A : Le plan est muni d’un repére orthonormé(0, i, v).
On considére les points 4 et 2 d’affixes respectives a = —1++V/3 +i et w=-1+2i

1- Ecrire a — w sous forme trigonométrique et sous forme exponentielle.

2n
2- On appelle r, la rotation de centre 2 et d’angle 3 et h 'homothétie de centre 2 et de rapport
-1
.

Placer sur une figure A et {2, puis B image du point 4 par 7, C image du point B par r et D image
du point A4 par h.

3- Onnote b,c etd, les affixes respectives des points B, C et D

Le tableau suivant contient deux affirmations. Le candidat se prononcera sur la bonne réponse en la
recopiant sur sa copie apres un calcul détaillé.

Affirmations Réponses possibles |Réponses possibles Reponses possibles
b-d _ V3. V3 V3,
a—d 2! —z! 3!
image de 2 par la| image de 2 par image de 2 par la
translation de vecteur | ’homothétie de rotation de centre B
pOint D est lm centred et de et d’angle __Tt
2 6
rapport;

4- Quelle est la nature du triangleABD ? justifier
Partie B : On considére le polynéme P de la variable complexe z défini par :

P(z) = 2% + (14 — iV2 )2% + (74 — 14iV2 )z — 74iV2
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1- Trouver deux nombres réels a et b tels pour tout nombre complexe z, on ait :
P(z) = (z-iv2)(2z* + az + b)

2- Résoudre dans I'ensemble des nombres complexes I'équation P(z) = 0
3- Le plan est muni d’un repére orthonormé(0, u, ¥) Unité graphique 1 centimetre.
Placer les points A4, B et C d’affixes respectives Z, = —7 + 5i, Zg = -7 —5iet Z; = i2

4- Déterminer I'affixe du point D telle que ABCD soit un parallélogramme. Placer le point D

SOLUTION 5

Partie At A(a=-1+V3 +i) Q(w = -1+ 2i)

LT

1) a—w:ﬁ—i@a—w=2(cos%—isin%)=2e_’6

2) Soit M'(z") image de M(z) par h (Q, —%) etr (Q, 2?")

21 21 1. .V3 2v/3-3+i(6+V3
T(M)ZM'(:)Z':elSZ+w(1—el3>(:)Z’:(—E_Fl?)z_'_ 2( )

_(_1, 3\, B3 +i(6+V3)
Zp= |5 Tl |a 5 = i
1 3 2V3-3+i(6+V3
Zc=\—gti5)Zp+ ( )=—1—\/§+i
2 2 2
h(M)=M’=>z’=—%z+w(1+%)=> Z'=—%Z+§(—1+2i)‘
1,43 N__1 3 . —2-V3 5.
ZD:_EZA+E(_1+21)——Ea+5(—1+21)——2 +5i
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3)

4)

B(b) C(c) et D(d) 2=

oY
w |3

b-
a—

IS Y

Soit M’ (z') image de M(z) par la translation de vecteur %E alors MM’ = %E

— 1__,
t(M)=M’<:>MM’=EAQ ‘:’Z’_Z:Zlm ouencore z' =z+ 71—

> >AQ
Mais Z w—-a —1+2i+1-/3-i \/§+1i
ais Z1-— = = =——+=
EAQ 2 2 2 2
3,1, 3,1,
Alors t((M) =M' & z’—z=—§+51 ou encore z’=z—§+5
3,1, 3,1, ~
Dans notrecas : zp —zqg = —§+El ou encore zp = zg —§+El C’est a dire
. V3 1,
d—w—7+51
3 1. -2-V/3 5, . . .
Donc on a w—7+5l= > -I-El:d d’ou D est I'image de Q par la translation de

1—)
vecteur EAQ

V3

i? alors le triangle ABD est rectangle en D.

b-d
a—d

« Ce n'est pas parce que les mathématiques sont difficiles qu'on n’ose pas les faire, c’est parce qu’on n'ose pas les faire que c’est difficile »
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Partie B :

P(2) = 2% + (14 — ivV2)z? + (74 — 14iV2)z — 74iV2

1) Soit zy = ib cette solution

w
.

P(ib) = 0 © —ib® + (14 — ivV2)(—b?) + (74 — 14iV2)(ib) - 74iV2 = 0 &

{_bg ;235;:_71::{7:\/0_ “o on montre facilement que b = v2 d’ol zy = iv2
2)
1 14— ivV2 74 — 14iV2 —74iN2
2 l iv2 14iV2 74iV2
1 14 74 0

a=1;b=14¢et c =74

3) P(z)=(z—ivV2)(z2 +14z+74) =0 & z = iV2 oU

z2+14z+74=0
A" = b'? —ac = (—5i)?

zy=-7-5i;2,=-7+5i S={iV2;,-7-5i;-7 + 5i}

5- z,=-7+5i;zg5=—7—5i et z; = i/2. On prendra 1cm abscisse et 0,5cm en ordonn

« Ce n'est pas parce que les mathématiques sont difficiles qu'on n’ose pas les faire, c’est parce qu’on n'ose pas les faire que c’est difficile »
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EXERCICE 6

NB : Les parties A et B sont indépendantes
Partie A

Le plan est rapporté a un repére orthonormé (0, ,]) (unité graphique exigée a 2cm). On

désigne par A4, B et C les points d’affixes respectives

zA=4+;i, Zg :4—§i et zc=2+%i

1- Placer les points A, B et C dans la plan. Calculer les longueurs des cétés du triangle
ABC et en déduire sa nature.

2- On désigne par (E), 'ensemble des points M du plan dont I'affixe z vérifie la rélation
|z —4] =2
a- Les points A4, B, C appartiennent-ils a (E) ?
b- Donner une interprétation géométrique de |z — 4| en utilisant le point Q d’affixe 4.
c- Quelle est la nature de (E) ? construire (E).

Partie B
A tout point M d’affixe z, on fait correspondre par f le point M’ d’affixe z’' = z — 4i

1- Déterminer la nature de f et ses éléments caractéristiques.
E est le point d’affixe 1 + i et F celui d’affixe —2 — i
a- Placer E et F sur une figure.
b- Déterminer les affixes des point E'et F' tels que E' = f(E) et F' = f(F)

c- Placer E'et F' sur la méme figure que E et F.

Soit J, le milieu du segment [EF']. Montrer que E’, J et F sont alignés.

SOLUTION 6

Partie A :
5. 5. 3.
ZA=4+El;ZB=4-—El etzc=2+51

1)
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w

A
@
2
c
@
1
-5 -5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5 5 7 8 9 10
-1
-2
B
(]

AB = |zg —z,4| = |5i| =5

AC= |z —z4|=|-2—-i|=+5

BC = |z¢ — zp| = V20

AB? = 25; AB? = AC? + BC? donc AC? + BC? = 25
Ainsi le triangle ABC est rectangle en C.

Autrement :

Z,—2Z i .
X = —alors le triangle ABC est rectangle en C.
Zp—z¢ 2

2) M(z) (E):|z—4| =

a) |z, —4| = |§l| = g Alors A € (E)
5. 5
lzg — 4] = |—El| =2 Alors B € (E)

« Ce n'est pas parce que les mathématiques sont difficiles qu'on n’ose pas les faire, c’est parce qu’on n'ose pas les faire que c’est difficile »
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|zc — 4] = |—z +§i| =2 Alors € € (E)
b) |z—4| = QM = d(Q, M)

c) (E):|lz—4|= g < OM = ; alors (E) est le cercle de centre Q et de rayon r = ;
Partie B :
z'=z—4i parf

1) f estune translation de vecteur u d’affixe z; = —4i
2) zg=1+4+i zp=-2-1

a) Voir figure

b) f(E)=E & zp =zg—4i=1-3i

f(F)=F ©zp =zp—4i=-2-5i

c) J milieu de [EF']
ZEZZ]'=—%—2i
zg;—zp _ 1-3i+2+i

Z]—

1 =2 € R* Alors les points E’' F et ] sont alignés
Zj—zr —E—2i+2+i

EXERCICE 7

Dans le plan muni d’'un repére orthonormal direct (0,u,7) on considere les points

A et B d’affixes respectives Z,=1—1i et Zg=2++3+i

1- Déterminer le module et un argument de Z4.
i

: z . V4 =z
2- a- Ecrivez le complexe Z—A sous forme algébrique et montrez que Z—B =(1++vV3)es
B A

b- En-déduisez la forme exponentielle de Zg.

1

3- On note B4 I'image du point B par la rotation de centre O de d’angle — 3

a- Déterminez I'affixe de B;. 1pts

b- En déduisez que le point B, est le symétrique de B par rapport a I'axe (0, ).

SOLUTION 7

« Ce n'est pas parce que les mathématiques sont difficiles qu'on n’ose pas les faire, c’est parce qu’on n'ose pas les faire que c’est difficile »
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Zy=1—-i zg=2+3 +i

1) |z4l = V2 et arg(zy) = —%+2k1‘[; keZ

2) @) = 1+V3-iv3(1+V3) | z4 _ 1-iV3

zg 2(4+2V3) zg 2(1+V3)
2¢713 T
Za _ € L EB_ A
- = 2(143) = e (1+\/§)e3

byona 2 = (1+ V3)e's & 2 = (1 +3)z4€5 = (1 +V3)V2e'tz

Zg = (\/E + \/E)ei%
3) M'(z') image de M(z)

V3-—i
T(M)=M,<=>Z,=(2—)Z+O
V3-—i 4+ 2+/3 - 2i

231:( 2 )ZB: 2 :2+\/§—i

[B et B, sont symétrique par rapporta (o,u)] & [Zgl = E]

orzg, =2+ V3 —i = zg alors B et B; sont symétrique par rapport a l'axe (o, u).

EXERCICE 8

t(1+i)=1+3i
it? =—4+3i
2- Pour tout nombre complexe Z on pose f(Z) = Z2 — (1 +3i)Z — 4 + 3i

- 1- Déterminez le nombre complexe t tel que {

a- Montrez que f(Z) s’écrit sous la forme (Z — t)(Z — it).
b- En déduire les solutions de f(Z) = 0 sous forme algébrique.

lI- Le plan complexe rapporté a un repére orthonormé (07]) Unité graphigue 2cm.

Soit h I'application du plan dans lui-méme qui a tout point M(z) associe le point M'(z") tel que

3+4i)z+ 5z
by = = AT 57

1- On considére les points 4, B et C d’affixes respectives z, =1+ 2i, zg =1 et z, = 3i
a- Déterminer les affixes des points A’ , B’ et C' images respectives de 4, B et C par h.

b- Placer A',B',C’, A, BetC dans le plan.

2- Onposez=x+1iy ou x et y sont des réels.

a- Déterminer la partie réelle et la partie imaginaire de iz’ en fonction de x et y.

« Ce n'est pas parce que les mathématiques sont difficiles qu'on n’ose pas les faire, c’est parce qu’on n'ose pas les faire que c’est difficile »
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b- Montrer que I'équation h(z) = 0 admet la droite (D): y = 2x comme solution.

Z'-z  z+Z | z-7
3- Montrer que pour tout complexe z : . = S +i ry
A

z'—z

En déduire que le nombre est réel.

ZA

SOLUTION 8

tl+i)=1+3i (1)
{itz =—4+3i (2)

t=2+1i
2) f(z2)=z*—(1+3i)z—4+3i
a) fO=-t(z-it)=(z—-2-0)(z—-2i+1)

f@)=2z>-1+3i)z—4+3i

b) f(z2)=0=z=2+iouz=-1+2i S={2+1i—-1+2i}
_(3+4i)z+52

) kM) =M 2z ”

1) ZA:1+2i;ZB:1etZC:3i

s
+
WIN
LT

34+4i)zy+57,
a) h(A)=A' @ zy = Braz45%; De méme |zp, =

Zc =

6
b)

c) Figure

« Ce n'est pas parce que les mathématiques sont difficiles qu'on n’ose pas les faire, c’est parce qu’on n'ose pas les faire que c’est difficile »
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E
A
2 @
1 B
[
A B
-6 -5 -4 -3 -2 -1 0 ! 2 4 5 6 8 9 10 n 1 13 14

2) ayz=x+iy (x,y) € R?

iz’ =i
6

—2x+y+i(4x-2y) 0
3 =

b) h(2) =0 ih(z2) =0 = iz =0 <

{—2x+y=0 {y=2x
4x—-2y=0 y =2x

6

Alors la droite d’équation (D) : y = 2x est la solution de h(z) = 0

z'-z  (-3+4+4i)z+5zZ z+z .z-z 7'-z
= S5 i =

6(1+2i)

3)

zZp 7\

Il suffit de rendre le dénominateur réel pour avoir ce résultat
Déduction :

vVzeCz+Zzestréel et z—Zzestimaginaire pure
(z—2Z)€iR < i(z—z) € IR c’est-a-dire i(z — z) est un réel

z+Z t , l ’
T estree Z+Z . Z—Z y < . zZ —Z
alors e + = € R c’est-a-dire

i(z-27) , €R
estréel ZA

[(3 + 4i)z + 52] 3 i[(3 +4i)(x +iy) + 5(x —iy)| —4x+2y+i(8x—4y)
: = =

EXERCICE 9

« Ce n'est pas parce que les mathématiques sont difficiles qu'on n’ose pas les faire, c’est parce qu’on n'ose pas les faire que c’est difficile »
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On rapporte le plan complexe au un repére orthonormé (0,u", ).

Soient les applications f et h d’'inconnues complexe w et u définies par
fwW=w3+2-2i Et h@w=u®—-4(-Du®>-2(2+7)u—16 +8i
Partie A

1- Déterminez le module et 'argument de chacun des nombres complexes vérifiant f (w) = 0

2- Représentez les points dont les affixes sont solutions de f (w) = O et montrer que ces points

sont les sommets d’'un triangle équilatéral.
Partie B

1- Démontrez qu'’il existe un et un seul réel r, (que I'on déterminera) vérifiant h () = 0.
2- Déterminez les complexes a et b de facon a avoir h(u) = (u — r)(u?® + au + b).

3- Résolvez dans C I'équation h(u) = 0

4- Montrez que les trois points dont les affixes sont solutions de I'équation h(u) = 0 forment un

triangle rectangle dans la plan.
Partie C

1- Aet C d'affixes respectives 3 +i et 1 + 3i sont deux sommets opposés d’un carré.
Déterminer les affixes de B et D, les deux autres sommets de ce carré.

2- Déterminer 'affixe du barycentre G des points pondérés A, B et C de charges respectives
2,—1et3.

SOLUTION 9

fw)=w3+2-2i h(w) =u® —4(Gi-1Du?-2(2+ 7i)u—16 + 8i
Partie A :

1) f(w)=0< w3 =-2+2i lesracines cubiques de —2 + 2i
. .3
Soitw=re?; -2 + 2i = 2v/2e"+

. 3
w3 = -2+42i r3edf = 22e"

. L r3 =22 r=i/2ﬁ=i/§=ﬁ
Par identification

39:3—n+2k1l':> g dmiskn _m  2kn ; ke{0;1;2}
4 12 4 3

(T 2km
Alors les solutions sont sous la forme w; = \/ie‘(Z+T) ; kef{0;1;2}
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Pour k = 0 alors |wo| = V2 et Arg(wo) =7
Pour k = 1 alors |wy| = V2 et Arg(w,) = 111—2"
Pour k = 2 alors |w,| = V2 et Arg(w,) = 119—2"

2) Soit Mo(Wo) ; Ml(Wl) et MZ(WZ)

M,; M et M, sont situés sur un cercle dont le rayon |R =2 = |Wi|| aveci€{1;2;3}

La position de chaque point M; sur le cercle est définie par 'argument du nombre complexe w; i €
{1;2;3}

NB : My; M, et M, forment un triangle équilatéral.

My; M, et M, sont les sommets d’un triangle équilatéral si et seulement si

.TT .IT
W2—Wy i w2—Wo —i=
— =e30u———=¢e 3
wWi1—Wy w1—Wo

« Ce n'est pas parce que les mathématiques sont difficiles qu'on n’ose pas les faire, c’est parce qu’on n'ose pas les faire que c’est difficile »



TSE — Nombres Complexes MATHS-PLUS

l.19n i3_n
w2—Wo e 12 —e'12 & i . . . i ;
= —Tir 3z = 1+e1z=e3 Il suffit de s’inspirer de |la Proposition7 de I’exercice1.
l—=5 5
e 12 —e'12

w1—Wwo
Ainsi My; M, et M, sont les sommets d’un triangle équilatéral.

Partie B :

1) h(r)=r*-4(-1Dr’-2Q2+7i)r-16+8i=0 <

r*+4r*—4r—-16 =0 (E,)

r3+4r>—4r—-16+i(—4r*-14r+8)=0 & 5
—4r> —14r+8=0 (E)

Posons —4r2 —14r+8=02r2+7r—-4=0

A= b? — 4ac = 81 ry=—4 etr2=%

r = —4 verifie (E{) et (E,)]

2)
1 4-4i -4-14i | -16+8i
—4 | -4 16i 16-8i
1 -4i -4+2i 0

h(u) = (u + 4)(u?® — 4iu — 4 + 2i)

3) hw=0=u=uy=-4 ou u?—4iu—4+2i=0

AN=-2i=1-i)% u=—-1+4+3ietu,=1+1i S={-4-1+3i;1+i)
wo-uy _ —4—(-1+3i)
up—uy  1+i—(-1+3i)

4)

3 . .
3 i alors les points images des solutions de h(u) = 0 forment
un triangle rectangle dans le plan.

Autre méthode

En prenant A(—4); B(—1 + 3i) et C(1 + i) on montre facilement que
AC? = AB? + BC? (Théoréme de Pythagore)
Partie C:

1) Ondonne A(3;1) B(1;3)

« Ce n'est pas parce que les mathématiques sont difficiles qu'on n’ose pas les faire, c’est parce qu’on n'ose pas les faire que c’est difficile »
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. . N Zp—Zp .
Le triangle ABC est rectangle et isocele en B (ﬁ = il).
C™4B

Zp—izc

ZA—Zp _
1-i

3+3i

=i zy—2g=1i(zc—2zp) © zp =
Zc—2zp

De méme ontrouve zp =1+ iviceversazy =3 +3ietzg=1+1i

2) G barycentre du systeme {(4, 2); (B,—1);(C,3)}

2Z,—zp+z,

1 car 2—1+3=4+0

G a pour affixe zg =

2Zp—-zZp+zc 6+2i—3—-3i+3+9i 3 . 3 i 3
= =-+2i zG=—+21alorsG(—;2)
4 4 2 2 2

EXERCICE 10

A- Soit z;=1+1i et z,=+3—1i

1- Ecrivez la valeur de z; X z, sous trois formes différentes.
4

2- a- Déduisez-en les valeurs exactes de cos% et de sin T

V6+2 J6-VZ

cosx + )

b- déduisez-en ma résolution de (E) : x e R; sinx=0

B- 1- Résolvez dans C I'équation (6): z%+ (2vV3)z+4=0
2- Le plan complexe rapporté & un repére orthonormé (0, i ,j).

On désigne par I et J les points du plan d’affixes respectives —V/3 —i et —/3 +i
a- Placez les points I et J dans le plan.
b- Montrez par calcul que le point J est image de I par la rotation de centre O
et d’angle —g
3- Déduisez-en la nature du triangle 01J
4- Soit B milieu du segment [OI]
Déterminez I'affixe de B et placez-le dans le méme repére que précédemment.
5- Soit 4 le point du plan défini par I'égalité vectorielle BA = —%0_j
a- Déterminez I'affixe du point A.

b- Déterminez I'affixe du point A’ image de A par la translation du vecteur ﬁ
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SOLUTION 10

A z;=1+ietz, =3 —i
1) z; X z; = V3 + 1+ i(V3 — 1) est la forme algébrique

|2y X z5| = 2V/2 et Arg(z, X z3) =

1
[
S
Il

. T
‘z, X Zy = Zﬁe‘ﬁ‘forme exponentielle

71 X 2y = 2V2 (cos% +isin 1) sa forme trigonométrique

12
m _ V6+V2
o . : i cos - =",
2) a) En égalisant les formes algébrique et trigonométriqgue on montre que (B3
= s -
sSin— =
12 4
6+2 6—V2 . . .
b) 6 cosx+f sinx=0< cos%cosx+ sml—"zsmx =0
7
X=—1+2="+2kn
T\ _ o — n 12 2 12
@cos(x——)—o—cos—@ keZ
12 2 x=2_T=_53, okn
12 2 12

_ (7n 5w .
S—{E+2kn, 12+2kn},kez

B) (6):z22+2V3z+4=0
1) A=i*donc ze€{—V3—i;—V3+i]
2) Soit les complexes I(—v3 —i) et J(—V3 +i)

a)
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b) [M’(z’)image de M(z) parr(o,—g)] oz = (%4_ i?)z
z) = (%"‘ l\/z—g) z; = —V/3 + i alors J est image de | par r(O,—g)
c) 01=0]=1] = |z| =|z| = |z - 7| =2

D’ou le triangle OI1J est équilatéral.

Autre méthode :

zZ-z -V3-i 1+iV3 L _ e
[0 — = = e3 Alors le triangle OIJ est équilatéral.

zZj—zg o —\/§+i o 2
3) B milieudu [01] zg =7 = —g — %i voir figure

4) BA=-30]

— 1— Z57 z N -
a) BA=—30] & zz;=—- & z,—z5=—2 Onmontre aprés calcul que z4 = —{

b) Zpy =Zat 2 S 2y =Zpt 2 —Z;

On montre que
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EXERCICE 11

A- L’objectif de I'exercice est de résoudre dans C I'équation z6 +1 =10

1- Résolvez dans C les deux équations : (E) :z2+2zV3+1=0et (F):z>2-2V3+1=0

2- On appelle z4 la solution d’'une des équations (E) et (F) dont la partie réelle et la partie
imaginaire sont positives. Exprimez les autres solutions en fonction de z4.

3- Trouvez le nombre réel a tels pour tout nombre complexe z, on ait :
2°+1=(22+1)(z* —az+1)(z* + az + 1)

4

5

Déduisez-en, les solutions dans C de I'équation z6 +1 =0

Montrez que le produit des six solutions de z° + 1 = 0 est un carré parfait réel.

B- Mettre les complexes a=1+i et b=1—i\/3 sous forme trigonométrique.
Déduisez-en I'écriture trigonométrique de (ab)2004

SOLUTION 11

A) L’objectif c’est de résoudre z6 + 1 =0

1) (E):z2++V3z+1=0et(F):z2—-/3z+1=0
Se ={—V3+i—V3—i}etSp ={V3-i;V3+i}

Re(z1)>0

2) Im(z1)>0

Z1=\/§+i

—3—i=-z;, , 3-i=27Z] et —\3+i=-7;

3) 28+1=(22+az+1)(z—az+1)(z2+1)=2°+ (3 -a)z* + (3 —a?)z’ +1
Par identification: 3 —a? =0 < a=+3olla = —/3
Alors 26 + 1 = (2% + 1)(22 + V3z + 1)(22 —V3z + 1)

4) 2°+1=0=z>+1=000z*+V3z+1=00022-+32z+1=0
Z2+1=0sz=iouz=-i

On en déduit les autres solutions des équations (E) et (F) d’ou

S = {—i;i;zy; —21;721; 71}

5) —ixixzy X (~21) X 71 X (-7]) = 2,% X 7% = (2,77) = (|z4?)" = 4% cqfd

« Ce n'est pas parce que les mathématiques sont difficiles qu'on n’ose pas les faire, c’est parce qu’on n'ose pas les faire que c’est difficile »
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Bla=1+ib=1-iV3
T .. T _ .. T
a—\/ECOSZ+lSan etb—Z(c053 lsm3)

_ S —i 2004 _ 2004 _ 20 2007 i
ab = 2+/2e'1e™3 = 2v/2e7'12 = (ab) =(2v2)" etz =123007¢

(ab)?0%4 = 23007 (cosr + isinm)

EXERCICE 12

2
Soit z = x = iy un complexe. On pose u = (ﬁ)

1
2
3
4
5

Déterminez et construire 'ensemble des points M du plan pour que :

Pour quelle valeur de u, zvaut 1 +1i ?

Pour quelles valeurs de z, uvaut 4 ?

Précisez la partie réelle et la partie imaginaire de u.

Déterminez les complexes z de parties réelles 5 tel que u soit réel.

Dans le plan rapporté au repere orthonormé (0, u, v) soit le point M(z).

a- u soitréel.
b- u soit imaginaire pur.

c- Laracine carrée du module de u soit égale a 1.

SOLUTION 12

. z \?
z=x+11y u—(l—_i)

z=1+i

2) u=4<=>(é)2=4
z z

S -—=200—=-2
1-i

1-i
& z=2-2iouz=-2+2i

2_,2
:u:—xy+i%

N 2 2_2,9:
x+i x“—y“+2ix
3) u——( y) i A4
1-i —-2i

4) [x=5etuestréel] = [x=5etIm(u) =0]

2

2_.2 _
[x=5et )= 0] =Y 0= y=501y=-5douz=5+5i00z=5-5i

« Ce n'est pas parce que les mathématiques sont difficiles qu'on n’ose pas les faire, c’est parce qu’on n'ose pas les faire que c’est difficile »
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5) a)uréel = Im(u) =0 = x> —-y? =0 x> =y? & x =youx = —yl'ensemble des
points M(z) est soit la premiére bissectrice (D):y = x,soit la deuxiéme bissectrice (D'):y =
—Xx
b) u€eiR < Ré(u) =0 —xy =0 < x =0o0uy = 0I'ensemble des points M(z) est soit

l'axe réel (ox): x = 0 soit 'axe imaginaire (oy): y=10

[l 2 12
z
c) Jul=1< = =1

|z| = V2 alors OM = +/2 alors 'ensemble des points M(z) est le cercle de centre O et de

z

= =l1e|zl=]1-i| =2

rayon r = 2.

EXERCICE 13

I- Le but de cet exercice, est de trouver toutes les solutions de (E): A>+1=0, A €C

1- Déterminez les racines 5° de 'unité sous forme algébrique.

WTT
2- Soit t = e's. Mettez t5 sous forme algébrique.

5
A
3- Montrez que I'équation (E): A5 +1 =0 est équivalente & (E’): (?) =1
4- Déduisez des questions précédentes, toutes les solutions de I'équation (E): A> +1 =0 sous

formes exponentielles.

Z1X Zy

II- Soit f la fonction complexe a deux variables définies par : f(z,,2,) = 2i =
1

1- Calculer f(1+i, 2—2i) et mettez-le sous forme algébrique.
1
2- Résoudre dans C, I'équation f(i,z;) = 7 d’inconnue z, et donnez la solution sous forme z, =

a+ib, a,be R

Dans le plan rapporté au repére orthonormé (0, u, v), déterminez et construisez 'ensemble des
points M (z, = x + iy) pour que le module de f(z{,z,) soit égal a 4.

SOLUTION 13

(E):A°+1=0

1) Les racines cinquiémes de I'unité sont de la forme

2km

zy=¢e"5; kef{0;1;2;3;4}

« Ce n'est pas parce que les mathématiques sont difficiles qu'on n’ose pas les faire, c’est parce qu’on n'ose pas les faire que c’est difficile »
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21 A .61 .81:}

Pourk € {0;1;2;3;4}; z, € {1; e's:e's:e's:e's
2) t=e's

5 = () = -1

3) Supposons A°>+1 =0

5
A5+1=0<:>A5:—1=t5<:>(%) = 1 vice versa

5 .
4 AA+1=0& (’;’) =1 %l est la racine 5™ de l'unité
A

) ?:1@A:t:el§

A 21 2m T2 3
i— i— i- i— i—
° ?zeS(:}AzteS=eSeS=es
A M .
e —=es5 o A=¢e"
t
A id i
e —=e5 S A=e5s
t
A P Pl
° ?zeS@Azes

LT L1
S:{eS,e 5,eM e 5,e 5}

1) f(z4,2,) = 208222

7

1) fa+i2-20) =202 = 444

fFA+i2—20)=—4+4i

2) fliiz) =52 2="z,=—

2—-i 2—i +

sl=
vl ]~

|f(z1,22)| = 4 & |2i] |z| =4 < |z| =2 < OM = 2 'ensemble des points M(z) est le

Z1
zZ;

cercle de centre O et de rayon 2.

« Ce n'est pas parce que les mathématiques sont difficiles qu'on n’ose pas les faire, c’est parce qu’on n'ose pas les faire que c’est difficile »
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EXERCICE 14

- 6 désigne un nombre réel appartenant a [0; 27|
1- Résolvez dans C I'équation d'inconnue z: (F) z?— (29"1cos @)z +22%% =0
2- Donnez chaque solution de (F) sous forme trigopnométrique et exponentielle.
3- Dans le plan complexe muni du repére (0,4, ¥), les points A et B ont pour affixes les solutions
de I'équation (F) . Déterminez 6 de maniére a ce que 0AB soit un triangle équilatéral.
ll-  Soit I'équation (G): z° = 1.
1- Résolvez dans C I'équation (G) et donnez les solutions sous forme exponentielle.

2- a- Démontrez que la somme des solutions de (G) est nulle.

L 2 4 1
b- Déduisez-en que cos?” + cos?n =—3

Déduisez de la question 2-) b-) que cosz?” est une solution de I'équation 4x% +2x—1 =0 et

o 2m
précisez la valeur exacte de cos =

SOLUTION 14

0 € [0; 2m[

1) (F):z>—(2%1cos0)z+2%° =0

« Ce n'est pas parce que les mathématiques sont difficiles qu'on n’ose pas les faire, c’est parce qu’on n'ose pas les faire que c’est difficile »
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N'=220¢os20 — 220 = 220(cos20 — 1) = (2%isin 0)°

z, = 2%(cos 0 — isin 0) et z, = 29(cos O + isin 9)

2) |z, = 2% et z, = 2%¢!?| Forme exponentielle
5= (207 ; 20.1)
lz, = 2°(cos @ — isin 0) ou z, = 29(cos @ + isin 8)| Forme trigonométrique
3) A(z1) B(zz)

z, e L U

—=—=¢e3 =—=0=—

Zq e_le 3 6
) (6):z° =

2T A .61 8w

1) z€ {1; e's;e's;e'’s; e‘?} voir exercice 13
Am .6m 8w 2w Zn' 2 l.2_1r3 l.2_1r4‘
2) a)1+e5+e5+e5+e5—1+e5+( )+<e5> +<e5>

2m\®
1-(e 5
)

2" 1 .
Posonsz=e's onaura 1+z+2z>+2z3 +z* = = - = 0 d'ou la somme des

1-e'5
solutions est nulle.

_ & L {87 —i2%
b) Onsaitquee's =e 5 et es =e 5.

4n Am Am

AIorsl+e5+e5+e5+e5—O<=>1+e5+e 5+e‘?+e_‘?=0
2 21 2 41
COS? COS?

ar an 1
=>1+2cos—+2cos?—0 = cos—+cos?= —3 cqgfd
3)
4 cos? +2cos —-1=0

PosonsX=cos?”,X>0
5 2T , 2T . 2
4 cos ?+2cos ?—1=0 devient 4X“+2X—-1=0

2—/5 A X = —2:/3

Donc on a cos— =

« Ce n'est pas parce que les mathématiques sont difficiles qu'on n’ose pas les faire, c’est parce qu’on n'ose pas les faire que c’est difficile »
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EXERCICE 15

Le plan complexe est rapporté a un repéere orthonormal direct (0, u, V)
Pour réaliser la figure, on prendra comme unité graphique 1 cm.
Soit Q le point d'affixe w = 5 et (T') le cercle de centre Q et de rayon 5.
Soient A, B et C les points d’affixes respectivesa =5+5i, b=1+3i et c=8—4i
1- Pointez A B et C dans le repére.
2- Montrez par calcul que A, B et C sont des points du cercle(T).
3- Soit D le point d’affixe d = 2 + 2i.
a- Démontrez que D est sur la droite (BC).

c- Déduisez-en que D est le projeté orthogonal de O sur la droite (BC).

SOLUTION 15

Q(w =5) VM(z) (I:1z—-5| =5 A(5+ 5i) B(1 + 3i) C(8 — 4i)

1)

-3

C
1 ®

2) |z4—5| =|zg — 5| = |z¢ — 5| = 5 il suffit de calculer. Alors on conclut que les points A, B et

C appartiennent a (T)

« Ce n'est pas parce que les mathématiques sont difficiles qu'on n’ose pas les faire, c’est parce qu’on n'ose pas les faire que c’est difficile »
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3) D(2 +2i)

a) 2 2= —% € R* alors les points B, C et D sont alignés. Donc D € (BC)
C™4D

b) D € (BC) si D est le projeter orthogonale de O sur (BC) alors le triangle ODB est
Zp—Zp

rectangle en D. |l suffit de montrer que = —i
Z0-2Zp

EXERCICE 16

Le plan complexe est rapporté a un repéere orthonormé direct (0,4, V).
20

A tout point M(z) du plan différent de 0, on associe le point M'(z") tel que z' = ~

ou Zz désigne le nombre conjugué de z
1- Justifiez que 7 est un nombre réel et déduisez-en la nature de la figure formée par les

points 0,M et M’
2- Soit (A) la droite d’équation x = 2 et M(z) un point de (A).

On se propose de définir géométriqguement le point M’ associé au point M.
a- Démontrezque z + z = 4.
b- Soit (E) 'ensemble des points M(z) vérifiant |z — 5| = 5
Démontrez que le point M' appartient a 'intersection de la droite (OM) et de
'ensemble (E)

c- Placez sur la figure un point M de (A) et construirez le point M’ correspondant.

SOLUTION 16

, 20
zZz =—
Zz
z zZ |z|?
1) == —=—€R
) 7= 20" 20 +

z—0 z—2 . ) R
— = € R alors les points M, M’ et O sont alignés

!

z
—€ERe
z z'-0 z'-zp

2) (A):x=2M(2z) € (D)
a) M(z)e(A)alorsz=2+iy, yeR

« Ce n'est pas parce que les mathématiques sont difficiles qu'on n’ose pas les faire, c’est parce qu’on n'ose pas les faire que c’est difficile »
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z+Z=2Re(z)=2x2=4 cqgfd
b) (E):|z—5|=5

OMM'sont aligné et

a démontrer
|z —5|=5

M’ € (OM) n (E) @{

e D’aprés 1) O, M et M’ sont alignés

ZT”—1|=5

V4

z

. |z’—5|=|?—5|=5 =51 =5 doume oM n @

4
2-1|=s
z

z
z

EXERCICE 17

1- Ecrivez chacun des complexes ci-dessous sous la forme reie, r>0et 6 R
VZ(1+i)

VxER, A=—cos-—isin- |, B=—-ivZe 13X gt =
2 2 Sinx-icosx

N
1

On considére les complexes : z; = a—ia et z, = 3b+ibyV3 ol a<0eth >0

a- Déterminez le module et un argument des complexes z; et z,
b- OnposeZ =1z, X 1z,
i- Ecrivez Z sous forme algébrique.

ii- Trouvez le module et un argument de Z puis écrivez-le sous forme trigopnométrique

« Ce n'est pas parce que les mathématiques sont difficiles qu'on n’ose pas les faire, c’est parce qu’on n'ose pas les faire que c’est difficile »
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11n

T : L 11 .
iii- Déduisez des questions précédentes que les valeurs exactes de cosl—Z" et sin—-

sont indépendantes de a etb.

SOLUTION 17

X . . X X . . X Pt i+
1) Vx€R A=—cos;—isin; &A= —(cosE+lsmE) _ eimels — ¢i(m+3)

A = ei("+§) ; Tr = 1

x|
; 0_”+E

. R ] (T T
B = —ivZe 3% = Zelze 3 = V2 (2" r=vZ 9=-1 _3x

2
2 3
N2+ V2 e' _ 2 (3
~ sinx—icosx —i(cosx+isinx) e~ 17 i - ee
_i(3®_ 3r
c=2e 7% r=2 ; 0=——x
4
2) zz=a—iaetz;=-3b+ibV3b>0 a<0

a) |z4] = —aV2 arg(z,) = arg(a) + arg(1 —i) + 2km; k€ Z

arg(z,) = Tl'—%+2k1‘l’ =¥+2k1‘l’;k EZ
|z,| = 2bV3 arg(z,) = arg(3 + iV3) + 2km = % +2km;k € Z
b) Z = Zq X Zy

) Z=ab[3+V3+i(vV3-1)]

ii) |Z| = —2abV6 arg(Z) ==+ 2km; k€ Z

117z . | 11=n
Z = —2abV6 (cosﬁ + lsmﬁ)
cos 22X = ¥6+v2
7z . . , . , . . 12 4
En égalisant les formes trigonométriques et algébriques, on montre que : 1in _ V62
12 4

EXERCICE 18

Le plan complexe est rapporté a un repére orthonormal (0,4, ¥) L'unité graphique est 1 cm.
Soient A, B et C les points d’affixes respectivesz, =2 —3i, zg = i et Zc = 6 —i.

On considere I'application f qui, a tout point M d’affixe z distinct de i, associe son
i(z—2+3i)

Z—i
« Ce n'est pas parce que les mathématiques sont difficiles qu'on n’ose pas les faire, c’est parce qu’on n'ose pas les faire que c’est difficile »

Image M’ d’affixe z' telle que z' =
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1- Soit le point D d’affixe zp = 1 — i. On désigne par D’ 'image du point D par f.
Déterminez zp, sous forme algébrique.

2- Montrez qu'il existe un unique point, noté E, dont 'image par 'application f est le
point d’affixe 2i.

3- Démontrez que les vecteurs AB et AE sont colinéaires

4- On pose z = x + iy. Ecrivez z' sous forme algébrique.

5- Déterminez et construisez les ensembles respectifs (E) et (F) des points M(z) du

plan pour que :
a- Arg(z") = g [km]

b- Arg(z") = 0 [Kkn]

c- Module de z' soit égal a l'unité réelle.

SOLUTION 18

i(z-2+3i)
z—i

z4=2-3i zg=ietz;=6—-i fM)=M =2z =

_ i(zp-2+3i) _
1) ZD’ - ZD—i -
, . i(zg—2+3i) . . . .
2) Zp=2i= Y - 2i . Aprés calcul on obtient zp = —2 + 5i
-
_ — - . . Zp—Z
3) AB || AE & IATTE € R Apres opération on obtient 4 E_2¢eR
Zp—Zfg Zp—Zg
4) z=x+iy (x,y) € R?
,_i(z—2+3i)(:) , 2-4x-2y i(y?+2y+x*-2x-3)
zZ= z—i Z_x2+(y—1)2 x2+(y—1)2

5) a) (E):Arg(z') = g[kn] i k €Z & (Z'estimaginaire pur) < Re(z') =0

{Zx ty-1= Ol’ensemble (E) est la droite (D) :2x +y — 1 = 0 privée du point B(0;1).

x*+0ety+1
b) (F):Arg(z')=0lkn] &z ' e R Im(z') =0

2

2 2 __

P {(x —1D*+ (y+ 1) = (V5) , 'ensemble (F) est le cercle de centre I(1;—1) et de
x#+0ety+1

rayon r = /5 privée de B

« Ce n'est pas parce que les mathématiques sont difficiles qu'on n’ose pas les faire, c’est parce qu’on n'ose pas les faire que c’est difficile »
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i(z—2+3i)
z—i

=1 |z—z4| = |z — zg| alors (G) est la médiatrice du segment

0 |Z|=1e

[AB] avec z;,=2—-3i et zg=1i

EXERCICE 19

On considére les points A, B, C et D d’affixes respectives zy =4 +1i, zg =1 +1i
Zc =51 et zp = -3 —i

1- Placez ces points sur une figure.

2- Soit f, 'application du plan P dans lui-méme qui a tout point M d'affixe z associe son point
transformé M’ d'affixe z' tel que : z' = (1 + 2i)z— 2 — 4i
a- Précisez les images des points A et B par f
b- Montrez que f admet un unique point invariant Q@ dont on précisera I'affixe w
NB _: Un point est dit invariant par une application, si son point transformé par f est lui-méme

c'est-a-dir f(M) =M

« Ce n'est pas parce que les mathématiques sont difficiles qu'on n’ose pas les faire, c’est parce qu’on n'ose pas les faire que c’est difficile »
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3- a- Montrez que pour tout complexe z ona: z'—z=-2i(2—-i—2z)
MM/
b- En déduire pour tout point M(z) différent du point Q(w) la valeur de oM et une mesure
en radians de l'angle (m MM’)

c- Quelle est la nature du triangle QMM'’ ?

SOLUTION 19

ZA:4'+i ZB:1+i ZC:5i ZD:—B—i

1)

2) f(M)=M <2 =1 +2i)z—2—4i
a) zy=(1+2)z,—2—-4i=5i zy=1+2)zg—2—-4i=-3—1i
b) fIM)=Mo=2z =2z 14+20)z-2-4i=zz=2—-i w=2-1i
3) a)z —z=2iz-2—-4i=2z —-z=2i(2—-i—-2z) cqfd

z . z'—z .
=2is = 2i

z'—
2—-i-z w—-Z

b) Onaz —-z=2i2-i—-z) &

!

=2 o =2

OM

=
w—Z

« Ce n'est pas parce que les mathématiques sont difficiles qu'on n’ose pas les faire, c’est parce qu’on n'ose pas les faire que c’est difficile »
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- z'—z s /4
Mes(QM,MM’') = Arg (E) & Mes(QM,MM') = — 7

c) mes(M) = —g. Alors le triangle QMM'’ est rectangle en M.

EXERCICE 20

Le plan complexe est rapporté a un repére orthonormé direct (0,u, V).
On considére I'équation (E) : Z3 + (-8 +1)Z2+ (17 -8i)Z+17i=0
1- Montrez que I'équation (E) admet une solution de la forme z, = iy ou y est un réel a déterminer
2- En déduire une forme factorisée du polyndme Z3 + (—8 +i)Z%? + (17 — 8i)Z + 17i
3- Finalisez alors la résolution de I'équation (E) dans C.

4- On appelle A, B et C les points d’affixes respectives 4 +i, 4 —i et —i

a- Soit D le point d’affixe 2. On appelle S le point tel que le triangle DAS soit rectangle
isocéle direct en . Calculez I'affixe de S.
b- Démontrez que les points B, A, S, C appartiennent & un méme cercle € dont on

déterminera le centre et le rayon. Tracez C.

SOLUTION 20

(E):z3+ (-8+1)z*+ (17 -8i)z+17i=0

1) z, = —i est solution de (E).
2) On peut utiliser la division euclidienne soit le tableau d’Horner soit la méthode des
coefficients indéterminées

22+ (-8+i)z>+ (17 -8z +17i| z+i

—z3 —iz?
—8z% + (17 — 8i)z z?—8z+17
17z + 17i
—17z—17i
0

(E):(z+i)(z2—82+17)=0

1) z+D)(22-8z+17)=0|ze{-i;4—i;4+1i}

« Ce n'est pas parce que les mathématiques sont difficiles qu'on n’ose pas les faire, c’est parce qu’on n'ose pas les faire que c’est difficile »
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2) A4—-i)BMA+i) C(-i)

Zs—Zp
a) D(2) p—

—iolzi=izg+ (1—izp =1+ 2i

b) Supposons que k soit le centre de ce cercle ; alors k est a égale distance des points
A, S, CetB. Posons zg = x + iy

{AK:BK {lZK_ZAl:|ZK_ZB|<:>{|x_4+i(y_1)| =lx—4+i(y+1)|
SK=CK  |zg — z,| = |2g — 2| lx—-1+i(y-2)| =[x +i(y +1)|

{J(x 2+ -1 =(x- 4)2+(y+1)2@{ y=0 (y=0
VE-D?+ -2 =V + O+ 1D’ “2xt4=0 x=2

=2 =2z

EXERCICE 21

Soit @ € [—m, ], on pose les complexes z = % [sin@ +i(1—cosB)] et t=4iz*
1- Déterminez le module et un argument de z en fonction de 6.
a- En déduire le module et un argument de t.
o . , , iV3 0
b- Déduire toujours de 1) la valeur de 8 pour qu’on ait z = ( + —) cos

2- Dans cette partie @ € |0, m|

. , z . - 1. ,
a- Ecrivez z —i et — sous forme trigonométrique ( avec z = 2 [sin@ + i (1 — cos )]

b- Dans le plan complexe rapporté a un repere orthonormé direct (0,u, V), On considére les

VA

points M et N d’affixes respectives z—1i et —
z—i

Déterminez et construire les ensembles décrits respectivement par les points M et N,

lorsque 0 parcourt |10, |

SOLUTION 21

Oe[-m;mn] z=

NIH

[sin@ +i(1—cosB)]

1) a)jz= %[sin0+ i(1—cos@)] =z= %[Zsingcosg+ i(Zcoszg): =

n 6

= cos?(cos? 0 i(z2) - i(5-2)
Z = COS+ (COS——lSln )l—COS e\z z = z—cosEe 22

Mais - Tm<0<ms—

N[

<0< gdou cos >0

« Ce n'est pas parce que les mathématiques sont difficiles qu'on n’ose pas les faire, c’est parce qu’on n'ose pas les faire que c’est difficile »
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0
2

Alors ||z| = cosg etarg(z) = g— +2km; ke

b) |t|=4coszg
arg(t)=§+2(§—§)+2kn=37”—0+2kn;kez

arg(t)=37"—0+2kn;kez

1 .\/3) ) 6 "
= (= —_ - = —-e3
c) z (2+l2 cos> = cos_e

(m 0

m_0 0
z=z=>cos5e’(2 2)—cos ea(:)——5=—=>

)

2) 6 €]0;nr| alors ge]o;g[
a) z—i=%[s1n0+l(1—c050)]—l—%[sin0+i(—1—cose)]

.1 . 0 0 .
(:>z—l=5[251n5cosz—l(25m )]

[ [ .0
Slz—i=sin- (COS——lSlnz) avec smE>0

z ¢ A ( ) T 0+0 T
— :——co —_ —_ )= —-— - —_—
z—i sin? g 9GG) T2 27272
. z 0 s . . T
D’ou — = cotg- (cos— + isin —)
- 2 2 2
. z
b) H(z—i) et N(=)
T
z—i=singe_’§ 0<f<m —ESSSO

Le point M(z — i) parcourt le quatrieme quadrant du centre O et de rayon r = sing.

z COtg . . . , »
T Z =i cotg— Mais cotgg > 0 ainsi le point N parcourt la partie positive de I'axe
ez2

imaginaire

EXERCICE 22

« Ce n'est pas parce que les mathématiques sont difficiles qu'on n’ose pas les faire, c’est parce qu’on n'ose pas les faire que c’est difficile »
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On considére I'équation (K): z3 — (4 +1)z? +(7+i)z—4=0
1- Démontre que 'équation (K) admet une solution zg = x, x € R
2- Détermine les complexes b et ¢ tels
23— (4+1D)z2+(7+i)z—4=(z—x)(z— 2 - 2i)(az + b)
3- Achéve la résolution de I'équation (K) dans C
Partie B
Le plan complexe est rapporté a un repére orthonormal (0,4, ¥) L'unité graphique est 2 cm.
On désigne par A, B et C les points d’affixes respectives les trois solutions de I'équation (K) telles
gue z, soit réel, Re(zg) = Im(zg).

4

1- Ecris z;* sous forme trigonométrique et algébrique.

. . 2+2i
2- a- Détermine le module et un argument de —

b- Quelle est la nature du triangle OBC ?
3- Soit D le point tel que le triangle €COD soit rectangle isocéle indirect en €. Déterminer
I'affixe de D.

4

Détermine I'affixe du point E pour que le quadrilatére CABE dans cet ordre soit un

parallélogramme.

SOLUTION 22

Partie A :
(K):z22 - (4+Dz2+(7+)z—-4=0

1) z=1

2) z=1o0uz =2+ 2isontsolution de (K), on peut alors enchainer 2 tableaux d’Horner

« Ce n'est pas parce que les mathématiques sont difficiles qu'on n’ose pas les faire, c’est parce qu’on n'ose pas les faire que c’est difficile »
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1 —4—1i 7+ -4
1 \l, 1 —3—-i 4
1 -3-i 4 0
24 2i l 24 2i -4
1 -1+ 0
(K):(z-—1D(z—-2-2)(-1+i)=0 a=1;b=-1+1i

3) z=1ouz=2+2i ouz=1-1i

Partie B :

1) ZA:1 ZB:2+2i Zczl—i

TT
Zc=1—-i=+2e"2

Zc

m 7w
zc =128 <c0s7 - lsm—>

2)

a)

b)

3)

4)

14 = (\/Ee_ig)u =27¢ "2

7

2
2420 _
— = 2i
1-i
2+2i 2+2i T
| 1=l = 2 et arg(l_i) =5+ 2km k€l
2+2i zg ] _
1-: = P 2i alors le triangle OBC est rectangle en 0.
- C
zo_jB =i & I suffit de calculer
C—4D

CABE est un parallélogramme si et seulement si

ﬁ=ﬁ@zA—zc=zB—zE@ZE=2+i

EXERCICE 23

« Ce n'est pas parce que les mathématiques sont difficiles qu'on n’ose pas les faire, c’est parce qu’on n'ose pas les faire que c’est difficile »
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1- a- Résous dans C I'équation (E) : Z* =1
b- Comment appelle-t-on les solutions de (E) ?
2- a- Détermine sous forme trigonométrique les solutions de I'équation (F) : u* = 8 — 8i/3

b- Place les points images des solutions de (F) sur un cercle dont tu préciseras le rayon.

est une racine quatriéme de 8 — 8iv3

i V6-v2  V6+V2
3- a- Vérifie que ¢ = +i >

2

b- Déduis-en la forme algébrique de toutes les solutions de I'équation (F).

g , L 11n . 11m
c- Déduis des questions précédentes les valeurs exactes de cos T3 et sin T3

SOLUTION 23

1) Eyzt=1o ()’ -1=0o (22-1)(22+1)=0 z- D+ D(Ez-)z+i) =0

o z=—1ou z=1o0u z=—i ou z=i S={-1,-i;i; 1}

b) Les solutions de (E) sont les racines 4éme de l'unité
2)a) (F):z* = 8 — 8iV3

|8 - 8ivV3| = 16 et Arg(8 - 8iv3) = — . Les solutions de (F)sont de la forme
km

z; = 2¢/(*7), k e {0;1;2; 3}

. T .5 Alm A17n
Pour k € {0; 1; 2; 3} respectivement on a z; € {Ze_‘ﬁ ;2e'1z; 2e'1z; Zelﬁ}

b) Soient My; M; M, et M5 les points d’affixes respectives zy,z4,z, et z3. My; Mq; M, et M3

sont sur le cercle de centre O et de rayon 2.

V6-v2 | .V6+V2
+1i

4
" " ) bon courage pour le

3)a) (C estracine 4™ de 8 — 8iV3) = C*=8-8i\/3 = (

calcul
4
but=8-8i3out=Cte(3) =1

u
@EE{—l;—i; i;1}eoue{c;—c;ic;—ic}

Forme algébrique de u

« Ce n'est pas parce que les mathématiques sont difficiles qu'on n’ose pas les faire, c’est parce qu’on n'ose pas les faire que c’est difficile »
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V6—V2  .V6+V2
= +i

C
4 4
_C__\/g—\/i_.\/g+\/§
- 4 L
iC:_\/€+\/E+i\/E—\/E
4 4
_.C_\/€+«/E_.\/E—x/§
== L

, 11 N . . . . i .
c) Langle 1—2" se trouve dans le cadrant 2 ou cosinus est négatif et le sinus positif alors il ne

peut s’agir que de iC

11w V6+v2
coOs— = —
4- 12 4
11t V62
in— =
12 4

EXERCICE 24

Le plan complexe est rapporté au repére orthonormé direct (0, u_, ¥).unité graphique 2 cm.

1- Résolvez dans C 'équation : ZZ —2/3z+4 =0

Onpose a=+V3+i et hb=+v3-i

Ecrivez a et b sous forme exponentielle et placer les points A et B d’affixes respectives a et b
2- Soit r la rotation de centre O et d’angle % et h 'homothétie de centre O et de rapport _73

a- Calculez sous forme algébrique I'affixe a’ du point A’ image du point A par r.
b- Calculez sous forme algébrique I'affixe a’ du point B’ image du point B par h.
Cc- Placez A'et B’ sur la figure précédente.

3- Soit € d’affixe c le centre du cercle circonscrit au triangle OA’B’ et R le rayon de ce cercle.

a- Justifiez les égalités suivantes : cc = R?, (¢ — 2i)(¢ + 2i) = R?,
3v3 3, _+3\/§+3_ _ R
c-——5i|{e+r——+3i)=

b- En déduire que c — ¢ = 2i et c+c = _43_‘/5

c- En déduire la valeur de c et celle de R

« Ce n'est pas parce que les mathématiques sont difficiles qu'on n’ose pas les faire, c’est parce qu’on n'ose pas les faire que c’est difficile »
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SOLUTION 24
1) z22-2V3z+4=0 alors S={V3—-i;V3+i}
a=V3+i=2esb=2e"%
8
6
4
e
B’ @
O B
@
-8 =7 -6 =5 -4 -3 -2 -1 0 1 _2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
A
@
-2
-4

2)a) r (0, g) M'(z') image de M(z) par r z' = ze's

i i iZ =
Zy =243 = ae3=a =2eses = a =2i

b) z' =->zp = h(M) =M’

c) Voir figure en a)
3) aAMe(C) ©0C=CA' =CB =
s|Cl=|ad-Cl=|b-C|=R
=la —C|=|C-b'|=R
e CC=|C|?=R?car|C|=R

e (C-2)(C+2D)=(C-2)(C+21)=|C-2i>=|C—-a'|*>=R?* cqfd

« Ce n'est pas parce que les mathématiques sont difficiles qu'on n’ose pas les faire, c’est parce qu’on n'ose pas les faire que c’est difficile »
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o (c+2B-2)(c+2B43i)=(c+2B2-3 )<C+£+—l>

2
3.
|C+——El|

= |C—b'|* = R? cqfd.
b) D’apres a)

R?=cC=(C-2)(C+2)=C—-C=2i

D’autre partRZ=(C—2i)(f+2i)=((;+£_%l) (C+£+—l) £n développant et
simplifiant C+C__%
C-C=2i
©) {C+E:—¥
C=—£+
CE=|C|2=R2<:>R2:19—2+1=>R:g

EXERCICE 25

Pour tout entier naturel , on pose A = Yr_acoskx et B =YY" )sinkx

1- Calculez et écrire A + iB sous forme exponentielle.

2- Déduisez-en des expressions plus simples de A et B

SOLUTION 25

VneEN; A=Y 2coskx et B=Y} 3sinkx

1) A+iB =Y 2coskx+iYr_dsinkx
=1+ cosx+cos2x+ -+ cos(n—1)x+i(0 + sinx + sin2x + --- + sin(n — 1)x
=1+ (cosx +isinx) + (cos2x + isin2x) + -+ [cos(n — D)x + isin(n — 1)x] &

A+iB =1+ (cosx +isinx) + (cosx + isinx)? + -+ (cos x + i sinx)"*"1
Posons z = cos x + isinx

vn e N; z" = (cosx + isinx)" = cosnx + isinnx

. B 1 1-z"
AlorsA+iB=1+z+z“+--+2z" " = 1
—Z
Mais 1 —z" =1 — cos nx — i sinnx = 2 cos? ——Zlcos—sm7—Zcos—(cos——lsm2)

« Ce n'est pas parce que les mathématiques sont difficiles qu'on n’ose pas les faire, c’est parce qu’on n'ose pas les faire que c’est difficile »



TSE — Nombres Complexes MATHS-PLUS

nx —i™*
1-2z"= 2cos—-e Y2

X
Pourn=1; 1—z= Zcosge_’i

—inx (X NXx
1—gn 2cose 2 coszfe(7_7f)
Dot A+iB=+5—= — & A+iB = p3
-z x —= coS=
ZCOSEe 2 2
1 ws% x(1-n) cosg—cos(g—nx)
2) A=)r_scoskx = cos[ ] S A=
) Zk_o cos; 2 Zcosg
. X - X
4 n-1; cos’s . [x(1-m) S”‘E‘S“‘(T"")
De méme B = }p_psinkx = P sm[ 5 ] & B =
2

X
Zcosz

Car sinacosh = %[sin(a + b) + sin(a — b)]

EXERCICE 26

Soit dans C le polyndéme p(z) = z* + 4

1- Montrez que si le complexe z, est solution de p(z) = 0 alors —z,, z,,—Z, en sont également
solution.

2- En déduire que p(z) peut s’écrire comme produit de deux facteurs.

3- Déterminez la solution z, dont les parties réelles et imaginaires sont égales.

4- En déduire toutes les solutions de p(z) = 0

5- Montrez que les points images des quatre solutions de I'équation p(z) = 0 sont les sommets

d’un carrré dans un repére orthonormé (0, u ', V)

SOLUTION 26

P(z)=z*+4

1) Soit z, est solution de P(z) = 0
e P2)=0=2zy*+4=0< (—2z9)*+4 =0 = P(—2z,) d’ol z, est solution de P(z) = 0
e z*+4=02214=0o2z*—4=0 = P(z;) = 0 d'ou Z, est une solution de P(z) = 0
e De méme —z, en est aussi solution

2) zy; —zy; —Z, €t Zy sont toute solution de P(z) = 0.

« Ce n'est pas parce que les mathématiques sont difficiles qu'on n’ose pas les faire, c’est parce qu’on n'ose pas les faire que c’est difficile »
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alors P(z) =(z—2z9)(z+2y)(z—2Zy)(z+2Zy) © P(z) = (z2 — z(z,)(zz —%2) cqfd.
3) Soitzg=x+xi; xeER
P(zp) =z +4=(x+xD)*+4=0=x*1+D)*+4=0=x*=1=x=1
Alorszg=1+1i

4) P(z)=0e=z=1+iouz=-1—-iolz=1—-iouz=-1+1i
S=(1+i-1—-i-1+i;1—i}

Zg—Zg 1+i—-1+i
= =1
z9—(—Zg) 1+i+1-i

5) Soit Mg(1+1i); M{(1—1i); My(—1—1i); M3(—1 +1i)
Le triangle MyM{M, M est rectangle et isocele en M,.

Alors les points MyM{M, et M5 sont les sommets d’un carré car on vient de montrer que deux

sommets opposés M, et M, sont des angles droits et deux cotés opposés ont méme mesure.

« Ce n'est pas parce que les mathématiques sont difficiles qu'on n’ose pas les faire, c’est parce qu’on n'ose pas les faire que c’est difficile »



