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AVANT - PROPOS

Ce fascicule propose ce qu’un ¢éléve de Terminale C se doit d’assimiler pour profiter au mieux

de son année et aborder dans de bonnes conditions le Baccalauréat.

I1 couvre les notions au programme de la classe, s’articule essentiellement sur les exercices de
tous les chapitres au programme suivi de quelques examens blancs et des derniers sujets

baccalauréats.

Chaque chapitre est constitué d’exercices types qui ressortent les savoirs et les savoirs — faire

que chague éleve doit étre capable de maitriser.

Chaque séquence est ponctuée par 02 anciennes évaluations séquentielles des lycées et
colleges qui permettent a I’¢leéve de faire un bilan de compréhension de la séquence et de se

préparer efficacement aux évaluations séquentielles de classe.

En fin d’ouvrage, 02 examens blancs et 02 anciens baccalauréats permettent a 1’¢léve de se

préparer efficacement a I’examen de fin d’année.

La clarté¢ de I’exposé, la mise en valeur des notions clés, la variété et le nombre des sujets

d’exercices et problémes proposés constituent les objectifs majeurs de cet ouvrage.

Bonne utilisation.
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ARITHMETIQUE

Exercice 1:

1) Démontrer par récurrence que Y7_, k(k + 1)(k + 2) = "(n+1)("4+2)("+3).
2) Démontrer pour tout entier naturel n non nul, Yr_, k2%t = (n — 1)2" + 1.
n?(1-n?)
4
4) Démontrer que pour tout entier naturel n, 327*1 4 27*2 est divisible par 7.

5) Démontrer que pour tout entier naturel n, 32" — 2™ est divisible par 7.

3) Démontrer pour tout entier naturel n non nul, X?_, k(n — k?) =

Solution 1:
1)  Démontrons par récurrence que Y7_, k(k + 1)(k + 2) = "("H)(TZ)("”)
Soit la proposition P définie par : { nkk+1D)(k+2) = "("+1)("4+2)("+3)}

Montrons que P est vraie pour n = 1 i.e. montrons que Y;_, k(k + 1)(k + 2) =

1(1+1)(14+2)(1+3)
4

Yicikk+D(k+2)=11+1)(1+2)=6;

1(1+1)(14+2)(1+3) = % =6d’ou

1(1+1)(1+2)(1+3)
4

Yi i k(k+1D(k+2)=

Soit n € N, supposons que P est vraie au rang n i.e. supposons que Y.y, k(k + 1)(k + 2) =

nn+1)(n+2)(n+3)
4

et montrons que Y k(k 4+ 1)(k +2) = (n+1)(n+21(n+3)("+4)

_ n(n+1)(n+2)(n+3)

Y lkk+ D)k +2) =Y kk+ Dk +2)+(n+1D(n+2)(n+3) = ”

+(+ D+ +3) = (n+ D(n+2)(n +3) (1 +2) = CREEDEIED o6 p egy

vraie au rang n +1.

nn+1)(n+2)(n+3)

Conclusion : Y R_1 k(k+1)(k+2) = "

,VneN

2) Démontrons par récurrence que Vn € N, Y 7_, k2¥"1 = (n—1)2" + 1

Soit la proposition P définie par : {vn € N,Y?_, k2¥"1 = (n — 1)2" + 1}

Montrons que P est vraie au rang n = 1 i.e. montrons que Yi_, k2¥ 1 = (1 - 1)21 + 1
Yi o k2k1=12"1=1 (1-1D2'4+41=0+1=1donc¥f_k2¥1=(1-1)2"+1
d’ou P est vraie au 1* rang.

Soit n € N, supposons que P est vraie au rang n. Montrons que P est vraie au rang n+1 i.e.

montrons que Y}i1 k2%~ = n2ntt + 1



Ytk =32 k21t (m+1D2"=(n—-1)2"+1+ (n+1)2"=2n.2"+ 1=
n2™*1 + 1 d’ou P est vraie au rang n+1.
Conclusion: vn € N,Y?_ k281 =(n—-1)2"+ 1

n?(1-n?)
4

nz(l—nz)}

3) Démontrons par récurrence que Yn € N*, Y_, k(n — k?) =

Soit la proposition P définie par : {Vn EN YR k(n—k?) = "
Montrons que P est vraie au 1*' rang i.e. montrons que P est vraie au rang n = 1

12 (1 12)

Tk=1k(n—k*) =1(1-1%) =0, =0, Yi=1k(n—k?) =

Soit n € N, supposons que P est vraie au rang n et montrons que P est vraie aurangn + 1 i.e

12(1-12)
4

n+1)?(1-(n+1)?)
4

YHlkn+1-k>) =Yl k(n+1-k>»+(n+1Dn+1-(n+1)?)

montrons que Y1 k(n+ 1 — k?) =

n(l n)

n-nh) | nnt) —n(n+1D*=n(n+1)[——+

nkn—k»H+ Y k—n(n+1)2*=

%— n+D]=nn+ 1)[@] =n(n+1) (@) =-—nn+1*n+2);

m+1)*(1-(n+1?) _ (n+1)*(-n(n+2)) (n+1)%(1-(n+1)3?)

, Zn+1 k(Tl +1-— 2) =

4 - 2 -

2(1_n2

Conclusion : vn € N*, ¥7_, k(n — k?) = n (14n )
4) Démontrons par récurrence que Vn € N, 32" 4 2"+2 = 7k k € 7Z

Soit la proposition P définie par : {vn € N, 32"*1 4 2"*2 = 7k k € 7}

Montrons que P est vraie au 1*' rang i.e. montrons que 3 + 22 = 7k

31+ 22 =3+4=7=7(1)donc P est vraie au 1*' rang.

Soit n € N, supposons que P est vraie au rang n et montrons que P est vraie au rang n + 1 i.e.
montrons que 323 4 213 = 7k’

32n+3 4 pn+3 = 32 32n+1 | gn43 = Q(7f — 2MH2) 4 243 = 9 x Tk + (=9 + 2). 2"*2=
7(9k — 2™*2) donc P est vraie au rang n +1.

Conclusion : Vn € N, 32n*1 4 2142 = 7k k € 7.

Exercice 2:

Onposen=x?>+x—2,x€Z

1. Déterminer I’ensemble E1 des entiers x tels que n soit divisible par 7.
2. Déterminer I’ensemble E> des entiers x tels que n soit divisible par 3.
3. Déterminer I’ensemble E des entiers x tels que n soit divisible par 42.
Quel est le plus petit entier n strictement positif divisible par 42 ?



Solution 2:

Onposen=x?+x—2,x€eZ

1. Déterminons E;: {x € N, tel que n = 7k, k € Z}
x 0 1 2 3 4 5 6
x? 0 1 4 2 2 4 1
x—2 5 6 0 1 2 3 4
n 5 0 4 3 4 0 5
E, ={7k+ 1,7k + 5,k € 7}
2. Déterminons E;: {x € N, tel que n = 3k, k € Z}
x 0 1 2
x? 0 1 1
x—2 1 2 0
n 1 0 1
Donc E, = {3k + 1,k € Z}
3. Déterminons E5: {x € N, tel que n = 42k, k € 7}
En s’appuyant sur le tableau ci-dessous, on constate que :
X 0 1 2 3 4 5
x> 0 1 4 3 4 1
x—2 4 5 0 1 2 3
n 4 0 4 4 0 4
{i 2 ﬂg} donc x = 1[ppcm(6;7) = 42]
G W4 TR i S T e
1% cas
{ﬁ;ﬂg:7k—6p=3(E)

7(3) — 6(3) = 3 donc (3 ; 3) est solution particuliére de (E)
7k —6p=73)—6(3)=7(k—3)=6(p—3)=>7/6(p—3)or (7/A\6) =1 alors d’apres
Gauss,ona7/(p —3)=>p =7k'+3ainsix = 6p + 4 = 42k' + 22,k' € Z

2% cas :



x = 5[7]
{x = 1[6]

7(—4) — 6(—4) = —4 donc (-4 ; -4) est solution particuli¢re de (E’)
m—6n=7(-4)—-6(—4) ©7(m+4) =6(n+4) ©6/7(m+4)or(7A6) =1alors

=>7m—6n=-4(E)

d’aprés Gauss 6/(m+4) d’oum = 6p —4,p € Zdanscecasx =7m+5=42p —23,p €
Z

3°cas:

{ﬁiig} = 7k — 6p = —1 (E)

7(—1) — 6(—1) = —1 donc (3 ; 3) est solution particuliére de (E)
Tk—6p=7(-1)—-6(-1)=7k+1)=6(pp+1)=>7/6(p+1)or(7A\6) =1alors
d’aprés Gauss,ona7/(p+1)=>p =7k’ —lainsix = 6p + 4 =42k' —2,k' € Z

E; = {42k + 1; 42k + 22; 42k — 23;42k — 2,k € 7}

Déterminons le plus petit n € N* divisible par 42

n=x’+x-2=((x+2)(x-1)

En prenant x = 42k — 23

Pourk =1,onax =19etn =21 x 18 = 378.

Exercice 3:

1. Déterminer, suivant les valeurs de 1’entier naturel n, le reste de la division par 7 de 5™.
2. En déduire le reste de la division par 7 de 5136,
3. Un nombre s’écrit 3x53 en base 10.

Déterminer x pour que ’on ait : 53¢ + 3x53 = 0[7].

Solution 3:
1. Déterminons, suivant les valeurs de n, le reste de la division de 5™ par 7.
51 =5[7], 5%2=4[7], 53=6[7], 5*=2[7], 5°=3[7], 5°=1][7],
Donc

Sin =6k +1,5" = 56¢*1 = 56k 51 = 5[7]
Sin = 6k + 2,5 = 56k+2 = 56k 52 = 4[7]
Sin = 6k + 3,5" = 56k+3 = 56k 53 = g[7]
Sin = 6k + 4,5" = 56k+4 = 56k 54 = 2[7]
Sin = 6k + 5,5 = 56k+5 = 56k 55 = 3[7]

d

2. Déduisons le reste de la division par 7 de 53¢

5136 = 522x6+4 = 2[7] donc le reste c’est 2.



3. Un nombre s’écrit 3x53 en base 10

Déterminons x pour que I’on ait : 536 + 3x53 = 0[7].

3x53 =3+4+5x10+x x 10?2 + 3 x 10°

10 = 3[7] = 5 x 10 = 1[7], 102 = 2[7] = 10%x = 2x[7], 103 = 6[7] =
3 X 103 = 4[7]= 3x53 = 2x + 8[7] = 2x + 1[7]

Ainsi 5136 + 3x53 = 0[7] © 2x + 5 = 0[7]

x 0 1 2 3 4 5 6
2x 0 2 4 6 1 3 5
5 5 5 5 5 5 5 5
2x +5 5 0 2 4 6 1 3

Doncx =7k +1orx € {0,1, ...,9} donc pour k =1 x = 8.

Exercice 4:

1. Déterminer les restes de la division de 5P par 13 pour p entier naturel.
2. En déduire que pour tout entier naturel n supérieur ou égal a 1, le nombre N = 31%7+1 +
18*"~1 est divisible par 13.

Solution 4:
Déterminons, suivant les valeurs de p, le reste de la division de 5P par 13.
51 =5[13], 5%=12[13], 5° = 8[13], 5*=1[13]

Sin = 4k,5" = 5* = (5%)k = 1[13]
Sin = 4k + 1,5 = 5%k*+1 = 5[13]
Sin = 4k +2,5" = 5%%+2 = 12[13]
Sin = 4k + 3,5 = 5**3 = 8[13]

2. Déduisons que vn € N, N = 31*"*1 4 184"~1 = 13k

31 = 5[13] = 31*"*1 = 547*1[13] = 5[13], 18 = 5[13] = 18%*1 = 184(~D+3 =
54(n-1D+3113] = 8[13] donc N = 5 + 8[13] = 0[13] donc Vn € N, N = 314"*1 4 184n~1 =
13k

Exercice 5:

1. Démontrer que, pour tout entier naturel n, 32 — 1 est divisible par 8.
En déduire que, 3°™*2 + 7 est un multiple de 8 et que, 32™** — 1 est un multiple de 8.
2. Déterminer les restes de la division par 8 des puissances de 3.

7



3. Le nombre p €tant un entier naturel, on considere le nombre A,, défini par :
A, =3P 4 3% 4 33 4 3%,
a. Sip=2n, quel est le reste de la division de A, par 8 ?
b. Démontrer que, si p = 2n+1, A, est divisible par 8.
4. On considére les nombres a et b écrits dans le systeme « base 3 ».
a=1110%; b=1010101003
Les nombres a et b sont — ils divisibles par 8 ?
5. De méme, on considere le nombre ¢ = 2002002002000°. Démontrer que c est divisible
par 16.
Rq : Pour les questions 4 et 5, on raisonnera sans utiliser la valeur numérique en base dix des
nombres a, b et c.

Solution 5:
1.1  Démontrons que, pour tout entier naturel n, 32" — 1 est divisible par 8
9=1[8], 32"=(3%)"=9"=1"[13] < 32" = 1[8] d’ou 32" — 1 = 0[8].
1.2 déduisons que, 32™*2 + 7 est un multiple de 8 et que, 32™** — 1 est un multiple de 8
32n+2 1 7 =14 7[8] = 0[8], 32n+4 _ 1 = 32(n+2) _ 1 =1 _ 1[8] = 0[8] d’ou

32n+2 + 7 et 3274 — 1 sont tous deux multiples de 8.

2. Déterminons les restes de la division par 8 des puissances de 3.
SoitneN,n=2koun=2k+1,k€eN
Sin = 2k,3" = 1[8], Sin =2k + 1,3™ = 32k*1 = 3[8] donc les restes sont 1 et 3.

3. Onconsidére A, = 3P 4 327 4 337 4 3%

3a) Sip=2n, A,=1+1+1+1[8]= A4, =4[8]

3b) Sip=2n+14,=3+1+3+ 1[8] = 0[8] donc A, est divisible par 8.

4, On considére a = 11103 et b = 1010101003
a=1x3+1x3%2+1x3%=3+1+ 3[8] = 7[8] donc a n’est pas divisible par 8.
b=1x32+1x3*+1x3°+1x38=1+1+1+ 1[8] = 4[8] donc b n’est pas
divisible par 8.

5. Démontrons que ¢ = 2002002002000° est divisible par 16.
c=2x33+2x3%+2x3%+2x32=2(3%+3°+3°%+312)

33+3+3°+32=3+1+3+1[8] =0[8] donc ¢ = 2 x 0[16] d’ou c est divisible par
16

Exercice 6:

1. Un nombre s’écrit x43y dans le systéme décimal. Déterminer x et y pour qu’il soit
divisible par 2 et 9.




2. Un nombre s’écrit 28x75y dans le systéme décimal. Déterminer x et y pour qu’il soit
divisible par 3 et 11.

Solution 6:
1. Un nombre s’écrit x43y dans le systéme décimal. Déterminons x et y pour qu’il soit
divisible par 2 et 9.
x43y =y +3 X 10+ 4 x 10?2 + x x 103 or vn € N, 10™ = 0[2]d’ou x43y = y[2]
vn€N,10" =1[9]doncy +3 X 10+ 4 X 10°+x X103 =y +3+4+x[9]=x+y+
7[9] donc x43y = x + y + 7[9]

Le tableau ci — dessous est le tableau des restes de la division dex + y + 7 par 9.

y X 0 1 2 3 4 5 6 7 8
0 7 8 0 1 2 3 4 5 6
1 8 0 1 2 3 4 5 6 7

S={(9k +2,2k); Ok + 1,2k + 1),k € Z} or x,y € {0,1,2,...9} donc S = {(2;0), (1; 1)}
2. Un nombre s’écrit 28x75y dans le systéme décimal. Déterminons x et y pour qu’il soit
divisible par 3 et 11

28x75y =y +5x 10+ 7 x 102 + x x 10% + 8 x 10* + 2 x 10°
=y+5+7+x+8+2[3]=x+y+1[3]
y+5x10+7x1024+xx103+8x10*+2x10°=y+6+ 7+ x + 8 + 2[11]
=x+y+1[11]
Doncx+y+1=0[3]etx+y+1=0[11]=>x+y+1=0[ppcm(3;11) = 33]etx,y €
{0,1,2,...9}donc S = @

Exercice 7:
olt X, y et z trois entiers naturels tels que I’écriture en base x de y soit 1000 et que 1’écriture
en base x de z soit 50.

1. Montrer que I’on peut, sans connaitre x, exprimer y2 et yz dans le systéme de base 10.
2. Déterminer x pour que yz = 6480 dans le systeme décimal.
3. Ecrire alors y* + yz, z* en base x, puis comparer y? et z*.

Solution 7:

y =1000* = x3, z=750% =5x

1. Exprimons y? et yz



y? = x% et yz = 5x*

2. Déterminons x pour que yz = 6480

5x* = 6480 © x* = 1296 = 6* donc x = 6

3. Ecrivons y2 + yz, z* en base x

y% +yz = x° + 5x* = 53136 = 1050000°,

z* = 625x* = 625 x 1296 = 81000 = 25210000°
y? =1000000° donc y? < z*.

Exercice 8:

1. Résoudre dans Z? I’équation 13x- 23y = 1.
2. Résoudre dans Z? I’équation —156x + 276y = 24.

Solution 8:

1. Résolvons dans Z2 I’équation 13x-23y = 1 (E)

23=13x1+10, 13 =10x1+ 3, 10=3%x3+1.
Ainsil1=10—-3%x3=10—-(13-10) x3=10%Xx4—-13x3=(23—-13) x4 —-13 X 3
1=23%x4—-13x7=13(—7) — 23(—4) donc (—7; —4) est solution particuliere de (E).
13x — 23y = 13(=7) — 23(—4) & 13(x + 7) = 23(y + 4) donc 13/23(y + 4) or pgcd
(13;23)=1 d’ou d’aprés Gauss 13/(y + 4). Ainsi Ik € Z/ y + 4 = 13k, y =13k —
4 Danscecasx +7 =23k =>x =23k -7

S={(23k—-7;13k —4) k€ 7}

2. Résolvons dans 72 I’équation —156x + 276y = 24

—156x + 276y =24 © —13x + 23y =2 & 13x — 23y = —2

En se servant de la question précédente, on a

13(23k—7) —23(13k —4) =1 = 13(—46k + 14) — 23(—26k + 8) = —2 d’ou

S = {(—46k + 14; —26k + 8),k € 7}

Exercice 9:

Le nombre n est un entier naturel non nul. On pose a = 4n+3 et b = 5n+2. On note d le PGCD
deaetbh.
1. Donner la valeur de d dans les cas suivants : n =1, n =11, n = 15.
2. Calculer 5a — 4b et en déduire les valeurs possibles de d.
3. a. Déterminer les entiers naturels n et k tels que 4n+3=7Kk.
b. Déterminer les entiers naturels n et £’ tels que 5n+2=7k".

10



4. Soit r le reste de la division euclidienne de n par 7. Déduire des questions précédentes la
valeur de r pour laquelle d vaut 7. Pour quelles valeurs de r, d est —il égala 1 ?

Solution 9:
Soitn € N,a = 4n+3,b =5n+ 2. onnote d = pgcd(a, b)
1. n=1,d=pgcd(7;7)=7; n=11,d = pgcd(47;57) = 1
n=15,d = pgcd(63;77) =7
2. Calculons 5a — 4b
5a —4b =5(4n+3)—4(5n+2)=15-8=7
Déduisons les valeurs possibles de d.
Ona5a — 4b = 7 donc d’aprés Bezout 7 est un multiple de d d’ou d = 1 ou d = 7 qui sont
les seuls diviseurs de d.
3.a) Déterminons n et k telsque 4n + 3 = 7k
n+3=7keo4n-7k=-37k—-4n=3
Ona7—4=3donc7k—4n=7(1)-4(1) o 7(k—1) =4(n—1) 7/4(n— 1) or pgcd
(7;4)=1daprés Gauss 7/ (n—1)doun=7p+letk=4p+1,pEZ
3.b) Déterminons n et k' tels que 5n+2=7k’
Sn+2=7k' e 7k' —5n=2donc 7k’ —=5n=7(1) —5(1) d’ou 7(k' — 1) = 5(n — 1)
7/5(n—1)orpgcd(5,7) = 1 d’aprés Gauss 7/ (n—1)=>n=7p+1etk'=5p+1,p€EZ
4. Soit r le reste de la division de n par 7. Déduisons la valeur de r pour laquelled = 7.
D’apres les questions précédentes r = 1. Les valeurs de r pour lesquellesd =1 sont r €
{0,2,3,4,5,6}

Exercice 10:

1. Trouver le PGCD des nombres 1640 et 492 en utilisant la décomposition en facteurs
premiers, puis en utilisant ’algorithme d’Euclide.

2. Trouver deux entiers a et b sachant que leur PGCD est 24 et leur PPCM est 1344,
PGCD(a,b) = 42

3. Déterminer les couples (a, b) d’entiers naturels tels que : {PP CM(a,b) = 1680

Solution 10:
1. Décomposition en produit de facteurs premiers
1640 = 23 x 5 x 41, 492 = 22 x 3 x 41 d’ou pgcd(1640,492) = 22 x 41 = 164

Algorithme d’Euclide.
1640 = 492 X 3+ 164, 492 =164 x 3 4+ 0 donc pgcd(1640,492) = 164.
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pgcd(a,b) = 24

2. Déterminons deux entiers a et b tels que {ppcm(a, b) = 1344

Posons d = pgcd(a,b),a’ = %,b’ = g

pgcd(a,b) = pgcd(da’,db') = d.pgcd(a’,b") & pgcd(a',b') =1

__ppcm(a,b) _ 1344
o d 24

pgcd(a’,b") =1
ppcm(a’,b') = 56

56

ppcm(a’,b")

Déterminons a’ et b’ tels que { donca’ =8et b’ =7 danscecasa =

8x24=192ethb =7 %24 =168.

. . , PGCD(a,b) = 42
3. Déterminons les couples (a, b) d’entiers naturels tels que {PPCM(a, b) = 1680

r a

Posons d = pgcd(a, b), a == p' =2
pgcd(a,b) = pgcd(da’,db") = d.pgcd(a’,b") © pgcd(a’,b') =1

ppcm(a,b) _ 1680
d T a2

ppem(a’,b") = 40

(@', b") € {(1;40), (5,8)} > (a b) € {(42; 1680), (210; 336}

Exercice 11:

1. En utilisant I’algorithme d’Euclide, déterminer le PGCD des nombres 28 et 31.
Trouver alors deux nombres x et y entiers relatifs tels que 31x - 28y = 1.

2. Résoudre dans I’ensemble des entiers relatifs 1’équation 31x — 28y = 414.

3. Le plan est rapporté au repére orthonormal (O, 1, 7).
On donne les points A( -30 ; -48) et B(82 ; 72,6). On appelle (D) la droite (AB).

a. Trouver I’ensemble des points M(x, y) de (D) dont les coordonnées sont des nombres

entiers relatifs.

b. Le repere utilisé pour le graphique est gradué de -10 a +10 en abscisse et de -14 a +14
en ordonnées. Vérifiez et expliquez pourquoi il n’ya pas de point de (D) a coordonnées

entieres visible sur le graphique.

c. Pour remédier a I’inconvénient du 3.b, on décide d’agrandir la fenétre a [-40 ; +40] en
abscisses et a [-50 ; +10] en ordonnées. Combien y’a —t — il de points de (D) a coordonnées

entiéres sur ce nouveau graphique ? Faire la figure.

Solution 11:
la) pged(28;31)=1
1.b) Deux nombres x et y tels que 31x - 28y = 1 (E)
31=28x1+3, 28=3x9+1, 3=1%x3+0

=1=28-3%x9=28—(31-28x1)%x9=31(—9) —28(—10) = 1 d’out (-9 ; -10) est

solution particuliere de (E)
2. Résolvons dans Z 31x - 28y = 414.
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31x — 28y = 1 & 31x — 28y = 31(—9) — 28(—10) & 31(x + 9) = 28(y + 10)
31/28(y + 10) or pgced (31;28) = 1 d’aprés Gauss 31/y + 10d’ouy = 31k — 10 etx =
28k — 9. Ainsi 31(28k —9) — 28(31k — 10) = 1= 31(11592k — 3726) — 28(12834k —
4140) = 414. S = {(11592k — 3726,12834k — 4140 ),k € 7}

3. Le plan est muni du repere orthonormé (O, 7, )).

A(:ig ' B(78226

3.a) Déterminons I’ensemble des points M (x, y) dont les coordonnées sont des nombres

entiers relatifs

} — —_— -, . s AD 2
Soit M(x,y) € (D), AM et AB sont colinéaires donc det(AM, AB) = |; I ig 7826 =0

D’ou 726x — 82y + 17844 = 0. Pour déterminer les points a coordonnées entiéres, il faut

résoudre comme précédemment.

Exercice 12:

1. a) Déterminer I’ensemble des entiers relatifs x tels que 8x = 7[5].
b) Résoudre dans Z? 1’équation : 336X+210y=294.

2. a) Déterminer PGCD (21590 ; 9525).
b) Déterminer les entiers relatifs x pour lesquels on a : 34x = 2[15].
¢) Résoudre dans Z? 1’équation : 21590x + 9525y = 1270.

3. a) Résoudre dans Z?1’équation 5p — 3q = 1.

XEL
b) En déduire la résolution du systéme {x = 1[5]
x = 2[3]

Solution 12:
l.a) Déterminons I’ensemble des entiers x tels que 8x = 7[5]
8x=7[5]©8x=5k+7<8x—-7k=5
On sait que 8(4) — 5(5) = 7donc 8x — 5k = 8(4) —5(5) ©8(x —4) =5(k—5)
5/8(x —4)orpged (5;8)=1donc5/(x —4)d’oux =5k +4,k€eZ
1.b) Résolvons dans 72 336x + 210y = 294.
336x + 210y = 294 & 8x + 5y = 7 & 8x — 5(—y) = 7 d’aprés la question précédente, x =
5k +4et—y=8k+5doncy = -8k —5. Ainsi S = {(5k + 4,—8k —5),k € Z}
2.a) Déterminons PGCD (21590 ; 9525).
PGCD (21590 ; 9525).=635
2.b) Déterminons x tels que 34x = 2[15].
34x = 2[15].© 34x — 15y = 2
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34 =15%X 2+ 4, 15=4x%x3+43, 4=3x1+1dou
1=4-3%x1=4—-(15-4%x3)x1=4%Xx4—-15Xx1=(34—-15%x2)x4—-15x%x1
=34Xx4—-15%x9 =1 o 34(8) — 15(18) = 2 donc (8 ; 18) est solution particuliere de (E).
34x — 15y = 34(8) — 15(18) & 34(x — 8) = 15(y — 18)

15/34(x — 8) et pgcd (15; 34) =1 alors 15/(x —8) d‘oux = 15k + 8,k € Z

2.c)  Résolvons dans Z2 21590x + 9525y = 1270

21590x + 9525y = 1270 © 34x + 15y = 2 & 34x — 15(—y) = 2 donc d’aprés la question
précédente, x = 15k + 8et —y =34k + 18 & y = —34k — 18

S ={(15k + 8,—34k — 18),k € Z}

3.a) Résolvons dans Z? I’équation 5p —3q = 1

On sait que 5(2) — 3(3) = 1donc 5p —3q = 5(2) —3(3) & 5(p — 2) = 3(q — 3)

3/5(p —2)orpged (3;5)=1donc3/(p—2) < p=3k+2etq=5k+3
S={(Bk+2,5k+3),k €Z}

X EZ
3.b)  Déduisons la résolution de {x = 1[5]
x = 2[3]

= 1[5 —3q = "apré ' et =
X [5] = X =3q+2 = 5p — 3q = 1 donc d’apres la question précédente x

x = 2[3]
5B3k+2)+1=15k+11L,k€eZ

{XEZ {x=5p+1

Exercice 13:

= 1[3]
= 2[7]

X
Résoudre dans Z le systeme : {x
Solution 13:

Amusez-vous a le faire. Vous avez assez d’exemples ci-dessus sur lesquelles vous pourrez
vous inspirer pour le faire.

Exercice 14:

p et g sont des entiers naturels.

1. Démontrer que 2P9 — 1 est divisible par 2P — 1 et par 29 — 1.

2. Déduisez — en que pour que 2™ — 1 soit premier, il faut que n soit premier.

3. Prouver a I’aide d’un contre — exemple que la condition « n est premier » n’est pas
suffisante pour que 2™ — 1 soit premier.
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Solution 14:
p,q €N
1. Démontrons que 2P9 — 1 est divisible par 2P — 1 et par 29 — 1
Sip=0ouq=0,2P9—-1=1-1 = 0 quiestdivisible par 2P — 1 et par 29 — 1.
Si p et g sont non nuls, (on sait que Vn € N,a, b € R,
a®—b"=(a—-b)(@"+a* b+ +ab™ %+ b 1)
2P4 —1=(2P)7 —19 = (2P — 1)((2P)971 + (2P)772 4+ ... + (2P)1) . donc 2P9 — 1 est
divisible par 2P — 1. De méme 2P9 — 1 = (29)? — 1P = (29 — 1)((QD)P~1 + 2P~ 2 + ... +
(29)1) donc 2P9 — 1 est divisible par 29 — 1
2. Déduisons que pour que 2™ — 1 soit premier, il faut que n soit premier.
Supposons que 2™ — 1 est premier et montrons que n est premier.
Raisonnons par absurde, supposons que n est non premier. Soit d un diviseurden. d # 1.3k €
N, tel que n = kd. 2™ — 1 = 24 — 1. D’aprés la question précédente, 2%¢ — 1 est divisible par
29 —1Commed # lalors 24 —1 # 1et2% —1 # 2" — 1 d’ou 2" — 1 n’est pas premier. Ce

qui contredit I’hypothese de départ.

Exercice 15:

1. Déterminer I’ensemble des entiers relatifs n tels que n+2 divise 2n-1.
2. Déterminer I’ensemble des entiers relatifs n tels que n — 4 divise n+2.
3. Déterminer I’ensemble des entiers naturels n tels que n+1 divise 3n-4.
Solution 15:
1. Déterminons n tels que n + 2 divise 2n — 1
2n—1=2(n+2)—5.n+ 2divise 2n — 1 et n + 2 divise 2(n + 2) donc n + 2 divise 2n —
1—2(n+ 2) c’est-a-dire n + 2 divise —5. Doncn + 2 € {—5; —1;1;5}\d’oun €
{=7; =3, =2;3}
2. Déterminons n tels que n — 4 divise n + 2
n+2=n—4+6, n—4divisen+ 2etn—4divisen —4doncn—4divisen+2 —(n—
4)i.e.n—4divise 6. Celaditn —4 € {—6;-3; —2; —1;1;2;3;6} =>ne€
{—2;1;2;3;5;6;7; 10}

Exercice 16:

On cherche a montrer que le seul entier n > 3 tel que 2n-1 divise (3n2-3n+1)(3n2-3n+2) est 3.
Soit un entier naturel n > 3. On pose a = 2n-1 et u, = (3n? — 3n + 1)(3n? — 3n + 2).

1. a. Montrer que u, = 1—16(3a2 + 1)(3a? + 5).
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b. Montrer que si 2n-1 divise u,,, alors a divise 5.
c. En déduire que si 2n-1 divise u,, alors n = 3.
2. Montrer que le seul entier n > 3 tel que 2n-1 divise (3n2-3n+1)(3n2-3n+2) est 3.
3. Soit m un entier relatif.
Montrer que si m est pair, m? = 0[8] ou m* = 4[8] ; et si m est impair m? = 1[8].

Solution 16:
On cherche a montrer que le seul entier n > 3 tel que 2n-1 divise (3n2-3n+1)(3n2-3n+2) est 3.
Soitn > 3,a=2n—1etu, = 3n? —3n+1)(3n? —3n + 2).

1.a) Montrons que u,, = 116(3a2 +1)(3a% +5)
—Ba?+1)Ba?+5) =—(32n - 12+ 1)(32n—1)2 +5) =

(3(4n?-4n+1)+1)(3(4n2—4n+1)+5) _ (12n2—12n+4)(12n%-12n+8)
16 16

1.b) Montrons que si 2n — 1 divise u, alorsn = 3

=(@Bn?-3n+1)(3n%-3n+2)

u, = %(3a2 +1)(3a? + 5)=16u, = 9a* + 18a + 5

a divise u, et a divise 9a* + 18a? = a divise 16u,, — 9a* + 18a? i.e. a divise 5 donc
a€{l;5}ene{l;3}orn>3doun = 3.

2. La question 2 rejoint 1.c)

3. Soitm € Z

Montrons que si m est pair, m? = 0[8] ou m* = 4[8]

m = 2k & m? = 4k?, si k est pair m* = 0[8] et si k est impair, k? est aussi impair et m? = 4[8]
Montrons que si m est impair m? = 1[8]
m=2k+1=>m? =4k?> + 4k +1 =4k(k + 1) + 1 or k(k + 1) est pair d’ou 4k(k + 1) =

0[8]. Donc m* = 1[8].

Exercice 17:

1. Déterminer I’ensemble des entiers relatifs n tels que n+2 divise 2n-1.
2. Démontrer que pour tout entier relatif n, les nombres n + 2, 2n® + 3n — 1 sont premiers
entre eux.

(2n-1)(2n?+3n-1)

n2—2)(n+2) est un entier

3. En déduire les entiers relatifs n pour lesquels la fraction
relatif.

Solution 17:

1. Déterminons 1’ensemble des entiers relatifs n tels que n + 2 divise 2n — 1
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2n—1=2(n+2) -5, n + 2 divise 2n -1 et n+2 divise 2(n+2) donc n+2 divise 2n -1 —
2(n+2) c’est-a-dire n+2 divise -5. Donc n+2 € {—5; —1;1;5} d’oun € {-7; -3; —1;3}

2. Démontrons que VYn € Z, n + 2 et 2n* + 3n — 1 sont premiers entre eux.
2n°+3n—-1=2nn+2)-n—-1,n+2=(-1(-n—-1)+1doun+2et2n*+3n-1
sont premiers entre eux

(2n-1)(2n%+3n-1)
(n2-2)(n+2)

3. Déduisons n € Z tel que EZ

(2n-1)(2n%+3n-1)
(n2-2)(n+2)

EZ=>n+2/2n—1)(2n*> +3n— 1) orn+ 2 et 2n* + 3n — 1 sont

premiers entre eux alors d’aprés Gauss n + 2 divise 2n — 1 donc d’aprés 1. n €
{—=7;,-3; —1;3}.

_ _ (@n-1)(@n%+3n-1) _ _ _ _ 1
Pourn=-7,A4 = i 4,85, pourn=-3,A=8, pourn=-1,A=—6, pourn

:3,A=?doncn = —3o0un = —1.

Exercice 18:

1) Etablirque:V(a,b,q) € Z3,aAb=b A (a— bqg) o-t pgced(a, b) =a A b.

2) MontrerqueVn € Z: (5n®3 —n)A(n+2)=(n+2)A38

3) Déterminer I’ensemble des entiers relatifs n tels que n+2 divise 513 — n. Quelles sont les
valeurs possibles de pged (513 — n ; n+2).

Déterminer I’ensemble des entiers relatifs n tels que (573 — n) A (n + 2) = 109.

Solution 18:
1) Soit (a, b, q) € Z3, montrons que aA b =b A (a—bq)
Soitd = pgcd(a,b).d/aetd/b donc d/(a — bq) d’oud/pgcd(b,a — bq).
Réciproguement, soit e = pgcd (b, a — bq).
e/b=e/bq, e/a—bq,=>e/a—bqg+bge e/a=e/pgcd(a,b) =dd’ouaAb=DbA(a—hbqg).
2) Montronsque Vn € Z, (5n3 —n)A(n+2) = (n+2) A 38
5n3 —n=(GBn?-10n+19)(n+2) —38donc (573 —n)A(n+2) = (n+2) A 38

Exercice 19:

1. aest un entier naturel. Montrer que a® — a est divisible par 10.
2. aet b sont des entiers naturels avec a > b. Démontrer que si a® — b> est divisible par 10
alors a? — b2est divisible par 20.
3. Résoudre les systémes suivants dans N2 :
N {aS — b5 = 0[10] i) {aS — b® = 0[10]
a’* —b% =720 a’ — b% = 1940
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Solution 19:

1. a €N, les restes de la division de a par 10 sont {0,1, ...,9}

a 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
a® 0 1 4 9 6 5 6 7 8 9
a®—a 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

Donc Va € N, a® — a est divisible par 10.

2. Soitaet b sont des entiers naturels avec a > b. Supposons que a® — b° est divisible
par 10 et montrons que a? — b2est divisible par 20.

a®>—b>=a’—a+a-b+b—-0b>=((@ —-a)+(a-b)+ (b—->b>=>
a—b=(a’-b% —[(a®—-a)]+ (b->b>

D’apres (1), a® — a et b — b> sont divisibles par 10, a® — b® est divisible par 10 donc a —
b est divisible par 10.

De plus, a? — b? = (a — b)(a + b)

a+b=a—b+2b.a— bestdivisible par 10 donc divisible par 2. 2b est divisible par 2
donca + b = a — b + 2b est divisible par 2 comme somme de deux nombres divisibles
par 2.

a — b est divisible par 10 et a + b est divisible par 2 alors , a®? — b?> = (a — b)(a + b) est
divisible par 20.
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NOMBRES COMPLEXES

Exercice 1:

Dans chacun des cas suivants :
- Déterminer le module et un argument de z ;

- En déduire la forme algébrique de z.

) z=C-ilp b z=(EriD)(-24i8) o= (D) (-

2 2 2

d) z = =02 e) z = ( 3—.i)

T (1-30)(2+0)

Solution 1:
1 .3
a) zZ = (E_ 17)3

- Déterminons le module et un argument du nombre complexe z .

== - (JOT+ ) - 1o

argz = arg [(%— i?)ﬂ =3.arg G — iﬁ) =3. (—E) =-m

2 3

- Déduisons la forme algébrique de z

z = 1cos(—m) + i.1sin(—m) = cosm — i.sint = —1
(1, .3 1, .V3
b) z=(;+i) (-5 +i%)

- Déterminons le module et un argument du nombre complexe z

V3

2

)

A= |G+ iD) (2 D)= B -2 - (JO )

lzl=1%x1=1.

orge = g+ 12) (<2 +12)| < arg (4 2) g (-2 D) =24 (e = 5

- Déduisons la forme algébrique de z

z=1.cosm+i.1l.sinmt = —1

<) z=(l+iﬁ)(l—i§)

2 2 2 2

Appliquez la méme méthode que b).
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_ (3-D(1+20)
T (1-30)(2+0)

d) z
- Déterminons le module et un argument du nombre complexe z .

Iz| = |(3—i)(1+2i)| _1GB=D@+2))| _ 13-ilJ1+2i] _ /32+4(-1)2412+22 _ VI0xV5 _
2= [ @S0e] ~ 1as0@il skl JIZ4(=3)ZV22+12  VioxV5

Il n’existe pas d’angle particulier qui soit arg (3 —i), ni arg (1 + 2i). Dans ce cas, pour

déterminer un argument de z, nous allons dans un premier temps développer et réduire z,

ensuite calculer son argument.

_ (3-D(@+2i) _ 3+6i—i+2 _ 5+5i _ 1+i

T (1-3i)(2+i)  2+i—-6i+3  5-5i 1—i

argz = arg (1—1) =arg(1+i)—arg(1l—1i) =%— (_Z) = %

- Déduisons la forme algébrique de z

z= 1.cos§+i.1.sin§=0+i.1=i

V3-i\>
9 2= ()
1-i
- Déterminons le module et un argument du nombre complexe z .

3
2
o = (B (1 L (o) oy
1—i [1—i] [1-i3 (,/12+(—1)2)3 (\/5)3

argz = arg [(\/5_1-)3] =3.arg (ﬁT:l) = 3. [arg(\/g - i) —arg(1— i)]

1-i 1

=3[ _ (=) =3(=-"4)\=_3(_2" 3\ _3r_~
- ( 6 ( 4))_3( 6+4)_3( 12+12)_12_4
- Déduisons la forme algébrique de z.

2= 22cos T+ i.2V2sinT = 222 + i) = 2+ 2

2\2

Exercice 2 :

V6—iv2

SOitle et22=1_i
a) Déterminer le module et un argument de z; et z,.

b) Ecrire sous forme algébrique et trigonométrique le quotient i—l
2

. . 3 . Tl.'
c) En déduire les valeurs de cos S etsin.
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Solution 2 :

V6-iv2

SOitZ:l: etZZZ]._i

a) Module et argument de z; et z,

il = [ = (D) + () = s+2=v2

argn = arg(52%) = arg [ (5] = arg (%) = -5 = -3

Vs
donc argz; = —=

IZZI=|1—i|=\/12+12=\/§;a7‘gzz=arg(1—i)=—E

4

b) Ecrivons sous forme algébrique et trigonométrique le quotient ;—1
2

- Forme algébrique de j—l
2

Ve-ivz (‘/_G—_Ziﬁ)(lﬂ) ‘/g+\/7§+i(‘/g—£

zy _ T _ Zz Zz 2) _ (Ve+V2)+i(v6—2)

za | 1-i  (1-D(a+) 2 ) 2 donc
71 _ (VeI +i(V6—VZ) [,

Zy - 4 '( )

. g Z
- Forme trigonométrique de Z—l
2

¢ Z
Pour cela, nous avons besoin de calculer le module et un argument de 2—1
2
Z
e Module de 2—1
2

|z2] V2 ’

Z1

Z2

e Argument de 2—1
2

Z
argi = argz, — argz,

. . Z7 [ . . T
Ainsi = = 1. —+i1. — (**
si cos— +1i smlz( )

Vs

, . Tl.' .
c) Deéduisons les valeurs de cos S etsin
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. , . . o V4
En associant les forme algébrique et trigonométrique de Z—l on a:
2

1.cos % +i.1.sin 1—”2 = (\/EJ”/E)H(\/E_\E). Ainsi, par identification, on a :

4

T V6+VZ T V6+V2

1.cos E = 2 CcOoS E = 2
soit cqfd.
o 62 n Je—vz U

1.sin— = sin— =

12 4 12 4
Exercice 3 :

Soitj = cosz?n + isinz?n etu= 1+j.
1. Démontrerque 1 +j+j*=0.

2. Calculer u™ (n € N*) en fonction de n.

Solution 3 :
P 2T . . 2T .
Soitj = cos— +isin—etu= 1+j.
1. Démontronsque 1 +j+j*=0
2
1+j+)P2=1+ cosz?n+ isin%n+ (cosz?”+ isinz?”)

D’apres la formule de Moivre( (cosx + i.sinx)® = cos(ax) + i.sin (ax) ),on a:

cos (M) cos (n + 7T) cos z
2 -_— = —_ —_ — —_—
21 . . 2T 41 . . 41T
(cos 5 + isin ?) = cos (?) + isin (?) Or 43n 73; 113
sin (—) = sin (n + —) = —sin—
3 3 3
2T T T
C0S— = co0S (n — 5) = —CcoSs—
De plus, T o . confere cercle trigonométrique.
sin— = sin (T[ — —) = sin-—
3 3 3
Donc

. . 2T , . 2T 4T .. 4T
1+j+)P2=1+ cos — +isin—+ cos (?) + isin (?)
s . . T s . . T
=1-cos—+isin-—cos—-—isin-
3 3 3 3

=1—2cos§=1—2.§=1—1=0.

2. Calculons u™ (n € N*) en fonction de n

u=1+4jetl+j+P2=0=>u=1+j=—j2
2n
Ainsi, u™ = (—jH)" = (-1 = (=™ (cos%7r + isinz?")
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4inm . . 4nm , . .
=u"=(-1)" (cosT + isin T) d’apres Moivre.

Exercice 4 :

Ecrire sous forme exponentielle les nombres complexes suivants :

a) (=1 — 0)i b) (V3 +i)(—1+iV3)
i 1-i ® %5
) = d) e ®) vz
Solution 4 :

Ecrivons sous forme exponentielle les nombres complexes suivants :
a) z; =(—1—-1)i
= Module de z;
|z, = [(=1 =il = 1 —il.|li| =v2x 1 = V2.
= Argument de z;
argz, = arg[(=1—i)i] =arg(1—i) +argi= —% + % = %

.TT
Donc z; = V/2e'z

b) z, = (V3+i)(—1+iV3)
= Module de z,

V3+i| = |(V3) +12=2
|z, = |(VB+i)(=1+iV3)| = [VB+i| x|-1+iV3]|or | i \/T

-1+ V3| = /1z+(«§)2 =2

Ainsi |z,| =2 X2 =14
= Argument de z,

argz, = arg[(vV3 +i)(-1+iV3)| = arg(v3 +i) + arg(—1 + iV3)

V3
cosf = —
Orarg(V3 +i) = 0 tel que Piefd = g etarg(—1+ iV3) = 6, tel que

sin@ = =
2
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?169 - T __2n Doncarz_n+27r_7r+4n 5w
. Vv3 T Y1 T 3 3’ 922 =3T3 = T T
sinf; = —
2
.. Pl
Ainsi, z, = |z,|e*9%2 = 4e"6 .
i
Z3 = —
c) 73 -
= Module de z;
I L O [ S
|z3l = | =| =0 =%=5
1—-i [1-i] V2 2
= Argument de z3
i . . T T T T 3m
argzz; =arg|(—) =argi—arg(1—1i =——(——)_— -—==
CEE g(1—i) 8 8( ) 2 4 >t e T
. N EL
Ainsi z; = 7e14.
1-i ¢
d z, = e
) Z4 1+iV3
. 1—i .
Ecrivons ——= sous sa forme exponentielle.
1+iV/3
|1—i _1-il N2
1+iv3l — |1+iV3] T 2
1—i . .
arg|\——=) =arg(1 —i) —arg (1 +iv3
9(575) = arg(1 — i) —arg (1 + iV3)
T m 7T 1-i Nk
= ————-=—"—donc — = — 12
4 3 12 1+iV3 2
.. 1-i & vz I m 7 (ST vz T vz
AlnSl,Z4= - el4 =—e l12_el4 :—el( 12 4):—e L ,Zy =—8€
1+iV3 2 2
e—zig
Zg = ———
®) % = G

Ecrivons V2 + i+/2 sous sa forme exponentielle.

V2 +iv2| = V2@ + )| = V2 x V2 = 2.

arg(V2 + iV2) = arg[vV2(1 + )] = arg(1 +1i) = % donc V2 + ivZ = 2¢'

—2i% —2iZ% 2m
a) Dou z5 = L ¢
ST VzHiVZ T L, 2
_jin
Zs = Ee 12,

.

1 j(-=—= 1
:—el( 3 4-):—3 t 12
2
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Exercice 5 :

soit z; = V3+ etz, = A
17 _v3+i TN

a) Ecrire sous forme exponentielle z; et z,.

b) En déduire la forme exponentielle des nombres complexes : z;z ; j—l ; (z1)3.
2

Solution 5 :

a) Ecrivons sous forme exponentielle z; et z,.

I2,| = V3+i | V3+H] "(\/5)2_,_12 2
7| = | | =1

—V3+il T |-V3+i| m T2
argz, = arg (%) =arg(V3+i)—arg(—V3+1i)
_rT_ _E\_ _m_ _Z2¢ — iargz, _— —iz—n_ —i&m
=3 (n 6)— - = 3.Donczl—lzlle 1=1e 3 =¢ 3
4i |4 4 4i , .
|z2] = |1—il\/§ - |1—il\/§| =3=2;argz; = arg (1—;\/5) = arg4i — arg(l —iv3)

Or arg(4i) = get arg(1—iV3) = —gdonc argz, = g— (—E) = g +§ =

. sm
Z, = |z,|e'79%2 = 2e"6

. . . Z
b) Déduisons la forme exponentielle des nombres complexes z;z, ; Z—1 ; (z1)3.
2

D’apres le cours, si z; = |z,|e'38% et z, = |z,|e'*"9%2 alors

. + i(_2_7T+5_7T) i i
217, = |z4|.|2,|e}@T971+a1972) — 7 7, = 2 x 1.e'\"3 "6 ) = 2e's donc z,z, = 2e's
: i 27 _5T _or _3r _pr
Z_lzﬁel(argzl_argZZ) :lel( 3 6) =-e 16 :le 1'2 doncz_lzle 12
Zy |z5] 2 2 2 Z2 2

. _qi2l . .
(Z1)3 — |le3e3lar921 =13. ¢33 = ¢72i7 donc (21)3 — e 2im

Exercice 6 :

Soit n un entier naturel.
On pose A = Y12 coskx et B = Y pZJ sinkx

1. Calculer et écrire sous forme exponentielle A + i B.
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2. En déduire des expressions plus simples de A et B.

Solution 6 :

Soit n un entier naturel.
On pose A = Y73 coskx et B = Y725 sinkx
1. Calculons et écrivons sous forme exponentielle A + i B.
A +iB =Y coskx + i(XRZ) sinkx) = YrZ5 coskx + YRZ3i.sinkx car
(X025 sinkx) = i(sin0 + sinx + sin2x + sin3x + -+ + sin(n — 1) x)
= i.sin0 + i.sinx + i.sin2x + i.sin3x + -+ i.sin(n — 1) x = X R_3 i. sinkx
Donc
A+ iB=YR_dcoskx + Yposi.sinkx = Yr_5(coskx + i.sinkx) = Yr_5e*
=1+ e 42X 4 ... 4 ol(n-Dx op plax — (eix)a d’ou
A+iB=1+(e%) + ()" + -+ (e*)" " (somme d’une suite géométrique de raison

e et de 1* terme 1).

ixN
A+z'B=1_(e—.)ouN=nombredetermesdelasommei.e.N=n—1—0+1=n

1-et*
.Nnx .Nnx NnXx
_ 1-(e®)"  1—einx o7 o g _ols o7 e‘T(e“T—e‘T) ~2isin(") (20
Alors A+ iB= = e X X X X X, X A x\ 2
1-et* 1-¢'% e'ze 2-e2.2 elf(e_lf—elf) —2isin(5)
. (nx _ , (nXx
sm(T) ei(w) si sm(T) >0
o X " . X
(2 ey | [ ) ,
A+iB = K.e\ 2 /= car le module n’est

sin(ﬂ)
2

sl |

(B2 4] (5 _

nls) =

jamais négatif.

2. Déduisons les expressions de A et B.

. (nx B  nx
A+iB = Sln(T) ei(w) = Sm(T) (COS (n—21)x + i.sin (n—zl)x)

)’ (]

.. —— Sin(%) (n-x . Si"(%) . (n-Dx : e L
Ainsi A + iB = —%5-. cos + | —4%F.sin , par identification, on a :
(2 TG
sin(%) (n-1x sin(3) . (m-Dx

:) .cos——et B = siné) .sin

Exercice 7 :
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1) Calculer et écrire sous forme algébrique les racines carrées des nombres complexes
suivants :
a) zy =5-—12i b) z, =7 + 24i
2) Soit dans C I'équation (E) :z3 + (=5 — i)z + (10 + 2i)z—8 =0

Résoudre dans C I’équation (E) sachant qu’elle admet une racine réelle z;. On note z,
et z, les autres racines, avec Imz, > 0.
3) Onpose p(z) =z3 — (3 +5i)z%> — (5 —16i)z + 7 — 11i.

1. Montrer qu’il existe un réel z, tel que p(z,) = 0.

2. Déterminer les nombres complexes a, b et c tels que p(z) = (z — z) (az? + bz +
c).
3. Résoudre dans C I'équation p(z) = 0. On désigne par z; et z, les autres racines avec

ReZl> 0.

Solution 7 :
1. Calculons et écrivons sous forme algébrique les racines carrées des nombres
complexes suivants :
a) z,=5—12i

x* +y% = |z
Soitz=x+iy€C/z? =2 ©<{x?—y%=Re(z;)

2xy = Im(z,)
x* +y? = /52 + (=12)?
Donc x?—y%?=5 . 2xy=—12 © xy = —6 donc xy < 0 d’ou x et y sont

2xy = —12
de signes contraires.

{xz +y2=13(1)
x?—y?=5(2)

M+@2)>2x?=18ox?=9e x=30ux=-3.(3)
MD-2)=>2y?=8oy2=4doncy=20uy=-2(4).

par combinaison,

Ainsi les racines carrées de z; sonta =3 — 2iet b = -3 + 2i.

b) z, =7 + 24i
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x* +y% = |z,|
Soitz=x+iy€C/z* =2, ©:{x?—y? = Re(zy)

2xy = Im(z,)
x? +y2 =72+ (24)2
Donc x2—y2=7 . 2xy =24 xy =12 donc xy >0 d’ou x et y sont de

2xy = 24
méme signe.

{xz +y2 =25(1)
x2—-y2=7(2)

MW+R)=>2x?=32ex?=16x=40ux=—4.(3)
(D-R2)=>2y?=18=y?2=9 doncy =3 ouy = -3 (4).

par combinaison,

Ainsi les racines carrées de z, sonta =4+ 3ietb = —4 — 3i

2. Résolvons dans C (E):z3+ (=5—1i)z?2+ (10 +2i)z—8 = 0 sachant qu’elle
admet une racine réelle z;. On note z, et z, les autres racines, avec Imz, > 0.
Posons z; =a € R,on a
a+(-5—-)a’+(10+2i)a—-8=0<a®—-5a>+10a—8+i(—a’+2a) =0
Un nombre complexe est nul si et seulement si sa partie réelle et sa partie imaginaire
sont toutes deux nulles.
Ainsi, par identification, on a :

{(:) a® —5a?+10a—8=10(1)
—5a?2 +2a=0(2)

De(2),onaa(—a+2)=0<a=0o0ua=2

En remplacant a par 0 dans (1), on aboutit a —8 = 0. Ce qui est absurde.

Remplacons a par 2 dans (1). On a: 23 —-5(2)2+10(2)—8=8-20+20—-8=0
donca = 2.D’ou z; = 2.

Déterminons les autres racines z, et z,.

Comme z; =2 est racine de z3+ (—=5—1i)z%+ (10 + 2i)z—8 alors il existe un
polynéme de second degré Q(z) = az? + bz + ¢ (ou a, b et ¢ sont & déterminer) tel que
22+ (-5-0z+ (10+2))z -8 = (z—2)(Q(2)).

Déterminons Q(z). Procédons par identification.

z—-2)(Q()=(z—-2)(az’? +bz+c) =az® + (—2a+b)z> + (=2b + )z — 2c
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Onadonc z3+ (-=5—-1)z2+ (10 + 2i)z—8 = az3+ (—2a+b)z?>+ (=2b+c)z— 2c

a=1
d’ou par identification {—2a + b = -5 —isoita=1,b=—-3 —ietc =4
—2c¢ =—-8

DoncQ(z) =z?>+ (-3 —-i)z+ 4

Résolvons Q(z) = 0 pour trouver z, et z,

z2+(-3—-i)z+4=0
A=(-3-i)2-16=8+6i—16=—-8+6i =—(8—6i) =i?(3—i)? = (1 + 3i)?

_ —b+VA _ 3+i+1+3i
T2 2

L’ensemble solution de (E) est: § = {2;2 + 2i; 1 — i}

—b—VA _ 3+i-1-3i
2a 2

=1—i

ZO :2+2l,22:

3. p(z) =23 - (B3 +5i)z>—-(5—-16i)z+ 7 — 11i.

a) Montrons qu’il existe un réel z, tel que p(z,) = 0.
Posons z, = a € R,on a
a?—(B+5)a*—-(5-16i)a+7—-11i=0<a®—-3a2—-5a+7+
i(=5a®>+16a—-11) =0
Un nombre complexe est nul si et seulement si sa partie réelle et sa partie imaginaire
sont toutes deux nulles.
Ainsi, par identification, on a :
{@ a>—3a*—-5a+7 =0(1)

—5a? + 16a — 11 =0 (2)
De (2), on a —5a® + 16a — 11 =O<:>—5(a—1)(a—%) =0Donca = 1oua=%
Remplacons a par 1 dans (1). On a: 13 -3(1)2-5(1)+7=1-3—-5+7 =0 donc

a=1.Douzy,=1.

b) Deéterminons les nombres complexes a, b et c tels que
p(2) = (z — zp)(az? + bz + ¢).
(z—zy)(az?+bz+c)=(z—-1D(az?+bz+c)=az3+(—a+b)z>+(=b+c)z—c
p(z) =(z—2zy)(az? + bz +c¢) ©
z3—(B3+5i)z2 - (5—-16i)z+7—11i = az®+ (—a+ b)z?> + (=b + ¢)z — ¢ donc par

a=1
identification,ona:{—a+ b =—-3 —-5isoita=1;b=—-2 —5ietc= -7+ 11i
—c=7—-11i
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c) Résolvons dans C I'équation p(z) = 0. On désigne par z; et z, les autres racines
avec Rez;> 0.
p(2) =0 (z-1)(Z*+(-2-5)z—7+11i).=0
Resolvons z2 + (-2 —5i)z—7+11i=0
A= (—2-50)?—4(-7+ 11i)
=—21+ 200 + 28 — 44i
=7 —24i = (4 — 3i)?

—b—VA _ 2+5i-4+3i —b+VA _ 2+5i+4-3i

Donc z, = =—-1+4i;z; = =3-i
2a 2 2a 2
Donczy=1,z, =3 —ietz, =—-1+4i
Exercice 8 :

Soit les points Q(-2 ;1) et A(1 ;-1).

Dans chacun des cas suivants :
- Donner I’écriture complexe de la transformation.
- Déterminer I'image de A par la transformation.

a) Symétrie s de centre Q.

b) Homothétie # de centre Q) et de rapport —%

c) Rotation de centre Q) et d’angle g

d) hor, soh.

Solution 8 :

Soit les points Q(-2 ;1) et A(1 ;-1).

a) Symétrie s de centre Q.

- Ecriture complexe de s

L’écriture complexe de sq est sous la forme :

z' = e™z + (1 — e'™)zq car une symétrie centrale est aussi une rotation d’angle 7.
Ainsi,ona:z’' = —z+2z5 orzg=—-2+idousqg:z =—-z—4+2i.

- Déterminons I'image de A par sq
Notons A" = sq(A) © z4, = —2z, — 4+ 2iie. z,, =—-1+i—4+2i=-5+3i.
A'(zy = -5+ 3i).
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b) Homothétie # de centre Q et de rapport —%

- Ecriture complexe de A
L’écriture complexe d’'une homothétie de centre Q et de rapport k est de formule : z' =

kz + (1 — k)zq. En remplagant zq et k par leurs valeurs, on obtient :
. e ] g =1y 3
z' = 2z+2( 2+1i).Donc h:z' = S Z 3+Zl.
— Déterminons I'image de A par h.
Notons A’ = h(A) & zy, = =524 —3+2i=—>(1— ) —3+2i=—Z+2i

Donc A’ (—% + Zi).

c) Rotation de centre Q) et d’angle g

- Ecriture complexe de r
L’écriture complexe d’une rotation de centre Q et d’angle 6 est de formule :
7' = ez + (1 - e')z,. Enremplagant z, et 0 par leurs valeurs, ona:
z' = eigz+ (1 - eig) (—2+i) ez = G+ i\/2—§)2+ (%— L\/Z—E) (=2+10)
Apres développement, on a:

g = (1 -ﬁ)
r.z-(2+l2 z+

—2;V§_+ i(1+:V§)

- Déterminons I'image de A par r.

Notons A’ I'image de Aparr.On a: z,, = (% + l\/z—g) Z4 +

2= (3+i2) @ -0+ 2B (”;‘E)

—2+V3 . [1+23) .
2 +l( > )1.e.

1 () 4 20y 220)

= _1+22ﬁ +i (?’Zﬁ) donc A'(z, = _1;2\/5 +i (32—\5))

d) hor, soh.

¢ Ecriture complexe de hor

Onahiz' =—-z—3+>ietriz = (1+iﬁ)z+_2+‘/§+i(”2‘/§)
2 2 2 2 2 2
Alors hor:z' = —l<(l+ iﬁ)z+ _2+\/§+i(1+2\/§)> —3+3
2 2 2 2 2 2
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e (20 542
= —G+ i@)z+ "104"‘/§+i(5"i‘5)

r— (1, V3
hor:z' = (4+l4)Z+

—104—\/§ 4 (5—:\/5)

% Déterminons I'image de A par hor
Notons A’ I'image de A par hor

OnaZA, :_(i‘l‘l?)ZA'i'

- ) s 2T (20)

0 (20)

o) 20 (2

_ —11—2\/§+ i (6—3x/§

4 ) donc A'(zy = —11—2\/§+ i(e—sx/i))

4 4

0,

¢ Ecriture complexe de soh

Ona:sQ:Z’=—Z—4+2ieth:z'=—%z—3+§i

soh:z' =—(—§z—3+§i)—4+2i

=Zz+43-2i—4+2i

2 2

=1, 1+lidoncsoh:z =2z—1+2i
2 2 2 2

®,

s Déterminons I'image de A par soh

Notons A’ I'image de A par soh
1 1,. 1 . 1,
Onazy =2z, —1+zile z, —5(1—1) =1+

1, 1
S 7y = —EdouA’(zAf =-3)

Exercice 9 :

Dans chacun des cas suivants, déterminer la nature et les éléments caractéristiques de la
transformation dont on donne I’écriture complexe.

a) z' =z7—4i b)z' = -7+ 2i c)z' =—4z+ 10 —5i

d) z’=e_i%z+1+\/§—i.

Solution 9 :

Déterminons la nature et les éléments caractéristiques de la transformation du plan.
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a) z' =z—4i
Notons s:z' =7 et t;z' =z —4i. D’apres le cours, si t; est la translation de
— . ! 2
vecteur u(a) alors son ecriture complexe est sous la forme z' = z + a. Il en résulte donc

que t est la translation de vecteur u(—4i).

D’autre part, sionpose z = x +iy,z' = x' +iy’,ona:

Zz=x+1y=x—1iyAinsi,z' =7 & x' + iy’ = x — iy d’ou par identification, on a

x'=x ., . , , . . s 1
{y’ =L Ceci n’est rien d’autre que I'expression analytique de la symétrie d’axe (0,).

Pour conclure, la transformation d’écriture complexe z' = Z — 4i est la transformation
tos composée d’une translation et d’'une symétrie orthogonale.

De plus, comme le vecteur de translation est 1 a 'axe de la symétrie, alors tos

est elle-méme une symeétrie orthogonale. Déterminons son axe (4) .

On sait que t peut s’écrire comme la composée de deux symétries d’axes
paralleles.

Si on pose (D):y = —2, alors spy0s = t donc tos = spy0S0s = Spy car sos =

Id(P) d’ou tos = sp).

b) z/ =—-Z+2i
Notons s:z' = —Z et t:z' = z + 2i D’apres les explications précédentes, s est la
symétrie d’axe (0,) et ¢ est la translation de vecteur %(2i). Donc la transformation
d’écriture complexe z' = —Z + 2i est la transformation tos composée d’une translation

et d’'une symétrie orthogonale. Ici U (2i) est un vecteur directeur de (Oy) donc tos est

une symétrie glissée d’axe (0,) et de direction u

c) z'=—-4z+10—5i
a=—-4€\R et |a| =4+ 1 donc f:z' = —4z+ 10 — 5i est une homothétie de
rapport 4. Déterminons son centre Q.
Q est 'unique point invariant par f i.e. f(Q) = Q © zq = —4z, + 10 — 5i soit

Zg = 2 — 1 donc f est une homothetie de centre Q (2 — i) et de rapport 4.

d) g:z' =e az+1+V2 —i
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14

T
a=e +€C et |[a]| =1 donc g est une rotation d’angle —% et de centre Q

d’affixe a déterminer.

LT
Q est I'unique point invariant par g donc zq = e ‘2z + 1+ V2 — i d’ou

2o = 1+V2-i _ 1+V2-i  _ 2+42V2-2i _ (2+2V2-2i)(2—V2-iV2)
o= o E 1_(@_1-\/2_7) T 2-VZHivZ (2-VZ+iV2)(2-VZ-ivV2)

= T8 _ 22 oy g est une rotation de centre Q (—ﬂi) et d’angle
8-42 6 6

b4
4

Exercice 10 :
Soit les points A(—1 +i),B(—1 —1i),C(2i) et D(2 — 2i).
1. Etudier la nature des triangles ACD et BCD.

2. Démontrer que les points A, B, C et D appartiennent a un méme cercle dont on
précisera le centre et le rayon.

3. Déterminer 'affixe du point E tel que ABDE soit un parallélogramme.

Solution 10 :

Soit les points A(—1 +i),B(—1 —i),C(2i) et D(2 — 2i).

1. Etudions la nature des triangles ACD et BCD.

La meilleure maniére de procéder est de placer les points A, B, C et D sur le repére
(0,1,]), ensuite conjecturer sur la nature des triangles ACD et BCD. Enfin, démontrer
que la conjecture est vraie. C’est ce que nous ferons par la suite.

a) Placons les points sur le repere et conjecturons la nature des triangles.

Oy
S
wr
N~
o

-3 -2 -1 0

=y 34




On voit clairement que les triangles ACD et BCD semblent rectangles
respectivement en A et B.

Démontrons maintenant que cette conjecture est vraie.

zp-za _ (2-20)—(-1+4i) _ 3-3i _ 3(1-i)? _

—3i donc ACD est rectangle en A.

Zc—z4  2i—(=140)  1+i 2

Zp—2Z 2-2i)—(-1-i 3—-i —i(3i+1 . . N

D25 _ . it =D _ 32 _ ZIBMD _ _ Donc BCD est isocéle rectangle en B.
Zc—ZB 2i—(—1-10) 3i+1 3i+1

2. Démontrons que les points A, B, C et D appartiennent & un méme cercle dont on
précisera le centre et le rayon.

Par ACD est rectangle en A il est donc inscrit dans le cercle de diametre [CD]. De

méme, BCD est inscrit dans le cercle de diameétre [CD]. D’ou A, B, C et D appartiennent

au cercle de diametre [CD]. Son centre I est le milieu du segment [CD] i.e. que I'affixe de

Zct+z 20+2-21 CcD Zp—Z 2-2i-2
IeStZI=C2D= . =1etsonrayonr:7:|D2C|:| - l—q

A, B, C et D appartiennent au cercle de centre I(1) et de rayon 1.

3. Déterminons l'affixe du point E tel que ABDE soit un parallélogramme.
ABDE parallélogramme < AB = ED
Ezﬁ@zD—zE=zB—zA<:>zE=zD—zB+ZA
Donczy=2-2i—(—1—-0)+(-1+10)

=2-2i+1+4+i—-1+1i

=2donczg =2

Exercice 11 :

Déterminer et représenter les ensembles des points M du plan dont I'affixe z vérifie la
condition indiquée :

a) |z+z—-1|=4 b) arg(3i — z) = 0[27]

c) arg(Z—3+i) =~ d) |z+5-2i] =|z—2+i]

Solution 11 :
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Déterminons et représentons les ensembles des points M du plan dont I'affixe z vérifie la
condition indiquée :
a) |z+z—-1]1=4
Posonsz=x+iy,Zz=x—1y
z+z—-1=2x—-1.
lz+zZ—-1]|=4e2x—1|=42x—1=40u2x—1=—-4
o x =§ ou x = —;. Donc I'ensemble des points M est la réunion des droites
d’équation x = g etx = —%
b) arg(3i —z) = 0[2r]
Soit le point A d’affixe z, = 3i.
arg(3i —z) = arg(zy — z) = arg[—(z — zy)| = arg(z—z,) + mwor
arg(z — z,) = mes(e;, AM)
arg(3i —z) = 0[2n] @ arg(z — z4) + t = 0[2n] ©@ arg(z — z4) = —n[2n]
or —m = w[2n] d’ou par transitivité, arg(z — z,) = n[2n] i.e mes(ﬁ, m) = m[2m]
L’ensemble des points M est la demi-droite (D) d’extremité A parallele a ’axe des

abscisses tel que mes(e;, AM) = n[2m.

c) arg(z-3+0) =%
7-3+i=2z2-B-)=z-B+1)
doncarg(z—3+i) =arg(z— (B +1))=arg(z— (3+1) = —arg[z— 3 +1)]
Soit le point B d’affixe zg = 3 + i
arg(z—3+1i)=—arglz— (3+1i)] = —arg(z — zg)

arg(z—3+1i) = % o —arg(z—zp) = % o arg(z —zg) = —% =3 mes(eT,W) = —%
L’ensemble des points M tel que mes(ej, BM) = —% est la demi-droite (L)
d’extremité B tel que mes(e;, BM) = — 7.

d) |z+5-2i|=|z2—2+]
z+5—-2i=z—- (=54 20),

z-2+4i=z2-Q2-)=z-Q2R+)=z—-2+
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Soit A(—5+ 2i) et B(2 + 1)
Z—-2+il=|z—Q2+v)|=1z— 2+ )| =BM,;
|z+5—2i| =|z— (=54 2i),| =AM
|z+5—2i|=|z2—2+i| © AM = BM
L’ensemble des points M est donc la médiatrice du segment [AB] privée des points A

et B.

Exercice 12 :

A tout nombre complexe z distinct de -1+ 2i, on associe le nombre complexe Z tel que :
z—2+4i
Tz+1-2i
Déterminer les ensembles de points M dont 'affixe z vérifie la condition indiquée :

a)|Z] =1 b) |Z]| =2 ¢) Z est un nombre réel.

d) Z est un nombre imaginaire pur.

Solution 12 :

A tout nombre complexe z distinct de -1+ 2i, on associe le nombre complexe Z tel que :

z—2+4i
Cz4+1-2i
Dans chacun des cas suivants, déterminons ’ensemble des points M.
a) |Z]=1
|zp:Z””ﬂmmcu|=1c>”4”j=1cﬂz—z+4uzwz+1—zu
zZ+1-21 z+1-21

z—2+4+4i=z—-(2—-4);z+1-2i=z—(—1+2i)

Soit A(2 — 4i) et B(—1 + 2i). Alors
z—244i=z—-Q2—-4))=z—24;z2+1-2i=z—(—14+2i)=z—2zp

Dou |z—2+44i|=|z+1-2i| e |z—2z| =|z—zz| © AM = BM.

L’ensemble des points M tel que AM = BM est la médiatrice du segment [AB] privée

des points A et B.

b) |Z] =2
Zl=2e |2 =26 |z-2+4i] = 2|z + 1 - 2i
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& |z —2z4| = 2|z — zz| AM = 2BM & % = 2 # 1 donc I'’ensemble des points M

est le cercle de diamétre [IJ]oul = bar{(4,1); (B,2)}et] =
bar{(A,1); (B,—2)}.

¢) Z estun nombre réel.
Soit z = x + iy.

z—2+40 _ x+iy—-2+4i _ x—-2+i(y+4) _ [(x=2)+i(y+D][(x+1)-i(y—2)]
Z+1-2i  x+iy+1-2i  x+1+i(y=2)  [(x+D+i(y—-2)][(x+1D)—i(y—2)]

_ [+ D+ (y-2) v+ D) +il(x+ D) (y+4) - (x-2) (y-2)]]
B [(c+1)2+(y-2)2]

ZestunnombreréelssiimZ =0 [(x+ 1)(y+4)—(x—2)(y—2)] =0

Sxy+t4x+y+4—xy+2x+2y—4=06x+3y=0y=—-2x.

L’ensemble des points M(z = x + iy) est la droite d’équation y = —2x.

d) Z est un nombre imaginaire pur.
Z est un nombre imaginaire purssi Re(Z) =0 (x —2)(x+ 1D+ (y—-2)(y +4) =0
©x?—x-24+y*+2y—-8=0ox>+y? —x+2y—10=0

L’ensemble des points M est le cercle d’equation x> + y* —x + 2y —10 =0

Exercice 13 :

On considére les nombres complexes : a = —V/3 +i,b =3 + 2ietc =7 — 2i.

l.a) Deéterminer de deux facons différentes les racines carrées de a.
p 3 51 , 5w
En déduire les valeurs de cos -, etsin—.

b) Déterminer les entiers relatifs n pour lesquels a™ est un nombre réel.
c) Déterminer les entiers relatifs n pour lesquels a™ est un nombre imaginaire pur.
2. Déterminer et construire les ensembles de points M d’affixe z tels que :
a) |z—b|=l|z—c| b) 2|z —b| = |a|
3. Soit f I'application du plan dans lui — méme qui a tout point M d’affixe z associe le
point M’ d’affixe z’ tel que : z’' = (1 + iv3)z — 5iV3
a) Démontrer que f admet un seul point invariant ().
b) Démontrer que f est la composée d’une rotation et d’'une homothétie positive de

méme centre ). Préciser 'angle de la rotation et le rapport de 'homothétie.
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c) Déterminer et construire les images par f des ensembles déterminés a la question

Solution 13 :

On considére les nombres complexes : a = —V3+4+i,b=3+2ietc=7-2i.

l.a) Déterminons de deux facons différentes les racines carrées de a puis, déduisons

les valeurs de cos = et sm;

a=—\/§+i,|a|=|—\/§+i|=2.

lere méthode : Methode algébrique

x% +y? =|a| x2+y2=2 (1
Soitz=x+iy € C/ z* = aalors {x? — y? = Re(a) © {x% —y2 = —/3 (2)
2xy = Im(a) 2xy =1 (3)

De (3), ona 2xy = 1 ce qui veut dire xy > 0 donc x et y sont de méme signe.

D+ @):2x2 =2 -3 & x? u Fou F

23 Jacas {03 3 -1 -1
= = = Doncx = ——oux = ——— (4)
2 2 2 2
1 V341 _ 1 B+1
(4) dans (3),onay = Ba= , UWY=-55= >

Ainsi les racines carrees de a sont :

Z1 =@+i(\/§zﬂ) gt Z; = _%_i(ﬁzﬂ)

2¢ methode : Methode trigonometrique

Determinons un argument de a.

V3
cos = —— T sm
Notons 6 = arga.Ona 2donch=n—-==—
. 1 6 6

Sln9=z

5T
Soit z = 1e® / z? = a alors A?e?* = 2e’s donc par identification, on a :

12 =2 1=42 N
2a=%+2kn,kEZ® a:i—z+kﬂ E{O'l}

Ainsi les racines carrees de a sont

17m

zl—\/—elz—\/—cos—+l\/—sm—etzl—\/—e12 —\/—cos—-i-l\/—sm—
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. 5w . 5w
Deduisons les valeurs de cos Py et sin—

12 2

5 5 5 - A 3-1 . (V3+1
1—:& [0; g] donc cos£>Oetsm£>0doux/§cos£+1\/§sm r_3 l(\/_+ )

2
5m  V3-1 5t V62
vV ZCOSE = —2 co E = 2
Par identification, on a ie
’ . 51 V3+1 . 5m V6+v2
2sin— = sin— =
12 2 12 4

1.b) Déterminons les entiers relatifs n pour lesquels a™ est un nombre réel
a* € R e arga™ = km,k € Z i.e.SnT7r = km soit 5nm = 6kt © 5n = 6k

= 6/5nor6A5 =1doncd’apres Gauss, 6 / n.D'oun = 6p,p € Z

1.c) Déterminons les entiers relatifs n pour lesquels a™ est un nombre imaginaire pur.

S”T” - (2";1)”@ 5n =6k + 3

a™ € iR & arga” =§+k71’,k EZ i.e.snT”=§+kn soit
= 5n — 6k = 3. On sait, d’apres I'algorithme d’Euclide, que 5(—3) — 6(—3) = 3. Alors
Sn—6k=3e5n—6k=5(-3)—-6(-3) ©® 5(n+3)—-6(k+3)=0¢ 5(n+3)=
6(k+3)=6/5(n+3)or6A5=1donc d’apres Gauss, 6 / (n + 3).
Doun+3=6p,p€Zsoitn=6p—3,p €L

2.a) Determinons et construisons 'ensemble (E;)des points M(z) tel que: |z —b| =
|z —cl

Soit A le point d’affixe a, B le point d’affixe b et C le point d’affixe ¢

Graphiquement, |z — b| = BM, |z —c| = CM

Donc |z — b| = |z — c| equivaut a BM = CM

(Ep)est la mediatrice du segment [BC]
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2.b) Determinons et construisons I’ensemble (E,) des points M(z) tel que : 2|z — b| = |a|
Onala|l =2 donc 2|z — b| = |a| & |z — b| = 1i.e. graphiquement BM = 1

L’ensemble (E,) des points M tel que BM = 1 est le cercle de centre B et de rayon 1.

3. Soit f I'application du plan dans lui — méme qui a tout point M d’affixe z associe le
point M’ d’affixe 2’ tel que : z' = (1 + iV3)z — 5iV3

3.a) Demontrons que f admet un seul point invariant Q

Soit zq, l'affixe de Q. f(Q) = Q © zg = (1 + iV3)zq — 5iV3 © —iV3z, = —5iV3 donc
Zq = 5. Donc f admet un seul point invariant Q.

1+iV3 = Zeig. f:z' = 2ei5z — 5iv/3.

Considerons r = R(Q, %) et h = H(Q k = 2). Alors

riz' =e%z+ (1—e'3)zq; hiz' =2z+ (1 —2)zqie hiz' =2z —zq
roh:z' = e5(2z — zq) + (1 - eiE) zo = 2e'3z + (1 - ZeiE) Zq

roh:z' = 2e%5z + (11— iV3)5 & roh; 2’ = 2¢'5z — 5iv/3 d'ou f = roh.

3.c) Determinons et construisons f(E;) et f(E;)

f est une similitude directe et les similitudes directes conservent les figures. Donc
f(Eq) est la mediatrice du segment [f(B)f(C)]

f(E,) est le cercle de centre f(B) et de rayon 2 X 1 = 2.

Exercice 14 :
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Soit A et B les points d’affixes 1 et 2i. A tout nombre complexe z distinct de 2i, on
z-1

z—20

associe le nombre complexe Z tel que : Z =
1. Déterminer 'ensemble (C;) des points M d’affixe z tel que : arg (Z) = g[Zn].

2. Déterminer I'ensemble (C,) des points M d’affixe z tel que : |Z| = 2.

3. Démontrer que (C;) et (C,) ont un unique point commun dont on précisera I’affixe.

Solution 14 :

Soit A et B les points d’affixes 1 et 2i. A tout nombre complexe z # 2i, on associe le

z—-1

nombre complexe Z tel que : Z = —

1. Déterminons I’ensemble (C;) des points M d’affixe z tel que : arg () = %[Zn].

D’aprés le cours, si A(a), B(b), arg (g) = mes(AM, BM)

z—1

Dans notre cas, arg(Z) = arg ( ) = mes(BM, AM)

z—20

arg () = g[Zn] & mes(BM, AM) = E[Zn] i.e. (AM) et (BM) sont perpendiculaires en M.

(C1) est un demi-cercle de diamétre [AB] prive des points A et B.

2. Déterminons I'ensemble (C;) des points M d’affixe z tel que : |Z| = 2.

2] =2 2

Z—1| _ |z—-1] AM

z-2i |z—2i| BM

(C;) est le cercle de diamétre [1J] avec I = bar{(A,1) ; (B,2)} et J = bar {(A,1);
(B,-Z)}.

3. Démontrons que (C;) et (C,) ont un unique point commun dont on précisera




Iaffixe.
Notons C et L les centres de (C;) et (C,) respectivement. Montrons que CL <1, + 1, ou

r; est le rayon du demi-cercle (C;) et r, est le rayon du cercle (C,).

ZatZp _ % L est milieu de [1J] donc z, = 224

C est milieu de [AB] donc z, =

Za+2zp 1+41 ZpA—2Zp

Par ailleurs, z; = = , 2y = =—-1+4i
3 3 -1

1+4i .

3 +(—1+4i) —24+16i —1+8i 1+81 1+2i —5+10i 55
Donc z;, = = = .CL =z, —z;| = = =2

2 6 2 6 6
1+2i —1+2i V5 1480  1+4i

= AC =l = [ = [ B == g < - 29
—244i 2v5 2v5 \/— 7V5 . .
| 3 |=—3 Mt =t = = > CL donc (C;) et (C;) ont un unique point

commun noté K.

K le point commun de (C;) et (C,) est d’affixe z; = 1 + 2i.

zZg—1

=2 = 2i. arg2i =Z[2n] donc K € (Cy), |2i| = 2 donc K € (C,).

zZg—21

Exercice 15:

Partie A :
On considere le polynéme P de la variable complexe z définie par :
P(2) = z* 4+ 2323 + 822 + 2\/3z + 7.
1. a. Calculer P(i) et P(—1).
b. Démontrer qu'’il existe un polynéme Q du second degré, que 'on déterminera, tel
que:Vz € C P(z) = (z? + 1)Q(=2).

2. Résoudre dans I'ensemble des nombres complexes I’équation P(z) = 0.

Partie B :
Le plan est rapporté au repére orthonormé (0, i, V).

1. Placer dans ce repére les points A, B, C et D d’affixes respectives z4, = i,z = —i,
ZC = _\/§+21 etZD = _\/§_21,

Démontrer que les quatre points appartiennent au méme cercle de diametre [CD].
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2. Démontrer qu’il existe une rotation de centre O qui transforme C en D.

Calculer une valeur approchée a un degré pres d’'une mesure de I’angle de rotation.

3. Calculer sous forme algébrique, puis sous forme trigonomeétrique, le rapport %
AT4C
Solution15 :
Partie A :

On considere le polynéme P de la variable complexe z définie par :

P(2) = z* 4+ 2323 + 822 + 2\/3z + 7.

l.a) Calculons P(i) et P(—i).

P(i) = @*+2V3({)° +8(1)*+2V3i+7 =1-2iV3—-8+2iV3+7 = 8—8+2iV3 —
2ivV3 =0.

P(—) = (=D)*+2V3(-)® +8(—i)? —2V3i+7 = 1+ 2iW/3-8-2iV3+7 = 8—-8+
2iV3 —2iV3=0

1.b) Démontrer qu’il existe un polyndéme Q du second degré, que 'on déterminera, tel
que:Vz €C P(z) = (z> + 1)Q(2)

Comme i et —i sont racines de P alors il existe un polyndme Q du second degré tel que
VZzEC, P(z)=(z—-i)(z+0)Q(2)ie. P(2) = (z> +1)Q(2)

Notons a,b et ¢ € R les coefficients du polynéme Q tel que Q(z) = az? + bz + c.
Déterminons a, b et ¢

P(2) =%+ 1)(az?+bz+c) &

z* + 2323 + 822+ 23z + 7=az* +bz3 + (a+ )z + bz + ¢

a=1

Ainsi, par identification, on a : {p = 2+/3 ainsi Q(z) = 2% + 23z + 7
c=7

2. Resolvons I’équation P(z) = 0 dans C

Pz) =0 (z2+1)(22+2V32+7) =0 (z—i)(z+i) =00uz?+2V3z+7 =0
z2+2\3z+7=0
A=(2v3) —4x7=12-28=—16 = 162

= —V3-2i,2,= 2 = 31y

_ —2v3-4i
3 2

Donc S = {i, —i, —V3 — 2i,—V3 + 2i}
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Partie B :

Le plan est rapporté au repére orthonormé (0, U, v).
1. Placons les points A, B, C et D d’affixes respectives z, = i,z5 = —i, zc = —V/3 +
2ietz, = —V/3 —2i.

25

Démontrons que les quatre points appartiennent au méme cercle de diamétre [CD]
comme vu sur la figure.

zp=z¢ _ —i+V3-2i _ V3-3i _ (V3=3i)(V3-i) _ —4iV3 _ —iV3

zg—zp  —i+V3+2i 3+ (V3+i)(vV3-i) 4

zpa-z¢ _ i+V3-2i _ 3-i _ (V3-i)(V3=3i) _ -4iV3 _ 1 V3
Za—zp | i+VBt2i V343l (V3+3)(V3-3i) 1z 3'

1.
ZA=Zc . ZB~ZC _ _El\/g _1

;€ R donc A,B, C et D € au cercle de diamétre [CD].

ZpA—ZD ) ZBp—Zp —l\/§

2. Démontrons qu'’il existe une rotation de centre O qui transforme C en D.

oCc =0D
(0C) et (OD)secants.

0C = |zl = |-V3+2i| =V3+4=V7;0D = |zp| = |—V3-2i| =V3+4=V7

De plus (OC) et (OD) se coupent en O. Donc il existe une rotation de centre O qui

Il suffit de montrer que {

transforme C en D. Déterminons une valeur approchée d’'une mesure de ’angle de
rotation.

Soit r la rotation de centre O qui transforme C en D.
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r(C)=D = mes(@f‘), ﬁ) = @, a angle de rotation. Par définition,

= arg (2) = arg (S2) = ors (ki -

mes(0C,0D)

arg( 1+741\/—)

3. Calculons sous forme algébrique et sous forme trigonométrique ——

98.2°

lere méthode : Sous forme algébrique

ZA—ZB __ 2

2i Zl(\/_+l)

Za—zc  i+V3-20  3—i 2

A_B
Za—Zc

—1+iV3 donc -1+iV3

2¢ méthode : Sous forme trigonométrique

= W =1;arg (ZA —

zZa—zg| _ | 2i | |2i]

ZpA—Zc - \/g—l

Zp—Z 2w . ., 2m
2B —-1.cos—+i.l.sin—
Zp—Zc 3 3

Exercice 16 :

i)=ar‘g(i+\/2§i—2i)_a g(\/—.l)_g_(

Soit a € ] = —[ On considére I'équation d’'inconnue complexe z :

(E): (1 + iz) (1 —itana) = (1 —iz)3(1 + itana)

1. Soit z une

solution de (E) :

Montrer que |1 +iz| = |1 —iz|

En déduire que z est réel.

. 1+ita
2. a) Exprimer -

na o
en fonction de
na

eld

b) Soit z un réel, on pose z = tanf avec 6 €] —g ; g[.

Montrer que (E) équivaut a une équation d’inconnue 6 et la résoudre.

Déterminer les solutions z,, z; et z, de (E).

Solution 16 :
[ (E): (1 +iz)3(1 — itana) = (1 — iz)3(1 + itana)

Smtae] -

1. Soit z une solution de (E)

l.a)

Montrons que |1 + iz| =

|1 —iz|

z une solution de (E) & (1 +iz)3(1 — itana) = (1 — iz)3(1 + itana)
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e |(1+i2)3(1 —itana)| = |(1 —iz)3(1 + itana)| or |1 —itana| = |1+ itana| # 0
donc|(1+iz)d|=|(1—-iz)}|le1+izBP=1-izP o |[1+iz| =|1— iz

1.b) Deéduisons quez € R
Posons z = x + iy,

l1+iz=14+ix—y=1—-y+ix,1-iz=1—-ix+y=1+y—ix

|1+ iz| = |1—iz|<:)\/(1—y)2+x2=\/(1+y)2+(—x)2<:>
1-y)P+x*=10+y)*+(—x)>*e=4y=0ey=0doncz€R

2.
. 1+itana . i
2.a) Exprimons — en fonction de e'*
1-itana
i 1+l.sina cosatisina L. ix
Ltitana _ cosa — __cosa__ _ Cosatisina _ e g
1-itana  1-j3"@  cosazisina cosa—sina e"la

cosa cosa
T

2.b) Soit z un réel, on pose z = tanb avec 0 €] —g s [

Montrons que (E) équivaut a une équation d’inconnue 6 et résolvons-la.

1+itan9)3 __ 1+itana

. 3 _ . — _ . 3 .
(1 +itanf)>(1 — itana) = (1 — itanB)>(1 + itana) & (1_itan9

T 1-itana

PN (e2i9)3 = g2l & 60 = o2 o 69 =2q + 2knm & 6 =%+k?”,k € {0,1,2} donc

. 2
I'ensemble solution de (E) est {zo = tang, z, = tan (g + g) ,Zy = tan (g + ?") }

Exercice 17 :

Soit un plan rapporté a un repére orthonormé direct(0,7,j). On considére la
transformation £ de P qui a tout point M d’affixe z = x + iy associe le point M’ d’affixe
Z = x +iytelquez =z+1+iV3.
1. —déterminer x’ et y’ en fonction de x et y.
- Déterminer la nature et ’élément caractéristique de la transformation #.

2. Soit la transformation 7, qui a tout point M d’affixe z associe le point M; d’affixe z;

tel que z; = G — l?) z. Déterminer la nature et les éléments caractéristiques de la

transformation 7.

3. Soit la transformations = rot qui a tout point M(x, y) d’affixe z associe le point
Mz(x2, y2) d’affixe z,.

Exprimer z; en fonction de z.

Déterminer les coordonnées de I'image C’ du point C (1, -v/3) par s.
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4. Soit la droite (D) dont une équation est : x + yvV3 +2 = 0
a) Montrer que le point C €(D).
b) Soit (D’) 'image de (D) par s. déterminer le point d’intersection de (D) et (D’).

Solution 17 :

On considére la transformation # de P qui a tout point M d’affixe z = x + iy associe le
point M'd’affixe z7 = x’ + iy’ tel que 2’ = z + 1 + iV/3.

1. Déterminons x’ et y’ en fonction de x et y.
Z=z+1+iV3ex +iy =x+iy+1+iV/3

x' S x Bl
y' =y+V3

Déterminons la nature et ’élément caractéristique de la transformation t

& x'+iy’ =x+1+i(y ++/3) donc par identfication {

t:Z = z+ 1+ iv/3, par définition, * est la translation de vecteur #(1 + iv/3).

2. Soit la transformation 7, qui a tout point M d’affixe z associe le point M; d’affixe

1 .3 . . 14 e
z: tel que z; = (E — lg) z. Déterminons la nature et les éléments caractéristiques de la

transformation 7.

a= G— l?) € C et |a] = 1 donc 7 est une rotation d’angle 8 = arg G— l?) = —g et

de centre O.

3. Soit la transformation s = rot qui a tout point M(x, y) d’affixe z associe le point

My(x2, y2) d’affixe z,. Exprimons z; en fonction de z.

t:z’=z+1+i\/§,zl=(%—i@)z

2

z, = rot(z)
=(3-i2)(z+1+13)
=G—i?)z+2donczz = G—i\/z—g)z+2

4. Déterminons les coordonnées de I'image C’ du point C (1, -v/3) par s

812y = G—i\/z—g)z+2 donc z¢, = G—i\/z—g)(l—i\/?)+2
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Zo) = —2—221'@ + 2 donc z., = 1 — i3 = z, donc C est le centre de %.

5. ° Soit (D) :x +yV3+2=0
5.a) Montrons que C €(D).
14+ (—V3)(V3)+2=1-3+2=0donc C €D).
5.b) Soit (D’) I'image de (D) par s. déterminons le point d’intersection de (D) et
(D).
C €(D) et s est une application. s(C) € s((D))i.e.C’ € (D") or C' = € d’ou C est le point

d’intersection de (D) et (D’).

Exercice 18 :

Soit # I'application de C dans C définie par : f(z) =z — 6v3z% + 12(3 + iV3)z — 64i.
1. a) Calculer f(2i)
b) Vérifier que, pour tout nombre complexe z, on a f(z) = (z — 21’)[22 — (6\/§ —
2i)z + 32].
2. Résoudre dans C I'équation f(z) = 0. On appellera ao, ai, a, les solutions trouvées :

ao est imaginaire pur, et la partie réelle de a; est inférieure a la partie réelle de a..

, . s , . a a
3. Déterminer le module et I'argument de ao, a; et a, et vérifier que a—1 = a—2
0 1

Solution18 :
Soit # I'application de C dans C définie par : f(z) =z — 6v3z% + 12(3 + iV3)z — 64i.
l.a) Calculons f(2i)
f(20) = (203 — 6vV3(2) + 12(3 + iV3)(2i) — 64i
= —8i + 24V/3 + 72i — 24+/3 — 64i
= 72i — 72i + 24v/3 — 24+/3
=0
1.b) Veérifions que Vz € C, f(2) = (z — 2i)[z% — (63 — 2i)z + 32].
(z —20)[z% — (6V3 — 2i)z + 32] = 2% — (6V3 — 2i)z% + 32z — 2iz® + (4 + 12iV3)z — 64i
=73 — 6V322 + (36 + 12iV3)z — 64i
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=73 — 6V3z% + 12(3 + iV/3)z — 64i = f(2)

2) Resolvons f(z) = 0

f(2) =0 (z—2)|z2 - (6V3—2i)z+32] =0
©z—-2i=00uz?—(6V3-2i)z+32=0

o z=2iouz?—(6V3—-2i)z+32=0

A=[-(6v3—2i)]" —4x32=108 — 24iV3 — 4 — 128

= —24 - 24iV3 = = —24(1 + iyf3)=12(-2 — 2iV3) =12(1 — V3)’
= [2v3(1 - iV3)]'= (2v3 - 6i)°

_ —b—VA _ (6V3-2i)—(2V3-6i) _ 4V3+4i _ 233 + 2i

2a 2 2

A

_ bV _ (6VE-20+(2VE-60) _ 838 _ ;3 4

Z =
2 2a 2 2

Donc I'ensemble solution de cette équation est

{ap = 2i,a; = 2V3 + 2i,a, = 4V3 — 4i}

3) Déterminons le module et un argument de a,, a4, a,

laol = 2, argay =% las] = [2v3 +21] = (23)° + (2)2 = VTG = 4

arga;= arg(2V3 + 2i) = arg[2(V3+i)] = arg(v3 +1i) = %

la,| = |4V3 —4i| = [4(V3-i)|=4x2=8

arga, = arg[4(\/§— i)] = arg(\/§ _ i) = —g

;. a a
Vérifions que a—l =2

0 a;
a, 431% i(E_E) —iZ  ap 8e_ig i(—E—E) —iZ a az
2="==2e\s2)=2e B3 2=—F=2e\"6 6/ =2e 3donc—+ ==
1)) Zelf aq 4elg 1) aq

Exercice 19 :

On donne les points A et B d’affixes respectives z, et zz définies par:zy = 6 —3i et zz =
2+ 4i

1) Déterminer la nature du triangle OAB.
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2) Déterminer 'affixe du point B’ image de B par la rotation de centre O et d’angle % et

celle de A’ image de A par la rotation de centre O et d’angle -g. Faire la figure.

3) Calculer I'affixe du point M, milieu de [A'B’].

4) Vérifier que les droites (OM) et (AB) sont perpendiculaires puis donner la nature du

quadrilatére OAMB.

Exercice 19 :
On donne les points A et B d’affixes respectives z, et zz définies par:zy = 6 — 3i et zz =
2+ 4i

1. Déterminons la nature du triangle OAB

-4

Selon la figure, OAB semble étre un triangle rectangle en O. Démontrons cela.

zpmzo _ 24 _ 242D _ 21C-D _ 2; §onc OAB est rectangle en O.
ZA—Z0 6—31 3(2-i) 3(2-1) 3

2. Déterminons l'affixe du point B’ image de B par la rotation de centre O et d’angle
g et celle de A’ image de A par la rotation de centre O et d’angle -g et construisons une

figure.
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-6

> Affixe de B’

Zy = e'2zp © 2y = (2 + 4i) = —4 + 2i

> Affixe de A’

2y = e 22, & 7, = —i(6 — 3i) = —3 — 6i
> Affixe de M

1 "D Z+Z —3—-6i—4+2i —-7-4i 7 .
M = milieu [A’B’] donc z), = AZB: . =——=—>-2i

3. Vérifions que les droites (OM) et (AB) sont perpendiculaires puis donnons la

nature du quadrilatere OAMB.

7.
Zp—2z 2+4i—6+30  —4+7i  —2i(—5—20) . zZp—Z 13
54— = = 2~ = —2idoncarg (B—A) =—=

ZM—Zo

7 . - 7 A 7 .
ZM—Z0 —2—2i ——2i —2—2i
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i.e mes(OM,AB) = — g On conclut donc que (OM) et (AB) sont perpendiculaires.

OAMB est un losange car ses diagonales sont perpendiculaires.

Exercice 20 : L

1) Quels sont les nombres complexes solutions de I'équation : z* = 1?

2) A) Déterminer la forme trigo du nombre complexe : 8(1-iv/3)

B) Déterminer la forme trigo de chacun des nombres complexes solutions de
Péquation : Z* = 8(1 — i/3).

\/g;ﬁ + iﬁ;ﬁ est une racine quatriéme de 8(1-iv3).

3) a) Vérifier que a =
b) Utiliser 1 pour en déduire la forme algébrique de chacun des nombres complexes
solutions de Z* = 8(1 — iV3).

, 2 11w . 11w
4) Déduire de 2 et 3 les valeurs exactes de cos—- et sin—-.

5) Résoudre dans [0,27[ I'équation : v/ 2 — v/3sinx — /2 + v/3cosx = —/2.
Solution 20 :

1. Les nombres complexes solutions de ’équation : z* = 1 sont {1,i,—1, —i}
2.a)  Déterminons la forme trigonométrique du nombre complexe : 8(1-iv/3)

8(1—iV3)| = 8|1~ V3| =8x 2 =16; arg[8(1 - iV3)] = arg(1 - W3) = -

Donc 8(1 - 1\/§) = 16cos (— g) + 16isin (— g) = 16cos (g) — 16isin (g)
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2.b) Déterminons la forme trigonométrique de chacun des nombres complexes
solutions de I'équation : z* = 8(1 — iv/3).
Soit z = pe'® / z* = 8(1 —iv3). Ona 8(1 — iV3) = 165

pt=16

40 = —§+ 2k’

kEZ@{ez__+_

. T
p*e*® = 16e~" par identification, on a {

{0,1, 2,3}

Zy = 2e_% = Zcosl— 2isin1—nz, zy = 2e 57 = 2e' (TZT) = 2cos( )+ lem( 2)
= 201C™ = 2! () = 2cos ( - )+ 2 sm( 7T) ;

z3=2ei( 12 2)—26(117;)—2COS( )+2$m( )

3.a) Vérifions que a = \/E:/E + i\/g;”/i est une racine quatriéme de 8(1-iv/3).

a4

(S8 (1529 (152

(ol ety () (ol Sl (Sl

Or
3 1 2

(557 =) () (2) #o(2) (3) ~+(5) (7) +(5)

2 2 2 2 2 2 2 2 2

=2—3V3+2 -3+

== 43

() =(5) +(5) (2) +o(2) (5) ++(5) (7) +(5)
2 2 2 2 2 2 2 2 2

=24+3V3+2+V3+;

=21 4V3

4 (\/E—\/E)3 (v€+ﬁ)1 _§_4y3. 6(\/3;/5)2(\/@\/5)2 _ 6. 4(\/8—\/5)1(\/&\/5)3 _g+

2 2 2 2 2

443
Donca4=(%—zh/?)+i(8—4\/§)—6—i(8+4x/§)+?+4x/§=8—8ix/§:8(1—1\/§).

D'oua = \/g;/z + i\/g;ﬁ est une racine quatriéme de 8(1 —iv/3).
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3.b) Utilisons 1 pour en déduire la forme algébrique de chacun des nombres

complexes solutions de w* = 8(1 — iv/3).

4
t=81-i3)ew=ade (2) =1 donc d’apres 1

w V62 | .V6+V2
“=1low,=a= +i
a 2 2
w . . Ve+vZ | .V6—V2
“=iew =ia=— +i

2 2
w V62 . J6+V2
—=-lew,=—-a=- —1
a 2 2
w3 . . V6+Vz .62
7:—l<:>W3:—l.a: > —1 >

, . 11m . 11w
4. Déduisons de 2 et 3 les valeurs exactes de cos — et sin—

11w T 11w . 11w
— € [—,n] donccos— < O etsin— >0
2 2 12 12

Ainsi 2cos ( ) + 2isin (11”) = - \/E?/E + i\/g:/i d’ou par identification

2cos (ll—n) = Y62 cos (ﬂ_ﬂ) _ _ Y62
12 2 o 12 2
2sin (11—”) _ Y62 sin (n_n) _ V62

12 2 12 4

5. Résolvons dans [0,27[ I'équation : 2 — v/3sinx — v 2 +v3cosx = —
_V2+3

\/2—\/§sinx—\/2+\/§cosx= 3 cosx =1
Va=vB _ a3 _ (1-v3)" 31143

-z 2 2 a8 2 2

\/2+\/§ \/4+2\/§ (1"'\/—)2

-~z = 2 2
2—V3 . 2+\/§ _ 1-V3 1+v3 _ 1+v3 13 .
7z sinx — —ﬁ SX = 1(:)71 +Tcosx 1le—2 co x+—2 sinx =1
2 2
Soit r le module. Alors r = \/(H@) + (1_@) = /M =2
2 2 4

. 143 1-V3 _ V6+12 V6-v2 . 2

A1n31ﬁco +Tsmx \/—§<:> . COSX — — —sinx = -
— Vo2 cosx + \/g_\/_smx = — £ & cos ( 112 )cosx + sin ( 112 )Slnx = \/Z—E
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x—ll—nzg—"+2kn x=5—n+2k7r
117 37 12 4 3
cos(x—?) =cosTdonc ou keEZ ou keZ
x—n—”=—3—"+2kr£ x =24 2kn
12 4 6

Stozmt = {55}

Exercice 21 :

On désigne par P un plan affine euclidien muni d’un repére orthonormé (0,u, V). Au
point M de P de coordonnées (x, y), on associe le nombre complexe z =x+iy, appelé
affixe de M. On considére dans P les points A¢(0,2) ; Ai(2V3, 2) ; Ax(4V/3, -4).
1- Déterminer le réel m pour que le barycentre des points A, A; et A, affectés
respectivement des coefficients m, -7 et 5 soit le point G d’affixe zg= V3 —3i
2- Vérifier que les points Ao, Ai, A; sont sur un méme cercle C de centre G, dont on

précisera le rayon.

Solution 21 :

On désigne par P un plan affine euclidien muni d’un repére orthonormé (0, u, v). Au
point M de P de coordonnées (x, y), on associe le nombre complexe z =x+iy, appelé
affixe de M. On considére dans P les points A¢(0,2) ; Ai(2V/3, 2) ; Ax(4V/3, -4).

1. Déterminer le réel m pour que le barycentre des points Ao, A; et A, affectés

respectivement des coefficients m, -7 et 5 soit le point G d’affixe zg = V3 -=3i

mZA0_7ZA1+52A2

G = bar{(4dy,m); (A1,—7); (A;,5)} & z; =

m-2
(m —2)(V3 —3i) = 2m.i — 7(2V3 + 2i) + 5(4V3 — 4i)
(m—=2)V3+4V3+i[-3(m—2)—2m+34]=0

(m + 2)V/3 + i[-5m + 40] = 0 donc par identification, on a :

m+2=0
et donc m=—-2et m=8 ce qui impossible. D'ou YmeR, G =
—-5m+40=0

bar{(4y, m); (A1, —7); (A;,5)}

2. Vérifions que les points Ao, A1, A; sont sur un méme cercle C de centre G, dont on
précisera le rayon.
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|GAo| = |24, — z¢| = |20 — (V3 = 3i)| = |-V3 + 5i| = V3 + 25 =28 = 27

|GAy| = |za, — z¢| = |(2V3 + 2i) — (V3 = 3i)| = |V3 + 5i| = V3 + 25 = V28 = 2V/7
IGA,| = |24, — z¢| = |(4V3 — 4i) = (V3 =30)| = [3V3 +i| =V27+ T = V28 = 2V/7
Comme |GA,| = |GA;| = |GA,| = 2+/7 alors les points Ao, A;, A, sont sur un méme

cercle C de centre G, de rayon 24/7.

Exercice 22 :

Soit 6 un réel de 'intervalle[0, |.

1- Justifier les égalités suivantes :

0 1+cosO . 0 1-cosO . . 0 0
cos?==—":sin’== et sinf = 2sin—-cos —
2 2 2 2 2 2

2- Déduire de (1), en fonction de 8, les formes trigonométriques et exponentielles

des nombres complexes :

. . .. Z
zy =1+ cosO —isinf; z, =1 — cosO — isinb ; Z3=Z—1
2

Solution 22 :

Soit 8 un réel de l'intervalle[0, [

1. Justifions les égalités suivantes :

. 0 1+cos6
< Justifions que cos? > = ——

14+cos2a

: 6 . .
En appliquant la formule cos?a = en prenant a = —, on obtient le résultat.

: . 20 _ 1-cosO
< Justifions que sin® > = ——
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1+cos2a 1—-cos2a .. 0
= . Ainsi, en prenant a = 2> on

On sait que sin?a =1-cos?a=1-— ( .

obtient le résultat.

% Justifions que sinf = 2sin 5 Cos -

*

. , , 6 . ,
On sait que sin2a = 2sina.cosa. Donc en prenant a = ~»on obtient le résultat.

2. Déduisons de (1), en fonction de 8, les formes trigonométriques et exponentielles

des nombres complexes :
% z; =1+ cosO — isinf

*

. .6 6
; sinf = Zsmgcosz

N[

D’apres (1), 1 + cos@ = 2cos?
6 .. 6 6 6 6 . . =
Z; = 2cos? i ZlSlnECOSE = ZCOSE(COSE — lSlTLE) = ZCOSEelz Comme 6 € [0, 7],

0 , . 6 ¢ . s
cos - > 0 d’ou la forme exponentielle de z; = 2cos > e'z et sa forme trigonométrique est

0 ... 6
Z; = 2cos? ~ = 2isin—cos .

% 7z, =1—cosO — isinf
s 20 . .
D’apres (1), 1 — cosf = ZSLTlZE ; sinf = ZSmEcosE
.0 .. 6 8 .6 0 . . . 2
Z, = 2sin? ~— 2isin-cos= = ZSLn;(cosE — isin E) = ZSlTLEelZ Comme 6 € [0, 7],

.6 . . .6 ¢ . .
sin= > 0 d’ou la forme exponentielle de z, = Zsmzelz et sa forme trigonométrique est
. 20 .. 6
z; = 2sin? = — 2isin=cos .
2 2 2

VA
X2 1
o 23 =

Z

Forme exponentielle de z;
6

2c0s%e'2 1 1

z ,

z3="=—27%=—5€R doncz; = el
2 ZSI:TLEG lf tan; tan;

Forme trigonométrique.

1
5 0 €]0, m[.

tan-
2

Z3 =
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Exercice 23 :

On considére I'application f de C dans C définie par :
f2)=z3+2z2+4(—1Dz+16(i+1)
1) Montrer qu’il existe deux nombres complexes a et b tels que :
f(2) = (z+4)(z? + az + b).
2) Résoudre dans C I’équation f(z)=0.
Ecrire chaque solution sous forme trigonométrique.
3) Placer les images de ces solutions dans le plan complexe.

4) Montrer que ces images sont les sommets d’un triangle rectangle isocéle.

Solution 23 :
On considere I'application f de C dans C définie par :
f2)=z3+2z2+4(—-1z+16(i+1)
1) Montrons qu’il existe deux nombres complexes a et b tels que :
f(2) = (z+4)(z*> + az + b).
11 suffit de vérifier que f(—4) = 0
f(—4) = (43 +2(—-4)*+4(—-D(-4) +16(i+ 1)
=—64+32—-16i+ 16+ 16i + 16
=—64+32+ 16+ 16 — 16i + 16i
=0
2) Résolvons dans C I’équation f(z)=0
Pour cela, déterminons d’abord aetb € C tels que : f(2) = (z + 4)(z% + az + b).
(z+4)(z°+az+b)=2z3+(a+4)z*>+ (b + 4a)z + 4b
f(2)=(E+4)(z*+az+b). & z3+2z22+4(—-1Dz+16(+1) =23+ (a+4)z* +
(b + 4a)z + 4b. Par identification, on a :

{ a+4=2

4b = 16(i + 1) ainsi f(2) = (z + 4)(z* — 2z + 4(i + 1)).

d a=-2
onc {b = 4>+ 1)

Maintenant, résolvons I’équation f(z)=0
fz2)=0oz=—40uz?-2z+4(i+1)=0
A=4—-16(>(+1)=-16i — 12 =4(-3 — 4)=[2(1 — 20)]*= (2 — 4i)?

_2-(2-40) _

2+(2—4i)
Z1 = > =

2i; 7, = T2 = 2 - 2
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S ={—4;2i;2 - 2i}

Ecrivons chaque solution sous forme trigonométrique.
Zyg = —4 = —4co0s0 — 4isin0 ; z1 =20 = 2005% =+ Zising ;
z,=2—2i= 2\/§COS%— Zﬁising

3) Placons les images de ces solutions dans le plan complexe.

=2

=3

4) Montrons que ces images sont les sommets d’un triangle rectangle isocéle.

D’aprés la figure, on conjecture aisément que ce triangle est isocéle en B.

Démontrons-la.

Ze-zp  2-2i-2i _ 2-4i _ i(-2i-4) . o
c B — = = {229 _  donc ABC est rectangle isocele en B.

Za—2Zp —4-2i  —4-2i  -4-2{

Exercice 24 :

On considere les nombres complexes :

_ —iveV2 |

1~ 2 s

i,
Z,=1—-1; z p
3) Déterminer un module et un argument de zi, z, et z.

. , . . P . V1 . V1
b) Ecrire z sous forme algébrique. Puis déduire cos - et sin

c) Ecrire z7°°% sous forme algébrique.

Solution 24 :
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On considére les nombres complexes :

—iV6+v2

. Z
Zn=—0—; 2z=1-1; z==

Z2

1. Déterminons un module et un argument de z;, z; et z.

2

1= P = () 4 (9) = =2

2 2

_n/;+\/— — £(1 — l\/§) = argz; = arg(l _ i\/§) _ _g

|Zz|:|1—i|=\/§; argzzzarg(l—i):_%

Zl—lzll—ﬁ—l' argz = ar (Zl)—arz argz, = —=+Z=-Z=
Tzl NZ O T 9z = gzz_ 9% 922 =377

|z| =

Z2

. , . . ; . s .. T
2. Ecrivons z sous forme algébrique. Puis déduire cos - et sine

—iV6+V2
T £(1—i\/§ _ V2 (1-i/3)(a+d) _ V2 T
Z_zz_—l—i = —1_i)—2.—2 —4(1+\/§+L(1 \/§))
_VZ+v6 | .V2-V6
= +1
4 4
Z = coS % — isin% etz = \/71.\/3 + iﬁ:/g donc par identification on a :
T V2+V/6 T \2+V6
oS — = —— cos— =
12 4 12 4
. m _ V2-V6 w62
—sin— = sin—
12 4 12 4

2002

3. Ecrivons z; sous forme algébrique.

z, = 2cos (— g) +/2i.sin (— E) = d’aprés Moivre,
72002 — (ﬁ)zooz COS( zoozn) (\/—)20 i ( 20(3)2n) or
{cos(—a) = cosa 22002 — (\/E)zooz cos (20021‘[) (\/—)2002 ; (200211)'

sin(—a) = —sina 3

D’autre part,

20021 T b4 1
20027 2001747 n cos ( 3 ) = cos (667n + 5) =TSy =73
= = 6671 + 3 donc 73

’ ’ sin (2022”) = sin (66771’ + g) = —sing =-=
(ﬁ)zooz _ 51001

1001
Donc 72002 = 21001 ( ;) i g V3 = 21000(_1 4 {\/3). 72002 = 21000(_q 4 i\/3).

Exercice 25 :
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Le plan complexe P est muni d’'un repére orthonormée direct (O,u, v). Pour x réel, on

i—x
ose . z2=—
p i+x

a) Placer dans le plan P les points A et B d’affixes respectives i et —i puis le point M
d’affixe réelle x.

b) Montrer que le module de z est égale a 1, pour tout réel x

2

1-x . 2X

l
1+x2 1+x2

c) Montrer que : z =

d) Trouver x tel que la partie réelle et la partie imaginaire de z soient égales.

En déduire x tel que : z = £ +i \/2_

Solution 25 :

Le plan complexe P est muni d’un repére orthonormée direct (O,u, ¥). Pour X réel, on pose : z

i—-x

i+x
b) Montrons que |z] = 1,Vx € R
Soitx ER, |i —x| =/ (-2 +x2=Vx2+1; |i+x|=/(1)2+x2=VxZ+1

i—x Vx2+1
Donc |z| = o Ry ldonc|z|=1,Vx ER
1-x2 ., 2x

c) Montrerque:z=_——+i—;

-x _ (=) (itx) _ (=x)? _  x?-2ix-1 _ 1-x* | . 2

== = = +1 .
i+x 1+x2 x2+1 x2+1 1+x2 1+x2

d) Trouvons x pour Re(z) = Im(z)
a2
S B 24 2x—1=0A=4+4=8=(2V2)

1+x2 ~ 1+x2

xi= 222 = 1 Fixy =22 = 14 VZdonex € {-1-VZ ~1+VZ)

2
e) Deéduisons x tel que : z = ‘/2—— + i‘/z—E

Ici Re(z) = Im(z) = \/2—7 donc x € {-1—+v2; -1+ 2}

Exercice 26 :

On considere I'équation (E) : z3 + 9iz? + 2(6i — 11)z — 3(4i + 12) = 0
1)Démontrer que 'équation (E) admet une solution réelle z; et une solution imaginaire
pure z;.

2)Résoudre dans C I’équation (E) (on notera z; la troisieme solution)
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3)Démontrer que les points images des solutions de I’équation (E) sont alignés.

Solution 26 :
On considére I'équation (E) : z3 + 9iz% + 2(6i — 11)z — 3(4i + 12) = 0
1) Démontrons que l'équation (E) admet une solution réelle z; et une solution
imaginaire pure z;.
Posons z = a
a est une solution de (E) © a3 + 9ia? + 2(6i —11)a—3(4i +12) =0
& a®—22a—36+i(9a*+12a—12) = 0.

{a3—22a—36=0
9a%2 +12a—-12=0
90’ +12a—-12=03a’+4a—-4=0

—4+8 4 _ 2

A=16+48 = 64 = 82 donca; = —— = —20ua = 2=

(=2)3—22(-2) —36 = —8 + 44 — 36 = —44 + 44 = 0 donc -2 est solution de
(E). Ainsi z; = —2.

Déterminons z, = ib

Z, est solution de (E) & (ib)3 + 9i(ib)? + 2(6i — 11)(ib) — 3(4i + 12) = 0
& —ib3 —9ib? +2(—6 — 11))b—3(4i +12) =0
& —ib® —9ib? + (—=12b —36) +i(—22b—12) =0
& —12b—36 +i(—b3 —9b> —=22b—12) =0

:{ —12b — 36 = 0 (1)
—b3 —9b%2 —22b—12 =0 (2)

(1) -12b—36 =0 b = -3
En remplacant b par -3 dans (2),ona: —(=3)3 —9(-3)2 - 22(-3)—-12=0
© 27—-814+66—12 =93 —93 = 0 donc z, = —3i est solution de (E).

2) Resolvons (E)

(E): z3 +9iz2 + 2(6i — 11)z — 3(4i + 12) = 0

Comme -2 et -3i sont solutions de (E) alors il existe a et b tel que :

z34+9iz2 +2(6i —11)z—3(4i + 12) = (z + 2)(z + 3i)(az + b)

Déterminons a et b.

(z+2)(z+3i)(az+b) = az3® + (2a + b + 3ia)z? + (3ib + 2b + 6ia)z + 6ib

z3 +9iz% + 2(6i — 11)z — 3(4i + 12) = az® + (2a + b + 3ia)z? + (3ib + 2b + 6ia)z +
6ib
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a=1
2a+ b+ 3ia = 9i
2b + i(6a + 3b) = —22 + 12i
6ib = —3(4i + 12)
Donca =1et6ib =—12i —36s0ith = -2 + 6i
Ainsi z3 +9iz? + 2(6i —11)z—3(4i + 12) = (z + 2)(z + 3i)(z — 2 + 6i)

Par identification

z3+9iz2 +2(6i—11)z—3(i+12) =0 (z+2)(z+3)(z—-2+6i) =0
& z=-20uz=-3i0uz=2-—6I
z3 = 2 — 6i est solution de (E).
Soient A(—2), B(—3i) et C(2 — 6i). Démontrons que A, B et C sont alignes. Cela revient &
montrer que <4 ¢ R
ZB—ZA

— 2—6i+3i 2-3i H
2% T2 = 22— _1 e RDonc A, B et C sont alignes.
Zp—ZB —2+3i —2+31

Exercice 27 :

Dans le plan complexe, on considére les points A, B, C, P d’affixes respectives :
Zy =§+6i;ZB =§—6i;Zc = -3 —%i;ZP = 3 + 2i, et le vecteur w d’affixe z;; = —1 +§i.
1) A) Déterminer I’écriture complexe de la translation t de vecteur w.

B) Calculer 'affixe Zq du point Q image du point B par t.
2) a) Donner I’écriture complexe de 'homothétie h de centre C et de rapport -% ;

b) Calculer I'affixe Zr du point R, image du point P par h.

3) a) Donner I'écriture complexe de la rotation r de centre A et d’angle -g

b) Déterminer l'affixe Zs du point S, image du point P par la rotation r.
4) Placer les points P, Q, R et S dans le plan.

5) a) Démontrer que le quadrilatere PQRS est un parallélogramme.

b) Calculer 22=2¢
Zp-Zg

c) En déduire la nature précise du parallélogramme PQRS.

d) Justifier que les points P, Q, R et S appartiennent & un méme cercle, noté I'. On
Calcule I'affixe Z de son centre () et son rayon p.

6) a) Quelle est la nature du triangle APQ) ?

b) Déduire la position relative de la droite (AP) et du cercle I'.

Solution 27 : 64



Dans le plan complexe, on considére les points A, B, C, P d’affixes respectives :
Zy, =§+6i;ZB =%—6i;ZC =-3 —%i;ZP = 3 + 2i, et le vecteur w d’affixe z;; = —1 +§i.
l.a)  Ecriture complexe de la translation t de vecteur w.
t:z'=z+ zz o t: 7' =z—1+§i.
1.b) Calculons I'affixe Zq du point Q image du point B par t.
Q=tB) o Zg=Zp—1+7i
©Zy=2-6i —1+2i @Z;=5—1i
2.a)  Ecriture complexe de 'homothétie h de centre C et de rapport —%
h:z' = —§2+ (1 +§)Zc o hz' = —§z+§(—3 —ii) =
h:z' = —§Z—4—§i
2.b) Calculons I'affixe Zr du point R, image du point P par h.
R=h(P) & Zp=—1Zp—4—zi©Zx=—33+20)—4—i
S Zp=-5-1i
3.a) Ecriture complexe de la rotation r de centre A et d’angle —g

— I o —iZ _ -z
T—R(A, 2)<:>r.z =e zz+(1 e Z)ZA
oz =—iz+(1+D)(3+6i) o7 =—iz—>+i
Donc r: 7' = —iz — = + =i,
2 2

3.b) Déterminons l'affixe Zs du point S, image du point P par la rotation r.
S=r(P) & Zs=—iZp— 2+ i Zg=—i(3+20) — 2+ i

5 9.
ZS__E+EL

4) Placons les points P, Q, R et S.
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5.) Démontrons que le quadrilatére PQRS est un parallélogramme. Pour cela, il suffit
de montrer que Zp5 = Zgx

1 7
2 2

i)—(3+20)==2-2i

Zog =2 —2Zp = ( >

. 5 9. 5 11, .
Zsg =Zp—Zs= (—5—1)—(—;+;l)=—;—71, on voit que Zpz = Zgg.

Donc PQRS est un parallélogramme.

5.b) Calculons X2
Zp—2Z

P~4Q
N (1 7. 11,5, 11,5,
Zr—2q _ (_5_1)_(5_51) — 22 _ 2 2 _ i
y i 1 7.\ 5,11, — . 5. 11, —
ZP_ZQ (3+21)—(E—El) E+7l —1(51—7)

5.c) Déduisons la nature précise du parallélogramme PQRS.
PQRS est un carré.

5.d) Justifier que les points P, Q, R et S appartiennent a un méme cercle, noté I'. On
Calcule I'affixe Z de son centre Q) et son rayon p.

PQRS est un carre. Donc PQRS est inscriptible dans le cercle de centre  milieu du

segment [PR] et de rayon p = %

o Zp+Zp _ 3+2i-5—i _ —2+i PR _ |-5-i-3-2i] _ V6449 _ 73
Ainsi Z, = P2R= —— =——etderayonp =— = - =——=-"

6.a) Déterminons la nature du triangle APQ
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En se basant sur le schéma, on peut conjecturer que le triangle AP{2 est isocéle rectangle
en P. Démontrons que cela est vrai.

=240 . 3 . 3 .
Za—7 —-(3+2i) —4-=i i(—=+4i . . .
&P = (3 2 ) - =2 = ( £ ) = i donc AP{2 est isocele rectangle en P.
Za=zp  (S+6i)-(3+2i) —+ai  —+4i

6.b) Déduisons la position relative de la droite (AP) et du cercle I'.

d(Q, (AP)) = r donc la droite (AP) est tangent au cercle (I).

67



CALCULS VECTORIELS ET BARYCENTRES

Partie | : BARYCENTRES

Exercice 1 :

L’espace Eest muni du repére (0,7, j, k).
3 3 -1

On considere les points A(_OZ) ,B ( 3 ),C ( 1 )

-4 0
Déterminer les coordonnées du barycentre des points pondérés (A, -2), (B, 1) et (C, 4).
Soit ABCD un tétraedre. On désigne par :
- letJles milieux respectifs des segments [AD] et [BC] ;
- KetL les points tels que : AK = gﬁ et CL = %ﬁf ;

- G le barycentre des points pondérés (A, 2), (B, 1), (C, 1) et (D, 2).

a) Démontrer que les points I, J et G sont alignes.
b) Démontrer que les points K, L et G sont alignés.
¢) En déduire que les points I, J, K et L sont coplanaires.

Solution 1 :
L’espace Eest muni du repére (0,7, j, k).

On considére les points A(_gz) ,B (_24) ,C (_(1)1)

Soit G = bar {(4, —2); (B, 1); (C, 4)}. Déterminons les coordonnées de G

_ —2xptxgt+4xc —7
o= (=
—2ya+ypt4yc 7 d (—7 7
= —7ZdoncG(—;=; 0
Ya 3 Y6 =3 3’3’
—2Zp+zpt4z

3

Soit ABCD un tétraedre. On désigne par :
-l et Jles milieux respectifs des segments [AD] et [BC] ;

- KetL les points tels que : AK = gﬁ et CL = %CT ;
- G le barycentre des points pondérés (A, 2), (B, 1), (C, 1) et (D, 2).
a) Démontrons que 1, J et G sont alignés.
| = bar {(4,2); (D, 2)}, J=bar {(B,1); (C,1)}
G =bar {(4,2); (B,1); (C,1); (D,2)}=bar {(I,4); (J,1)} d’ou I, J et G sont alignés.
b) Démontrons que K, L et G sont alignes
K=bhar {(4,2);(B,1)}, L =bar {(C,1);(D,2)}
G = bar {(4,2); (B, 1); (C, 1); (D, 2)} = bar {(4, 2); (B, 1); (C, 1); (D, 2)} = bar {(K, 3); (L, 3)}
D’ou K, L et G sont alignés.
c) Déduisons que 1, J, K et L sont coplanaires.
G = (IJ) n (KL) donc I, J, K et L sont coplanaires.
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Exercice 2 :
Soit ABC un triangle. On désigne par :
- A’ le barycentre des points pondérés (B, 2) et (C, -3) ;
- B’ le barycentre des points pondérés (C, -3) et (A, 1).
a) Démontrer que les droites (AA’) et (BB’) sont paralléles.
Soit C’ le barycentre des points pondérés (A, a) et (B, b). Pour quelles valeurs des nombres
réels a et b les droites (AA”) et (CC’) sont-elles paralleles ?

Solution 2 :
Soit ABC un triangle. On désigne par :
- A’ le barycentre des points pondérés (B, 2) et (C, -3) ;
- B’ le barycentre des points pondérés (C, -3) et (A, 1).
—3+4+ 1+ 2 = 0donc (AA’) et (BB’) sont parall¢les.
Soit C’ le barycentre des points pondérés (A, a) et (B, b). Pour que (AA’) et (CC’) soient

b=2

paralleles il suffit que {a _1

Exercice 3:
Soit ABCD un quadrilatére.
1. Construis les points E, F, 1, J, K et L tels que :

ﬁz%ﬁ ; ﬁz%?ﬁ ; ﬁz%ﬁ ;
B] = ;BC ; CK = ECD ; AL =ZAD

2. Démontrer que les droites (EF), (IK) et (JL) sont concourantes.

Solution 3 :

Soit ABCD un quadrilatére

2) Démontrons que (EF), (1K) et (JL) sont concourantes.

E=bar {(4,1);(C,2)};  F=bar{(B,1);(D,2)}; 1=bar{(4,2);(B,3))}

J=bar {(B,3); (C,4)}; K = bar {(C,2); (D, 3)}; L = bar {(4,1); (D, 3)}

Donc

E =bar {(4,1); (C,2)}=bar {(4,2);(C,4)}; F =bar {(B,1); (D,2)} =bar {(B,3); (D,6)}
K =bar {(C,2); (D,3)}=bar {(C,4);(D,6)}; L =bar {(4,1); (D, 3)} =bar {(4, 2); (D, 6)}
Soit G =bar {(4, 2); (B, 3); (C,4); (D, 6)} =bar {(4, 2); (C,4); (B,3); (D,6)} = bar

{(E,6); (F,9)}donc G € (EF)

G =bar {(4,2); (B,3); (C,4); (D, 6)} = bar {(4, 2); (D, 6); (B,3); (C,4)} =bar {(L,8); J, 7)}
donc G € (JL)
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G =bar {(4,2); (B, 3); (C,4); (D, 6)} = bar {(1,5); (K, 10)} donc G € (IK) d’ou (IK), (JL) et

(EF) sont concourantes.

Exercice 4:

Soit ABCD un tétraedre. On désigne par :

I,J, K, L, M etN les milieux respectifs des arétes [AB], [BC], [CD], [DA], [AC] et [BD];

G4, G,, G5 et G, Les centres de gravité respectifs des triangles BCD, CDA, ABD et ABC.

En utilisant les barycentres partiels, démontrer que les droites
(AG,), (BG,),(CG3), (DGy)(IK), (JL) et (MN) sont concourantes.

Solution 4 :

I,J, K, L, Met N les milieux respectifs des arétes [AB], [BC], [CD], [DA], [AC] et [BD];

G4, G,, G5 et G, Les centres de gravité respectifs des triangles BCD, CDA, ABD et ABC.

I =bar {(A, 1); (B,1)}, J=bhar {(B,1); (C, 1)}, K =bar {(C,1); (D,1)}, L = bar
{(D.1); (AL}, M=bar{(A1);(C1)},  N=bar{(B1); (D1}

Gi=bar{(B,1); (C,1); (D))}, G, =bar{(C,1) ; (D,1) ; (A1)}, Gz=bar {(A,1); (B,1); (D, 1)}
G, =har{(A1); (B)1); (C1)}

Démontrons que (1K), (JL) et (MN) sont concourantes.

Soit G =bar {(A,1) ; (B,1) ; (C,1); (D,1)} = bar {(I,2) ;(K,2)} donc G € (IK)
G=har{(A1);(B1);(C1);(D1)}=bar{(B1);(C1); (A1);(D1)}=bar{Ql.2); (L.2)}
d’ou G € (JL)

G=bar{(Al);(B,)1);(C1); (D,1)}=bar{(M,2) ; (N,2)} d’ou G € (MN) donc (IK), (JL) et
(MN) sont concourantes.

Partie 2: LIGNES DE NIVEAU.

Exercice 1:

Soit ABCD un carré.
1. Ecrire A comme barycentre des points B, C et D.
2. Déterminer I’ensemble des points M du plan tels que :
MB.MC + MC.MD — MC? = 0.
Soit ABCD un carré.
1. Construire le barycentre G des points pondérés (A, 2), (B, -1) et (C, 1).
2. Déterminer et construire 1I’ensemble des points M du plan tels que :
|2mz ~ B + Mc|| = |45
Soit ABC un triangle.
1. Construire le barycentre G des points pondérés (A, 1), (B, -1) et (C, 1).
2. Soit (T ) I’ensemble des points M du plan tels que :
|MZ — MB + MC|| = ||MA — 2MB + MC||.

a) Verifier que B appartient a (I').
b) Deéterminer et construire (I').
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Solution 1 :
ABCD est un carré.

A D
B C
1. Ecrivons A comme barycentre de B, C et D.

CA = CB + CD d’ou A =bar {(B,1); (C,—1); (D, 1)}

2. Déterminons I’ensemble des points M du plan tels que MB.MC + MC.MD — MC? = 0.
MB.MC + MC.MD — MC? = MC(MB + MD — MC) = MC.MA = 0. Cet ensemble est le
cercle de diametre [AC].

ABCD est un carré.

1. G=bar{(A2);(B,-1);(C1)}= 4G = —AB +5AC

2. Déterminons 1’ensemble des points M du plan tels que ||2E4> —MB + W” = ||E||
2MA — MB + MC = 2MG = 2||W|| = ||E|| donc I’ensemble des points M est le cercle de
centre G et de rayon %

ABC est un triangle

1. G =bar {(A1); (B,-1);(C, 1)} = 4G = —AB + AC

2.a)  Veérifions que B € (T')

|IBA — BB + BC|| = ||B4 + BC||, |[BA — 2BB + BC|| = ||BA + BC|| donc B & ()

2.b) Soit (I') ’ensemble des points M tels que ||m — MB + M_c’|| = ||m — 2MB + FC”
1-2+1 = 0 donc MA — 2MB + MC est indépendant du point M. Soit I le milieu de [AC]. Alors
MA + MC = 2MI d’ou MA — 2MB + MC = 2(MI — MB) = 2BI

|MA — MB + MC|| = ||MA — 2MB + MC|| & MG = 2BI donc (T') est le cercle de centre G et
de rayon 2 BI.

Exercice 2 :
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Soit ABC un triangle tel que: AB =7 ; BC = 4et AC = 5. On désigne par | le milieu du
segment [BC].
1. En utilisant le théoréeme de la médiane, calculer Al.

2. Déterminer et construire I’ensemble (E) des points M du plan tels que :
2MA? - MB? - MC? = 58.

3. On désigne par D le barycentre des points pondérés (A,-1), (B, 1) et (C, 1).
a) Quelle est la nature du quadrilatere ABDC ?

b) Déterminer et construire I’ensemble (F) des points M du plan tels que :
MAZ - MB2? - MC2? = 25.

Solution 2 :

Soit ABC un triangle tel que : AB =7 ; BC =4 et AC = 5. On désigne par | le milieu du
segment [BC].

1. Calculons Al.

2AB%+2AC%-BC?

AB? + AC? =2A12+BTCZ=>A12= .

A% = 98+54°‘32 = =2 =29 d’ott Al =29
2. Déterminons I’ensemble (E) des points M du plan tels que 2MA? - MB? - MC? = 58

2MA%* — MB? — MC? = 2MA? — 2M1? —BTCZ donc 2MA2 - MB2 - MC2 =58& MA? — MI? =

29 + 4 = 33 (MA — MI)(MA + MI) = 33 2MG.TA = 33 donc MG.TA = 2.

Soit H le projeté orthogonale de M sur (Al). Alors, MG.IA = HG.TA = HG X IA = 32—3 donc

HG = % donc (E) est la droite passant par H de vecteur normal T4 tel que HG = %.
3.

On désigne par D le barycentre des points pondérés (A,-1), (B, 1) et (C, 1).
a) Nature du quadrilatére ABDC
D = bar{(4,—-1);(B,1);(C,1)} & AD = AB + AC donc ABDC est un parallélogramme.
b) Déterminons 1’ensemble (F) des points M du plan tels que MA? - MB? - MC2? = 25
MA?* — MB? — MC? = —MD?* + DA? — DB? — D(?
AD? = AB? + AC? + AB? + AC? — BC? = 2DC? + 2DB? — B(C?
MA2? - MB2 - MC2=25 & —MD? + DB? + DC? — BC? = 25 donc

MD = +VDB2 + DC2 — BC? + 25 donc (F) est le cercle de centre D et de rayon

vVDB2 + DC? — BC? + 25

Partie 3 : PRODUIT VECTORIEL
Exercice 1:
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1) Soit ABC un triangle équilatéral de cété a et de centre gravité G. Calculer en fonction de
a:

|l ABAAC|, |GBAGC|| et ||AGABC|.

2) Soit i et v deux vecteurs non colinéaires. On pose U AU = W,
Calculer en fonction de w :
a) UA QU+ V) b) Bu—-v)AvD c) (U+2V)A QU —7D)

2)  Soit (7,7,k) une base orthonormée directe de W. Dans chacun des cas suivants,

- o> —>

démontrer que (u, v, w) est une base orthonormée et préciser si elle est directe ou indirecte.

1

3

1
V2
- 1 - —>0 —
) @\a) v w) w(y) b
0 0

WINWRWIN
-
<
w
-
[RYFERIIN) 11\:

3) L’espace est muni du repére orthonormé direct (0, 7,7, E)
Dans chacun des cas suivants, vérifier que les points A, B et C définissent un plan dont on
déterminera une équation.

) A(Y).B(3).c(2) b 4(3). B(3) ¢(=)

Solution 1 :
1) ABC un triangle équilatéral de coté a et de centre gravite G. Calculons en fonction

de a.

|ABAAC|| = AB x AC x sin (AB,AC) =2a?  |[GBAGC| = GB.GC |sin (GB, GC)|or

—_— _— —_— —\2
GB=GC= \/(é (BA + BC)) 2or (BA+ BC) =2BA%+ 2B(C? — AC? = 3a* donc

2av3 V3 2v3 5
= Ta /

GB = GC =222 donc ||GBAGC|| = 2 a2 x 2
3 3 2

|AGABC|| = AG x BC = zgﬁa2

2) Soit i et ¥ deux vecteurs non colinéaires. On pose U A U = w.

Calculons en fonction de w

a) UNQU + v) = 2(UAU) + (@UAD) =UANv =W,

b) (3 — V)NV = 3UAV — VAV = 3w

c) (@ + 20)AQ21U — V) = 2UNU — UV + 4VA\U — 20A0 = —5UA\V = —5W

2) Soit (7,7, k) une base orthonormée directe de . Dans chacun des cas suivants

Démontrons que (u, v, w) est une base orthonormée et précisons si elle est directe ou indirecte.

a)

&l
I
<
|
=il
S
N
Lo
N——"

i = JC)+ G =161 = J() e () = et =



0
u.v=0; uw=0, v.w =0 et ﬁ/\ﬁ( 0 > = w donc (u, ¥, w) est orthonormé direct.
-1
2 1 2
3 3 3
(1) L2 .z
b) uls|, vl 3), wl| s
2 2 1
3 3 3

——_— 2\2 (2, (1 s a2 _ SN _
= (-2 + @ + @ —rnas--2-2+2=0 awm--t+l+io,
( 9 \‘
9
- —> 2 4 2 — - 6 — - o5 —> s - -
vw=-—c+-=0, u/Av [ —2 | = —w donc (u, v, w) est orthonormé indirect.
&
9
3) L’espace est muni du repére orthonormé direct (0,1, ], E)

Dans chacun des cas, vérifions si A, B et C définissent un plan et déterminons son équation.

9 AD)().c(l)

AB (.22), AC < 5 ) ABNAC (i) + 0 donc A, B et C définissent un plan de vecteur normal
0 -2 4

ABNAC. Ainsi L’équation de (ABC)est: 4x +4y +4z+d = 0.
A€e(ABC)e d =—4ainsi(ABC):4x+4y+4z—-4=0x+y+2z—-1=0

5 a() (). c(d)

AB (Z?) AC (}2), ABNAC (:179) + 0 donc A, B et C définissent un plan de vecteur normal
2 -3 -27

ABMAC. Ainsi L’équation de (ABC)est: —=7x — 19y —27z4+d =0
A€e(ABC)e d =52d0u(ABC): =7x — 19y —27z+52 =0

Exercice 2 :

L’espace est muni du repére orthonormé direct (0, 7,7, k).
Dans chacun des cas suivants, déterminer un vecteur de la droite d’intersection des plans (P)
et (P’).

a P):2x+y—z=0 et (P)x—-3y+2z+4=0.
b) (P):x—y+2z—-5=0 et (@Plrx+y—z+7=0.

Solution 2 :

L’espace est muni du repére orthonormé direct (0,7, 7, k).
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Dans chacun des cas suivants, déterminons un vecteur de la droite d’intersection de (P) et (P’)
Q) P):2x+y—2z=0 et (P)x—-3y+2z+4=0.
Notons 7 le vecteur normal de () et n’ le vecteur normal de (P’) alors #AR est un vecteur

directeur de la droite d’intersection.

ﬁ(g)etﬁ(_lg), W(zg)
-1 2 -7

b) P):ix—y+z-5=0 et (Plx+y—z+7=0.

7 (El) et ?( 1 ) A (S)
1 -1 2

Exercice 3 :

A) Soit A, B et C trois points non alignés de 1’espace orienté & On désigne par I le
barycentre des points pondérés (A, 2), (B, -1) et par J le barycentre des points pondérés
(B, 1), (C, 3).
Déterminer et construire 1’ensemble des points M tels que :(ZMA—MB)/\(MB +

—

3MC) = 0.

B) L’espace est muni du repére orthonormé direct (O, [ E)
. . -4 1 -1
Soit les points A (_01) ,B (;) etC ( 4 )
1. Calculer I’aire du triangle ABC.

2. Dans le plan (ABC), soit | le milieu de [AC] et D I’image de B par s;. Préciser la
nature du quadrilatére ABCD et calculer son aire.

C) Soit A et B deux points de 1’espace orienté & tels que : AB = 6.
Déterminer I’ensemble des points M tels que : ||WAW|| = 24.
(On pourra utiliser [’interprétation géométrique de ||WAW||)
Solution 3 :
A) Soit A, B et C trois points non alignés de 1’espace orienté €
I =bar {(A, 2); (B,-1)}, J=bhar {(B,1); (C, 3)}
Déterminons I’ensemble des points M tels que (2MA — MB)A(MB + 3MC) = 0.

2MA — MB = MI, MB + 3MC = 4MJ

(2MA — MB)A(MB + 3MC) = 0 & MIAM] = 0 donc I’ensemble des points M est la droite
[,

B) L’espace est muni du repére orthonormé direct (0,7, 7, E)
—4 1 -1

A(5).B(3)etc(3)

1. Calculons I’aire du triangle ABC
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A=3aBnacl, A8 (3),  Ac()  ABaac(sh)
? 3 4 14

A= \/16+1§1+196 _ \/?U.A
2. Nature du quadrilatere ABCD

| est milieu de [AC] et s;(B) = D < | est milieu de [BD] donc I est le milieu des diagonales du

quadrilatére ABCD. Ainsi, ABCD est un parallélogramme.
Son aire A’est le double de I’aire du triangle ABC. Ainsi A’ =v333 U. A

C) Soit A et B deux points de I’espace orienté £ tels que : AB =6
Déterminons I’ensemble des points M tels que ||W1’/\W3’|| =24

MAAMB = MANAB. Soit H le projeté orthogonal de M sur (AB).
MANAB = (MH + HA)AAB = MHA\AB + HANAB, HA et AB sont colinéaires donc
HANAB = 0. Ainsi MAAMB = MHA\AB

IMAAMB|| = MH. AB< | MAAME|| = 24 © MH = = = 6 or MH = d(M, (AB)) = 4

L’ensemble des points M tels que d(M, (AB)) = 4 est la réunion des droites distantes de AB
de 4.

Exercice 4 :

Soit ABCDEFGH un cube tel que (4B, AD, AE) soit une base orthonormée directe de W.
On désigne par | le milieu de [EF] et par J le centre du carré ADHE.
1. Vérifier que : IGAIA=B]j.
En déduire ’aire du triangle IGA.
2. Calculer le volume du tétraédre ABIG et en déduire la distance du point B au plan (IGA).

Exercice 5 :

5

On consideére I’espace E rapporté a un repére orthonormé direct (O, T, J, k). Soient les points
AB;-2;2);B(6:1:5);C(6;-2;-1);D(0;4;-1).
1. Déterminer le produit vectoriel AB AAC et en déduire que les points A, B et C sont trois
points non alignés.
2. a. Montrer que le triangle ABC est rectangle en A.

b. Ecrire une équation cartésienne du plan (P;) orthogonal a la droite (AC) passant par A.

c. Veérifier que le plan (P,) d’équation x + y + z — 3 = 0 est orthogonal & la droite (AB)
et passe par A.
3. a. Calculer les produits scalaires AD.AB et AD.AC.

En déduire que la droite (AD) est orthogonale au plan (ABC).
b. Déterminer la valeur du volume V du tétraédre ABCD
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Solution 5 :
On considére ’espace E rapporté a un repére orthonormé direct (O, 1, J, E) Soient les points
A(3:-2;2);B(6;1;5),C(6;-2;-1); D(0 ;4 ;-1).

1) Déterminons AB A AC et déduisons que A, B et C sont non alignés.
AB @) Zf( 33), AB AAC (}Z) donc A, B et C sont non alignés.

2.3) Montrons que ABC est rectangle en A.

AB.AC = 9 — 9 = 0 donc ABC est un triangle rectangle en A.

2.b) Equation cartésienne de (P,) orthogonal a (AC) passant par A.

AC est le vecteur normal de (P,)donc (P;):3x—3z+d =0

A€ (P)ed=-3donc(P)x—z—1=0.

2.C) Vérifions que (P,) : x + y + z — 3 = 0 est orthogonal a (AB) passant par A.

AB est colinéaire au vecteur normal de (P,)et3—2+4+2—3=0douA € (P,) donc (P,) est
orthogonal a (AB) passant par A.

3.2) Calculons AD.AB et AD.AC

E(‘S), AD.AB=-9+18-9=0, AD.AC=-9+9=0
-3
(AD) est perpendiculaire a deux droites sécantes du plan (ABC) donc (AD) est orthogonal a
(ABC).

3.b) Déterminons le volume V de ABCD.
V == [4D. (ABNAC)]

ABNAC (‘99), AD (‘63), AD.(ABMNAC) = 27 + 54 + 27 = 108 donc
=21 -3

V=1—28=18u.v
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FONCTIONS LOGARITHMES

Exercice 1 : Test de connaissances
Soit n un entier naturel strictement supérieur a 1 et k le nombre de ses diviseurs premiers.
Démontrer que lnn = kin2.

Solution 1 :
Soitn>1,n € N.

1. Démontrons que Inn > kin2.
Alors 3(dy, ..., d;) un ensemble de k nombres premiers et (ay, ..., a,) € N* tel que n =

dit.dy? ..d*.Orvie{l, ..k}, a; = 1etd; > 2donc

n>22..2en>=2%eIn(n) = n(2%) car In est une fonction croissante sur R*

N e’
k fois

D’ou Inn = kln2.

Exercice 2 : Calcul des limites

Dans chacun des cas suivants, calculer la limite de la fonction f en +co.
Inx—-2

a) f(x) = 5 — b) f(x) =In(3x) —In(x + 1)

0) f(x) = 2D d) f(x) = xin(1+3)

Dans chacun des cas suivants, calculer la limite de la fonction f en 0 (éventuellement a gauche
et a droite).

a) f(x) = Z;;i b) f(x) = Inx + In*x
C) f( ) = In (1+x) d) f( ) = In (1+x)
e) fx )—M f) f(x)=xln(1+;
9) flx )—‘““*3") h) f(x) = x2In’x

Solution 2 : Calcul des limites
Dans chacun des cas suivants, calculons la limite de la fonction f en 4.

a) f(x) — Inx—2

2Inx+1
Inx-2 .. inx 2 . 1 2 1

= lim — = lim T =
x—+o0o 2Inx+1 x—+o0 2Inx+1 2ilnx+1 xX—+0o 2+W 2ilnx+1 2
b) f(x) =In(3x) —In(x + 1)
lim In(3x) —In(x +1) = lim ln( ) In3
X—+00 xX—+00 +1

In (x +1)
) f(x) =
In[x2(1+25 2ln x+In(1+-> In(1+~
lim Mz lim Mz lim Mz lim 22X 4 ( xz) —0
X—>+00 X X—>+00 X XxX—>+00 X x>+ X X

d) f(x) = xln(1+-)

1
lim xin (1 + i) = lim ln(H")

1
X—+00 X—+00 x

posons X = %, quand x = +90,X - 0
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Onadont: lim ImA+x) _ =1, dou lim xln( l) =1
X-0 X xX—+00 x

Dans chacun des cas suivants, calculer la limite de la fonction f en 0 (éventuellement a gauche
et a droite).

Inx—-2
a x) =
) f( ) Inx+1
Inx-2 . Inx 2 . 1 2
=1 — = lim — — =
x—0 Inx+1 x—0 Inx+1 Inx+1 x—0 1+m Inx+1

b) f(x) = Inx + In’x

llrI(l) Inx + In’x = llm(lnx) + (Inx)?
x—

Posons X = Inx, quand x - 0, X - —oo, 0onadont:

lim X + X% = 400 2 D’0u lin& Inx + In*x = +o0
xX—

X—>—o0
In (1+
0) fla) ==
0 e 1
x-0 X x—0 X
In (1+
d) f(x) = 22D
Posons X = x2, quand x - 0, X - 0,onadont:
2
]imw=limln(1_+x)=1
x—-0 X X-0 X
In (x2+1
) f(x) = L&t
2 2
lim 20D gy BOD oy = 1x0=0
x—-0 X x—0 X

f) f(x) =xn(1+ l)

In(1 +—)

hm xln(1 + —) l

X

posons X = %,quand x—>0 X - +4oo

InX+in(1+= n(l+=
11m xIln(1+ )— lim PO PO i X + a9 _ o
x>+ X x—+00 X x>+t X X
In (1+3x)
9 f&) =—7—
lim In (14+3x) — lim In (14+3x) % 3_x:§
x—0 2x x—)O 3x 2x 2

h) f(x) = x%In3x

3 5 2.3
2 _ Vi (3 vz Tmrs ) —
}Clir(l)x In3x = llm(\/ lnx) —hm (xslnx) = llm( xslnxS) =0

x—0
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Exercice 3 : Résolution des équations et inéquations
Résoudre dans R les équations, inéquations et systémes suivants :
a) In[2x — 5| — In|3x + 2| = In|x + 1].
b) In(x + 2) = In(—x — 11) — In (x + 3)
¢)In(2 —x) +In(x +4) > In(3x + 2)
d) lni > Inx.

x?2—y2 =700
) Inx —lny = 2ln§

Solution 3 :

Resolvons les équations, inéquations et systémes.

a)

b)

In|2x — 5| — In|3x + 2| = In|x + 1].
Contraintes :

5
{IZx—5|>0 {2x—5¢0 X #F -

3x+2|>0©{3x+2+0% _2
lx+1] >0 x+1#0 3
x#*—1
In|2x — 5| — In|3x + 2| =1n|x+1|=>zn|§’;z = In|x + 1|
2x—5|=|x+1|
3x+2
2x—5 2x—5
3x+2—x+1(1) ou 3x+2——x—1(2)
2x—5
D o=x+le2x-5=x+1)Bx+2)

& 3x2+5x+2=2x-5
& 3x2+3x+7=0

A=9—-4x3x7<0doncS=0¢

In(x+2) =In(—x —11) —In (x + 3)
Contraintes .
x+2>0 x> —2
{—x—11>0@{x<—11donc5=®
x+3>0 x> -3

In(2 —x) +In(x +4) >In(3x + 2)
Contraintes.
2—x>0 x <2
x> —4 2,
{x+4>0(:> 2doncxe]—g,Z[(l)
3x+2>0 x>—§

In2—-x)+In(x+4)>InBx+2)=In2—-—x)(x+4) >In(3Bx + 2)
©2-x)(x+4)-3x—-2>0 —x2-2x+8-3x—-2>0
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©—x2-5x+6>00x?+5x—6<0o (x+6)(x—1)<0
Donc x €] — 6; 1] (2)

Ainsi I’ensemble solution est S =] — %; 2[n] —6;1[=] — g; 1[
1
d) ln; > Inx
Contrainte : x > 0 (1)

lnizlnx@§>x@x2<1(:)x€]—1;1[(2)

Ainsi S=10; +o[n] —1;1[=]0; 1

x2 —y2 =700 (1)
°) Inx —Iny = ZIng (2)

.. (x>0

Contrainte : {y >0
4 x £\% x 16 9
Inx —Iny = 21n§<:> ln;— ln(g) @;_?ﬁy =X (3)
Remplacons (3) dans (1), on a x? — %xz =700
© 175x% = 179200 © x%2 = 1024 doncx = 32>y = 1;96 X 32 =18
§ ={(32,18)}
Exercice 4 : Primitives

Dans chacun des cas suivants, déterminer les primitives de la fonction f sur I’intervalle K.

1 X
a) f(x)—x.+1—m+x2+1, K—]—OO,—l[
sinx+cosx Vs Vs
b) f(x) " sinx—cosx zet K _] 4’ E[
Soit la fonction f : x ~» 2 —2X*2
(x—3)2
1. Déterminer trois nombres réels a, b et c tels que :

b
VreR\3), [0 =at—c+ (x_c3)z-

2. En déduire la primitive F de f sur |—oo; 3], telle que : F(2) =5

Solution 4
Dans chacun des cas suivants, déterminons les primitives de la fonction f sur I’intervalle K.

1 X
a) f(x)—x+1—m+x2+1, K =] —o0; —1]

) et F(x) =§x2+x—ln|x+1|+%ln|x2+1|+

1

f(x)=x+1—i+—(

x+1 2
c celR

2x
x2+1

F(x)=%x2+x—ln(—x—1)+%ln(x2+1)+c celR

b) f(x) = Tt K =% 2]

sinx—cosx



F(x) =In |sinx —cosx| + ¢
F(x) =In(sinx —cosx)+c celR

i : Z_4x+2
Soit la fonction f : x - ———
(x-3)2
3. Déterminons trois nombres réels a, b et c tels que :

b
Vx € R\{3}, f(x)=a+x_3+(x—63)2

. b(x—-3)2+c(x—-3)
fx)=a+ s

ax?+(b—6a)x+9a—3b+c

flx) = _3)°
a=1 2 1
Par identification :{ b = 21 et f)=1+Z-050
c=—

4. En déduisons la primitive F de f sur |—oo; 3], telle que : F(2) =5
F(x) =x+21n|x—3|+x—i3+c c€IR

F(x)=x+21n(3—x)+ﬁ+c c€IR
F(2)=5 implique2 —2In(3 - 2) +—+c=5 —c=4
D’ou F(x)=x—21n(3—x)+ﬁ+4

Synthese :

Exercice 5:
Le repere (O, 1, J) est orthonormé.
Soit f la fonction définie par :

1
f(x)=x—1+;,six£1

f(x)=1-(lnx)?six>1

1. Démontrer que f est continue et dérivable en 1.
Calculer les limites de f aux bornes de son ensemble de définition et préciser les branches
infinies de la courbe representative (C)de f.
Etudier les variations de f.
Démontrer que le point d’abscisse e est un point d’inflexion de (C). Tracer C)

2. Soit h la restriction de f a I’intervalle]1; 4+oo].
Démontrer que h réalise une bijection de ]1; +oo[ vers un intervalle que I’on précisera.
En déduire que h admet une fonction réciproque h™* dont on précisera le sens de variation.
Tracer la courbe représentative de h2.

Solution 5 :
Le repére (O, 1, J) est orthonormé.
Soit f la fonction définie par :

1
f(x)zx—l+;,six§1
f(x)=1-(nx)%six>1
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1. Démontrons que f est continue et dérivable en 1.
e Continuitéen 1

: e _ 1_
}Cl_r)r%f(x) —}CI_I}}X 1+x— 1

< <

. s _ 2 _
}Cl_r)r% f(x) —}Cl_rg 1-(lnx)*=1
> >

f(1) =1, D’ou fest continue en 1

e Limites aux bornes du domaine

lim f(x) =limx—1+-=—o0
X—>—00 X

X——00
lim f(x) = lim 1- (Inx)? = -
X—+00 X—+00

. . 1
chl_r)l}f(x) —}g}x— 1 to= 1
< <
. 1 _ 2 _
}}g} f(x) —}Cl_r)r} 1-(nx)*=1
> >
e Branches infinies
lim 2= jim 1-2+2=1
X X

xX—>—oo X X—>—00
lim f(x) —x = lim —1+:=-1
X—>—00 X——00 X
D’ou la courbe (€C) admet une asymptote oblique d’équation y = x — 1

2
lim £2 = Jim 1-E° _
x>+ X Xx—>+00 X X

D’ou la courbe (€C) admet une branche asymptotique paralléle a I’axe des abscisses.

e Variations de f

f’(x)=1—i six<1

x2’
Vx <1, f" (x)=0etfestcroissante

f'x) = ZlnTx, six>1
Vx>1,f(x)>0 et f est strictement croissante

e Démontrons que le point d’abscisse e est un point d’inflexion de (C).
fle)=25-
() =0 implique2 —2lnx =0 »Inx =1->x=e
D’ou le point d’abscisse e est un point d’inflexion de (C).

2. Soit h la restriction de f a I’intervalle]1; +oo|.
Démontrons que h réalise une bijection de ]1; +oo[ vers un intervalle que ’on

précisera.

2Inx

e ,Six >1 carevérifiex > 1

La fonction h est continue et strictement monotone sur |1; +oo[, dont réalise une bijection
de ]1; +oof vers h(]1; +oo[)=1]1; -1[. Ainsi, h admet une bijection réciproque de J-1 ; 1]
vers ]1 ; +oo[ de méme sens de variation que h car la bijection réciproque conserve le sens

de variation.

Tragons h~1
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Exercice 6 :
Le repere (O, i, J) est orthonormé.
1. Soit f la fonction définie par :

fO) ==+In |x—1].

a) Etudier f et dresser son tableau de variation.
b) Calculer f(0) ; en déduire le signe de f.
2. Soit g la fonction définie par g(x) = xIn|x — 1].
a) Etudier g et tracer sa courbe représentative (C).
b) Soit A le point d’intersection de (C) et (OI), d’abscisse non nulle.
c) Démontrer que A est un point d’inflexion de (C) et écrire une équation de la tangente

(TYa(C)enA.

3. On désigne par h la restriction de g a l’intervalle ]1;4+co[. Démontrer que h est une

bijection de ]1; +oo[ sur R et construire sur un autre graphique les courbes représentatives
dehetdeh™

Solution 6 :

Le repere (O, 1, J) est orthonormé.

1. Soit f la fonction définie par :

l.a)

fO) ="+ |x—1].
Etudions f et dressons son tableau de variation.
Domaine de définition de f.

. (x—=1+0
f (x) existe ssi {IX —1]>0

.(x—1+0
SS|{x_1¢Odoncx¢1

Df =] — o, 1[U]1, +oo[

Dérivabilité et calcul de la dérivée.

X ﬁ est continue et dérivable sur | — oo, 1[U]1, +oo][ car fonction rationnelle.

x = In |x — 1] est continue et dérivable sur | — oo, 1[U]1, +oo] car fonction
logarithme.

Donc f est continue et dérivable sur ] — oo, 1[U]1, +co[ comme somme de fonctions
continues et dérivables sur | — oo, 1[U]1, +oo].

fl(x) — 1 —01| L:ﬂ
(x-1)2 " x-1 (x-1)%°
Sens de variation et tableau de variation.
Vx €] — o0, 1[U]1, +oo[, (x — 1)? > 0 donc le signe de f’(x) dépend du signe du
numérateur.

X —0 1 2 +oo
Car—;
L - || 0 +
lim ju)y=—Tmx— 1] =1Tw=rw, um —+u [x — 1] =—o00;
X—00 x—-1 xH1” X—
. x . o
lim — +In |x — 1| = +00 — o0 F.] Levons I"indétermination

x—1t x—1
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lim == +1In |x — 1| = hm(x )x+(x—1)1n(x—1) = +00(1+0) = 4

xH1t x— x-1t

lim x—+ln|x—1|—1+oo_+oo

X—+00

F(2) = E+1n(2—1)=2+0=2

r'e) |” - - +

f)

o0

1.b) Calculons f (0) et déduisons le signe de f.
f(0) =0donc Vx €] —00;0], f(x) =0;Vx€]0,1[, f(x) < 0etVx €]1,+oo[, f(x) > 0.
2. Soit g la fonction définie par g(x) = xIn|x — 1].
2.a) Etudions g et tracons sa courbe représentative (C)

D, =R —{1}
g
g est continue et derivable sur R — {1} comme produit de fonctions continues et derivables
surR—{1}etona:
g'(x) = Inlx — 1] + == = f(x). Ce qui veut dire que le signe de g'(x) est le signe de f (x).

lim glx) = lim xln|x — 1| = —o0 X 400 = —0 ; lim+xln|x—1|=1><—oo=—oo;
x—1t
11r£1 glx) = hm xln|x — 1| = +0 X 400 = 400
x | —oo 0 1 +oo
g'(x) + ‘ - +
0 +oo

Tragons la courbe (C) de g

& D
5

4

-4 -3 -2 -1 a 2 3 4 5 6
=1
g =2

2.b)  Soit A le point d’intersection de (C) et (OI), d’abscisse non nulle.
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e Démontrons que A est un point d’inflexion de (C)
Notons A(x,, yo), alors x, # 0 et y, = g(x,) = 0. Montrons que g"'(x,) = 0

x—2

g'x)=f"(x) = D7 9"(2) =f"(2) =0 et g(2) = 0. Nous savons aussi f'(x) change
de signe 2. Donc A(2, 0) est un point d’inflexion de (C).
e Equation de la tangente (T) a (C) en A.
M:y=9"2)(x—2)+g(2)org'(2) = f(2) = 2donc
(T):y=2x—-4

3. On désigne par h la restriction de g a ’intervalle |1; +oo].

e Démontrons que h est une bijection de ]1; +oo[ sur R
Sur ]1; +oo[, h est continue et strictement croissante. Donc h réalise une bijection de ]1; + [

sur R.
e Courbesdeheth?

Exercice 7 :
1. Soit la fonction g:x » x3 — x + 1 — 2Inx.
Etudier les variations de g et en déduire le signe de g(x)

2. Soit la fonction f:x = x + 1 + x;lfx et (C) sa courbe représentative. Démontrer que la

droite (A) d’équation y = x + 1 est asymptote a (C).
Etudier la fonction f et tracer (C).
3. Démontrer que 1’équation f(x) = 0 admet une solution unique dont on déterminera une
valeur approchée a 1072 preés.
4. Soit la fonction h: x = x + Inx.
Etudier la fonction h et en déduire que (A) coupe (€) en un point unique dont on déterminera
I’abscisse aa 1072 prés

Solution 7 :

5. Soit la fonction g: x = x3 —x + 1 — 2Inx.
Etudions les variations de g et en déduisons le signe de g(x).
La fonction g est définie sur ]0 ; +oo[

Vx €]0; 4oof, g’(x)=3x2—1—§
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g)=0 - 3x2-1-2=0
- 3x3-x-2=0

Vx €]0; +oof, 3x3—x—-22>0
D’ou g est croissante sur |0 ; +oof

La fonction g est croissante sur ]0 ; 4+oo[ et I’équation g(x)=0 n’admet pas de solution sur
10 ; 4+oo[, par conséquent g(x) est positif.

x+inx

6. Soit la fonction f:x » x+ 1+ et (C) sa courbe représentative.
Démontrons que la droite (A) d’ equatlon y = x + 1 est asymptote a (C).

lim f(x)—(x+1) = lim P lim =+ 2=
x—+00 x—+00

D’ou la droite (A) d’équation y = x + 1 est asymptote a (C).

e FEtude de la fonction g
llm f(x) = llm x+1+22% =

x+lnx

hmf(x)—hmx+1+ = —o00
> >
La fonction g est définie sur ]0 ; +oo[

145 )x2—2x (x+1lnx —x— 3 _xt1—
f’(x)=1+( x) - ( )=1+1x21nx=x x+1-2Ilnx g(x)>Ocarg(x)>

4 x3 x3
0

La fonction g est croissante sur ]0 ; +oo[.

7. Démontrons que 1’équation f(x) = 0 admet une solution unique dont on déterminera

une valeur approchée a 107 prés.

La fonction f est continue et strictement monotone sur ]0 ; +oo[, dont réalise une
bijection de |0 ; +oof vers ]-oo; 0] et de plus 0 appartient a ]-oo ; 0] ,par conséquent
I’équation f(x) = 0 admet une solution unique.
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FONCTIONS EXPONENTIELLES

Exercice 1:

Résoudre dans R les équations et inéquations suivantes :

e(x—4)(2x—1) =1 el2x—11 — 16 e\/z—x + ex2—1 =0

e?* —8e*+15=0; e3* —6e?* +8e* >0 3.5¥ —5=* _2 =90
21%=5 4 2%l = ¢ % = (Vx)?; 2e% 4+ 3e7¥ = 3% 42

ex+eﬂx=1, meR

Solution 1 :
Résolvons dans R les équations et inéquations suivantes :
a) e(x—4)(2x—1) -1 e(x—4)(x—1) — eO
ox-4)2x-1)=0
©Sx—4=0o0u2x—-1=0

1 1
Sx=4oux=- doncS = {—;4}

2 2

b) e|2x—1| =16 & e|2x—1| — eln16
S |2x—1|=mhl6 o 2x—1=Inl6ou2x —1=—Inl6

1+4in2 1-4In2
SXx=——0 = >

C) eVi ™ 4 X1 = impossible car x — e* est toujours strictement positive donc x ~

eV27x 4 ex*-1 qui est la somme de deux expressions strictement positives est strictement
positive. Donc S = @

d) e?* —8e*+15=0
posons X = e*onaX?—-8X+15=0=>X=30uX=5;
Donc x = In3 ou x = In5.

e) e3* —6e?* +8e* >0 o e¥(e?* —6e*+8) >0
e*>0>e*(e?*—6e*+8) >0 e** —6e*+8>0;
Posons X = e* alorsonaX?—-6X+8>0 (X —-2)(X—4)>0
& (e¥ —2)(e* —4) > 0donc S =] — oo; In2[U]2In2; +oo[ ;

f) 3.5 — 517 _2 =0 3.5% — 51— 2,55 =0
& 3.5 _2. 5 _5=0

Posons X = 5% alorsona3X —2X—5=0
A=(=2)% - 4(3)(=5) = 16 + 60 = 76

or

Donc VA = 2v19 ainsi X = 2220 gy x = 2210 ox 22219 _ ) ox 2+22‘/1_9
22219 () donc 5% = %ﬁ est impossible. Ainsi 5% = %‘/ﬁ & e¥ns = %ﬁ
n 242v/19
Donc xIn5 = ln(@):x= ( 2 )
2 In5
(2x-1)?
g) 24575 422571 = 6 292273 4 2271 _ g = o I 4 21 _6 =

e 2@x-1? 4 g 22x-1_ 48 —
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posons X = 22x~1
onaxX?+8X—-48=0
A = 64 — 4(1)(-48) = 64+192 = 256 donc VA = 16
X = —8-16 —120uX = —8+16 4
& 22X-1 — _12 oy 22%~1 = 4 or 22%¥-1 = e(Zx—l)l‘nZ
3

Donc e®* V2 = 4 d’ou (2x = Din2 = Indorlnd =22 =>2x —1=2 & x =
) 0 = (VR o el _ gainle _ in
donc Vxlnx = lnx © Inx(Vx —1) =0 & Inx =0oux=1=>x =15 = {1}.

i) 2e2* +3e ¥ =3e¥+2 2e3¥ —3e2* —2e¥+3 =0

posons X =e*;ona2X3—3X2-2X+3=0

X = 1 est racine évidente donc 2X3 — 3x% — 2X + 3 est factorisable par X — 1.

Donc 2X3 —3x2 —-2X+3 = (X - 1)(2X? - X —3).

2X3 —3x2-2X+3=0X-1)(2X?-X-3)=0oX=10u2X?-X-3=0
A=1-42)(-3)=1+24=25=>+A=5

1-4 3 5 . . 5
Alors X = - =3 oquz.AlnSIxzln10ux=lnz<:>x=00ux=ln

{0; In5 — 2In2)}

% 5=
4
- m

i) ex+e—x=1<:>e2x—ex+m=0

posons X = e*,onaX?—X+m=0

A=1-4(1)(m)=1-4m

Sim €] on 1, A>0m 5 = Iy y | v

Dans ce cas e = ——— V12‘4m ou e¥ = 1+\/12—4m_

Sil—-vV1-4m>0&1-4m <1< m> 0 alors I’équation a deux solutions réelles
1-V1-4m 1+V1-4m

x =lIn oux =lIn

2
1+V1-4m
2

) 1., ) ) 1
Sim = " I’équation a une solution double x = lnz ;

Sim < 0 alors I’équation a une solution x = In

Sim €] i ; +0oo[, I’équation n’a aucune solution.

Exercice 2:

Résoudre dans R? les systémes suivants :

{Zex —e¥ =15 . {ezx =7e¥t1 - 10
e¥ +2e¥=40" x—y=1

{ 2%ty =14 {3x—5y+4=0
2X 4+ 2V =4/18" 35x+y_ 3—x—5y =81

Solution 2 :

Résolvons dans R? les systémes suivants :
X _ LY —
) {Ze e 15

X +2Y =40
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Raisonnons par la méthode du déterminant.

12 -1 e 15 =1 oA (2 15| _
AS—|1 2|—4+1—5,Ax—40 2|—70,Ay—|1 4ol =65
=>X=&=2=14;Y=ﬂ=§=13

As 5 As 5

©e¥=14; e’ =13
© x =1Inl4;y =In13 donc S = {(In14;In13)}

e?* =7e¥*1 — 10
b){ x—y=1
x=y+1=>e?**—7e*+10=0doncX =e*alorsonaX?-7X+10=0< (X —
2)(X—-5)=0doncX =20uX =>5.
& x =In2 oux = In5
©y=Imn2—1ouy=—-1+In5doncS = {(In2;n2—-1);(n5; —1 + In5)}

c) { 2 =14 @{ 2727 =14 @{ Xr =14 avec X =2¥etY =27
2°+2V =18 12*+2Y=+v18 X +Y =18

X et Y sont solutions de 1’équation x? —+/18x + 14 = 0. Résolvons cette équation.

A=18—-4(14) = -38< 0donc S = Q.

3x—-5y+4=0

) 35x+y3—x—5y =81
35x+y3—x—5y — 35x—x+y—5y: 34x—4y
34x-4y = 34(x~¥)= 81 or 81 = 3% = (X3 — H4IN3 4y — y)In3 = 4In3
= x —y = 1.Donc
3x —5y=—-4

x—y=1
3x—5y=—4:{ 3x =5y =-4(1)

x—y=1 -3x+3y=-3(2)
(1)+(2)$—2_’y:—7:>y:§
3x—5y=—4:{ 3x — 5y =—-4(3)

x—y=1 —5x+5y=-5(4)

Donc S = {(g; %)}

Résolvons par la méthode des combinaisons ce systeme.

@+@)=>-20x=-9=>x==

Exercice 3:
Pour chacune des fonctions suivantes, préciser I’ensemble ou f est dérivable et calculer sa
dériveée.

D) f() = Ver =2 2 9 = Sy 3) h(x) = e
4) i(x) = In |5 5) j(x) = (x + ¥ 6) k(x) = 75
Solution 3 :

Pour chacune des fonctions suivantes, précisons I’ensemble ou f est dérivable et calculons sa
dériveée.
1) f(x) =+veX -2

f (x) existe si et seulement si e* — 2 > 0 & x > In2. Donc Dy = [In2; +oo]
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f est continue sur [(n2; +oo| et dérivable sur |in2; +oo[ etona:

I _ e*
f') ===

er—l
2) g(X)—m Dg—R
2x—1(,.2 _ 2x-1 2X—1(,.2 _
g est continue et dérivable sur R etona g'(x) = Ll G L 0

(x2+1)? (x2+1)?
er—l(x_l)Z
(x2+1)2
1
3) h(x) =ex?+1; D, =R
1
h est continue et dérivable sur R etona: h'(x) = — ——5ex?+1
(x%+1)

, _ e*—1

4) i(x)=1In ex+1|

. . . . le¥-1
i(x) existe si et seulement si |ﬁ| >0

. .e¥—1 *— p . - .
Si et seulement sis 0o {e 1=+0 = x # 0. i est continue et dérivable sur R* et on
er+1 e*+1+#0
e*-1\ e*(e¥+1)—e¥(eX-1) 2e%
Y _ (ex+1> (eX+1)° _ (eX+1? _ 2e%
a.t (x) — reX-1\ — eX-1 = reX-1\ e2%X_1
(ex+1) (ex+1) (ex+1)

241
xx+ >0 x>

1
5) j(x) = (x+ i)x = ™"+ j(x) existe si et seulement si x + i >0
0 donc D; =]0; +oo[
] . . . .y _ 1 1 xln(x+l)
j est continue et dérivable sur ]0; +oo[etonaj'(x) = |x (1 —=)+t(x+-)]e x

j’(x) — 2xexln(x+%)

6) k(x) = 7x+3= ex+3™ ; D, = R — {—3}
k est continue et dérivable sur R - {-3} comme composée de fonctions continues et dérivables
2x(x+3)-x?

’ _ ] xx_2m7 = xzﬂ
sur R\{-3} etona k'(x) = i3y In7.ex+3™" = 13)’

Calculer les primitives des fonctions suivantes sur I’intervalle K :

a) f(x) =e*tt K=R

b) f(x) = sinx e€>* K=R

¢) f(x) =(1+ tan®x)etan* K= R\{g + 2k, —g+ 2kn}, keZ
d) f(0) = K =R\ {x € R tel que 2x + e2* # 0}
e) f(x) = 2xe3%°+1 K=R

f) flx)=2% K=R

Solution 4 :
Calculons les primitives des fonctions suivantes sur 1’intervalle K.
a) f(x) =e™ ™ = Flx)=—e"" +c

b) f(x) = sinxe®* = F(x) = —e®* + ¢
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c) f(x) = (1 + tanzx)eta"x = F(x) = et + ¢
d) f(x) T 2x+e?x = Fx) =3 ln (2x+e2x) te

e) f(x) = 2xe 3%+ o F(x) = _§6—3x2+1 +c

f) f(x) =2% =e*"2 = F(x) =mi22x+c

Etudier les limites des fonctions suivantes, définies par f(x) aux points proposés. S’il ya lieu,
préciser le comportement a gauche ou a droite.

-1

a) lim— b) lim €1t lim =t c) lim
xo1 x—1 x—0 Vx x—o+00 Vx 0x2+x
sinx_1 e2X_pX
d) limZ e) li
) x—0 X ) x—0 Sinx f) X —>—00
. x . 2 £ .
g) lim2x +— h) lim vxe ™ i) lim 2% — x?
x—0 er—1 X—+00 X—+00
1
. . 1 ) ) 1
i) lim 2% v k) lim eV —¢Vx ) lim —=
x—1x-1 x—+00 x—+o0o (Inx)*
Solution 5 :
Etudions les limites des fonctions suivantes :
. eX- . 11 . |
a) lim<= = lim &1 = limeE—)=exl=e
x—1 x—1 x—1 x—1 u—-0 u
X—1 e¥X-1 eX—-1 eX
b) limE= = limVx.=—==0x1= : lim = lim == lim — =
) x>0 Vx x—>0\/_ x x—>+00 VX Xx—+00 VX x—>+oo\/_
400 X 400 = 400
. X— . -1 1
¢) ims—=lim*—x—=1x1=
x->0Xx“+x x>0 X x+1
lim sinx _ 1
eSinx_ sinx x
d) lim & F = =1i mSl:x X es_nx =1 car esinfc:);) g
4 *20 ‘ im——=lim— =1
x—-0 Sinx u-0 u
e2X_gX . 2X_ X . x_q
e) lim2 =limEX—x—=lime*.*—=x—=1x1x1=1
x—-0 sinx x—-0 X sSinx x—0 X sinx
f) = —0
X—>—00
h) lim \/Ee = O (croissance comparée)
X—+00
I) lim 2% _x2 = lim exlnz _eZInx = lim exan(l _ Zlnx xan) = lim exan(l
X—+00 X—+00 X—+00 X—+00
Inx
ex(ZT_lnz)) =400 X —00 = —00

1 i 1
) limﬂeﬁ= im ¥ ex = lim u/1+ e* = lim ue" X f1+— 0x1=0
x-1"x—1 x-0" X u—-—o00 U—-—00
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1
lim eV**1 — V¥ = lim eV¥(e¥V**1-VX — 1) = lim eV*(evrrirvx — 1) =

x—+00 x—+00 x—>+00
1 1
. eVx eVaFitVx—1 ) eV eVX+1+Vx—q
lim mhﬁx T = lim =— X T =400 X 1 = +oo car
X+ VX+i+Vx X2+ 1+-+1) VXF1+Vx
1
lim £ €971 g en posant .
im ——— =lim = =
x—+00 Trriiie u-0 u Vx+1+/x
Inx xlnx xlnx
) lim —/= = lim = lim = lim xlnxe ™™ = lim ue % =
) x—o400 (INX)¥  xs4o0 (X)X xotoo XMX y 4o u-+o0o
Exercice 6:

Dans ’ensemble C des nombres complexes, on considére 1’équation (E) : z3 + (3 —d?)z +
2i(1 + d?) = 0, ou d est un nombre complexe donné de module 2.
l.a) Vérifier que 2i est une solution de I’équation (E).
1.b) Résoudre dans C I’équation (E).
2) Dans le plan complexe P, on considére les points A, B, M et N d’affixes respectives
2i,—i,—i+det-i—d;

a) Calculer MN et déterminer le milieu de [MN].

b) En déduire que lorsque d varie dans C, les points M et N appartiennent a un cercle
fixe que I’on précisera.

c) Dans le cas ou AMN est un triangle, montrer que O est le centre de gravité du
triangle AMN.

d) En déduire les valeurs de d pour lesquelles le triangle AMN est isocéle de sommet
principal A.

Solution 6 :

(BE):z22+(3—-d®z+2i(1+d?») =0

1.a) Veérifions que 2i est solution de (E).

(2i)% + (3 —=d?)(2i) + 2i(1 + d?) = —8i + 6i — 2id? + 2i + 2id?* = 0 donc 2i est solution
de (E).

b) Résolvons dans C I’équation (E).

23+ (B3 —-d¥)z+2i(1+d?) = (z—-20)(z* + 2iz—1—d?
Résolvons z2 + 2iz—1—-d?* =0

A=-4—4(1)(-1-d®) = 4d2donc VA = 2|d| =2 x 2 =4

Ainsizy = 22 =_1—jetzy=1—idoncS ={—1—1i;1—i;2i}
2) A(2i) ; B(-i) ; M(-i+d) ; N(-i-d).

a) Calculons MN et déterminons le milieu de [MN].

Notons | le milieu de [MN], alors z, = ZM;Z” = _”dz_l_d =—i
b) lorsque d varie dans C, IM = IN =2, donc M et N décrivent le cercle de centre I et de
rayon 2.

¢) Montrons que O est le centre de gravité du triangle AMN. Pour cela, il suffit de montrer
I’affixe du centre de gravit¢ de AMN est I’affixe de O.

+Zy+ 2i—i+d—i—d .
A = — : % =0 = z, donc O est le centre de gravité de AMN.
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d) Déduisons les valeurs de d pour lesquelles AMN est isocele de sommet principal A.
AMN est isocele de sommet principal de A si |zy, — z4| = |zy — 24]

e |-i+d-2il=|-i—d-2i|le|-3i+d| =|-3i—d|e d*+9 =d?+9ce qui est
toujours vrai quelque soit la valeur de d.

Exercice 7:
x—1

Soit la fonction f: x - e x*
a) Préciser le domaine de f. montrer que f admet une limite finie en 0. On notera g le
prolongement par continuité de f.
b) Calculer les limites de f en +oo et en -co
¢) Montrer que f est dérivable sur R, et calculer sa fonction dérivée.
En déduire le sens de variation de f.
x ux)
montrer que g est dérivable en 0 et donner une équation de la tangente a la courbe de g au
point d’abscisse 0.
e) Tracer soigneusement la courbe représentative de f dans un repére orthonormal (prendre
3cm pour unité).

d) Calculer lim Z% (En posant u(x) = 222, f(x) =
x—>0 X X

Solution 7 :

x—1
fx)=e*
b) montrons que f admet une limite finie en 0.

x-1 _
lirré ex> =0car lin(l)xx—z1 = —oo et lim e* = 0 donc f est prolongeable par continuité en 0.
x— xX— X—>—00
x—1
b) lim f(x)=1; lim e# =
X—+00 X—>—00

c) Montrons que f est dérivable sur R*

-1 , . . . , .
x — 2= est dérivable sur R* car fonction rationnelle, donc f est dérivable sur R* comme

x2
. . L. -1\ =1 1(x?)-2x(x-1) %=t
composée de fonctions dérivables sur R* etona f'(x) = (xx—z) ex = %e X
_ —x?+2x X1
= X
x4

Déduisons le sens de variation de f
> flx)=0>x=00ux=2

X —00 0 2 400
f(x) - + -

Vx €] — o0; 0[U]2; +oo[, f'(x) < 0 donc f est strictement décroissante ;
Vx € [0; 2], f'(x) > 0 donc f est strictement croissante.

x—1
S U R R U e 1l
d) lim T® _ Jim &5 = lim 2.ex @ = lim we % = lim we Y02 =0
x—-0" X x—-0" X x—-0" X U——00 U—-—0oo

Montrons que g est dérivable en 0
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lim 292799 _ iy 1O _ ¢ done g est dérivable en 0. Ainsi la tangente en 0 a C, est (T) :

x—>0 x—0 x—0 X
y=0
e) Tracé de (C,)

e

xX_
On considére la fonction numérique f de la variable réelle x définie par : f(x) = ex+1 et (Cr)

sa courbe représentative dans un repére orthonormé (0, 1,) du plan.
1.a) Calculer la dérivée f* de f et dresser le tableau de variation de f.
b) Etudier le signe de la dérivée seconde et en déduire la position relative de (Ct) par
rapport a sa tangente To en 0.
¢) Démontrer que 1’origine O du repére est un point d’inflexion pour la courbe (Ct)
2. a) Montrer que f réalise une bijection de R vers un intervalle I de R que I’on précisera.
b) Soit g la bijection réciproque de f et (Cg) sa courbe représentative. Montrer que pour

toutxdel, g(x) = In (g)

3. Construire dans le méme graphique les courbes (Cs) et (Cg). (On prendra 2cm comme
unité sur les axes de coordonnées).

Solution 8 :
=50

1.a) Calculons f'(x)

, __e¥(e*+1)-e*(e*-1) _ ., _ 2e”
[0 =—"mm— =) =G
Dressons le tableau de variation

e Calcul des limites

X X

e"—1 . e”—1
=—1; lim
X——00 eX+1 X—+00 eX+1

e Sens de variation et tableau de variation
Vx €R,f'(x) > 0 donc f est strictement croissante.

=1
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X —00 ECe)

f(x) +

f(X) /
-1

b) Signe de f” et étudions la position relative de la courbe de f par rapport a la tangente (7).
’ 2e*(e*+1)%2—4e?*(e*+1 2e*(1-e*

f ( ) - (e"+1)2 f (x) o ( (e)x+1)4 ( ) = (e’E+1)3)

f'fx)=0e1-e*=0x=0

= Vx €] —o0;0[, f""(x) > 0 donc f est convexe. Dans ce cas la courbe de f est au — dessus

de toutes ses tangentes. En I’occurrence (Ty) ;

Vx €]0; +oof, f"(x) < 0 donc f est concave. Dans ce cas la courbe de f est en dessous de

toutes ses tangentes. En 1’occurrence (Tj).

¢) O est un point d’inflexion car la courbe de f traverse (T,) en changeant de concavité.

2.a) d’aprées le T.V de f, f est continue et strictement croissante sur R. Donc elle réalise une
bijection de R — ]-1; 1J.

b) Soit g la bijection réciproque de f. montrons que g(x) = In Gt)

Soity €]—1; 1[

y=fx)=>y=

1+y
X —
>e —1_y ln(

)=e¥-leoe*(y-1)=-y—-1
Dy =f)=>x=f"() e x=g(y)doncg(y) =In (=

Comme la variable est muette, alors g(x) = In (1+x)

1-x

1+y 1+y

3. les courbes (Cf) et (Cg) sont symétriques par rapport a la premiere bissectrice.

Tracé de (Cf) et (Cg).
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Le plan est muni d’un repére orthonormé.

Soit (D) la droite d’équation x = 2. Les points M et F du plan () ont pour affixes respectives z et 1
—1.

1) Exprimer en fonction de z, la distance de M a la droite (D).
2) On suppose z+ z—4 # 0. pour tout réel m strictement positif, (I'm) est I’ensemble des
points M dont I’affixe z est solution de I’équation (E,,) suivante :|z —1 +i| —m|Z+ z — 4| =
0.

a) Déterminer suivant les valeurs de m la nature de (I'm).

b) Pour m =1, donner les élements caractéristiques de (I'1).

Solution 9 :

Le plan est muni du repére orthonormé.

(D) est la droite d’équation x = 2. Les points M et F ont pour affixes z et 1-i.

1) Exprimons d(M, (D))

d(M, (D)) =2 = |x — 2] = 224

2) Onsuppose z+zZ—4+0,onnote () ={M(z) EP/|lz—1+i|l—m|Z+z—-4| =
0}

a) Nature de (T;,,)

onalz—1+4+il-mlz+z—-4|=0|z—1+i| =m|zZ+ z— 4|

S |z—zp| —m|Zz+z—-4| © FM =2m.d(M, (D))

On consideére la fonction f définie sur R par f(x) = In (e* + 2e7%).
La courbe (C) représentative de la fonction f dans un repére orthogonal est donnée ci —
dessous.
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N4

Partie A : Etude de la fonction f.

1. Montrer que, pour tout réel, f(x) = x + In (1 + 2e~?%).

On admet que, pour tout réel X, f(x) = —x + In (2 + e¥).

2. Calculer xl_i)r;noo f(x) et montrer que la droite (D) d’équation y = x est asymptote a (C).
Etudier la position relative de (C) et (D).

3. Calculer JCl_i)r_noo f(x) et montrer que la droite (D”) d’équation y = —x + [n2 est asymptote
a (C).

4. Etudier les variations de la fonction f. Montrer que le minimum de la fonction f est égal a
;an.

5. Tracer les droites (D) et (D’) sur la figure.

Solution Probléme 1 :
f(x) =1In(e* + 2¢e7¥)

Partie A :

1. Montrons que f(x) = x + In (1 + 2e~%%).

f(x) =1In(e* + 2e7*) = In(e*(1 + 2e7?¥)) = Ine* + In(1 + 2e7**) = x + In(1 + 2e~%)
2. lim f(x) = xl_i)rfoox +In(1 + 2e7%*) = +oo

X—+0co

Montrons que la droite (D) d’équation y = x est asymptote a (C).
lim f(x) —x = 1ir11 In(1+2e72*) =0 donc la droite (D) d’équation y = x est
X—-+0o

X—>+00
asymptote a (C).
3. lim f(x)= lim —x+In(2 +e%*) = +
X—>—00 X——00
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Montrons que la droite (D) d’équation y = —x + [n2 est asymptote a (C).

lim f(x)— (—x+n2) = lim —x+In(2+e*)—(—x+1n2) = lim In <2 (1 +
xX—>—00 X——00 X—>—00

ez:c _ . eZX . s sz .
T) —In2 = xl_l)rpoo In (1 + T) =0 donc la droite (D’) d’équation y = —x + [n2 est
asymptote a (C).
4. Etudions les variations de f.
fo = e

fl(x)=O$ex—26_x=O@ezx—2=0@2x=ln2c}x=m72

Sens de variations et tableau de variation.

f (lnz) —In (eln\/f + ze—ln\/i) = In (\/E + %) = 11’1(

4

)= Ind — Inv2 = zzn2—§ln2 =

£} 2
%lnz. A
X —00 MTZ +00
f@ - 0+
+00 +00
f(x) \3 /
=In2
2

Donc glnz est le minimum de f .

5. Tracé des droites (D) et (D).

-2 -10 10 12 14
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Probléme 2 :
Partie A :

2lnx

Le but de cette partie est d’étudier la fonction f définie sur ]0 ; +oo[ par f(x) = x + —

(C) est la courbe représentative de f dans un repére orthonormal (O, 7,7) (unité graphique :

1cm).

1. Etude de la fonction auxiliaire g définie sur J0 ; +oo[ par g(x) = x% + 2 — 2Inx.

a.

C.

Etudier le sens de variation de g et calculer g(1).

b. En déduire le signe de g(x) pour tout x de 0 ; +oo[.
2. a.
b

. Etudier les variations de f et dresser son tableau de variation.

Calculer les limites de f en 0 et en +oo.

Montrer que la droite A d’équation y = x est asymptote a (C) et étudier la position de

(C) par rapport a A.

d.

Déterminer les coordonnées du point A de (C) sachant que (C) admet en A une tangente

parallele a A.

e.

Tracer (C), A dans le repére (O, 1, 7).

3. Montrer que I’équation f(x) = 0 admet une solution unique x,. Prouver que % <xo<1.

Partie B :

Le but de cette partie est de déterminer une valeur approchée de x,.

On désigne par h la fonction définie sur JO ; +oo[ par h(x) = e"x7

2

1. Montrer que x, est I’unique solution de 1’équation h(x) = x.

2. On note I I’intervalle [1; 1]. Montrer que, pour tout x appartenant a I, h(x) appartient aussi
2

al.

3. a.
b.

C.

Calculer la dérivée h’ de h et 1a dérivée seconde h’’ de h.
Etudier les variations de h’ sur [.

1
En déduire que, pour tout x de I, ona |h'(x)| < e =.

4. On considére la suite définie par uy, = 1 et u,,.; = h(u,) pour tout entier naturel n de N.

a.
b.

7 1
Montrer par récurrence que, pourtoutnde N:-<wu, <1
2

En utilisant I’inégalité des accroissements finis, montrer que, pour tout n de N ,

1
[Unt1 — xol < €7 2|uy, — X

C.

n
En déduire que, pour toutnde N : |u, —xo| < e 2

5. a. Déterminer le plus petit entier naturel n, tel que, pour tout entier n > n,, on ait:

1 _n
sez< 1072,
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b. Montrer que |u,, — x| < 2.107%. Que représente u,_ relativement a x, ? Calculer u, a

2.1072 pres par défaut.
Solution Probléme 2 :
Partie A :
2lnx

Le but de cette partie est d’étudier la fonction f définie sur ]0 ; +oo[ par f(x) = x + —

1. Etude de la fonction auxiliaire g définie sur ]0 ; +oo[ par g(x) = x? + 2 — 2Inx.

a) Etudions le sens de variation de g.

L 2 2x%-2
o Dérivée: g'(x) =2x — == ad

X
e Signedeladérivée:g'(x) =0 x=1oux=—-10r—1¢&J]0; +oof
e Sens de variation :vx €]0; 1[, g'(x) < 0; Vx €]1; +oo[, g'(x) > 0.
Calculons g(1) : g(1) = 3
b) Signe de g
Pour cela, il faut déterminer le T.V de g.
e Calcul des limites aux bornes du domaine :
limg(x) =+ ; lim g(x) =+
x—0 xX—+
e T.V.deg

X 0 +o0

g'(x)

1
_ (P n
gy | | T

D’apres le T.V. de g on constate que g(x) > 0, Vx €]0; +oo.

2.a. Calculons les limites de f en 0 et en +oo

. 0 2lnx . 2lnx
lim f(x) =limx + — = —oo ; limx + — = +oo0.
x—0 x—0 X x— X

3

b) Etudions les variations de f et dressons son T.V
o Deérivée:
f est continue et dérivable sur J0; +oo[ comme somme de deux fonctions continues et dérivables
sur ]0; +oo[etona:
"(x) _ 1-Inx\ _ x2+2-2Inx _ 9
fr@=1+2(=F) = .

x? x*
e Signe de la dérivée : le signe de f’ dépend du signe de g. Donc, comme g >0 alors > > 0.
e Sens de variation : f est strictement croissante sur ]0; +oo.

e TVdef
X 0 +o0
£ .
+0
FG) /
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c. Montrons que la droite A d’équation y = x est asymptote a (C) et étudions la position de (C)
par rapport a A.

lim f(x)—x= lirP 2 MTx = 0 donc la droite A d’équation y = x est asymptote a (C).
X—+ 00

X—+00
Posons h(x) = f(x) —x © h(x) = ZlnTx
Onah(1)=0

+00

X 0

1
h(x) - CF +

Vx €]0; 1[, h(x) < 0 donc f(x) < x = (C) est en dessous de A ;
Vx €]1; 4o, h(x) > 0 = f(x) > x donc (C) est au — dessus de A.

d. Déterminons les coordonnées de A (x4, y,4) de (C) sachant que (C) admet en A une tangente
parallele a A.
(C) admet en A une tangente paralléle a A & f'(xy) = 1.

Orf'(x) = gif) donc f'(xy) =1 @%: leogky)=x2©2-2lnx, =0 x, =e.
A

ya=f(xy) =e +§ donc A(e, e +§).
e. Trace de (C), A.

3. Montrons que 1’équation f(x) = 0 admet une solution unique x,
lin(l)f(x) =—-00<0
X—

est continue et strictement croissante sur R et{ 7.
f lim f(x) =+ >0
X—+0o0

alors, d’apres le

T.V.l f(x) = 0 admet une solution unique x,. De plus, f G) = %— m2<0etf(1)=1>0

1
doncz <xp<1.

Partie B :
Le but de cette partie est de déterminer une valeur approchée de x,.

h(x)=e 2
1. Montrons que x, est I’unique solution de I’équation h(x) = x.

xOZ

Inxg 2 . % X
=0 x5+ 2inxy = 0 © Inx, ——Tdoncxo =e 2.

Onsaitque f(xg) =0 xy + 2

Xo
Alors x, est I’unique solution de I’équation h(x) = x.

2. 1 :[i; 1]. Montrons que Vx € I,h(x) € I.
2 2 1 1

SoitxEl,i<x<lo<iclo-lc L loeichix)<es

2 8 2 2 2 2 8

1 1
=3 % <ez< h(x)<es<1ldonch(x)E€l.
3.a) calculons h'(x)et h''(x)

2

X x2 x2 XZ
h'(x)=—xe 2z = —x.h(x) > h"(x) = —h(x) —xh'(x) = —e 2 +x%¢ 2 = —e 2z (1 —x?)
b) Etudions les variations de h’ sur I.
hM'(x)=0 x=+1
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Calcul des limites
, (1 N -1
h(;): s;h'(1)=e2

X % 1
h// (x) _
_1
e 8
W | T~
e_%

Donc Vx € I,e_% < h'(x) < e_% =>Vx el |h(x)| < e_%.

4. On considere la suite définie par uy = 1 et u,,; = h(u,) pour tout entier naturel n de N.

a. Montrons par récurrence que, pour tout n de N : % <u,<1

Soit la proposition P définie par : {vn € N,% <u, <1}

e Montrons que P est vrai au 1*' rang.
u, =1 et% <1<1 donc% < uy < 1.D’ou P est vrai au 1* rang.

e Soitn € N, supposons que P est vraie au rang n. Montrons que P est vraie au rang n + 1 i.e.
montrons que% SuUps <1
On a% < u, <1etu,,, = h(u,). Celaveutdire u, € I. Or d’aprés la question 2 h(u,) €
lie. % < Upy1 < 1d’ou P est vraie au rang n + 1.

Conclusion : vn € N,% <u,<1

b. En utilisant I’inégalité des accroissements finis, montrons que, pour tout nde N, |uy4q —

Xo| < e_glun — x|

1
h est continue et dérivable sur I, x, e letvVx € I, |h'(x)| < e 2, Vn € N,% <u,<1

1
alors, en appliquant 'T.A.F. sur [u,, xo] on a |h(u,) — xo| < e z|u, — xo| © |upy1 — x| <
1
e_Elun - xOl
n
c. Déduisons que, pour toutnde N : |u, —xo| < e 2z
Raisonnons par récurrence
n
Soit la proposition P définie par : {vn € N, |u,, — x,| < e 2}
e Montrons que P est vraie pourn = 0

1 1 _0 _0
Uy = 1et5<x0 <1=>0<1-—x <jete 2= l1donc |uy— x| <e 2
D’ou P est vraie pour n = 0.
Soit n € N, supposons que P est vraie au rang n et montrons que P est vraie au rang n+1 i.e.

n+1
montrons que |u,; — Xol < e 2z
1 1, n _nt1
Onafuper — xol < e 2[uy — x| © |Upyqr — x0| < €72 (6’ 2) S |uppr — Xl < ez,
5.a  Déterminons le plus petit entier naturel n, tel que, pour tout entier n > n,, on ait :

1 _r
sez< 1072,
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1o <107 e72 < 210720 —2 < 1n (2.1072) & n > 2In (2.1072). Prendre n, =
E(2In(2.1072)) + 1.

b. Montrons que |u,, — xo| < 1072

d’aprés la question 4.c, |un0 — x0| < e_% or d’apres la question précédente, e_% < 2.107%,il
s’en suit donc que |u,, — Xo| < 2.1072

uy, représente une valeur approchée de x, a 2.107% pres.
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CALCULS INTEGRALS

Exercice 1:

1% partie : Techniques de calcul d’intégrales

1 x
a) fo (xZH)Z dx  b) [, ==

dx ) [*xtan®xdx  d) [? sinxsin2xdx
4

e) [ '11—xPdx ) [ (2x+1)V2x + Ldx Q) [ L d
2e partie: Intégrations par parties
a) J2(2x + Dcosxdx b) f02(2x + 1e®**dx c¢) ffz VxInxdx

T

d) f23 ln%dx e) f_ol(x+1)ze‘xdx f) [?zcos3xe?*dx

2

3e partie : Changement de variable.
a) fol xVx + 1dx b) f__83 xV1 — xdx c) fz = 24)2 dx
Solution 1:

1ére partie: Techniques de calcul d’intégrales

x=2t2 =3 p__3(1_1)__3
9) f0(2+1)2 0(2+1)2dx_ 2=l = 2(1 2)_ 4

b) f2¢— ——flgx_+x9 =—f_lzx/9—x+\/%dx=—f_12\/9—xdx+
9f2\/9T
2(9— x)m

= (2921 4 18[9 — 2], = [M] +18(V8 + VIT)

c) sz tan®x dx = _12(1 + tan’x — 1)dx = [tanx —x]*, = [(1-3) = (-1 +3)] =2 -2

_ T sin3x sinx _ _cosSx_ﬂ%_ _(_1,1 1, 1] _1
d) f3smxsm2xdx =+ dx—[ — - ]o_[ ( 6+2)+(6+2)]_

&) [ 11— xdx=- f_1|1 —xPdx = —(J7 11 = xPdx + [[11 — x|dx) = - [ (1 -
x)3dx - [1(—1+x)3dx =

(1-x)* (x=1)*

[ - [ 4= -

n (2x +1)V2x + 1dx [2(2"“) vextl ] 2(3V3-1)
0 [ - = [In |Inx|]§ = in2

2e partie: Intégrations par parties

a) J2(2x + 1)cosxdx
posonsu = 2x + 1 et v = cosx= u' = 2 et v = sinx donc
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f (2x + 1)cosxdx = [(2x + 1)sinx]; f 2sinxdx =m + 1+ 2[cosx]} =m — 1.
b) fl “Vxlnxdx

1
osonsu=Inx=>u’ =-etv' =Vx=>v=-2Vx
X

0 flez Vxlnxdx = [—Zﬁlnx]i 12 flez\/%dx = —4e — 4[\/}]? =—4e—4e+4=—-8e+
1
d) f)m*—dx=[In(1--)dx

4

2
' X3 _ 2 X _  2x

a5 < X 1y

posonsu’=1=>u=xetv=ln(1—xi2):>v

i —i)dx = [xin(1 —xiz)]z —f32—"2dx

2 (x2-1)*

_ 32(x*-1)+2 , 3 I 3 1
Orf ( x2— 1)2 —adx = fz (x2-1)2 dx = f 2 +( 2_ 1)2 dx = [ + fz 2((x—1)2(x+1)2) dx
1 a b c
(x-1)2(x+1)2 E + (x—1)? + x+1 + (;vc+1)2

En multipliant les deux membres par (x — 1) et en remplagant x par 1 ona: b =

déterminons a, b c et d.

1

E

En multipliant les deux membres par (x + 1) et en remplagant x par -1. Ona d = %
En multipliant les deux membres par x et en faisant tendre vers I'infinif,ona: a + c = 0 =
c=-—a
En remplacant x dans les deux membrespar0,ona: —a+b+c+d =1= 2¢c = % =>c= %
1
eta =—-
4

1
_ (3 1 _ 3; 1 1 1 - _1 _
Done I = fZ 2((x—l)z(x+1)2) dx =2 fZ x—1 + 4(x—1)* + 4(x+1) + 4(x+1)? dx =2 [ 4-1n|x

1| -

3
| =i(-m2 -+ ma—+ml—1+m3-3)
4 2 4 3

1
+Zln|x + 1| — rere 8

4(x-1)
3

Alors [1n (1 — Z)dx = [xzn(1 - xiz)]z —[2x3 + (2 -+ Ind—S+Inl—1+

I3 —2)

T
f)  [*rcos3xe**dx
2

T

posons I = % cos3xe®*dx; u = cos3x = u' = —3sin3x
2
1
v = er = v _EQZX
1 3 3 (5 L
I= [E cosBx.ezx]Zn +> [ sin3x.e**dx posons | = [*rsin3x.e**dx
z " ;

. 1
Posons u = sin3x = u’' = 3cos3xetv =e** = v = Eezx

T T

] = [ sin3x. e? ] ~3r=2*  _3ldonci = [lcos?ux.ezx]2 +§(e e —31):>
T2 —4 2 2 T2\ e 2

1_3]=§(e +e_):1=_i(3n+€_n)

4 AN 13

3e partie: Changement de variable
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a) folx\/x + ldx posonsu =x+1=x =u—1quand x = 0, u=1; quand x=1, u =2;
du = dx

Jy 2V Tdx = [ (u = Dvudu = [} (i - Vydu = [Fu?a - %u\/ﬂ]: =2 (a2 -
1) -2(2v2-1)

b) f__ssxx/l—xdx posonsu=1—x=>x=1—uquandx = —8,u = 9; quand x = -3,
u=4:dx =—-du

f_3x\/1 — xdx = f4(1 —wVu(—du) = ff(\/ﬂ—u\/ﬂ)du = Eu u —Euzﬁ]zzg(%@—
4\/_)——(243 4\/‘)_——94

c) fs G Posonsu—3x—4:>x——Quandx—

WIU‘I

,u=1;quand x = 2,u = 2;

dx = gdu
2 X 2 u?+sutie 1 1 02 8 16 1 1612 1
_— = 9 - = — —_ —_ = — - —
f; (3x_4)2dx f1 =—.cdu 27f1 (1+u+u2) du = — [u+81n|u| u]1 —~ 0+

8In2).

Exercice 2: QCM

Q1 : Soit f la fonction definie par foxﬁdt.
f est définie sur -1 ; 1]

f est croissante sur J-1; 1[

f(0) = 1.

f est une fonction paire.

~ =~ (= +——), on obtient f(x) = In (VI —x?)

® o0 oo

Q2 : Répondre par vrai ou faux
On rappelle que 2 < e < 3. Soit f la fonction définie sur R par f(x) = (x + 1)e?*
Pour o réel, on pose I (a) = fa_lf(x)dx

, 1 2a+1
a. Pour tout réel o, ona: (o) = —— — ——e2@

4a? 4
b. lim I(a) = +x

a—>—o
Q3 : Répondre par vrai ou faux.

a) [}cos2tdt = d) f3 sint dt =1

1
2
1
2

b) [#sin2tdt =
o) [, Intdt =1

&) J tetdt =1

Solution 2: QCM
QL: Soit la fonction f définie par: fxL

>0a|0rsfxr—>

f(x) =

01—
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[ —dt = 0% Let f(—x) = —f(x). Deplus f; —dt = 2 ( + )t =

1+t
1 1+
-l (—+E)dt——[—ln|1—t|+ln |1+t|]x:-z =

Donc a et b sont vraies, le reste est faux.

Q2: f(x) = (x + 1)e?*. Pour a réel, on pose I(a) = fa_lf(x)dx

() = fa_lf(x)dx. Par intégration par parties, posonsu = x + let v’ = e** alors u’ =

1
1etv=5e2x

_ 1 2x _lrjaxyp-1o_atl a1 2,1 2¢
I(a)—[(x+1).ze ]a 4[e 12 e Je " te
lim I(a) =+
a——0oo

Donc a. est faux et b est vraie.

Qa3: Repondre par vrai ou faux

a) f cos2t dt = [S”;Zt] donc aest vrai.
b) fozsinZt dt = [— COSZt]Z =~ donc b est vrai.
0
c) ff Int dt = [tint — t] = 1 donc c est vrai.
d == snt ——|* = —1 donc d est faux.
CcoS t cost

e) fol tetdt = [te']} — [ t1i=e—e+1 = 1donce est vrai.

Exercice 3:
1. Soit g la fonction définie sur I’intervalle ]1 ;+oo[ par g(x) = P
a. Déterminer les réels a, b, c tels que 1’on ait, pour toutx > 1: g(x) = — Tt m + ﬁ
b. Trouver une primitive G de g sur I’intervalle ]1 ; +oo[.
2. Soit f la fonction définie sur I’intervalle ]I ;+oo[ par: f(x) = W Trouver une
primitive F de f sur I’intervalle |1 ; +oo.
3. En utilisant les résultats obtenus précédemment, calculer | = f; = 1)2 Inxdx. On
donnera le résultat sous la forme pin2 + gin3 avec p et q rationnels.
Solution 3:
1. Soit g la fonction définie sur I’intervalle ]1 ;+oo[ par g(x) = D)
a. Déterminer les réels a, b et ¢ tels que 1’on ait, pour tout x > 1 : g(x) = = + — 4+ —

x+1 (x-1)
_1

-
b. Une primitive G de g sur ]1 ;+oo[ est G(x) = — In|x| +%(ln|x + 1| +1n |x — 1)).

apres calcul; a = —1; b =

NII—\

2. Soit f la fonction définie sur I’intervalle |1 ;+oo[ par: f(x) = = 1)2 Une primitive F de
fsur]l;+oof est F(x) = —le_l.
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3. Inxdx. Par intégration par parties, posons u' = ——et v = Inx alors u =

I_f2(2 1)2 (2 1)2
etv' ==

x2-1 X
Inx 13 31 !
1= |- xznfl]z + ) s X = - ;”‘1] + [~ Inlx + 2 nlx + 1] +1n |x - 1)). ]

G+1)m2+(-3-1-3)m3=2m2 - 2m3.

Exercice 4:

) . . cpes 1 u?-1
1. Déterminer les réels a, b et c tels que pour tout u différent de > ;u—_l = —l

2. Calculer [°, =

3. Calculerf me cos”x
sinx
Solution 4 :
1 Déterminons les réels a, b et c tels que pour tout u différent de % ;‘u—: = —l
u? -1 3
2u-1_ + e 4(2u-1)
X
2. Calculons f_l —
2_ 2 0
folx “dx = [° (1x+1— > )dX: [x—+f—iln |2x—1|] =—+>+3im3=
-12x-1 -1\2 4  4(2x-1) 4 4 8 1 4 4 8
ElnB
3
3. Calculons [ r—2X
1 2s
J«O cos3x _J-O cosx(l sin x) dx = foncosx(lsinx +l+ 3 ' )dx
-5 1- Zsmx 1-2sinx s 2 4(1-2sinx)
—f n = SINXCOSX +fn cosx + [ n—2X__ iy = [Sm x] + [Smx] + [—Eln 11—
7 4(1-2sinx) n 8
6
Y 1
ZSinxl] = —— i Cm2==-im2
-z 16 8 8 16 8
Exercice 5:

Le plan est rapporté a un repere orthonormal (O, 7,7)

Partie A : Calcul d’une primitive

On note g la fonction définie sur I’intervalle [0 ;2] par g(x) = :

1. Déterminer deux réels a et b tels que, pour tout x € [0,2], g(x) = a + ﬁ
2. En déduire une primitive de g sur [0 ;2].

Partie B : Détermination du centre de gravité d’une plaque homogeéne.

On note f la fonction définie sur [0,2] par f(x) = ?

On considere une plaque homogene formée par I’ensemble des points M(X,y) du plan dont les
coordonnées Vérifient les relations :0 < x < 2et0 <y < f(x). (voir schéma ci — dessous).
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1. Soit S I’aire de la plaque exprimée en unité d’aire. Calculer S.
2. Soit G le centre de gravité de la plague. On admettra que les coordonnées (X, Y) de G sont

, . 1,2 1 (2
données par les formules suivantes : X = Efo xf(x)dxetY = Efo [f(x)]*dx

a. Calculer la valeur exacte de X, puis une valeur approchée arrondie au centieme pres.
b. Calculer la valeur exacte de Y, puis une valeur approchée arrondie au centieme.

Solution 5:
Le plan est rapporté a un repere orthonormal (O, 7,7)
Partie A : Calcul d’une primitive

On note g la fonction définie sur I’intervalle [0 ;2] par g(x) = :

1. Déterminer deux réels a et b tels que, pour tout x € [0,2], g(x) = a + %
g(x) =ﬁ= 1—ﬁdonca= leth=—
2. Déduisons une primitive de g sur [0 ;2].
G(x)=x—1In |x+1]
Partie B : Détermination du centre de gravité d’une plaque homogene.
On note f la fonction définie sur [0,2] par f(x) = ﬁ
1. STaire de la plaque exprimée en unité d’aire. Calculons S.
2
S= [, f()dx =[In |x + 1|]§ = In3.
2. a. Calculons X = %foz xf (x)dx
X=2f g(x)dx = [x—ln |x+1|]g =2 -mn3);
1 2 1 1
b ¥ = et =5[], = s (13 =5
Exercice 6:
Les courbes (C) et (C’) sont données ci — dessous représentent respectivement, dans un repére

orthonormal (O, 1,)), les fonctions f et g définie sur JO ; +oo[ par: f(x) = Inx et g(x) =
(Inx)>.
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1. On cherche a déterminer 1’aire A (en unités d’aire) de la partie du plan hachurée. On note I
= [ Inxdx etJ = [ (Inx)%dx.

a. Vérifier que la fonction F définie sur I’intervalle ]0 ; +oo[ par F(x) = xlnx — x est une
primitive de la fonction logarithme népeérien. En déduire 1.

b. Démontrer a I’aide d’une intégration par parties que J = e — 21.

c. En déduire J.

d. Donner la valeur de A.
Pour x appartenant a [1, €], on note M le point de la courbe (C) d’abscisse x et N le point de la
courbe (C’) de méme abscisse.
Pour quelle valeur de x la distance MN est maximale ? calculer la valeur maximale de MN.

Solution 6:
f(x) = Inx et g(x) = (Inx)?

a. Vérifions que la fonction F définie sur I’intervalle ]0 ; +oo[ par F(x) = xlnx — x est une
primitive de la fonction logarithme népeérien.

F'(x) =Inx+1—1=Inxdonc F'(x) = Inx.

Déduisons |

| = fle Inxdx = [xlnx — x]§ =1

b. Démontrons a I’aide d’une intégration par parties que J = e — 21.

J= fle(lnx)zdx Posonsu = (Inx)? = u' = 2% etv  =1=v=x
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J = [x(Inx)?]¢ — fle 2lnx dx=e — 2I.
c. déduisonsJ

J=e-2.

d. donnons la valeur de A.
A=I—-]J=1—-e+2=3—c¢.

e. déterminons x pour que la distance MN est maximale.

M (féo)' N (g?x)) MN = \/(x —x)2+ (f(x) - g(x))z =|f(x) — g(x)| = |Inx — In?*x| =

h(x)
MN est maximaleen a si h'(a) =0
1

h’(x) — 0 1-2Ilnx

=0 x=e2
X

. 1 1 1
La valeur maximale de MN est |E - Zl =7
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PROBABILITES

Exercice 1 :

Soient A et B deux événements tels que p(A) = % et p(AUB) =
1. Supposons gque A et B soient incompatibles. Calculer p(B).
2. Supposons que A et B soient indépendants. Calculer p(B).

3. Calculer p(B) en supposant que 1’événement A ne peut étre réalisé que si I’événement B
est realisé.

1
>

Solution 1:
Soient A et B deux évenements tels que p(A) = % et p(AUB) = %

1. Supposons que A et B soient incompatibles. Calculer p(B).

p(AUB) =p(A) + p(B) —p(A N B), AetB incompatibles & p(AN B) = 0 donc p(4 N
B)=p(AUB) —p(A) =5 —<==
2. Supposons que A et B soient indépendants. Calculer p(B).

p(ANB) =p(A) x p(B) > p(B) =242 = 2, 52

p(a 101 2

Exercice 2 :
On lance deux fois un dé pipé tel que p(1) = p(3) = p(4) = % et p(2) = p(6) = % Quelle est la
probabilité que la somme des points obtenus soit supérieure a 10(strictement) sachant que :

1. un des résultats est 6.
2. le premier résultat est 6.

Solution 2:
On lance deux fois un dé pipé tel que p(1) = p(3) = p(4) = % et p(2) = p(5) =p(6) =

1. Py =p(5) xp(6) +p(6) x p(5) +p(6) x p(6) donc P; = g +% =3

9
2. P,=p(6)xp(5)+p(6) X p(6) ==

1
3

Exercice 3 :

Une urne contient 4 boules rouges, 3 boules vertes et 7 boules jaunes. On tire simultanément 2
boules dans la boite et on suppose que les tirages sont équiprobables.

Calculer la probabilité d’obtenir :

a. Deux boules de la méme couleur.

b. Deux boules de couleurs différentes.

Solution 3:
Une urne contient 4 boules rouges, 3 boules vertes et 7 boules jaunes. On tire simultanément 2
boules dans la boite et on suppose que les tirages sont équiprobables.

a. Soit P; la probabilité d’obtenir deux boules de méme couleur.
CExCc2xc2
P =
Cia
b. Soit P, la probabilité d’obtenir deux boules de couleur différente :
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1 1 1 1 1

p, = cixci+cixct+cixcl
2 c2
14

Exercice 4 :
Une enquéte effectuée aupres del500 personnes adultes (habitants d’une ville) portant sur les
jeux d’argent indique que :
- 1182 jouent a la loterie (A).
310 vont au casino (B)
190 jouent autant a la loterie qu’au casino.
a. Si une personne adulte (de la ville) est choisie au hasard, quelle est la probabilité
qu’elle joue a la loterie ou au casino ?
b. Quelle est la probabilité qu’elle joue uniquement au casino ?

Solution 4:
N = 1500; N, = 1182; N = 310; Ny = 190
a. calculons p(AuB)
Ng+Np—Ngnp  1182+4310-190 1302

p(AUB) =p(A) +p(B) —p(ANB) =—— =—— W _ 1%
b. calculons p(B\(ANB))

_ _ Np—Ngnp _ 310-190 _ 120 _ 6
P(BAANB) = p(B) ~ p(ANB) = N 1500 1500 75

Exercice 5 :
deux éleveurs produisent une race de poissons d’ornement qui ne prennent leur couleur
définitive qu’a I’age de trois mois :
- Pour les alevins du premier élevage, entre I’age de deux mois et I’age de trois mois, 10%
n’ont pas survécu, 75% deviennent rouges et les 15% restant deviennent gris.
- Pour les alevins du deuxieéme €levage, entre I’age de deux mois et 1’age de trois mois, 5%

n’ont pas survécu, 65% deviennent rouges et les 30% restant deviennent gris.
Une animalerie achéte les alevins a 1’age de deux mois : 60% au premier éleveur, 40% au
second.
1. Un enfant achéte un poisson le lendemain de son arrivée a I’animalerie, c’est — & — dire &
I’age de deux mois.

a. Montrer que la probabilité que le poisson soit toujours vivant un mois plus tard est de
0,92.

b. Déterminer la probabilité qu’un mois plus tard le poisson soit rouge.

c. Sachant que le poisson est gris a I’age de trois mois, quelle est la probabilit¢ qu’il
provienne du 1% élevage ?
2. Une personne choisit au hasard et de fagon indépendante 5 alevins de deux mois. Quelle
est la probabilité qu’un mois plus tard, seulement trois soient en vie ? on donnera une valeur
approchée a 10~ 2pres.
3. L’animalerie décide de garder les alevins jusqu’a 1’age de trois mois, afin qu’ils soient
vendus avec leur couleur definitive. Elle gagne leuro si le poisson est rouge, 0,25 euro si le
poisson est gris et 0,1 euro s’il ne survit pas.
Soit X la variable aléatoire égale au gain algébrique de 1’animalerie par poisson acheté.
Déterminer la loi de probabilité de X et son espérance mathématique, arrondie au centiéme.

114



Solution 5:
A: Alevin du premier élevage; A: Alevin du deuxiéme élevage.

NS: Non survécu; R: rouge; G: gris
p(4) = 0,6, p(A) = 0,4; 0,6 \ oa
a. P(NS) =1 —p(NS) N
p(NS) = p(NS N A) + p(NS n A) 3

=0,6x0,1+0,4%x0,05=0,06+0,02=0,08 A 4

p(NS) = 1 — 0,08 = 0,92 0 \ 0,05 \ \ 0,3
b. calculons p(R) ) 0,75 0.15 0.65 \ \
p(R) =p(RNA)+p(RNA) \

p(R) = 0,75 X 0,6 + 0,65 x 0,4 NS

=0,45+0,26 =0,71

P(ANG)
. PA/6) ="

orp(ANG) = 0,6 % 0,15 = 0,09
p(G) =p(GNA)+p(GnA)
=0,6x0,15+ 04 x 0,3
=0,09+012=021

0,09

Doncp(A/G) = —=10,43

0,21

G NS R G

o)

2. P = C2p(NS)?(1 — p(NS))3=10 x 0,08 x 0,923 = 0,05

3. déterminons la loi de probabilité de X.
X 1 0,25 0,1
P(X=k) P(R) P(G) P(NS)

Calculons E(X)
E(X) = xl.p(xl) + xZ.p(xz) + X3.p(X3) =1x 0,08 + 0,25 X 0,71 + 0,1 X 0,21 = 0,28

Exercice 6 :

Une urne A contient quatre boules rouges et six boules noires. Une urne B contient une boule
rouge et neuf boules noires. Les boules sont indiscernables au toucher.

Partie A :

Un joueur dispose d’un dé a six faces, parfaitement équilibré, numéroté de 1 a 6. 1l le lance
une fois : s’il obtient 1, il tire au hasard une boule de 1’urne A, sinon il tire au hasard une
boule de I’urne B.

1. Soit R I’événement : « le joueur obtient une boule rouge ». Montrer que p(R) =0,15.

2. Si le joueur obtient une boule rouge, la probabilité qu’elle provienne de A est — elle
supérieure ou égale a la probabilité qu’elle provienne de B ?

Partie B :

Le joueur répéte deux fois I’épreuve décrite dans la partie A, dans des conditions identiques et
indépendantes (c’est — a — dire qu’a I’issue de la premicre épreuve, les urnes retrouvent leur
composition initiale).

Soit x un entier naturel non nul.
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Lors de chacune des deux épreuves, le joueur gagne x euros s’il obtient une boule rouge et
perd deux euros s’il obtient une boule noire.

On désigne par G la variable aléatoire correspondant au gain algébrique du joueur en euros au
terme des deux épreuves. La variable aléatoire G prend donc les valeurs 2x, x — 2 et - 4.

1. Déterminer la loi de probabilité de G.

2. Exprimer I’espérance E(G) de la variable aléatoire G en fonction de x.

3. Pour quelles valeursde xa—t—on E(G)>07?

Solution 6 :

A{4R, 6N}, B{1R,9N}

Partie A :
1. Montrons que P(R)=0,15.
P(R)——x—+ ><C—1=—>< + X—=—=220,15
6 6 Cci 6 10 60 20

2. Détermlnons si P(A/R) > P(B/R)

Dé
1/6 5/6
1 1
4/10 6/10 1”{/‘1{}
R N R N
14 5.9
P(AnR) A g><_1—0 . _ g><_1—0 . . e,
P(A/R) = = ; P(B/R) = A partir de ceci, on voit bien P(B/R) >
P(R) 0,15 0,15
P(A/R)
Partie B :

1. Déterminons la loi de probabilité de G.

G est une loi binomiale de parametre n = 2 et p = P(R). Son univers image est associe au
gain en euros.

P(2x) = CZ x p% x (1 —p)° = 0,152 = 0,0225
Px-2)=Cixp'x(1-p)t=2x%0,15x% 0,85 = 0,255
P(-4)=C xp° x (1 -p)?=0,852 =0,7225
2. Exprimons I’espérance E(G) en fonction de x.
E(G) =Y x.P(x) = 2x x 0,0225 + (x — 2) X 0,255 — 4 X 0,7225
E(G) = 0,3x — 3,34
3. Valeurs de x pour que E(G) > 0.
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E(G)>0=0,3x —3,34>0=x > 11,13

Exercice 7 :

Une urne contient 4 boules rouges et 2 boules noires indiscernables au toucher.
1. On effectue au hasard un tirage de deux boules simultanément de I’urne.
On note Ag I’événement : « on n’a obtenu aucune boule noire ».

On note A1 I’événement : « on a obtenu une seule boule noire ».

On note A2 l’événement ;«ona obtenu deux boules noires ».

Montrer que p(Ao) = — ; p(A1) = — ; en déduire p(A2).

Solution 7 :

4 boules rouges et 2 boules noires

Montrer que P(Ao) = — ; p(A1) = — ; en déduire p(Az).

P =2 =5 p<A1> = G2 = B p(a;) = 1 p(Ay) — p(Ay) = p(4r) =
1

15

Exercice 8 :

/ \\
/ o\
S

Dans un lycée, quel que soit le niveau, un éleve
peut — étre externe ou demi — pensionnaire.
L’arbre ci — contre indique la répartition selon le

niveau et la quahté de I’¢leve (E . externe ; DP : seconde PiEmEe tg‘minale post bac
demi-pensionnaire)
1) Recopier et compléter cet arbre. /\ \05
2) a) Déterminer le pourcentage d’¢leves dans ce ['3 \DE /
lycee. P i wE E 0P
b) Déterminer la part des Terminales parmi les
externes.
Solution 8 : e
,‘ \,“
2.a) Déterminons le pourcentage d’éléves dans ce lycée. /‘/ o 03 \ U
% post bac = 10% donc % éléves = (100 — 10)% = 90% " :m;m Wlm WOTR
2.b) Déterminons la part des Terminales parmi les externes. !
_ P(TlenE) [ \p / \B / “.]3
P(Tle/E) = ——— G 2y WL NS\ [
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{P(E) =02x035+0,25%x04+05%x03+03x0,1=0,35
P(TlenE)=05x%x03=0,15

Donc P(TIe/E) = g—;z’ = 0,49 = 49%.
Exercice 9 :
Une urne contient 7 boules : une rouge, deux jaunes et quatre vertes. Un joueur tire au hasard
une boule. Si elle est rouge, il gagne 100F, si elle est jaune, il perd 5F, si elle est verte, il tire
une deuxieme boule de I’urne sans avoir replacé la premiére boule tirée. Si cette deuxieme
boule est rouge, il gagne 8F, sinon il perd 4F.
1) Construire un arbre pondéré représentant I’ensemble des éventualités de ce jeu.
2) Soit X la variable aléatoire associant a chaque tirage le gain algébrique du joueur (une
perte est comptée négativement).

a) Etablir la loi de probabilité de la variable X.

b) Calculer I’espérance de X.
3) Les conditions de jeu restent identiques. Indiquer le montant du gain algébrique qu’il faut
attribuer a un joueur lorsque la boule tirée au deuxiéme tirage est rouge, pour que 1I’espérance
de X soit nulle.

Solution 9 :
1) Arbre pondéré
2.a) Laloi de probabilité de X

X 100 8 -4 -5

Ca Ca
Cl Cl E?I Cl
p(x) _1 761 7c1 C_i
X —51 4

C

3) Dans ce cas

6
1 4 20 2
@ | 5 | m 23 (®) @
b) Calculons E (X)
600 32 80 60 492 82
E) =t w w- -7 :

x| 100 x -4 5

1 7} 20 7

X _ - - —
pe) 7 22 42

Déterminons x pour que E(X) =0

E(x) = % =>x= —% = —115 donc il faut perdre 115F pour que E(X) =0

Exercice 10 :
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On considere un dé rouge et un dé vert, cubiques, équilibres.

Le dé rouge comporte: 2 faces numérotées -1; deux faces numérotées O ; deux faces
numérotees 1.

Le dé vert comporte : une face numérotée 0 ; trois faces numérotées 1 ; deux faces numérotees
2.

On lance simultanément les deux dés. On note X la somme des points obtenus.

1) Déterminer la loi de probabilité de X.

2) Définir F, fonction de répartition de X et construire sa représentation graphique.

Solution 10 :

1) La loi de probabilité de X
X(Q) ={-10;1;2;3}

x | -1 0 1 2 3
poo| X CL| GIXCI+ X G X T+ G x G+ G X (XX X0
62 62 62 62 62
o 2 8 12 10 7}
p 36 36 36 36 36

2) Fonction de répartition de X

X -1 0 1 2 3
) 2 8 12 10 4
p 36 36 36 36 36
2 10 22 32
F(x) — ' — — 1
36 36 36 36

Exercice 11:

On utilise deux pieces de monnaie : I'une pipée de sorte que lorsque 1’on la lance, la
probabilité¢ d’obtenir pile soit i. ; autre normale dont la probabilité d’obtenir pile est % a
chaque lancer.

1) On prend une piéce au hasard (chacune des deux piéces a une probabilité % d’étre prise).

a) Quelle est la probabilité d’obtenir pile ?
b) On a obtenu pile : quelle est la probabilité d’avoir utilisé la piéce pipée ?
c) Quelle est la probabilité d’obtenir au moins une fois pile en faisant trois lancers avec la

piéce choisie ?
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2) Trois fois on choisit I’'une des pieces au hasard qu’on lance (chacune des deux piéces a
donc a chaque fois une probabilité % d’étr lancée). Déterminer la probabilité d’obtenir au

moins une fois pile.
3) On lance les deux piéces ensembles : quelle est la probabilité d’obtenir le méme résultat

pour les deux piéces ?

Solution 11 :

29

On note P: “pile”; F: “face”; N:” pi¢ce normale”.

l.a) probabilité¢ d’obtenir pile. O
1,1, 1,13

P=3Xt3%275% / \

b)

Calculons p(N/P)
1 1
= _bp(PON) %5 _ 1 @

=]

C) Notons P, la probabilité d’obtenir au moins une fois

orp(X =0) =(1-p)3= (2)3 doncP =1-— (2)3

2) Calculons la probabilité P, d’obtenir au moins une fois pile.

P,=1—-p(X=0)or

=0 = (e =9 o =1 )

pile au cours des 3 lancers. P, = 1 — p(X = 0) \G>

3) Notons P; la probabilité d’obtenir le méme résultat pour les deux pieces.

h=ixi s

Exercice 12 :

On sélectionne les candidats a un jeu télévisé en les faisant répondre a dix questions. Ils
doivent choisir, pour chacune des questions, parmi quatre affirmations, celle qui est exacte.
Un candidat se présente et répond a toutes les questions au hasard. On appelle X la variable
aléatoire désignant le nombre de réponses exactes données par ce candidat a 1’issue du
questionnaire.

1) Quelle est la loi de probabilité de X ?

2) Calculer la probabilité pour qu’il fournisse au moins 8 bonnes réponses, et soit ainsi

sélectionné.
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Solution 12:
X(Q)={0;1;2;3;4;5;6;7;8;9; 10}

x 0 1 2 3 4 5 6 7,89

2

o (a0 () (e ) () o) (s 0

DoncV k € {0,1; ...; 10} p(X = k) = Cf; G)k G)lo_k

2) Calculons la probabilité P pour qu’il fournisse au moins 8 bonnes réponses.

P=p(X=8)+p(X =9)+pX=10)

Exercice 13 :
Un sondage est effectué dans un conservatoire de musique. 60% des éleves pratiquent un
instrument a cordes (C). 45% des éléves pratiquent un instrument a vent(V), 10% pratiquent
un instrument a cordes et vent.
1) On choisit un éleve au hasard dans le conservatoire.

a) Quelle est la probabilité de I’événement <« Cet éléve pratique au moins un des
instruments considérés>.

b) Quelle est la probabilité de 1’événement << Cet €léve pratique un et un seul des
instruments considérés> .
2) On choisit au hasard un éléve pratiquant un instrument C. Quelle est la probabilité pour
que cet éléve pratique un instrument V ?
3) Soit n un entier supérieur ou égal & 2. On choisit au hasard n éléves. On suppose que le
nombre d’¢éléves du conservatoire est suffisamment grand pour que la probabilité de rencontre
d’un instrumentiste du type donné soit constante au cours du sondage.

a) Quelle est la probabilité P, qu’au moins un des éléves choisis pratique un instrument
c?

b) Déterminer le plus petit entier n tel que B, = 0,99.

Solution 13
On note C I’événement : « 1’éleéve pratique un instrument a cordes »

V I’événement : « I’éléve pratique un instrument a vent »
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b

1) On choisit un éleve au hasard dans le conservatoire.

l.a) Calculons la probabilit¢ de I’événement <« Cet éleve pratique au moins un des
instruments considérés>>.

Notons D I’événement « Cet éleve pratique au moins un des instruments considérés »
P(D)=P(C U V) =P(C) +P(V)-P(CNYV)

Donc P(D) = 60+ 45—10 = 95%.

1.b) Calculons la probabilité de 1’événement « Cet éleve pratique un et un seul des
instruments considéré ».

Notons E I’événement : « Cet éleve pratique un et un seul des instruments considéré »
P(E) = P(C\V) + P(V\C)

P(E) = P(C) — P(C N V) + P(V) — P(VN C)

P(E) = P(C) + P(V) -2 P(C N V)

Donc P(E) = 60 + 45— 20 = 85%.

2) On choisit au hasard un éléve pratiquant un instrument C. Déterminons la probabilité

pour gue cet éléve pratique un instrument V. Autrement dit, déterminons P(V/C).

_ P(vnC)
P(VIC) =75
Donc P(V/C) = 2= = 0,17 = 17%

3) Soit n un entier supérieur ou égal a 2. On choisit au hasard n éleves.
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Définissons X la variable aléatoire égale au nombre d’éléves pratiquant un instrument
C parmi les n ¢éléves. X suit une loi binomiale de paramétre n et p = P(C). L univers
image X(Q2)=1{0, 1,2, ..., n}
3.a) Calculons la probabilité P, qu’au moins un des éléves choisis pratique un instrument C.
BL=PX=1)=1-PX=0)0orP(X=0)=Cp°.(1—p)"=(1-p)"
Donch,=1-(1-p)"=1-0,4"
3.b) Déterminons le plus petit entier n tel que B, = 0,99

P,>2099<1-04">0,99 < 04" < 0,01 & In(0,4™) < In(0,01)

—2In10

-1 -2 -1
o nin(4x1071) < In(1074%) doncn > T ax10-T) car in(4 x 107 1) < 0.
.. . . —2In10 _
Ainsi le plus petit entier n tel que B, = 0,99 est n, = E(m )+1=6.
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CONIQUES

Exercice 1:
Le plan est rapporté au repere orthonormé (O, u, ). Soit g I’application du plan dans lui —
. : . : 2V2x' = x —
méme qui a tout point M(X, y) associe le point M’(x’; y’) tel que : { Vax'=x -y . On note
2V2y' =x+y

(&) la courbe d’équation 4x2? + y? — 4 = 0, (&,) la courbe d’équation 5x% + 5y% — 6xy —
32 = 0 et F le point d’affixe iv/3.
1) Donner la nature et les éléments caractéristiques de (€,) (centre, sommets, foyers,
excentricité).  1,25pts
2) Construire avec précision (&;). 1pt
3)  Déterminer une équation cartésienne de chacune des tangentes a (£;) ayant pour
coefficient directeur 2.  1pt
4) a) Déterminer I’écriture complexe de g.

b) En déduire la nature et les éléments caractéristiques de g. 0,75pt

c) Déterminer une équation cartésienne de la courbe (€5), image de (€,) par g.

d) Que peut on dire de (€3) et (€,)?

e) Donner la nature et les éléments caractéristiques de (€,) (centre, sommets, foyers,
excentricité).

f) Tracer (£,) dans le méme graphique que (£,)
5.a)  Démontrer que I’ensemble des points M d’affixe z tels que z — Z — 3—% = 0 est une
droite (D).

b) Démontrer que pour tout point M d’affixe z, d(M, (D)) = % |Z —z-

V3
C) Donner la nature et les éléments caractéristiques ( un foyer, une directrice et
I’excentricité) de I’ensemble (I") des points M tels que L\E = g.
zZ—Z——=
73

6) Soit 0 un réel de I’intervalle ]0; x[. On considére 1’équation d’inconnue z:
(E): z2 — 2c0s0z + 1 + 3sin?0 = 0.

a) Résoudre 1’équation (E) dans C;

On note z, la solution de (E) dont la partie imaginaire est positive et M; son image dans le
plan complexe.

b) Montrer que lorsque 6 varie, M; se déplace sur une ellipse (&) dont on déterminera une
équation.

Solution 1 :

Soit g I’application du plan dans lui — méme qui a tout point M(x, y) associe le point M’(x’;
2V2x' = x —

y’) tel que : { V2 =x Y On note (£1) la courbe d’équation 4x% + y? —4 =0, (&,) la
2V2y' =x+y

courbe d’équation 5x% + 5y% — 6xy — 32 = 0 et F le point d’affixe i+/3.

1) Nature et éléments caractéristiques de (£€,) (centre, foyers, sommets et excentricité).
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2
4x2 +y?2 -4 =0 x*+ y: = 1 donc (&) est une ellipse de centre O de sommets A(1 ; 0),

A’(-1:0), B(0;2), B’(0 ; -2), de foyers F(0, v/3), F’(0 ; —V/3) et d’excentricité e = ?

2) Tracé de (&)

3) Equation cartésienne de la tangente a (€,) ayant pour coefficient directeur 2.

Soit M($) € (&), latangente a (£;) en M a pour équation : 4ax° + by = 4 &y = —%ax +
%. Le coefficient directeur est 2 & — 47“ =2&a= —g donc une équation est donnée pour

b=1pary=2x+ 4.

4.a) Ecriture complexe de g.

2V2x = x—y
2V2y =x+y

Posonsz = x +iyetz' = x' + iy’

g:M(x,y) » M'(x',y") tel que {

1 -r__ x+y
z =x +1iy 2\/_+ P 2\/_

4.b)  Nature et éléments caractéristiques de g.

(x+ly)+ (x+ly)—ﬁ_z

1+i

22
4.c) Equation cartésienne de (&€3) image de (&,) par g.

2V2x' = x —y (1)
22y = x+y (2)

W+@)=x =V2(x"+y"), -1 =y =V2(y' - x")
5 (\/E(x’ + y’))2 +5 (\/E(y’ — x’))2 —6(\V2(x' +y)V2(y' —x)-32 =0
10(x"2 +2x'y' +y2) +10(y"? = 2x'y' + x'?) = 12(y'* = x'?) =32 =0 &

1+i

€ Cet | = % # 1 donc g est une similitude directe de centre O de rapport % et d’angle %.

(€,):5x% + 5y% — 6xy — 32 = 0, {
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(104+10+12)x24+(10+10-12)y? -32=032x2+8y2-32=0 &

4x"2 4+ y'2 = 4 dou (&3) = (&y).

e) Nature et éléments caractéristiques de (€,) (centre, foyers, sommets, excentricité)
(&) est une éllipse image de (£;) par g~1. Ainsi son centre O’ est ’image de O par g1, ses
éléments caractéristiques sont les images des éléments caractéristiques de (£;) par g~*

4.f)  Tracé de (&)

5.a) Démontrons que I’ensemble des points M d’affixe z tel que z — Z — 3L = 0 est une droite (D).

V3

Posonsz=a+ib,Z=a—ib

_ 8i _ . 8i _ . _ 8 i )
z2-7-f3F= 2ib — Nl (Zb ﬁ) 0eb= L’ensemble des points M est la droite (D) :

43
y — —_—
5.b) Démontrons que pour tout point M d’affixe z, d(M, (D)) = |Z —-Z— 3—; .

| 4\/_ A o
— l
d(M (D)) —ElZ—Z—ﬁ
5.c) Nature et éléments caractéristiques (foyer, directrice et excentricité) de I’ensemble (I") des
points M tels que | Z=22 | = &
z—-7—— 4
NG
—| = E L L E < 1 donc (I') est une ellipse de foyer F, de directrice (D) et

Z—Z—T; 4 d(M,(D)) 4

d’excentricité e = ?.

6) Soit 6 un réel de I’intervalle ]0; n[. On consideére 1’équation d’inconnue z :
(E): z2 — 2c0s0z + 1 + 3sin?0 = 0.

6.a) Résolvons I’équation (E) dans C

A = 4c0s%0 — 4(1 + 3sin?0) = —4sin’0 — 12sin?0 = —16sin?0 = (4isinh)?
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2c0s0—4isin6 . . 2c0s0+4isin6 ..
2= = cosO — 2isinf, z; = — = cosO + 2isinf

6.b) Soit M, le point d’affixe z;. Montrons que lorsque 6 varie, M; se déplace sur une ellipse (&)
Posons z; = x + iy, par identification, on a :

x:c059:> ic}:costonC 2+y—2—1d £ et e d e od t
y = 2sin6 sind X . = ldonc (&) est une ellipse de centre e sommets

A(1:0), A’(-1;0), B(0;2), B’(0;-2), de foyers F(0 ; v3) et F’(0 ; —V/3) et d’excentricité e = g

Exercice 2:
Le plan est muni d’un repére orthonormé (O, 7, j). On note F(0; 5) et F’(0; -5). Soit f
I’ensemble des points M(x, y) du plan dont les coordonnées vérifient:7x% + 5y — 2xy+/3 =
16 et (¥ I’ensemble des points M(X, y) du plan dont les coordonnées vérifient: |MF —
MF'| = 8.

1.  Donner une équation cartésienne de (&) et le représenter dans le repére (O, 7,]) avec

les unités graphiques ||i]| = [|j|| = 0,5cm

2. Soient 0 € [0; %], k € R*, et (O, u, v) le repere image du repére (O, 1,j) par la
similitude directe de centre O, d’angle 0 et de rapport k, M(X, Y) dans (O, i, v)
a) Exprimer x ety en fonction de X et Y;
b) Déterminer 0 et k pour que 1’équation de (f) dans le repére (O, %, ¥) soit: 16X? +
32Y? = 16.

c) En déduire la nature de (f) et ses éléments caractéristiques dans le repére (O, 1, 7).

Solution 2 :

F(0; 5) et F’(0; -5). Soit f I’ensemble des points M(x, y) du plan dont les coordonnées
vérifient:7x2 + 5y2 — 2xyv/3 = 16 et (#) ’ensemble des points M(x, y) du plan dont les
coordonnées vérifient: |MF — MF'| = 8.

1. Equation cartésienne de (%)

IMF — MF'| = 8 & (MF — MF')? = 64 © MF? + MF'? — 2MF.MF' = 64

© MF?+ MF'? —64 =2MF.MF'& x>+ (y—5)?%+x*+ (y+5)2 - 64 =

2J(x2+ (y —5))(x2+ (y+5)2) © 2x2 +2y2 — 14 =
22+ (y =52+ +5))ex*+y?—7=/(x2+(y -5)x?+ (y + 5
(x2+y2 =72 =x*+x2(y+ 5?2+ x%2(y—-5)?2+ (y - 5)>3*(y + 5%*

x* 4+ x%y? = 7x% + x2y? + y*t = 7y? — 7x? — 7y? + 49 = x* + x%y? + 10yx? + 25x% +
x?y? — 10x%y + 25x% + y* — 50y% + 625
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x* +y* — 14x% — 14y? + 2x%y? + 49 = x* + y* + 50x? — 50y% + 2x%y? + 625

2 2
64x? — 36y +576 = 0 —16x2 +9y* = 144 & -+ =1

~

T 74
4,5 y

P &

00,5 41,5 22,5 33,5 44,5 55,5 66,5 (77,5

o+ H N

2. Soient 6 € [0; g], k € R*, et (O, u, v) le repere image du repére (O, 1,7) par la
similitude directe de centre O, d’angle 0 et de rapport k, M(X, Y) dans (O, u, v)

2.a) Exprimons x ety en fonction de X et Y.

z' = kez, zz; = ke (1) 1 = kcos@ + kising ; z; = ke'? (i) = —ksind + kicos6

OM = XU + Y¥ = X(kcos8 + kisind)i + Y(—ksind + kicos8)J par identification, on a :

{x = kcos0.X — ksin6.Y
y = ksinf.X + kcos6.Y

2.b)  Déterminons 0 et k pour que 1’équation de (f) dans le repére (O, U, ¥) soit: 16X?2 +
32Y? = 16.
7x% +5y%2 —2xyV3 =16 &  7(kcos6.X — ksin6.Y)? + 5(ksin6.X + kcos6.Y)? —
2(kcos6.X — ksin®.Y)(ksin@.X + kcosf.Y)V3 = 16
(7k?cos?6 + 5k%sin?0 + 2v/3k*cosOsind)X? + (7k?sin?6 + 5k*cos?0 —
2v/3k2sinfcos0)Y? + (—14k%cosBsin® + 10k?cosOsin® + 2v3k2cos?6 —
2/3k?sin?0)XY = 16 par identification, ona:

> 2v/3k?(cos?0 — sin?0) — 4k?sinfcosd =0 &  2v/3c0s20 —2sin20 =0

V3c0s20 — sin20 = 0 cos%cosZB — sin%sinZG =0 © cos (% + 29) =0 % + 20 =

To20=Cdoncog ==
2 3 6

21k*  5k?> = 6k*  32Kk?
—t—+—= =16
4 4 4 4

» 7k?cos?0 + 5k%sin?0 + 2+/3k%cosOsinf = 16 <
k? = 2 donck = 2.
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2.c)  Déduisons la nature de (f) et ses éléments caractéristiques dans (O, 7, ).
16X2 +32Y2 =16 X2 +2Y2 =1
V6 V2
{x = kcos0.X — ksin6.Y - x = 7X —?Y
y = ksin8.X + kcos6.Y y= V2 NG

() est une ellipse de centre O de sommets A(1; 0), A’(-1; 0), B(O; g), B’(0; — g) dans (O,

U, V). L’image de A est A1(§; g), I’image de A’ est Az(—g; —g), I’image de B est

By(—2; D) et l'image de B est B,(—2; 3).

Exercice 3:
Le plan est muni du repére orthonormé (O, ,))

On se propose de déterminer la nature, puis de construire I’ensemble (I") des points M du plan
dont les coordonnées vérifient : x> + 11y? — 10xyv/3 + 16 = 0
1.  On désigne par (O, u, ¥) I’image du repére (O, 1,j) par la rotation de centre O et
d’angle % et par (X, Y) les coordonnées du point M dans le repére (O, u, V).
a) Exprimer x ety en fonction de X et Y.
b) Montrer que dans le repére (O, i, ¥), (I') a pour équation 16X2 — 4Y? + 16 =0

2. Endéduire la nature et les eléments caractéristiques de (I') et construire (I")

Solution 3 :

Méme raisonnement que 1’exercice précédent.

Exercice 4:
1. Soit P le plan complexe rapporté au repére orthonormal (O, u, ¥) et f I’application de C

dans C définie par f(z) = z% — 2(cosf + sinf)z — sinf(sinh — icosH) ol 0 € [0; 2n].

1.1 Soit z = x + iy. Calculer la partie réelle de f(z) en fonction de x et de y.

1.2 Quel est I’ensemble (Cy) des points M(z) tel que f(z) soit imaginaire pur? Montrer que
(Cp) est une conique dont on preécisera le centre Qg et la nature

1.3 Quel est ’ensemble T, des centres Qg lorsque 0 décrit [0; 2x][.

1.4...Déterminer les éléments caractéristiques de (Cy) pour 6 = %” et représenter cette courbe.
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2. A(2; 1; 3) et B(-3; -1; 7) désignent deux points de I’espace muni d’un repére orthonormé

x=-=7+2t
(O, 7, J, k). Soit (D) la droite de représentation paramétrique { y = —3t . On considére
z=4+t

I’ensemble X des points M de I’espace tels que MA*+MB?=45.
a) Déterminer la nature et les éléments caractéristiques de X.
b) Sp le demi — tour d’axe (D). Donner la nature et les éléments caractéristiques de I"

image de X par Sp,.

Solution 4 :

1. f Papplication de C dans C définie par f(z) = z2 — 2(cos0 + sinf)z — sinf(sind —
icosf) ou 0 € [0; 2xl.

1.1  Soit z = x + iy. Calculer la partie réelle de f(z) en fonction de x et de y.

flx,y) = x? —y? + 2ixy — 2(cosO + isinf)(x + iy) — sinf(sind — icosf) = x* —y? —
2c0s0x + 2sinfy — sin?0 + i(2xy — 2cosfy — 2sinfx + sinfcosh). Ainsi

{Re(f(z) = x2 — y? — 2c0s0x + 2sinfy — sin’0
Imf(z) = 2xy — 2cos0y — 2sinfx + sinfcosb

1.2 Déterminons I’ensemble (Cy) des points M(z) tel que f(z) soit imaginaire pur.

f(z) imaginaire pure si Ref(z) =0 & x?—y%—2cos0x + 2sinfy — sin?6 = 0
(x — cos8)? — cos?0 — (y — sinh)? + sin?6 — sin?0 = 0= (x — cosB)? — (y — sinh)? =
cos?6 donc (Cy) est une hyperbole équilatere de centre Qg (cos8, sind).

1.3  Déterminons I’ensemble des centres Qg lorsque 6 décrit [0 ; 2x[

cos?6 + sin?0 = 1 donc Q4 appartient au cercle de centre O et de rayon 1. Ainsi, lorsque 0

décrit [0 ; 2x[, T, décrit un cercle de centre O et de rayon 1.

14 Déterminons les éléments caractéristiques pour 6 = T”

VZ\ VZ\ V2 . V2
(Co) : (x + 7) - (y — 7) = % Les sommets A(7 ;0), A (—7 ; 0), de foyers F(1; 0) et

F(—1:0) de directrices (D) : y = x et (D’) : y = —x dans le repére (Qsr, U, V).
4

2. A(2; 1; 3) et B(-3; -1; 7) désignent deux points de 1’espace muni d’un repére

x=-=7+2t
orthonormé (O, 7, J, k). Soit (D) la droite de représentation paramétrique { y = —3t . On
z=4+t

considere I’ensemble X des points M de I’espace tels que MA*+MB?=45.

2.a) Déterminons la nature et les éléments caracteristiques de X.
MA? + MB? = 45 & 2MI? + - = 45
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AB? =25+4+4+16 =45 donC2M12+ATB2=45(:)M12=%5®MI=%§d’oﬁXestune

sphere de centre | et de rayon %g avec | milieu de [AB].

2.b)  Nature et éléments caractéristiques de I" image de X par Sp

I" est une sphere de centre J = S, (1) et de rayon 32—5

Exercice 5:
1. Le plan est rapporté¢ a un repere orthonormé (O, I, J). Soit f D’affinité orthogonale de
rapport 2 et d’axe (A) d’équation y = x et (C) un cercle de centre A(1; 1) et de rayon 2.
a) Déterminer I’expression analytique de f.
b) Montrer que I’'image du cercle (C) par f est une conique dont on déterminera
I’équation réduite et I’excentricité.
2. 6 est un nombre réel tel que 0 < 6 <~
On considére 1’équation différentielle (E): (1 + cos20)y" — (2sin26)y’ + 2y = 0.
a) Résoudre dans I’ensemble C des nombres complexes 1’équation :
(14 cos20)Z? — (2sin260)Z + 2 = 0.
b) Ecrire chaque solution sous forme exponentielle.
c) Déterminer la solution ¢ de I’équation différentielle (E) dont la courbe représentative

admet au point d’abscisse 0, une tangente d’équation y = x + 1

Solution 5 :

1. Soit f 1’affinité orthogonale de rapport 2 et d’axe (A) d’équation y = x et (C) un cercle
de centre A(1; 1) et de rayon 2.

l.a) Déterminons I’expression analytique de f.
Soit M(;) M’ (;ﬁ:) deux points du plan. M’ = f(M)e HM' = 2HM ol H est le projeté
orthogonal de M sur (A). Déterminons les coordonnées de H

HM.% = 0 ol % est le vecteur directeur de (D). < (":‘;) (j)=0ex—-a+y-b=0.He

y
_ xty
a=t _ _xty 2
(A)@{b:tdon0x+y—2t=>t— > donc y
2
x =2 = -2 X' =2x—x—y+22 x' =2
HM' = 2HM & 2 2 T2 2

/ + +
Y- = =)

x+y ' —-x+3y

y'=2y—x—y+— |¥'=
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1.b) Montrons que I’image de (C) par f est une conique.

{ 2x"' =3x -y (1)
2y' = —x+ 3y (2)

x'+3y'

(1)+3.2)=2x' +6y' =8y & y ===

, 3D+2) & 6x'+2y=8xox=

3x +y’
Y

(C) est le cercle de centre A et de rayon 2. Alors (C):(x —1)? + (y — 1)? = 4&

(#—1)2+(¥—1)2=4@ (Bx +y — 42 + (x + 3y — 4)2 = 64 9x2 + 3xy —
12x +3xy + y> — 4y — 12x — 4y + 16 + x% + 6xy — 8x + 9y? — 24y + 16 = 64
10x% + 10y? + 12xy — 32x — 32y — 32 =0 5x%2 + 5y2 + 6xy — 16x — 16y — 16 = 0
2. 6 est un nombre réel tel que 0 < 6 S%

On considére 1’équation différentielle (E): (1 + cos20)y" — (2sin26)y’ + 2y =0

2.a) Résolvons I’équation (1 + c0s208)Z? — (2sin20)Z + 2 = 0.

A = (2sin20)? — 4(1 + c0s26)(2) = 4sin?20 — 8(1 + cos20) = 4(1 — cos?20) —
8(1 + cos20) = 4 — 4c0s?20 — 8 — 8c0s260 = —4(c0s226 + 2c0s260 + 1) = —4(1 +
c0s26)? = (2i(1 + cos26))?

__ 2sin260-2i(1+c0s20) __ sin20—i(1+co0s26)

25in260+2i(1+cos260 sin20+i(1+cos26
Donc Z; = = 7, = ( ) _ ( )

2(1+cos20) 1+cos26 1+4+cos260 1+4+cos260
2.b)  Ecrire sous forme exponentielle
- i(6-3)

7. = 2sinfcos® i = tanf —i = sinf—icosf _i el® e 2

17 2c0s26 - B cos6 Y cos6  cosf '

i(-0+5)

7 = sin20+i(1+cos26) _ 2sinfcosO . _ sinf+icosf e 2

2 1+cos26 " 2cos26 N cos6 " cos6

2.c)  Déterminons ¢ tel que ¢'(0) =1etp(0) =1

La solution générale de (E) est sous la forme :

y(x) = et**(Acosx + Bsinx), A,BER

P (x) = e 0% (Acosx + Bsinx) = ¢'(x) = tanfet*™9*(Acosx + Bsinx) +
etandx (_Asinx + Bcosx) = e!®™9*((Atan® + B)cosx + (—A + Btan8)sinx)
p(0)=1=A4=1, ¢'(0)=1< Atanf0 + B =1 = B =1 — tand. Ainsi

P (x) = et*0%(cosx + (1 — tan)sinx)

Exercice 6:
Partie A:
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Le plan est rapporté a un repere orthonormé (O, 7,7). On considére 1I’équation différentielle
(E):y"+6y'+13y =0
1. a) Déterminer la solution générale de (E).

b) Déterminer la solution de (E) dont la courbe représentative passe par le point de

coordonnées (0; 1) et la tangente a ce point a pour coefficient directeur -3.

2. Soit h la fonction de la variable réelle x définie sur [— ;7] tel que h(x) = e™3*cos2x et

(Cp) sa courbe représentative.
a. Ecrire une équation cartésienne de la tangente a la courbe (C;) au point d’abscisse 0.
b. Donner le signe de h sur son ensemble de définition.
3. Soit (A) le domaine du plan délimite par la courbe (Cj), ’axe des abscisses, les droites
d’équation: x =0 etx = — %. Calculer I’aire de (A)
Partie B:
Le plan (P) est rapporté a un repéere orthonormé (O, 7, ).
1.  On désigne par m un nombre réel et par (E,,) I’ensemble des points M de (P), de
coordonnées (X, y) vérifiant I’équation: (m — 1)x? + 3my? + 2(m — 14)x + m+ 3 = 0.
a. Déterminer, suivant les valeurs de m, la nature de (E,,).
b. Préciser les élements caractéristiques de (E;)
2. Soit (I') I’ensemble des points M(x, y) du plan tels que x* — 16(y? — 2y)2 = 0
a. Montrer que (') est la réunion d’une ellipse (I';) et d’une hyperbole (I’,) dont on

donnera les équations réduites respectives.
b. Déterminer une équation de la tangente (A) a I’ellipse (T;) au point | (v/3; %).

c. Construire (I') dans le repére (O, 7,)).

Solution 6 :

Partie A :

On considére 1’équation différentielle (E): y" + 6y’ + 13y = 0
l.a) Déterminons la solution générale de (E)

Equation caractéristique : 72 + 6r + 13 = 0

A=36—4(13) =36 — 52 = —16 = (4i)?

_ —6+4i

—6—4i .
= = _3 - Zl, T2 —_

n== = —3+2i

y(x) = e 3*(Acos2x + Bsin2x),A, B € R
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f(0)=1
f'(0)=-3
f'(x) = e 3*(—3Acos2x — 3Bsin2x) + e 3*(—2Asin2x + 2Bcosx) = e3*((—34 +
2B)cos2x + (—3B — 2A)sin2x
F(0)=-3e-34+2B=-3, f(0)=1oA=1doncB=0

f(x) = e 3*cos2x

1.b)  Déterminons f solution de (E) telle que {

2. Soith lafonction de la variable réelle x définie sur [—=; 7] tel que h(x) = e~**cos2x

et (C;,) sa courbe représentative.

2.a) Equation cartésienne de la tangente a (C;,) au point d’abscisse 0.

h'(x) = e 3*(—3cos2x — 2sin2x), h'(0) = =3 et h(0) = 1

To:y=-3x+1

2.b)  Signe de h.

Vx € [—%; %], cos2x = 0donc h(x) = 0

3. Soit (A) le domaine du plan délimité par (Cy,), ’axe des abscisses, les droites x = 0 et
X =- %. Calculons I’aire de (A)

A = f_o%h(x) dx = [—%e‘“cost]i% - %f_o%e‘”sian dx =

0 31
1 2,0 1 _3y . 2.0 _ 1 2, 1.3 2
————([——e 3x51n2x] + = [me 3*cos2xdx)=—=—=(—=e* +=A)
3 3l 3 _mt 3T 3 3% 3 3
4
1,2 3™ 4 13 1 2 3% 3 2 3¢
A=-142ertpelBa=-l1lt ou=-21+27 UA
3 9 9 9 3 9 13 ' 13

Partie B :

(Ep):(m—1Dx?+3my?+2(m—14)x+m+3=0

1l.a) Déterminons, suivant les valeurs de m, la nature de (E,,;,)
Sim—1=0o0um=0s m=1(E,) est une parabole.
Sim—1+#0etm—1=3m, (E,) estun cercle

Sim—1+0,m—1=+3m,m— 1 et 3m sont de méme signe, (E,,) est une ellipse.
Sim—1+0,m—1=+3m,m— 1 et 3m sont de signes contraires, alors (E,,) est une
hyperbole.

1.b)  Eléments caractéristiques de (E;)
3y? = 26x +4 =0 3y?=2(13) (x - =) © y* = 2(D)(x — =)

2. Soit (I') ’ensemble des points M(x, y) du plan tels que x* — 16(y? — 2y)? = 0
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2.a) Montrons que (I') est la réunion d’une ellipse (I';) et d’une hyperbole (T,) dont on
donnera les equations réduites respectives.

x*—16(y2—2y)2 =0 (x2 —4(y? - 2y))(x*+4(*-2y)) =0 &
x2—4((y—-1?-1D=00ux?+4((y—-1)%*-1)=0

x2—4(y—1)> = —4oux?+4(y—1)? =4<:>—§+(y—1)2 = 10ux:2+(y—1)2 =1
(') est la réunion de (I}) : x:z +(y—1)2%=1etde([},): — % +(y—-1)2%=1

2.b)  Déterminons I’équation de la tangente (A) au point | (v/3; %)

(A):?x+%(y—1)=1@§x+%y=§donc(A):\/§x+2y=6

2.c)  Construction de (T).

Exercice 7:
Soient A(L; 2v2 — 1), B(2; =1 —=+/5); C(1; -1) et (D) la droite d’équation y =+/2 — 1. On
considére I’ensemble (T') des points M du plan tels que : MA = +2MH. OU H est le projeté
orthogonal du point M sur (D).
a. Montrer que (I') est une conique dont on donnera une équation réduite et les éléments
caractéristiques (Foyers et asymptotes).
b. Déterminer une équation de la tangente (T) a la conique (I') au point B.

c. Construire (I') dans le repére (O, 7,)).
d. Ondonnee; = ‘/Z—E(?+f) ete, = —g(i—f)

i.  Montrer que (C, e7, e;) est un repére orthonormé du plan.

ii.  Déterminer une équation cartésienne de (I') dans le repére (C, e7, ;)

Solution 7 :
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A(L; 2v2 — 1), B(2; =1 —+/5); C(1; -1) et (D) la droite d’équation y = /2 — 1. On considére
I’ensemble (I') des points M du plan tels que : MA = +/2MH. OU H est le projeté orthogonal
du point M sur (D).

a) Montrons que (I") est une conique

MA=\ZMH & MA? =2MH?* & (x—1)* + (y—2v2+1) =2y — V2 + 1)? &

G-D2+(y-2vZ+1) =(VZy—-2+v2)'=0 o (x—1)%+(y+1)% -

420+ 1) +8-2(y+ 12+ 42(y+1)-4=0(x-1)2 -+ 1 +4 =0
(x-1)? | 0+1)? _ S 0

Tt = 1 (') est une hyperbole équilatére de centre C de foyers F(zﬁ) et

F' (_Zoﬁ) et de directrices (L) : y = x et (L") : y = —x dans le repéere (C, 7, )).

b) Déterminons une équation de la tangente (T) au point B.

_x-1 n —V5(y+1)

" s =1e-x+1-V5y-V5=4ox+V5y =-3 -5 donc

(TM):x++V5y+3++V5=0
c) Construction de (I)

d) OndonneE{=§(i+Dete_2’=—g(?—f)

I. Montrons que (C, e;, e;) est un repére orthonormé du plan.

el = 1, lesll =1, ‘ej.e, = —§+ % = 0 donc (C, ey, e,) est un repere orthonormé
du plan.

ii. Equation de (') dans (C, e7, e;)
Soit M (x, y) dans (O, 7,7) et de coordonnées (X,Y) dans (C, e7, ;)

—

0M = x?+yf,W=Xe—1’+Ye—2’=x<§(i+j)>+Y<—§(?—f)> = Iy W22 5
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OM = 0C + CM = 222024 XYL e dentification, on a
_ XV2-vv2+1 XVZ-YVZ+1 XV2+YV2-1
S B €2 N s B S LA PN
_ XV2+YV2-1 4 4 4 4

2

_ (xv2-vv2-1)? n (XvV2+YV2+1)?
4 4

=4 & -2 -V)2-22X-V)+1)+ (X +Y)*+
22X+ V) +1) =160 22X - V)2 +2(X + V)’ + 42X - Y + X + V) = 16

—2X% + 4XY — 2Y% + 2X? + 4XY 4+ 2Y? + 82X = 16 © 8XY + 8XV/2 = 16

XY +XV2=2

Exercice 8:
Le plan complexe est muni d’un repére orthonormé (O, 7,7). On pose Z, = 2 et pour tout
entier naturel n, Z,,,, = %”Zn. On note A,, le point d’affixe Z,. On définit la suite (U,,) par
Un = |Zn|.
1.  Donner le nom et les éléments caractéristiques de I’application affine qui transforme
Apend, 1.
2. a) Démontrer que (U,) est une suite géométrique puis exprimer U,, en fonction de n.
b) A partir de quel rang n, tous les points A, appartiennent — ils au disque de centre
O et de rayon 0,1?
Zny1—Zn

3. a) Etablir que pour tout entier naturel n, - =i

n+1

b) En déduire la nature du triangle OA,, A, +1
4. On donne L, = AgA, + A1Ay + -+ A,_1A,. Exprimer L, en fonction de n puis

étudier la convergence de (L)

Solution 8 :

On pose Z, = 2 et pour tout entier naturel n, Z,,,, = %izn. On note A4,, le point d’affixe Z,.
On définit la suite (U,,) par U,, = |Z,]|.

1. f est une similitude de centre O, de rapport ‘/2—5 et d’angle %

2.a) Démontrons que (U,,) est géométrique et exprimons U,, en fonction de n.

V2 V2

e — Up, donc (Uy) est géométrique de raison 72 et de 1% terme

2

Znsal = || 1Z0] © Upyy =
UO = 2

2.b) Déterminons n, tel que Vn > n,, |Z,| < 0,1
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n n n
1Z,| = (g) |Zo|, Pour que |Z,| < 0,1, il suffit que 2. (g) <0l (@) < 0,05
niln (g) < 1In(0,05) ®n > ln(?’;f & n = 8,64. Prendre ny, = 9.
In|—
2
Zn+1—Zn .
3.a) Montrons que Vn € N,Z— =1

n+1

1+ _—14i,, (140 . Zns1—Zn _ .
Inai—In ="y — Iy == 2y = 1 (2 Zy) = iZpy 0 B2 =
2 2 2 Zni1

3.b)  Déduisons la nature de OA,4,,,1

Z"Z“—_Z” = i donc OA,, A, est un triangle rectangle isocele en 4, 4.

n+1

4. Ondonne L, = AgA; + A1A, + -+ A, _1A,,exprimons L,, en fonction de n.

Ly =12y = Zol + |Zy = Z1| + -+ |2 = Zyq| = iZy| +[iZo| + -+ |iZp|= U+ U, +

()" ()"
"‘+Un:U1<%>:\/§_<l (3@) >1 lim L. =2 22 _ 2

1-2 notoo 1‘% T 2-V2 V2-1
Exercice 9:
Le plan (P) est muni d’un repére orthonormé (O, 1,7). Unité graphique : 1cm. soit f la
transformation du plan qui a tout point M(X, y) associe le point M’(x’, y’) tel que:
4x' = x — /3y
{4}1’ =V3x+y
1. a) Déterminer I’écriture complexe de f.
b) En déduire la nature et les éléments caractéristiques de f
2. Soit (I') ’ensemble des points M(x, y) du plan tels que: 7x? + 13y? — 63/3xy = 64
et (I”) son image par f.
a) Déterminer une équation cartésienne de (I")
b) Déterminer la nature et les éléments caractéristiques de (I"*)
C) En déduire que (I') est une ellipse dont on précisera le centre, les foyers, les
sommets et 1’excentricité.

d) Construire (I') et (I'’) dans le plan.

Solution 9 :

f la transformation du plan qui a tout point M(x, y) associe le point M’(x’, y’) tel que:
4x' = x — /3y

{4y’ =3x+y

l.a) Ecriture complexe de f.

Soitz=x+1iy,z' =x"+iy,
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4z’=4x’+i4y’=x—\/§y+i(\/§x+y)=x+iy+i\/§(x+iy)=(1+i\/§)(x+iy)

1+l\/—
Z
4

Donc f: z

1.b)  Nature et éléments caractéristiques de f.
1+iV/3

f est une similitude directe de centre O de rapport k = | | = - et d’angle = 5

2. Soit (I') : 7x% + 13y? — 6+/3xy = 64 et (I'’) son image par f.
2.a)  Déterminons une équation cartésienne de (I")
{4x’ =x—V3y(1)
4y" =/3x +y (2)
V3. (D+ @)= -4V3x"+4y' =4y @y = —3x +y'
(1) +v3.(2) 2 4x' + 43y = 4x > x = x' + /3y

7x% + 132 — 6v/3xy = 64 o 7(x' +V3y") +13(—V3x +y') - 6\/§(x’ +
V3y')(=V3x' +y') =64 &  7(x?+2V3x'y' +3y'?) + 13(3x'2 — 2V3x'y’ + y'?
—6V3(—V3x'2 +V3y'2 — 2x'y') = 64 (7+39+18)x2 + (21 + 13 — 18)y'2 +

V3(14 - 26 +12)x'y’' = 16 © 64x'? + 16y = 64 © x'> + yT'Z =1 donc I’équation de
M) :x2+2 =1,

2.b)  Nature et éléments caractéristiques de (I"*)
(") est une ellipse de centre O de sommets A(1; 0), A’ (-1; 0),B(0; 2) et B’(0; -2) dans le

repere (0,u,v) ouu = f(D) et v = £ (7).
2.c)  f est une similitude de centre O, de rapport % et d’angle g donc f~1 est une similitude
de centre O, de rapport 2 et d’angle — g f7H(T") = () et £~ conserve les figures donc (I')

est une ellipse dont les éléments caractéristiques sont les images des éléments caractéristiques
de () par 1.
2.d)  Construction de (I') et (I"")
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Exercice 10
On considere les suites (Uy,) et (1;,) définies par:
Uy=5,U, =31etU,,, = 12U, — 35U,; Vo = —1; V;, = —=11; V., = 12V,,, — 35V,
Onpose X, =U,+V,etY, =U, -V,
1) Démontrer par récurrence sur n que (X,) est une suite géométrique de raison 5 et
exprimer X,, en fonction de n.
2) Démontrer par récurrence sur n que (¥;) est une suite géométrique de raison 7 et
exprimer Y,, en fonction de n.
3) Exprimer U, et V,, en fonction de n
4) Onadmetque U, =2 X 5" +3 x 7"
a) Veérifierque U,y — 5U, =2 X3 x 7" et 7U,, — U,pq = 2% X 5™
b) En déduire que les valeurs possibles du PGCD de U,, et U,,,, sont 1 et 2.

c) U, etU,,, sont—ilspremiers entre eux ?

Solution 10 :

On considere les suites (U,,) et (V;,) définies par :

Uy=5U, =31etU,,, = 12U, — 35U,; Vo = —=1; V; = —11; V., = 12V, — 35V,
Onpose X, =U,+V,etY, =U, -V,

1) Démontrons par récurrence que (X,,) est une suite géométrique de raison 5

Soit la proposition P définie par : {vn € N, X,,,,; = 5X,,}

Montrons que P est vraie pour n = 0.

X, =U;+V; =31-11=20=5(5—-1) =5(U, + V,) = 5X, donc P est vraie au rang n = 0.
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Soit n € N, supposons que P est vraie au rang n et montrons que P est vraie au rang n+1 i.e.
montrons que X,,4» = 5Xp,41

Xni2 = Uniz + Vnio = 12Un4q — 35U + 12Vp4q — 35V3= 12(Unsq + Vinia) — 35(Un + 1)
Xnez = 12Xp4q — 35K, OF Xy = = Xpyq. 11 S%en suit que Xpyp = 12X541 — 7Xn41 = 5Xpag

P est donc vraie au rang n+1.

Conclusion : vn € N, X,,,, = 5X,,

Exprimons X,, en fonction de n.

X, =5"X,=4.5"

2) Démontrons que (Y;,) est une suite géométrique de raison 7

Soit la proposition P définie par : {vn € N,Y,,; = 7Y,.}

Montrons que P est vraie pour n = 0.

Yi=U;-V;=314+11=42=7(5+1) =5(U, —V,) = 5Y, donc P est vraie au rang n = 0.
Soit n € N, supposons que P est vraie au rang n et montrons que P est vraie au rang n+1 i.e.
montrons que Yy, = 7Y,41

Yotz = Uniz = Vo = 12Up4q — 35U, = 12V + 35V,= 12(Upyq — V1) — 35(Un — V)
Yiio = 12Y,,1 —35Y, 0rY, = %Ynﬂ. Il s’en suit que Yy, o = 12Y, 1 — 5Y41 = 7Y, 14

P est donc vraie au rang n+1.

Conclusion: vn € N, Y, ., = 7Y,

Exprimons Y,, en fonction de n.

Y, =7"Y, =6.7"

3) Exprimons U, et V, en fonction de n

{Un +V, =4.5"

U, -V, =6.7"
2.U, =4.5"+6.7" & U, = 2.5" + 3.7", 2V, =4.5" —6.7" & V, = 2.5" — 3. 7"
4.2) Vérifionsque Uy, — 5U, =2 X3 X 7" et 7U,, — U,pq = 22 X 5"
Upey — 5U, = 2.5"1 43,77+ _5(2.5" +3.7%) =  3.77*1_ 157" = (21 —15).7" =

2X3XT"  TUp—Upiq = 7(2.5" +3.7%) — (2.5™1 + 3.7"1) = (14 — 10).5" = 22 x 5"
4.b) Notonsd = pgcd(Uy, Uy t1)

D’aprés BEZOUT d divise 2 X 3 X 7™ et d divise 22 x 5™ donc d divise 2 d’ou d € {1, 2}

4.c) Supposons que d = 2. Alors 2 divise U, or U, est la somme d’un nombre pair et d’un
nombre impair. U,, est donc impair. Ce qui contredit le fait que 2 divise U,. D’ou d = 1 donc U,

et U,,4, sont premiers entre eux.

141



ISOMETRIES DU PLAN

Exercice 1:
Dans le plan orienté, on considere deux cercles (C;) et (C,), de méme rayon R>0 et tangents
extérieurement en A. on note A = med[0,0,],t= toop = r(0,, g) ets =5,

1) On pose f =rot

a) Préciser f(0,) et en déduire I’'image de (C;) par f.

b) Déterminer et construire A’ = f(A) et montrer que A’ = f(A) est tangente a (C,) en A’.
2) Soit I I’intersection de A et A’ et J le symétrique de O, par rapport a A’.

a) Montrer que le triangle IAA’ est équilatéral et 10;0,] est un losange.

b) En déduire que f fixe le point I, caractériser alors f.
3) On pose g = sof

a) Déterminer g(l) et g(0,) et en déduire la nature de I’isométrie g.

b) On note K le milieu de [MN] avec N = g(M), déterminer 1’ensemble des points K
lorsque M décrit (C,)

Solution 1 :
Dans le plan orienté, on considére deux cercles (C,) et (C), de méme rayon R>0 et tangents
extérieurement en A. on note A = med[0,0,], t = tomop I = r(0,, g) ets =S,
1)  Onposef=rot

a) f(01) =rot(0,) =r(0,) = 0,. f est lacomposée de deux isométries donc f
est une isométrie. Elle conserve donc les figures. Ainsi f(C,) est le cercle de centre f(0,) =
0, et de méme rayon R c’est-a-dire f(C;) = (C,)

b) Déterminons A’= f(A) et montrons que A’ = f(A) est tangente a (C,) en A’.

&t 0,A" = 0,A,

f(A) =rot(A) =r(A,) = A" avec AA; = 0,0, et mes (@)/02;/17) _ g
A est la tangente & (C;) en A et f conserve le contact donc A’ est la tangente f(C;) = (C,) en
fa) =A4A".
2) Soit I = A N A’ et ] le symétrique de O, par rapporta A’
2.a) Montrons que IAA’ est équilatéral et que 10,0,] est un losange.
A et A’ sont les tangentes a (C,) respectivement en A et A’ donc mes TAA" = mes TA'A =

1 o \ i \ A
EmesAOZA’ d’ou IAA’ est isocele car posséde deux angles de méme mesure. De plus
T L v _— T 1 —
A'AA; est I’angle inscrit associé a I’angle au centre A'0,A, donc mesA’'AA; = EmesA’OzAl
V3 s V3

Or mesA'0,A, =§ d’ou mesA'AA; = < ainsi mesA0,A' = — (g+—) = 2?” Ainsi mes

IAA" =mes IA'A = g d’ou TAA’ est équilatéral. Montrons que 10,0, est un losange
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0102 = 2R, SA’(OZ) :] dOﬂC 02] = ZOZA, = ZR

A est la médiatrice de [0,0,] et | € A donc 10,0, est isocele en I d’ou 10, = 10,. De méme 1J
= 0,] d’ou 1] = 10;. D’aprés Pythagore sur le triangle 10,4, 10? = IA? + R? or

IA. = AA’. Daprés le théoréme  d’Alkashi, AA? = 0,A% + 0,A"% —
20,A.0,A".cos (0,4,0,A") donc AA™ =2R? + R? = 3R? ainsi 10 = 3R? + R* = 4R?
ainsi 10, = 2R d’ou 10, = 0,0, = 0,] = I] = 2R donc 10,0,] est un losange.

Id J

0 Ay N (A7)

(C1) (€)
(A

b)  Déduisons que f fixe le point I i.e. que f(1)=I

TAA’ est équilatéral et (10,) est la médiatrice de [AA’], (A) est la médiatrice de [0,0,].

De plus, f(A) = A’ et f(0,) = 0,, f est une rotation donc le centre de f est le point
d’intersection des médiatrices des segments [AA’] et [0;0,] c’est-a-dire 1. donc f(I) = I.

Caractérisons f

JE——

est une rotation de centre I et d’angle 6. f(A) = A" = mes m,I_A; =ZI
f g 3

3)  On pose g = sof

a)  Déterminons g(l) et g(0,) et déduisons la nature de g.

g(l) =sof(l) =s() =1, g(0,) = sof(0,) = s(0;) = 04. g est la composée d’un
antidéplacement et d’un déplacement donc g est un antidéplacement ayant deux points
invariants. g = s(o,).-

b)  On note K = mil[MN] avec g(M) = N. Lorsque M décrit (C;), K décrit le diamétre de
(C,) dont le support est la droite (10,).

Exercice 2:

Dans le plan orienté, on considéere une triangle ABC rectangle isocéle en A tel que

mes(ﬁ, ﬁ) = %[Zn]. Soit (C) le cercle de diamétre [AB], r la rotation qui envoie B sur C

et de centre A, soit (C’) I’image de (C) par r. On désigne par O le centre de (C) et O’ le centre

de (C’). Soit M un point de (C), M’ = r(M) son image.

1.a) Construire (C) et (C’). on note I le second point d’intersection de (C) et (C’) autre que A.
b) Montrer que VM € (C),onal, M et M’ sont alignés.
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2. Soitry = R(0,%) etr, = R(0',7)
a) Préciser I'image de B par f=r,0or; et g =1, lory
b) Déterminer la nature et les éléments caractéristiques des applications f, g, foS g et

goSc)

Solution 2 :

1.b) Montrons que VM € (C), I, M et M’ sont alignés.
r(M) = M' donc AM = AM’. O et O’ les centres respectifs des cercles (C) et (C”) qui sont de

méme rayon car AB = AC. Donc mesAOM = mesAO'M'. L’angle AIM est un angle inscrit
qui intercepte I’arc AMalors mesAIM = %meSA/OTVI . De méme I’angle AIM' est inscrit dans
(C’) et intercepte I’arc AM’ donc mesAIM' = 1 — %mesAY)TVI’. Il résulte donc mesAIM +
mesAIM' = d’ou M, I et M sont alignés.

2. Soitry = R(0,3)etr,=R(0",%)

2.2) f(B) =ror(B) =n()=C, g(B) = r,"tory(B) = Tz_l(l) = A.

2.b) Nature et eléments caracteristiques de f, g, f0S4p) et goS(sc)

f est une rotation d’angle §+ g = m donc f est une symétrie centrale dont le centre est le
milieu de [BC], soit I. g est une rotation d’angle —>+~ = 0, soit g est une translation de
vecteur BA.

, f0S(ap) est la composée d’un déplacement et d’un antidéplacement donc f* est une symetrie
orthogonale ou une symétrie glissée. Or f n’a pas de point invariant. Donc f est une symétrie
glissée.

foSwBy = Swon0S0'n0Sr) = Sonotze- AC est un vecteur directeur de (OI) donc I’axe est

la droite (Ol) et le vecteur est AC.
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9oSiey = t5z0Sc) = t510tz0Sc) = t5i0S(007y- COMMe BI est vecteur directeur de

(00”), alors I’axe est (OO’) et de vecteur BI.

Exercice 3:
On considere, dans le plan rapporté a un repere orthonormé direct les points A(2; 0), B(2; 2) et

C(2; -2). On désigne par r la rotation de centre O et d’angle g, par r’ la rotation de centre A et

d’angle g et s la symétrie centrale de centre B.

1. Caractériser f =r’0s o r et construire f(C).

2. Soit (D) la droite d’équation x +y —2 =0 et S,y la symétrie orthogonale d’axe (D),
caracteriser Spyof .

3. Soient I(1, 0) et J(0, 1), on considere les rotations 7; et r; de centres respectifs I et J d’angles

g, t la translation de vecteur IJ; caractériser h = 01}

Solution 3 :

On considére, dans le plan rapporté a un repére orthonormé direct les points A(2; 0), B(2; 2)

et C(2; -2). On désigne par r la rotation de centre O et d’angle g, par r’ la rotation de centre A

et d’angle — g et s la symétrie centrale de centre B

1.  Caractérisons f = r'osor

’ T T . , b4 T 5 N
f =r'osor =R (A,;) o R(B,m)o R(0,3), f est une rotation d’angle -+ 7 + > = 2m d’ou f
est une translation ou I’application identique. f(C) = r'osor(C) =r'os(B) =r'(B) = 0.
Donc Le centre de f est la translation de vecteur 0.
2. Soit (D) la droite d’équation x + y — 2 = 0 et §py la symétrie orthogonale d’axe (D),
Caractérisons Spyof
CO est un vecteur directeur de la droite (D). donc S(pyof est une symétrie glissée d’axe (D) et

de vecteur CO
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3. Soient I(1, 0) et J(O, 1). on considere les rotations r; et r; de centres respectifs | et J

d’angles g t la translation de vecteur Ij. Caractérisons h = 1,07}

NS

+ g = 1, donc h est une rotation d’angle © donc une symétrie centrale et h(O) =0 d’ou h = s,

Exercice 4:
Dans le plan orienté, on considere le triangle ABC non isocéle tel que mes(AB, AC) = Z [2r];

a tout point M de la droite (AB), on associe le point N de la droite (AC) tel que M et N soient
dans le méme demi-plan de bord (BC) et BM = CN
l.a) Montrer qu’il existe une unique rotation r tel que pour tout point M € (AB) on a: r(M) =
Netr(B)=C

b) Préciser son angle et construire son centre Q.
2) Soit O le milieu de [BC], on désigne par Soq) la symétrie orthogonale d’axe (O€2), on pose

f = S(OQ)OT
a) Déterminer f(B) et f(Q2)
b) Préciser la nature et les éléments caractéristiques de f.
3) On considére I’application g = S45)0S4¢)0S(5c)
a) Préciser la nature et les éléments caractéristiques de S 45)0S(4c)
b) En décomposant S, symétrie centrale de centre A en deux symétries orthogonales

d’axes convenablement choisis, montrer que g est symétrie glissante dont on déterminera 1’axe
et le vecteur.

Solution 4 :

1.a) Montrons qu’il existe une unique rotation r tel que pour tout point M € (AB) on r(M) = N et
r(B) =C.
On sait BM = CN et les droites (BM) et (CN) se coupent en A donc il existe une unique rotation r

tel que {;((Ig : g

b)  Son angle 6 = mes(ﬁ,\C_N)) = % Son centre Q est le point d’intersection des médiatrices
de [MN] et [BC].
2)  Soit O le milieu de [BC], on désigne par S(pq) la symétrie orthogonale d’axe (OL), on pose
f = Swayor

a) Déterminons f(B) et f(Q)

fQ) =Qetf(B) =Spa(C) =B

b)  Nature et éléments caractéristiques de f.

f = Soayor est un antidéplacement ayant deux points invariants donc f = S((gg).
3)  On considére I’application g = S(450S(4c)0S(sc)

a)  Nature et eléments caracteristiques de S 45)0Sac)
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S0Suc) = R (4,2mes(AC,AB)) = R(4,—m) = S,

b)  Montrons que g est une symeétrie glissée.

9 = SB)0Sac)0Sc) = Sa0S(sc)- Soit (D) la hauteur issue de A dans le triangle ABC et (D’) la
perpendiculaire a (D) passant par A. Alors S, = Spy0Spry.

Ainsi g = Sy0S(p"y0S(sc) = Spyotsgz OU H est le pied de la hauteur issue de A sur [BC].
Comme HA est un vecteur directeur de la droite (D), alors g est une symétrie glissée d’axe (D) et

de vecteur HA.

Exercice 5:
Dans le plan orienté, on considére un losange ABCD tel que (AB,AD) = E[Zn]. On désigne

par 1, J, K, L et O les milieux respectifs des segments [AB], [BC], [CD], [DA] et [BD]. On note
(A) et (A”) les médiatrices respectives de [AB] et [CD].
1- a) Montrer qu’il existe un unique antidéplacement f qui transforme A en B et D en C.

b) Prouver que f n’est pas une symétrie orthogonale.

2- Soit S la symétrie orthogonale d’axe (A) et R la rotation de centre B et d’angle —g

a) Montrer que f = RoS

b) Déterminer f(B) puis la nature et les éléments caractéristiques de f.
3- On pose g = foo, o étant la symétrie orthogonale d’axe (A’). Déterminer g(C) et donner la
nature et les éléments caractéristiques de g.
4- Onpose h = g~ 1oR

a) Prouver que h est une translation que 1’on caractérisera

b) La droite (BC) coupe (A) en un point M. On pose M; = R~Y(M) et M, = g~ 1(M)
Montrer que les points M, M; et M, sont alignés.

Solution 5 :
f(A) =B
f(D)=C

f(A) =8
f)=c¢

1.a) Montrons qu’il existe un unique antidéplacement f tel que {

ABCD est un losange donc AD = BC d’ou 3! Antidéplacement f tel que {
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1.b) Prouvons que fn’est pas une symétrie orthogonale.

Par absurde, supposons que f est une symétrie orthogonale. Notons (D) son axe.

(AB) /I (DC) donc (D) = (A) = (A’). Ce qui est absurde car (A) et (A”) ne sont pas confondus. D’ou
f n’est pas une symétrie orthogonale.

2. Soit S la symétrie orthogonale d’axe (A) et R la rotation de centre B et d’angle —g

2.a) Montrons que f = RoS

RoS est un antidéplacement, RoS(A) = R(B) = B, RoS(D) = R(D) D € (A), R(D) = C. Comme
f est unique, alors f = RoS

2.b) Déterminons f(B)

f(B) = RoS(B) = R(A) = D Déduisons la nature et les éléments caractéristiques de f.

f est une symétrie glissée.

R = 5n0Sic)y = SBp)0Sna’y, RoS = S(gp)0Sa1\0Sa)y = SBp)0tsz = S(BD)0li50t 55

tig = Sp)0SuLy = RoS = Sp)0S8p)0S1)0tss = Suw)Otos: OB est un vecteur directeur de

(IL) donc f est une symétrie glissée d’axe (IL) et de vecteur 0B.

3. Onpose g = foo, o étant la symétrie orthogonale d’axe (A’).

Déterminons g(C)

g(C) = foo(C) = f(D) = C donc g est un déplacement qui posséde un point invariant donc g
est une rotation de centre C. De plus, g(B) = foa(B) = f(B) = D donc I’angle de la rotation 6 =

mes(C_B/),_E_D)) = — g d’ou g est une rotation de centre C et d’angle — g

4.  Onpose h =g toR

a)  Prouvons que h est une translation.

h est une rotation d’angle g — g =0eth(C)=g""oR(C) =g '(D) =Bdonch = tz3

b) La droite (BC) coupe (A) en un point M. On pose M; = R™Y(M) et M, = g~ (M)
Montrons que M, M; et M, sont alignés.

M, B et C sont alignés, M; = R~1(M) et M, = g~*(M) donc MBM, et MCM, sont des triangles

équilatéraux donc M, M, et M, sont alignés.
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Exercice 6 :

Soit ABC un triangle équilatéral tel que mes (ﬁ ﬁ) = = [2n]

1) On désigne par r,, 15 et r¢ les rotations de centres respectifs A, B, C et d’angles g
a) Etudier ’application f = ryorp
b) Etudier ’application g = r-orgory

2) Soit la transformation h = S(c4)0S45)0S8c)

a) Montrer que h est une isométrie

b) Soit (D) la droite parallele a (AC) et passant par B. Montrer que Si45)0S(sc) =
S(0)05(4B)

¢) Soit B’ le milieu de [AC], H le projeté orthogonal de B’ sur (AB). Montrer que h =

t558:05aB) = tzgH0S(py OU (D) est une droite dirigée par le vecteur BH, que I’on précisera.

Solution 6 :

Soit ABC un triangle équilatéral tel que mes (m) = E[Zn]
1) On désigne par 7y, 1 et r¢ les rotations de centres respectifs A, B, C et d’angles g
a) Etudions I’application f = ryorp
f est une rotation d’angle 2?” et de centre Q = med[BC]Nmed[AC] = O qui est le centre de gravité
de ABC.
b) Etudions I’application g = r-orgory
g est une rotation d’angle © donc g est une symétrie centrale. g(B) = rcorgor,(B) = rcorg(C) =
rc(A) = B donc g est une symétrie centrale de centre B.
2)  Soit la transformation h = S(¢4)0S45)0S5c)
a) Montrons que h est une isométrie.

h est la composée de trois isométries donc h est une isométrie.
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b) Soit (D) la droite parallele a (AC) et passant par B. montrons que S 45,0Ss¢) =
S)0S(ap)
—_— — 4 e N
Sam0S@ec) = R (B, 2mes(BC,AB)) = R(B,~%),  S()0Sws) = R (B, 2mes(4B,D)) =
4 s —
R(B, - ?71') d’ou S(AB)OS(BC) = S(D)OS(AB)
C) Soit B’ le milieu de [AC], H le projeté orthogonal de B’ sur (AB). Montrons que h
= t555:05aB) = tz50S 7y ou (D) est une droite dirigée par le vecteur BH.
h = S(CA)OS(AB)OS(BC) = S(CA)OS(D)OS(AB) = tZWOS(AB) = tz(ﬁ+ﬁ)OS(AB) = tzﬁ()tzﬁOS(AB)
(HB’) et (AB) sont perpendiculaires donc t,.—70Sp) = S(p’y. Déterminons (D’)
t,z570Swup)(A) = A', t,=0Sup)(B) = B" donc (D) est la médiatrice commune des segments
[AA’] et [BB’’] i.e. (D’) est la parallele a (AB) passant par B’. (D’) est ainsi dirigée par BH.

AII’]SI h = tzﬁ_]’OS(D’).

Exercice 7:
Dans le plan orienté, on considére un triangle EFG équilatéral de sens indirect et soient les
points A, B et C milieux respectifs des segments [FG], [FE] et [EG].
1.a) Montrer qu’il existe un unique déplacement f qui transforme A en E et F en C.
b) Montrer que f est une rotation dont on précisera 1’angle.
2.a) Déterminer Spc)0S(pa)(A) €t Sipc)0S(pa)(F), en déduire que f = Spc)0S(pay PUis le
centre de f.
b) Déterminer la droite (A) pour que f = Sx)0S(sc)
3. Soit H le projete orthogonal de G sur (BC); I et J les milieux respectifs des segments [GH]
et [GB]. Soit I = S(gcy(I). On pose g = t50S5c). Déterminer g(1), en déduire la nature et les
éléments caractéristiques de g.
4. Soith = S(CA)Of
a) Caracteriser S¢c4)05a)
b) Déduire que h est une symétrie glissante dont on déterminera I’axe et le vecteur.
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Solution 7 :

f(A) =E
f(F)=C

1l.a) Montrons qu’il existe un unique déplacement f tel que {

f(A) =E

EFG est équilatéral donc AF = EC d’ou il existe un unique déplacement f tel que { FF) =C

1.b) Montrons que f est une rotation.

(AF) et (EC) sont sécantes donc f est une rotation d’angle mes(A—F’,/E_C)) =— 2?”
2.a) Deéterminons S(pc)0S(pa)(A4) et Sigc)0Sa)(F)

S(BC)OS(BA)(A) = S(Bc)(A) =E,  SBc)0Snka (F) = S(BC)(C) =C
Déterminons f = Sgcy0Sp4)

f est une rotation de centre B et d’angle 6 = Zmes(ﬂ, B_C)) == 2?”

b)  Déterminons (A) pour que f = S4)0S(sc)

Onaf =R (B,—Z) = S50Seac) dou (4) = (BE).

3. Soit H le projeté orthogonal de G sur (BC); I et J les milieux respectifs des segments [GH] et
[GB]. Soit I’ = S(g¢)(1). On pose g = tzz0S(zc)-

Déterminons g(l) et déduisons la nature et les éléments caractéristiques de g.

g() = tzz0Sey(I) = tzg(I") = 1. (HG) L (BC) donc g est une symétrie orthogonale. De
plus g(H) = G d’ott g = S(py ol (D) est la parallele a (BC) passant par I.

4. Soit h = Sicay0f

4.a)  Caracterisons Sic4)0S,)

Sca)0S@) = Scca)0SE) = t5g

4.b) Déduisons que h est une symétrie glissée.

h = Scayof = Sca)0S)0Sic) = tge0Se) = tgr0tEz0SBe) = tgE0S)

d’ou h est une symeétrie glissée d’axe (D) dirigée par BH.

151



1
1
1
|
I
I
I
I
I
|
I
I
|
L
i
e |
N I -
\ ~< |
. - LT /
| N (D)
AN 27N /s
- [
P <3
PN I /’
- N\ | /
I
|
I
I
|

Exercice 8:
ABC est un triangle isocele rectangle en A et direct.
On désigne par , = R(A,g), g = R(B,%), re = R(C,E),
1) Soit A’ =1.(4)
a) Montrer que A’ € (BC)
b) En déduire I’image de la droite (AC) par la rotation 7,
c) Donner I’image de (BC) par rp et celle de (AB) par 7,
2) On pose f=ryorgore
a) Montrer que f est une rotation;
b) Soit M le centre de f. Montrer que M € (AC)
3) Soit I le point d’intersection des médiatrices du triangle ABC et J =1, (1)
a) Caractériser rgor,
b) Montrer que M est le milieu de [1J].
4) Soit N =r;1(M)
a) Montrer qu’il existe un seul déplacement g telle que g(M) = N et g(J) = |
b) Caractériser g
c) Déterminer I’image par g de (AC).

Solution 8 :

ABC est un triangle isocele rectangle en A et direct.

On désigne par ry = R(A,g), rg = R(B,%), Te = R(C,E),

A J

B C

1) Soit A’ =1.(4)

152



l.a) Montrons que A’ € (BC)

A" = r:(A) donc mes(ﬂﬁ) = % d’ou A’ € (BC).
1.b)  7.(AC) = (4'C)

1.c) 13(BC) = (BA), 1,(AB) = (AC)

2) On pose f = ryorgore

2.a) Montrons que f est une rotation.

f est la composée de trois rotations donc es tune rotation d’angle % + % + % =7

2.b)  Soit M le centre de f. Montrons que M € (AC)

f(C) =ryorgorc(C) = ry0r5(C) =14(A) = Ad’ouM € (AC)

3) Soit I le point d’intersection des médiatrices du triangle ABC et J = r,4(I)

3.a) Caractérisons rzor,

rgoT, est une rotation d’angle % De plus rgor,.(C) = rz(C) = A et rgor.(A) = r5(B) = B.
Ainsi le centre de rgor, est le point d’intersection des médiatrices de [CA] et [AB], soit 1.
3.b)  Montrons que M est milieu [1J]

f(I) =rqorgore(I) = r4(I) =] or f est une symétrie de centre M d’ou M est milieu de [1J].
4. Soit N = ;1 (M)

4a) Onary(N) =M et)=r,()doulIN=MIJd ou il existe un unique déplacement g

gM) =N
{g(/)=1 €ty

4.c) Déterminons g(AC)
i 1(C) = B d’ou g(AC) = (AB)

= TA_l.

Exercice 9:
ABC est un triangle direct. On désigne par I, J et K les milieux respectifs des segments [AB],
[AC] et [BC]. On construit extérieurement a ce triangle les triangles ABM et CAN rectangles et
isoceles en M et N.
1) a) Montrer qu’il existe un unique déplacement f tel que f(I) =J et f(M) =K

b) Déterminer I’angle de f

c) Montrer que f(K) =N

d) Deéduire que le centre O de f est le milieu de [MN]
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Solution 9 :

l.a) Montrons qu’il existe un unique déplacement ftel que f(I) =J et f(M) = K

ABM est rectangle isocéle en M donc AM = BM. Notons AM = BM = a alors AB = av/2
De la formule de I’aire du triangle ABM, on déduit que IM X AB = AM X BM d’ou

AMXBM a2
IM = = —
AB 2

déplacement ftel que f(I) =Jet f(M) =K

JK = ATB = %E donc IM = JK par conséquent, il existe un unique

1.b) Déterminons I’angle

T

Notons 6 = I’angle de la rotation. 8 = mes(m/:]\T() D
1.c)  Montrons que f(K) =N
OnaMK =MI +IK, or IK = £
ACN est rectangle isocéle en N donc AN = CN. Notons AN = CN = b. AC = bv/2 d’ou

IK = bTﬁ. D’autre part, KN = JK + JN or par analogie a la question 1.a), JN = bz—ﬁ. Il s’en suit

donc que IM = JK et IK = JN donc MK = KN. De plus mes(MK, KN) =~ d°ou f (K) = N.
1.d) Déduisons que le centre O de f est le milieu de [MN].

f est la rotation de centre O et d’angle g donc fof est la rotation de centre O et d’angle m, Soit

la symétrie centrale de centre O. De plus fof (M) = f(K) = N d’ou O est le milieu de [MN].
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APPLICATIONS DE L’ESPACE

Exercice 1 :

Soit le plan (P) d’équation x — 2y + z = 1 et la droite (D) de représentation paramétrique :
x=3+4+41

y=-1-21,1€R et le point A(2; -3; 1).
z=24+1

1. Démontrer que (D) est orthogonale a () en un point | dont on précisera les coordonnées.

2. Déterminer les images respectives A, et A, de A par les projections orthogonales sur (P) et

(D).

3. Verifier AA;1Az est un rectangle.

Solution 1 :

Soit le plan (P) d’équation x — 2y + z = 1 et la droite (D) de représentation paramétrique :

x=3+1

y=—-1-21,1€R et le point A2 ; -3; 1).
z=2+1

1. Démontrons que (D) est orthogonale a (P).

Notons 7 est le vecteur normal de (P), 7 (32). Il est également le vecteur directeur de (D)
1

donc (D) est orthogonale a (P).

a=3+41
. b=-1-24 —
Soit I(a, b, c) (D)N (P) alors c=24+1 234+1-2(-1-2)+2+1=1&
a—2b+c=1
a=2
bA+7=11=—-1 d’oﬁ{bz 1 1(2;1;1)
c=1
2. Déterminons les projections orthogonales A;, A, de A sur () et (D)

Ona: {AAl ) ou 7 est le vecteur normal de (P).

A € (P)
. x=2+21
AA1=Aﬁ<:>{y=—3—2,1, AEP)S2+1-2(=3-2D)+1+1=1e
z=1+41

2
3

61+9=1oA=—>donc A, | 1

Wk w

A, e (D) )
Ona{—— ou u est le vecteur directeur de (D).
AA,. U =0
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x=3+2
A, € (D) ey =—-1-22, A—)AZ.TZ=0@(;;%).(é)=0<:>(x—2)—2(y+3)+z—

z=2+12 z=17 *1
1=0<:>(3+A—2)—2(—1—2/’1+3)+2+/’l—1=0<:>6/1—2=0d0nCA=§d’01‘1
10
(x=t
3 10
y=- 2 donc A, s
3 3
7 7
Z ::g 3
- : _— AA] = Ayl
3. Vérifions que AA;lA: est un rectangle. Il suffit de veérifier que {ﬁl_,
AA,. Al =0
_4 _4
A4 €|, A,0| ¢ |doudd, = 4,1 donc A4, 1Az est un parallélogramme.
3 3
. .
4
Deplus, 4,1 [ 3 |, 44, 4,1 = —@ = 0 d’ott AA, IAzest un rectangle.
3
3
Exercice 2 :

Soit (P) le plan d’équation : x + y + z = 3.
Déterminer I’expression analytique de la projection orthogonale sur ().

Solution 2 :
Soit () le plan d’équation : x + y + z = 3.
Déterminons 1’expression analytique de la projection orthogonale sur (P).

Soit M(x,y,z) € (P), H(x',y',z") le projeté orthogonale de M sur (P). 7(1, 1, 1) le vecteur
normal de ().

. xX'—x=2 x=A1+x
OnaMHZ/lﬁ'{:){y’—yzﬂ,@{y:A-i—y
zZ—z=2 z=A+z

xty+z

HE(P)oA+x+1+y+i+z=331=3-(x+y+z2)eo1=1—- ;

X' =1— xX+y+z T x x' = 2x-y—z+3

3
. x+y+z —-x+2y—-z+3
D’ou y’=1— 3 +y(:) y'=T
xX+y+z —-x—=y+2z+3
Z, = 1 —_— y -|- VA Z, — y—

3
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Exercice 3 :

Soit les plans (P) et (P’) d’équations respectives : 2x + 3y +z+2=0et 2x+3y+z—-2 =
0.

1. Veérifier que ces deux plans sont paralléles.

2. En déduire qu’il existe une translation dont on déterminera le vecteur qui transforme () en
(P).

Solution 3 :

Soit les plans (P) et (P’) d’équations respectives : 2x +3y+z+2=0¢et 2x + 3y +z —
2=0.

1. Vérifions que ces deux plans sont paralleles.

Les deux plans ont le méme vecteur normal et le point (-1 ; -1; 3) € (P) et & (P’) d’ou (P) et

(P’) sont strictement paralléles.

2. Déduisons qu’il existe une translation t de vecteur ¥ a déterminer tel que t(P)= (P’)
x'=x+a

v(a, b, c) ’expression analytique de test:{y' =y +b
z'=z+c

P):2x+3y+z+2=0et(P):2x"+3y'+2' —2=0

2x'+3y'+z' -2=02(x+a)+3(y+b)+z+c—-2=02x+3y+z+2a+
3b+c—2=0-2+2a+3b+c—2=0donc2a+3b+c=4prendrea=1;b =
letc=-1douv(1;1; —1).

Exercice 4 :
ABCD est un tétraedre.
Soit hy I’homothétie de centre A et de rapport % et h2 I’homothétie de centre C et de rapport 2.

1. Construire ’'image de ABCD par h,0h;.
2. Préciser la nature et les éléments caractéristiques de h,oh;.

Solution 4 :

ABCD est un tétraédre.
Soit h1 I’homothétie de centre A et de rapport % et ho ’homothétie de centre C et de rapport 2.
1. Construisons 1’image de ABCD par
h,ohy

A D’
N \

2. Nature et éléments caractéristiques de
h,oh,
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k, Xk, = % x 2 =1eth,oh,(C) = Adonc h,oh, est la translation de vecteur CA.

Exercice 5 :
Soit (IT) le plan d’équation 2x + y — z = 3 et (A) la droite orthogonale a (IT) passant par O.
1. Déterminer I’expression analytique des transformations suivantes :
a) réflexion s
b) demi — tour s,
C) Sp0Sq
2. Déterminer la nature et les eléments caractéristiques de la transformation syosy.

Solution 5 :

Soit (IT) le plan d’équation 2x + y — z = 3 et (A) la droite orthogonale a (IT) passant par O.
l.a) Déterminons I’expression analytique de la réflexion sp.

Soit M(x,y,z) € (&), M'(x',y',z") son image par sy

(MM") L (m)

Ona: {1 mil[MM'] € ()

x'—x =21 x'=x+21
(MM')J_(T[)@MM’z/lﬁ(:){y’—y=,1 donc{y’=y+/1
z'—z=-1 z'=z—-21

|e(n)@z("zx')+(y+2y')—(”ZZ') =302 +y 7 +2x+y—z = 6&

2x+42+y+1—z4+ 21+ 2x+y—2z=6S61A+4x+2y—-22=6

—2x-y+z+3 —x—2y+2z+6
x’:x+2(—y ) x' ==
3 3
-2x-y+z+3 —2x—-y+z+3 —2x+2y+z+3
A = ————donc y’=y++ oy =
—2x—vy+z+3 2x+y+2z-3
z'=z— —Z z' = —

1.b) Expression analytique du demi — tour s,
Soit M(x,y,z) € (&), M'(x',y’, z") son image par s,

. (MM") L (b)
Ona: {1 = mil[MM'] € (&)

(MM") 1L (A) & MM'.u = 0 ou u est un vecteur directeur de (A). (A)L (IT) donc & = 7

MM’.z_iz(;C;).(f)=O(:)2(x’—x)+y’—y—z’+z=0
z'-z

(x+x — 22
z x' =41 —x
Z+z'=_/1 z'=—-1-z
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4x+2y—-2z

2040 —2x) +22 -2y + A+ 22 =0 1A =4x +2y -2z & 1 = ——=—d’ou
(x, — 5x+8y—8z
11
y _ 8x—7y—4z
Y =7
5 = —4x-2y-9z
11
1.c) Expression analytique de syosp
/ —X—2y+2z+6 ( ' 5x+8y—8z
X =— X =—-
( 3 11
) _ —2x+2y+z+3 ) __ 8x—7y—4z
SmyY = 3 ) SANY = 11
’ 2x+y+2z-3 ' —4x—-2y—-9z
zZ =— 7 =—
3 11
—X-2y+2Z+6 —2x+2y+2+3\ _,(2x+y+22-3
(’xr ::5( 3 )+8( 3 ) 8( 3 ) (. —37x-2y+2z+78
11 X = K
—X-2y+2z+6 —2x+2y+2z+3 2x+y+2z-3
8 -7 -4 —2x—-34y+z+39
SAOSH yl — ( 3 ) ( 3 ) ( 3 ) [=—3 SAOSI'[ y’ = T
11
—x— - - —10x—-5y—28z—-3
X—-2y+22+6 2x+2y+2z+3 2x+y+2z-3 r_
r_ _4( 3 )_2( 3 )_9( 3 ) z = 33
z = 11
Exercice 6 :

Soit ABCDEFGH un cube de centre O, | le centre de gravité du triangle BCG.
On se propose de déterminer et construire les points d’intersection de la droite (OI) avec les
plans des faces du cube.
1. Démontrer que le point d’intersection de la droite (OI) avec le plan (ADH) est le centre de
gravité J du triangle AEH. Placer le point J.
2. a) Démontrer que DJ = 2CI.

b) En déduire que les droites (CD) et (1J) sont sécantes en un point K que I’on précisera.
Placer le point K.

¢) Démontrer de méme que les droites (EF) et (1J) sont sécantes en un point I’, que ’on
précisera. Placer le point I'.

Solution 6 :
1. Démontrons que J = (0I) N (ADH) est le centre de gravité du triangle (AEH).
Soit S, la symétrie de centre O.

So(C) = E Comme | est centre de gravité de BCG et que la symétrie centrale conserve le
S0(G) = A

barycentre, S, (1) est le centre de gravité de AEH soit S, (1) = J. Il résulte aussi de ce fait que
J € (0I) d’ou le résultat.

2.a) Démontrons que D] = 2Ci

Notons C’ le milieu de [BG] et E’ celui de [AH].
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Cl = EC—C’) et S, conserve les distances donc S, (CI) = gso (CC") soit EJ = gE—E’) orDJ =
DE' +E'J et DE' = 3CI, Ej =3¢l d'om Dj = (2 +3) €I = 2Cl.
2.b) ¢l # DJ donc (CI) et (DJ) sont sécantes en K.

2.c)  De maniére analogue FI = ZE_]) donc (EF) et (1)) sont sécantes en un point I’.

E H
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EPREUVES DE SEQUENCE 1

EPREUVE 1 :LYCEE DE BAHOUAN

Exercice 1 : 4,5points

n(n+1)(2n+1)

1. Démontrer que pour tout entier naturel n>5,ona: : YR k? = -

déduire le calcul A = ¥2%15 (k2. 1,25pt
2. Soit n in entier naturel.
a) Déterminer suivant les valeurs de n le reste de la division euclidienne de 3" par 5.
0,5pt
b) Déduire le reste de la division euclidienne de 32°% par 5.  0,5pt

puis

3. Démontrer par récurrence que 9"t + 26" est divisible par 11.  0,5pt
4. Déterminer I’entier naturel x tel que 537%%¢* + 4gPase ¥ =7132basex  ( 5pt
5. Ecrire T112%9%¢3 en base 7.  0,5pt
6. Résoudre dans N le systéme suivant : {PGgﬂ)-(Z;=b)56:6254 0,75pt
Solution 1 :
1. Démontrons que Vn = 5, %7, k% = w
Raisonnons par récurrence, soit la proposition P : {Vn =538 k*= w}

Montrons que P est vraieaurangn = 5
Yre k2 =12+22+32+42+52=1+4+9+ 16 + 25 = 55,

5(5+1)(2(5)+1)
6

5(5+1)(2(5)+1)
Z———"—=5(11) = 55 donc Y3_, k* =

Soit n € N, supposons que P est vraie au rang n. montrons que P est vraie au rang n+1.

Z;{l:% kz A ;(1:1 kz + (n + 1)2 _ n(n+1)6(2n+1) + (n + 1)2 - (n + 1)(n(2n+1)6+6(n+1)) -
(nﬂ)(zfﬂn%) = (n+1)(n22)(2"+3). Donc P est vraie au rang n+1.

Conclusion : vV > 5,37, k? = w

A= Ziglfoo kz - Ziglf k2 _ 229:1 k2 - 2015(2026)(4031) N 99(10(;)(199) = 2015 % 336 X

4031 — 33 x50 x 199 = 2728819 890

2.a) Déterminons, suivant les valeurs de n, le reste de la division de 3™ par 5 :

3= 3[5], 32 =4[5], 3%®=2[5], 3*=1[5]

Sin = 4k, 3" = 1[5], Sin =4k +1,3" = 3[5], Sin =4k +2,3" = 4[5]
Sin = 4k + 3,3" = 2[5].
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2.b)  Déduisons le reste de la division de 3235 par 5.

32035 = 3508x4+3 = 215] donc le reste est 2.

3. Démontrons par récurrence que 9" + 28" est divisible par 11.

Soit la proposition P définie par : {vn € N,9"*1 4 26n+1 = 11k}

Montrons que P est vraie aurang n = 0

91 + 21 =11 = 11(1) d’ou P est vraie au rang n = 0.

Soit n € N, supposons que P est vraie au rang n. Montrons que P est vraieaurangn + 1
Qn+2 4 26n+7 = g gntl 4 26 p6nt+l — g gn+l 4 64 (11k — 9™*1) = 64.11k +

(=64 +9).9"*1 = 11(64k — 5.9"*1) = 11k’ d’ou P est vraie au rang n + 1.
Conclusion : Yn € N, 9™*1 + 26n+1 est divisible par 11.

4, Déterminons x tel que 53%45¢ ¥ + g4gbasex =T3basex

53% = 3 4+ 5x, 46" = 6 + 4x, 132 =2+ 3x + x?
53basex yggbasex -T32basex & 3 4 5x +6+4x=2+3x+x* &
x>’ —6x—7=((x-7)(x+1)=00rx>6doncx =7

5. Ecrivons 11122 en base 7.

11123 =2+1%X24+1x224+1x22=2+2+4+8=16=22".

PGCD(a; b) = 354

6. Résolvons dans N le systéme suivant : { a+b = 5664

Posonsa =d.a’, b =d.b" oud = pgcd(a,b)

a +b' =16
pgcd(a’,b’) =1

Sy = {(5664, 354); (354, 5664)}

a +b = 536% =16 > { d'oua’ =16 et b’ =1 etvice versa.

Exercice 2 : 4,5points

1. Unnombre C s’écrit a12® en base 5

a) Quels sont les valeurs possibles de a?  0,5pt

b) Déterminer la valeur de a pour que C soit divisible par 3. 0,5pt

¢) On suppose a = 4. Ecrire 412> en base 10 puis dans le systéme hexadécimal. 1pt
2. Un entier naturel A s’écrit 55% en base x et37” en base y.

a) Quelles sont les valeurs possibles de x ?  0,5pt

b) Sachant de plus qu’il existe un entier naturel B qui s’écrit 121 en base x et 59 en
5x -3y =2

x*+2x—5y=8 0.5pt

base y, montrer que x et y vérifient le systeme : S {

c) Résoudre le systeme S. 1pt
d) Ecrire alors A et B dans le systéme décimal.  0,5pt
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Solution 2 :
1.C =al2®

a) a €{0;1;2;3;4}

b) Valeur de a pour que C = 0[3]
C=2+5+25a=25a+7
25=1[3],7 = 2[3] donc C = a + 2[3]
C=0[3]e a+2=0[3]donca € {1;4}
C) On suppose que a = 4

Ecrivons 4125 en base 10.

4125 =100+5+2 =107

Ecrivons 412° en base 16

107 = 16 x 6 + 11 donc 4125 = 6B1¢
2.a) Les valeurs possibles de x.

x € N—{0;1;2;3;4;5}

2.b)  Montrons que x ety vérifient S : {xz S_icz_x 3_}/5; 2: 8

55* =37 ©5+5x=7+3y©5x—3y =2

121* =597 © 1+ 2x + x> =9+ 5y & x? + 2x — 5y = 8 d’ou le résultat.

1.c) Résolvons S

5x—2

5x -3y=2©3y=55x-20y=

5x—2
3

x? +2x =5y =8 x% +2x - 5(°=2) = 8 © 3x? + 6x — 257 + 10 = 24
3x2-19x — 14 =0
A =361+ 4(3)(14) = 361 + 168 = 529

19-+/529 2 19++/529
=-Zetx, == =7

Donc x; =

_5(n-2

Orx e N—{0;1;2;3;4;5}donc x = 7, =11dusS ={(7;11)}

d) Ecrivons A et B dans le systeme décimal
A=5+5x=40, B=(x+1)*>=64

PROBLEME : 11points

Les parties A et B sont indépendantes. Le plan est muni d’un repére orthonormé (O, 7, )

PARTIE A : 5points

163



1. Soit la fonction f définie sur IR par f(x) = 2x3 + x2 — 1.
a) Dresser rapidement le tableau de variation de f.  0,5pt
b) Montrer que f est bijective de [0 ; +oo[ vers un intervalle J que 1’on précisera.
0,5pt
C) Montrer que 1’équation f(x)=0 admet une unique solution o € [0; 1] dont on
donnera un encadrement a 10 prés.  1pt
2. Tracer la courbe représentative de f et deduire le signe de f suivant les valeurs de x.
1,5pt
3. Tracer sur J et dans le méme repére, la courbe de la bijection réciproque f * de f. 0,5pt

4. Déduire de f le tableau de variation de la fonction définie sur R par F(x) = %x‘* +

§x3 —x+1. 1pt

PARTIE B : 6points

X

1. Soit la fonction ¢ définie sur R par ¢ (x) = —% ‘o

sint
P

a) Démontrer que pour tout t €] —=; >, ona ¢ (tant) = —% + 0,5pt

b) En déduire le signe de ¢ (x) pour tout x € R. 0,5pt
2. Soit la fonction g définie sur R par g(x) = —§+ 1 +%Vx2 + 1 et (Cg) sa courbe

représentative.
a) Calculer les limites en —oo et en +oo de puis interpréter le résultat en +oo. 1pt
b) Calculer la dérivée g’ de g ; déduire de la question 1b) le sens de variation de g et dresser

son tableau de variation. 1,5pt
c) Calculer lim @puis déduire I’asymptote oblique a (Cg). 1pt
X——00

d) Donner la position de (Cg) par rapport a son asymptote. 0,5pt
e) Tracer soigneusement (Cg). 1pt

Solution Probléme :
Partie A :

1. Soit la fonction f définie sur R par f(x) = 2x3 + x2 — 1
l.a) Dressonsle T.V de f

lim f(x) =—o, lim f(x) =+
xX——00 X—+
f st continue et dérivable sur R eton a :
f'(x) = 6x% + 2x

f’(x)=0(:)x=00ux=—§

—243-27 26

f(0)=—1etf(—§)=—22—7+%—1= 27 27

164



X —0 —'; 0 +oa
f'(x) + - |t
-= +oo
£x) /’ \ /'
—o -1

f est continue et strictement croissante de [0 ; +oo[donc réalise une bijection de [0 ; +oo[ vers
[-1; +oo[.

1.c) Subséquemment a la question précédente et £(0) x f(1) < 0 alors d’apres le
théoréme des valeurs intermédiaires il existe un unique a € [0; 1] tel que f(a) = 0

£(0,5) =—0,5; f() =2, £@0,7)=0176;  f(0,6) =—0,2donc 0,6 < a <
0,7

Signe de f

Vx €] —oo;af, f(x) <0etVx € [a; +oof, f(x) =0

Tracé de (Cy)

4, Déduisons le tableau de variation de F
lim F(x) = lirP F(x) = +o0
X—>+ 00

X——00
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X —oo v +co
F'(x) - | +
+oo +co
Fix) \ ‘ /
F(a)

Partie B :

P

1. Soit la fonction ¢ définie sur R par: ¢ (x) = — % t

sint
7

la) Démontrons que vt €] —~; ~[, ¢ (tant) = _% +

1 tant 1 tant 1 sint
<p(tant) =t =t —7F==—-+—
2 2fitan’ 2 2(o;) 2 2

cost

1.b)  Etudions le signe de ¢(x),Vx € R
vt €] —g; g[,q)(tant) <0
2. Soit la fonction g définie sur R par g(x) = — g +1+ %\/xz +1

2.a) lim g(x) =400 ; lirp g(x) = =00+ 00 (F.I)
X—>—00 XxX—+00

2 2 2
i = 1 (1+5vxZ+1) -(3) i 12+ T+5(x2+1) -5
im g(x) = lim = lim =
xoteoJ x>t 14VaZH1+s x—+00 14+VxZ 4145 x

x —Co oo
g'(x) -
+co
gix)
o
2

20)  lim &9 = jjm -4l X
x—>—00 X X——00 2 X 2x
A/ x2
lim g(x) +x = lim 1+ - o+ oo Fl
X——00 x——00 2 2
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%+\/x2+1

4 =
St T+V/x2+1+2

= % = g donc la droite y = %est asymptote horizontale & (C,)
4



2
x 2 (Jx*+1 2 2
(§+1) _< 2 ) Lix 1

3
. . A e X(1+2)
lim gx)+x = lim ———=—~= lim *——== lim ——#-—=1donc la
X—>—00 X—>—00 £+1— x“+1 X—>—00 1 1+ X——00 1+x_

2 2 x( x(G+il 2
droite y = —x + 1 est asymptote oblique a (C,).
2.d)  Position de (C,)par rapport a son asymptote.

x+Vx2+1

gx) —(—x+1) =—’2—C+1+%\/x2+1+x—1= > 0 Vx € Rdonc (C,) est au-

2

dessus de son asymptote.
2.6) Tracé de (C,)
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EPREUVE 2 : LYCEE CLASSIQUE DE BAFOUSSAM

Exercice 1

1. Montrer par récurrence sur n, que : vV n e N, 32_; p(p) = (n + 1)! — 1. (0.5pt)
+

2. Soit x e IR\{-;}. Montrer par 1’absurde que _35;_57 € IR\{-;}. (0.25pt)

3. Montrer par congruence que : ¥n € N, 174" — 2 x 321 est un multiple de 11. Puis, en déduire
que Vn € N, 174™1 + 323 est divisible par 11. (0.75pt)

4. Soit un entier naturel non nul.
(a) Montrer que si n?est pair, alors n est pair. (0.5pt)

(b) Montrer que si n?est impair, alors n est impair.  (0.25pt)
5. Soit p et g deux entiers naturels tels que p?— 2g%= 1.
(a) Démontrer que p est impair. (0.25pt)
(b) Démontrer que q est pair. (0.25pt)
6. Soit un entier naturel M s’écrivant xyzzyx dans le systéme décimal.
(a) Démontrer que 11 est un diviseur de M. (0.25pt)
(b) i. Déterminer x et z pour que M soit divisible par 5 et 7. (0.5pt)
ii. En déduire que M est un multiple de 35. (0.25pt)
iii.  Déterminery pour que 3 soit diviseur de M. (0,5pt)

Solution 1 :

1. Montrons par récurrence que : V n € N*, p=1p@D =M+ 1D -1

Soit la proposition P définie par : {vneN*, ¥7_; p(p!) = (n + 1)! — 1}

Montrons que P est vraieaurangn = 1

Yiap@Eh=11)=1 (@@A+D'-1=2-1=1douYi1l=>0+1)!-1
P est vraie pour n = 1.

Soit n € N, supposons que P est vraie au rang n et montrons que P est vraie aurang n + 1 i.e.
montrons que Y31 p(p!) = (n +2)! — 1

o) =Yk p@ED+(n+ D+ D=+ D! -1+ (n+ D+ 1)!
=n+1+1DMn+1)!'—1=((n+2)(n+ 1)! —1d ou le résultat. P est vraie au rang n + 1.

Conclusion : vne N, ¥2_1p(p) =+ 1! -1

2. Soit x € IR\{-;}. Montrons par I’absurde que _35xx_+57 € IR\{-S}
Par I’absurde, supposons que _35xx_+57 ¢ IR\{-g} = _35xx_+57 = —g ©3(-5x+7)=-5Bx—-5)e

—15x + 21 = —15x + 25 & 21 = 25 (ce qui est absurde).
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3. Montrons par congruence que vn € N, 174™1— 2 x 32™1est un multiple de 11
17 = 6[11], 17% = 3[11], 173 = 7[11], 17* = 9[11] = 32[11]
174741 = 174" x 17 = 32" x 6[11] or 32" X 6 = 32" x 2 X 3 = 2 x 32"*1
174741 = 2 x 327*1[11] & 17441 — 2 x 327+1 = O[11].

Déduisons que vn € N, 1741+ 323 est divisible par 11

32n+3 — 32n+1 X 9

174741 4 32043 = g % 32n+1 4 9 % 32n*1[11] = 11 x 32"*1[11] = 0[11] donc V X € N,
174741 4 32n+3 = 0[11].

4, Soitn €N

4.2)  Montrons que si n? est pair alors n est pair.

Par absurde, supposons que n est impair c¢’est-a-dire que n = 2k + 1

n? = 4k? + 4k + 1 = 2(2k? + 2k) + 1 donc n? est impair. Ce qui contredit I’hypothése
d’ou n est pair.

4.b)  Montrons que si n* impair alors n est impair.

Par absurde, supposons que n est pair. Alors n = 2k © n? = 4k? = 2(2k?) = 2k’ donc n?
est pair. Ce qui est absurde. Donc n est impair.

5. Soit p et q deux entiers naturels tels que p?>— 2¢?= 1.
5.a) Démontrons que p est impair.

p? —2q% =1 & p? = 2¢? + 1 donc p? est impair et d’aprés la question précédente p est
impair.
5.b) Démontrons que g est pair.

2_
p2—2q2=1@q2=p211

4k?%+4k

pimpair & p =2k +1 © p? = 4k? + 4k + 1 donc g2 = = 2k? + 2k donc

q?est pair & q est pair

6. Soit M = xyzzyx

6.a) Démontrons que 11 est un diviseur de M.

M = xyzzyx = x + 10y + 100z + 1000z + 10000y + 100000x

On sait que si n est pair 10™ = 1[11] et si n est impair, 10" = 10[11] d’ou M = x + 10y +
z+10z+y+ 10x = 11(x + y + z)[11] = 0[11] donc 11 est un diviseur de M.

61) Déterminons x et z pour que M soit divisible par 5 et 7.

vn € N*,10™ = 0[5] donc M = x[5]

10 =3[7], 102=2[7], 10®=6[7], 10* =4[7], 105 = 5[7]
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M=x+3y+2z+6z+4y+5x[7] =6x+7y+8z=6x+ z[7]

{M 1\54 6Exx+[5z][7] donc {M f 6=x)-C+J; ik7k'

{MEO[S] @{ x = 0[5]

M = 0[7] 6x +z = 0[7]
X 0 1 2 3 4 5 6

2\6x 0 6 5 4 3 2 1
0 0 6 5 4 3 2 1
1 1 0 6 5 4 3 2
2 2 1 0 6 5 4 3
3 3 2 1 0 6 5 4
4 4 3 2 1 0 6 5
5 5 4 3 2 1 0 6
6 6 5 4 3 2 1 0

x =7r[7]
z=r[7]

x=0[5]et0<x,y<9=>x=z=0

6x+ZEO[7]=>{ avecr € {0;1; 2;3;4;5; 6}

6.ii)  Déduisons que M est un multiple de 35.

M = 10y + 10000y = 10010y

10010 = 0[7] et 10010 = 0[5], (5A7) = 1 donc 10010 = 0[35]

6.iii) Déterminons y pour que 3 divise M

10010 = 2[3] & M = 2y][3]

M = 0[3] & 2y = 0[3] & 3/2y or (2A3) = 1 d’aprés Gauss, 3/y soit y soit multiple de 3.
Orye{1,..9}doncy € {3;6;9}

Exercice 2

Le plan complexe est muni du repére orthonormal (0; i, V).

1. Ondonneu = —8(1 + i/3)
a. Montrer que z =v/3 — i est une racine quatriéme de u. (0.5pt)
b. Résoudre dans C ’équation (E) : z*+ 8(1 + iv3) = 0. (1pt)
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c. Donner le module et un argument de chacune des solutions de E. (1pt)

2. On considére les points M et M’ d’affixes respectives z et z'.
a. Montrer que les vecteurs OM et OM’ sont orthogonaux si et seulement si Re(z'z) = 0. (0,5pt)
b. Montrer que les points O, M et M sont alignés si et seulement si Im(z'z) = 0. (0,5pt)

c. Soit N le point d’affixe z2 — 1. Déterminer I’ensemble des points M du plan d’affixe z tels que
les vecteurs OMet ONsoit orthogonaux. (0.5pt)

d. On suppose z non nul et on considére le point P d’affixe ziz -1

i. Montrer que (Zi2 —1)z2 —1=—2z2| le —1/2. (0,5pt)

ii. En déduire I’ensemble des points M d’affixe z tels que O, N et P soient alignés. (0,5pt)
3. Linéariser cos*(2x) sin x.(0.75pt)

Solution 2 :
Le plan est muni du repére orthonormal (0; 4, ¥).

1. On donne u = —8(1 + iv3)

1.a) Montrons que z =3 — i est une racine quatriéme de u.

2= (V3 - i) = (V3) +4(V3) (=) + 6(v3) ()% + 4V3(=D) + (=i)*
=9 —12iV3 — 18 4+ 4iv3 + 1 = —8(1 + i/3)

1.b) Résolvons dans C I’équation (E) : z*+ 8(1 + iv/3) =0

z4+8(1+i\/§)=Oz4:—8(1+i\/§)(:>z4=(\/§—i)4<:)(\/§z_i)4=1

= —i

2 —iol——=10U——=—10U—
V3-i V3-i V3-i V3—-i

z1=i(V3—iouzg=vV3—iouz,=—V3+iouz;=—-i(vV3—-i)=-1-iV3

1.c) Module et un argument de chacune des solutions de (E)

1Zo| = |z1]| = |z2| = |z5| = 2;

T T 51 7T
arg(z) = —%;  arg(zm) =% arg(z) =2, arglz) =2
2. On considere les points M et M’ d’affixes respectives z et z'.

2.a)  Montrons que les vecteurs OM et oM’ sont orthogonaux si et seulement si Re(zz) =0
OM et OM’ sont orthogonaux & OM.OM' =0 & x'x + y'y=0 OM.OM est d’affixe
ZZ7=0W'+iy)x—iy) =xx+y'y+ilxy' —x'y)

Donc OM.OM' = 0 & Re(z'z) =0

2.b)  Montrons que O, M et M’ sont alignés si et seulement si Im(z'z) =0

O, M et M’ sont alignés si et seulement Im (Z;') =0

2 = ZZ donc Im (Z;') =Im (LZ_) = LIm(z’z_) =0doulm(z'z)=0

z  |z? 1zI?) |z
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2.c)  Soit N le point d’affixe z2 — 1. Déterminer 1’ensemble des points M du plan d’affixe z tels que
les vecteurs OMet ONsoit orthogonaux.
OMet ONsoit orthogonaux & z(z2 — 1) = 0 © 2(z> = 1) = 0 & (x + iy)(x? — y? — 2ixy — 1) =

3 _ 2 _ 2 2:0 2+ 2_1 =0 — 2 2 _
x° —xy® —x+ 2xy @{x(x y ) @{x Ooux“+y 1donc

X’y =y —y-2xy=0 ly(-x*-y*-1) =0 y=0
AQp). B(). ¢(3)

2.d)  Onsuppose z non nul et on considére le point P d’affixe iz —1.
zZ

oo

i) Montrons que (; — 1) 22 — 1 = —z2|  — 1|

1 — 1 _ 72 1 _
G-Dz2Z—-1=(5-1)@F-D=5-5-7+1

12 =22 (4 1)(?):—22.(? —i—i+1):—zi2+j—j+1—z‘2d’oule

=
résultat.

i) Déduisons I’ensemble des points M d’affixe z tels que O, N et P soient alignés.

1

21
O, N et P soient alignés ;i—_l ER

1 1 —S —5, 1 —
——1 —-1)(z2-1) -z%|%-1> _z
z2 — (zz )( — z2 I A 1 2 — ’ :
il ey pey R P T T € R & z2 = k © xy = 0 donc I’ensemble des points

M est la réunions des droitesx = 0ety =0

3. Linéarisons cos®(2x) sin x
i eix_l_e—ix 3 eix_e—ix ei3x+3eix+3e—ix+e—3ix eix_e—ix
cos(2x) sin X = ( ) ( : ) = ( )( ; ) =
2 20 8 20
el 312X 43¢ 21X _gI2X_3_3p72IX_—4X  ol4X_o-l4X4p(l2X_¢=21X)  sin4x+2sinx
16i 16i o 8
Probleme

Les parties A et B sont indépendantes.

PARTIE A
Le plan complexe est muni du repere orthonormé (0; u, v). Soit A et B les points d’affixes
respectives non nulles a et b.

1. a) Démontrer que les points O, A et B sont alignés si et seulement si ab est un nombre

réel.  (0.5pt)
, (a+b)? _
b) Démontrer que —€IR & abelR oulal = |b|. (0,75pt)
2. On suppose que ab & IR et |a| = |b|] = 1.
2
Démontrer que % est un nombre réel strictement positif. (0,75pt)

3. Soit My et M2 deux points d’affixes respectives z1 et z» tels que les points O, M1 et M2 ne
sont pas alignés.
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a. Calculer en fonction de z; et z2, ’affixe z du barycentre | du systeme {(My, |z1]) ; (M2,
|z21)}. (0,5pt)
b. Démontrer que

z2

est un nombre réel. (0.5pt)
Z1Zy

c. En déduire que la droite (OI) est la bissectrice de I’angle M;OM,. (0,75pt)

PARTIE B

L’espace est muni d’un repére orthonormé (0; 1,7, E) On considere les points A(1;6;4),
B(2;5;3), C(3;1;1) et D(8;1;7). On pose N = ABA AC.
1. a) Déterminer les coordonnées de N. (0,5pt)
b) Les points A, B et C sont-ils alignés ? Justifier votre réponse. (0,5pt)
¢) Déterminer I’aire du triangle ABC. (0,5pt)
d) Déterminer le volume du tétraedre ABCD. (0,5pt)
2. Soit (A) la droite passant par D et dirigée par u (2;—1;3).
a) Démontrer que la droite (A) est orthogonal au plan (ABC). (0,5pt)
b) En déduire une équation cartésienne du plan (ABC). (0,5pt)
c) Déterminer une représentation paramétrique de la droite (A). (0,5pt)
d) Déterminer les coordonnées du point K, intersection de (A) et du plan (ABC). (0,5pt)

3. Soit (P1) le plan d’équation X +y + z — 6 = 0 et (P2) le plan d’équation X + 4y — 7 = 0.
a) Démontrer que les plan (P1) et (P2) sont sécants. (0,5pt)

b) Vérifier que la droite (d) intersection de (P1) et (P2) a pour représentation paramétrique :
x=—4t—1

y=t+2 sitelR

z=3t+5

c) La droite (d) et le plan (ABC) sont-ils sécants ou paralléles ? (0,5pt)

4. Déterminer la nature et les éléments caractéristiques de la courbe (S) d’équation : x* + y? +
72— 2x—4y—4=0. (0,5pt)

Solution Probléme

Les parties A et B sont indépendantes.

Partie A :

Le plan complexe est muni du repére orthonormé (0; i, v). Soit A et B les points d’affixes respectives
non nulles a et b.

1l.a) Démontrons que O, A et B sont alignés si et seulement si ab est un nombre réel

O,AetBsontaIignéS@E =bif=b+ie Rdoub.a e R
a a.a |al
(a+b)?

1.b) Démontrons que €IR & abelR oulal = |b|

ab
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(a+b)2_a+b2+2ab _ab  ba ab  ba
— == — + +2—|b|2+||2+2€R(:)|b|2+||ZER(:)abeIRou|a| |b|

2. Onsupposeque ab ¢ IRet|al = |b| =1

(a+b)

Démontrons que —— € R*,,

(a + b)? _ a.b b.a

ab P T Tap T2 =a.b+ba+2=ab+ab+2=2Re(a.b)+2€R
or |Re(a.b)| < |a.b| = lal.|b| & Re(a.b) < 1 donc 2Re(a.b) + 2 > 0 donc “L e re,
3. Soit My et M2 deux points d’affixes respectives 21 et 2> tels que les points O, M1 et M2 ne

sont pas alignés.
3.a) Calculons en fonction de z; et z,, I’affixe Z du barycentre I du systéme {(My, |z1]) ; (M2,

lz2])}.

_Nzlza+lzolzy _ |z |z5]
Z= - 1 2
|z1]+|22| |z1]+|22| |z1]+|22]
7 Z2
3.b) Démontrons que ER
Z1Z3
(Iz1|z1+|zz|zz)2 |21|ZZ%+2|21||22|21222+|Zz|22%
z? |z1[+[z;] (lz1l+1z) _ 7Pz |22 %2, EAEA
Z1Zy Z1Z; Z1Z; z(|z11+122D?%  z1(1z1]+122)? (Iz11+122)?2
|z1]? zZ AR Zz |z1]]2,]
(Iz1l+lz2D? 2z~ (Iz1|+|22D)? 24 (Iz11+122])?
Partie B :

L’espace est muni d’un repére orthonormé (0; 7,7, k).. On considére les points A(1;6;4), B(2;5;3),
C(3;1;1) et D(8;1;7). On pose N = ABA AC.

1.a) Coordonnées de N

as(4). ac(y) w=(3)

1.b) N = 0donc A, B et C sont non alignés.

1.c) Déterminons I’aire du triangle ABC

m V14

A=) =R = 2y

1.d) Déterminons le volume du tétraedre ABCD
V=2|AD.N|=*|-14-5-9| = Zu.v

6 6 6
2. Soit (A) la droite passant par D et dirigée par u (2; —1; 3).
2.a) Démontrons que (A)L (ABC)
il = —N donc (A)L (ABC).
2.b)  Equation cartésienne du plan (ABC)
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N est vecteur normal de (ABC)
ABC:—-2x+y—3z+d =0, A€ (ABC) & -2(1)+6—-3(4)+d=0<
d=2—-6+12=8dou(ABC):—2x+y—3z+8=0

2.c)  Représentation paramétrique de(A)

x =8+ 2t
A):jy=1-t,teR
z=7+ 3t

2.d) Coordonnées de K = (A) n (ABC)

Soit (a, b, ¢) les coordonnées de K.

a=8+2t

Onai{b=1-t et —2a+b—-3c+8=0
c=7+3t

=-28+4+2t)+1-t—-3(7+3t)+8=0=(—-4-1-9Dt—-16+1-21+8=0

t="2_72 d’ouK(lzl)
—-14 13

3. Soit (P1) : x+y+z—-6=0et(P2):x+4y—-7=0.
3.a) Démontrons que (P;) et (P,) sont sécants.

n, (i) le vecteur normal de (P,) et TZ(%) celui de (P,)

A, <‘£) + 0 donc (P,) et(P,)sont sécants.

x=-4t—-1
3.b)  Vérifions que (d) = (P;) N (P,) a pour représentation paramétrique{ y =t + 2
z=3t+5

n, An;, est vecteur directeur de (d). Deplus, -1 +2+5—-6=0,—1+8—7 = 0donc le
point I(}l) € (d) d’ou le résultat.

5
3c) (MAm).N=8+1-9=0et—2(8)+1—-3(7)+8=-16—-21+9=-28%0
donc (d) et (ABC) sont strictement paralléles.

4. Nature et éléments caractéristiques de la sphére (S) : x2+y?+ 22— 2x—4y—4=0
Xty + 2224y -4=(x-1)?* -1+ —-2)>-4+2z*-4=0

e (x— 1%+ (v —2)? + z% = (3)* donc (S) est une sphere de centre E (%) et de rayon 3.
0

175



EPREUVES DE SEQUENCE 2

EPREUVE 1 : DELEGATION DU LITTORAL

Exercice 1 : (5 points) / Série C uniquement

1. Démontrer par récurrence que pour tout entier naturel n, 32" + 2 x 43" est divisible
par 11. 1,5pt

2.a) Soitl’ensemble H={1;2;3;4;5;6,7;8;9;10}

Déterminer toutes les paires {a, b} d’¢léments de H telles que le reste de la division
euclidienne de ab par 11 soit 1. 1pt

2.b) Démontrer que sin € IN et n > 3, alors (n+1) ! + 1 est impair. 0,75pt

2.c) Démontrer que I’entier (15—-1) ! + 1 n’est pas divisible par 15. 0,75pt

2.d)  Déduire de 2.a) que I’entier (11 — 1) ! + 1 est divisible par 11. 1pt

Solution 1 : série (C)

Démontrons par récurrence que Vn € N, 3271 + 2 x 437+1 = 0[11]

Soit la proposition P définie par {vn € N, 32"*1 + 2 x 43"*1 = o[11]}

Montrons que P est vraie pour n = 0

31 +2x 4! =11 = 0[11] donc P est vraie au rang n = 0

Soitn € N, supposons que P est vraie au rang n et montrons que P est vraie au rang n + 1 i.e.
montrons que 32"+3 4 2 x 4374 = 0[11]

32N+3 | 9 x 43n+4 = 9 32N+ | 9y 431 = 9(11) — 2 X 437H1) 4 2 x 430+ =

9 x 11k + (128 — 18)43™*1 = 11(9k — 10 X 43™*1) d’ou P est vraie au rang n + 1
Conclusion : ¥n € N, 32"*1 4 2 x 437+1 = ([11]

a) Soitl’ensemble H={1;2;3;4;5;6;7;8,9,;10}

(a,b) € {(2,6); (3,4);(5,9); (7,8)}

1.b) Deémontrons que si n est pair et n > 3 alors (n + 1)! + 1 impair
npairen=2k=>mn+1)+1=Q2k+1)+1

(2k + 1)! Est le produit d’au moins un nombre pair avec un nombre impair alors (2k + 1)!
est pair. D’ou (n + 1)! + 1 = (2k + 1)! + 1 est impair.

c) Démontrons que (15 — 1)! + 1 n’est pas divisible par 15.

On sait que 14! = 0[3] et 14! = 0[5] or (5A3) = 1= 14! = (15 — 1)! = 0[15] d’ou

(15 — 1)! + 1 = 1[15]. Cqfd.

2.d) Déduisons que (11 —1)!+ 1 = 0[11]

10! =(3%x4).(2%x6).(6x9).(7%x8).(1x10)=10[11] e (11 -1D'!'+1=10+1=
o[11].
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Exercice 1 : (5 points) / Série E uniquement

Soit g la fonction définie sur IR par g(x) = x> - 3x + 1

Etudier les variations de g.  1,5pt

Démontrer que I’équation g(x) = 0 admet trois solutions distinctes. 0,75pt

Soit a un nombre réel. Calculer cos3a en fonction de cos a.  0,75pt

En posant X = 2cosa, déduire des questions précédentes les trois solutions de I’équation g(x) =
0. 2pts

Solution 1 : série (E)

Soitg:x » x3—3x+1

Variations de g.

Jm g(x) = -0,  lim g(x) =+
Etude du signe de g'(x)

g9'(x) =3x*=3=3(x*-1)

gx)=0eox=1oux=-1

x —00 -1 1 +o0
g (x) + - +
3 +0oo
g(x) / \ /
—00 -1

Respectivement sur ]-oo ; -1[, [-1 ; 1] et ]1 ; +oo[, g est continue et strictement monotone. De
plus xl_i)r_noog(x) xg(—1)<0;g9g(-1)xg(1)<0etg(1) x xﬁng(x) < 0. Alors d’apres
le T.V.I., I’équation g(x)=0 admet trois solutions distinctes chacune sur chacune des
intervalles cités ci-dessus.

Soit a € R, calculons cos3a en fonction de cosa

cos3a = cos(2a + a) = cos2a.cosa — sin2a.sina = (2cos?a — 1)cosa — 2cosa. sin*a =
(2cos?a — 1)cosa — 2cosa(l — cos?a) = 4cos3a — 3cosa

Résolvons 1I’équation g(x) = 0

On pose x = 2cosa

x3—3x+1=0 < 8cos3a —6cosa+1=0s 2(4cos3a — 3cosa) +1 =0

21 21 2km
3a =—+ 2km a=—+—
1 2m 4, 3 9 3
& 2.c0s3a = —1 © cos3a = —s= cos?d ou o 1= or ok
3a=—?+2kn a=—?+T
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2km { 4w 2T 871}
9

.. 2
Les mesures principales de ?’T + =~ sont =5

) )

. . 2 2k 8 2 4
Les mesures principales de — ?” + Tﬂ sont {— ?"; —?”; ;”}

Comme cos(—a) = cosa alors les trois solutions sont

4m 2m 8t
Xo = 2c0Ss - X1 = 2cos?et X, = 2cos >

Exercice 2 : (5 points)
Le plan complexe est muni d’un repére orthonormé (0, e, e;)

Linéariser 1’expression sin3x.cos®x  oU X € IR. 1,5pt

En posant z = x + yi ol (x, y) € IR?, résoudre dans C I’équation : z% + 2iZ — 6 = 0. 1,5pt
’ 1-3z

Pourtoutz € Z, onpose : z = ——

Déterminer I’ensemble (E) des points M du plan, d’affixe z tels que z’ soit réel.  1pt
Déterminer I’ensemble (F) des points M du plan, d’affixe z tels que z’ soit imaginaire pur. 1pt

Solution 2 :
Linéarisons sin3xcos3x

. 1
On sait que cos3x = 4cos3x — 3cosx donc cos3x = 5 (cos3x + 3cosx)

sin3x(cos3x+3cosx)
4

sin3xcos3x =

z = x + iy, résolvons dans C z% 4+ 2iz— 6 = 0

On appelle (x + iy)? + 2i(x —iy) —6 =0

x2—y2+2ixy+2ix+2y—6=0x -y +2y—6+i(2x+2xy) =0 &

2 2

o S it O,
x=0o0uy=-1

x=0>y-1=V50uy—-1=—-V50y=1+V50uy=1-+5

Siy=-1=2x2-4-5=0x=30ux=-3

S={(0;1+\/§); (0;1—\/5); (3; —1); (=3; —1)}

1-3z

3—-iz

Pourtoutz € C,z' =

z=x+iy,z =x"+iy

1-3z _ 1-3(x+iy)  1-3x-3iy  (1-3x-3iy)(3+y+ix) _ (1-3x)(3+y)+3xy . x(-3x-1)-9y

3—iz  3—i(x+iy)  3+y—ix (3+y)2+x2 x2+(34y)2 x2+(y+3)2

zZ ERe x(—3x—1)—9y =0 & 9y = —3x? — x (E) est une parabole

z’€iR" e (1-3x)(3+y)+3xy =0 —9x + y + 3 = 0 (F) est la droite d’équation
—-9x+y+3=0.
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Probléme (10 points)

Ce probléeme comporte deux parties indépendantes.

Partie A

Soit A, B, C trois points non alignés de I’espace et soit k un réel de I’intervalle [-1 ;1]

On note Gk le barycentre du systéme pondéré {(4, k* + 1), (B, k), (C, —k)} Soit | le milieu du
segment [BC].

Représenter les points A, B, C et | et construire les points Gy et G.1.1,5pt

a) Pour tout réel k de I’intervalle [-1 ; 1], exprimer le vecteur E; en fonction du vecteur

_

G_1G;. 1pt
b) Soit la fonction f définie sur ’intervalle [-1 ; 1] par f(x) = x;—fl Etudier les variations de f

et dresser son tableau de variation. 1,5pt
¢) Déduire de 2°) b) I’ensemble des points Gk lorsque k décrit I’intervalle [-1 ; 1]. 1pt

Partie B
Soit la fonction h définie sur [0 ; +oo[ par : h(x) = x? — 32v/x + 31
En posant g(x) = hg), calculer la limite de g en +oo, puis la limite de h en +o0. 1pt

Etudier les variations de h et dresser son tableau de variation.  1,75pt

Démontrer que I’équation h(x) = 0 admet deux solutions et deux seulement, Dont I’une est
entiére et évidente et I’autre notée xo est telle que xo € [7,5; 7,6]. 1,75pt

Résoudre dans IR I’inéquation h(x) <O. 0,75pt

Solution Probléme :
Partie A :

Soit A, B, C trois points non alignés de I’espace et soit k un réel de I’intervalle [-1 ;1]
Gy = bar{(4,k*> +1),(B,k),(C,—k)}; I= 6,

bar{(B,1); (C,1)} A
24G_,—-BG_,+CG_, =0 24G_,—BA+CA=0

2AG_, = BC & AG_; =5 BC et AG, = AB —~AC =
~CB = —AG_ donc G_1G; = CB

a)  Exprimons AGj en fonction de G_;G,

-k
k2+1

(CA+4B) =

— — -k — -k
AGy = AB AC =
k™ k241 +k2+1 kZ+1
—-X
x%+1

b)  Soit la fonction f définie sur I’intervalle [-1 ; 1] par f(x) =

Etudions les variations de f et dressons son T.V
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f=1) =etf(1) = -3
f est continue et dérivable sur [-1 ; 1] car fonction rationnelle. Etona:
—(x2+41)-2x(-x) _ x%-1

f') = (x2+1)? T (x2+1)?

ff)y=0eex-Dx+1)=0esx=1oux=-1

X -1 1

f'(x) -

1
f@) \ _1

2

Quand k décrite [-1; 1, G, décrit [G_,G4]

Partie B :

Soit la fonction h définie sur [0 ; +oo par : : h(x) = x? — 32+/x + 31
. h(x) . 32
lim = lim 1—-——

X—>+o0 X? xX—+00 xx

+Z2 =1 lim h(x) = lim x2 = +o
X X—+o00

X—+ 00
Etudions les variations de h et le T.V
limh(x) = 31
x—0
h est continue et dérivable sur [0 ; +oof eton a :
"(x) = 24 — X8
h'(x) = 2x NE:
R(x)=0o2xVx=16 x =2, h(2) =4—32v2 +31=35-32V2
X 0 2 400
h'(x) — -
31 400
R | N, e
35 — 322

Démontrons que h(x) = 0 admet deux solutions et deux seulement.
h(1) = 0 et h est continue et strictement croissante sur [2 ; +oo[ et h(2) X lir+n h(x) <0
X—+ 00

d’aprés le T.V.I, Al a € [2; +oo[ tel que h(a) =0

donc I’équation h(x) = 0 a deux solutions dont I’une évidente.
h(7,5) x h(7,6) < 0 et h continue sur [7,5; 7,6] donc a. € [7,5; 7,6].
Résolvons h(x) < 0

S=[1; a]
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EPREUVE 2 : LYCEE DE NKOLNDA

NB : L’épreuve comporte trois exercices et un probleme. La clarté de la copie et la précision
dans la rédaction seront prises en compte

Exercice 1 : (3points)
1. Résoudre dans R 1’équation :12x% + 3600x — 37200 = 0 (*). 0,75pt
2. Monsieur X doit rembourser une somme de 397200F en trois tranches. Le premier
versement est de 120000F ; le deuxiéme versement correspond au premier versement
augmenté de t% ; le troisieme versement correspond au deuxieme versement augmenté

de t%.

a) Montrer que t vérifie I’équation (*) ci-dessus et calculer t. 1,5pt

b) En déduire le montant des deux derniers versements. 0,75pt
Solution 1 :

1. Résolvons dans R I’équation 12x2 + 3600x — 37200 = 0
x? +300x —3100=0

A = 90000 + 4 x 3100 = 102400, V102400 = 320
Xy = —3002—320 — _310, X = —3002+320 =10
S = {—310; 10}

2. a) Montrons que t vérifie 1’équation (*)

Soit x, le 1°" versement, x, le 2° versement et x, le 3° versement.
X; = Xo + X9 X t% = xo(1 + t%) = (1,00)x,, x, = (1,0t)%x,
Xo + %1 + X, = 397200 & x4 + (1,0t)x, + (1,0t)%* = 397200

1—(1,0t)3

xo(1 + (1,0t) + (1,0t)?) = 397200 & x, ( -0t

) = 397200

3 6
(1 — (B ) = 39720 106 — (106 + 3 x 10*¢ + 300¢% + ¢3) = — 227210

100 Xo X0
t?2 + 300t + 3 x 10* = 331 x 10> © t2 + 300t — 3100 = 0

D’apres la question précédente, t = 10

b) Montant de x, et x,

x; = 1,1x, = 1,1 X 120000 = 132000, x, = (1,1)%.x, = 1,21 X 120000 = 145200
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Exercice 2 : (5points)
)] Pour ouvrir un coffre-fort, on doit composer un code secret de quatre chiffres sur
un tableau informatique de dix chiffres : 0; 1; 2; 3; 4; 5; 6; 7; 8; 9.
1. Déterminer le nombre de code possibles. 0.5pt
2. Combieny a-t-il de codes commencant par 2 ? 0.75pt
3. Combieny a-t-il de codes ne contenant pas 0 ? 0.75pt
1)) Une urne contient 10 boules numérotées de 0 a 9. On tire 4 boules de cette urne.
1. Combien peut-on obtenir de nombre distincts de 4 chiffres (dont le ler est non nul)

a) Si les quatre boules sont tirées successivement et sans remise; 0,75pt
b) Si les 4 boules sont tirées successivement avec remise. 0.75pt
2. On tire simultanément 4 boules.
a) Combien de tirages différents peut-on réaliser ? 0.75pt

b) Avec chacun des tirages, combien de nombres de 4 chiffres peut-on former ? 0.75pt

Solution 2 :

1.1) N = 10* codes possibles
1.2) N, = 103 codes

1.3) N3 = 9*codes

I1.1.a) N, = A} x A3

11.1.b) Ns =9 x 103

11.2.2) Ny = Cy, tirages
[1.2.b) N; = 4! Nombres

Exercice 3 : (2,5points)
La courbe Cs ci-dessous représente une fonction f définie sur ’intervalle [-3, 4]. On définit
les fonctions gl et g2 par : gu(x) = f(x —1) —1 et ga(x) = —f (x).

1. Construire distinctement les courbes Cgs et Cgo. 1.5pt+1pt
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Probleme (9.5 points)
Les parties A et B sont indépendantes

PARTIE A [5.5 points]

ABC est un triangle tel que : AB =5 cm ; AC =3 cm et BC = 4 cm. On désigne par G le
barycentre des points (A,—2) ; (B, 1) ; (C, 3). I est le symétrique de B par rapport a A. J et K

sont les points tels que : Aj = 3AC etBK = %R

1. a) Construire le triangle ABC et les points I, J, K, G. 2pt
b) Exprimer le point I comme barycentre des points A et B ; puis J comme barycentre
des points A et C ; puis K comme barycentre des points B et C. 0.75pt
c) Démontrer que les droites (AK), (B J) et (C I) sont concourantes. 1pt

2. Soit L ’ensemble des points M du plan tel que : MB? + 3MC? = 48
a) Démontrer que pour tout point M du plan, MB? + 3M(C? = 4MK? + %BCZ. 1pt
b) Déduire la nature et les éléments caractéristiques de L. 0.75pt

PARTIE B [4 points]
Le plan est muni du repére orthonormé (O, 1, J). Soient E (1; =3) et F (1; 3) du points du plan

1. Déterminer les coordonnées du point J tel que E soit le symétrique de F par rapport a J
0,5pt

2. a) Montrer que pour tout point M du plan, ona: ME.MF = MJ? — ETFZ. 0,75pt
b) En déduire la nature de (I'), ensemble des points du plan tels que : ME.MF =7 0,75pt

c) Construire (I') dans (O, 1, J). 0.5pt
3. a) Donner une équation cartésienne de (I') dans le repere (O, 1, J). 0.5pt
b) Donner une représentation paramétrique de (I). 0.5p

Solution Probléme :

Partie A :

ABC est un triangle tel que : AB=5cm; AC=3cmet BC =4cm,

G = bar{(4,-2); (B,1); (C,3)}, A= bar{(1,1); (B,1)},] = bar{(4,—2); (C,3)},
K = bar{(B, 1); (C,3)}

1.c) Démontrons que (AK), (BJ) et (Cl) sont concourantes.

I = bar{(4,2); (B,—1)} = bar{(4,—2); (B, 1)}

G = bar{(4,-2);(B,1); (C,3)} = bar{(I,—1); (C,3)} donc G € (CI)
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G = bar{(4,—2); (B, 1); (C,3)} = bar{(B, 1); (J, 1)} donc G € (B))

G = bar{(4,-2); (B, 1); (C,3)} = bar{(1, —2); (K, 4)}, donc G € (AK)

2. Soit (L) I’ensemble des points M tel que MB? + 3M(C? = 48

2.a) Démontrons que MB% + 3M(C? = 4MK? + %BC2

K = bar{(B,1);(C,3)} donc MB?+ 3M(C? = 4MK? + 2MK. (KB + 3KC) + KB? + 3K(?
BK =-BC, CK=7CBdouKB?+3KC?==BC?=2BC?etKBE+3KC =0

MB? +3MC? = 4MK? + 2 BC?

2.b)  Nature et éléments caractéristiques de (L)

MB? + 3M(C? = 48 © 4MK? +ZBC2 =48 © 4MK? = 36 © MK? =9

(L) est le cercle de centre K et de rayon 3.

Partie B :

E(1;-3), F(1; 3) deux points du plan.

1. Déterminons les coordonnées de J

J est milieu de [EF] donc J ()

2.a) Montrons que ME.MF = Mj? — ETFZ

ME.MF = (Mj + JE).(MJ + JF) = MJ? + Mj.(JE + JF) + JE.JF = MJ?> — —

2.b) Nature de (T')

ME.MF =7  MJ? —gz 7 MJ? = 7+§=—<:>M] \/7 donc (T) est le cercle de

centre J et de rayon \/%

2.c)  Construction de (I
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(N

_4J

3.a) Equation cartésienne de (I)

MEMF=7o (32).(00) =70 @-1+ @ +3)(y-3) =7

e (x-1)2%2+y%2=16
3.b)  Représentation paramétrique de (I')

x =1+ 4cos0

(F){ y = 4sinf OER
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EPREUVES DE SEQUENCE 3

EPREUVE 1 : LYCEE DE MAROUA

L’épreuve comporte 2 exercices et un probleme. La qualité de la rédaction, la présentation et la clarté

des raisonnements entreront pour une part importante dans [’appréciation des copies.
Exercice 1 : (4points) Fonctions logarithme et exponentielle

Répondre par Vrai ou Faux. (Bonne réponse : 0.5pt ; Mauvaise réponse ou pas de réponse :
Opt)
1. f désigne la fonction définie par f(x) =

X

ex—ln(1+ex), (C) est sa courbe

e
1+

représentative.

er

a) festdéfinie et dérivable sur R, pour tout réel x, f'(x) = rome

b) La limite de f en +oo est nulle.
c) L’équation f(x) = 0 n’a pas de solution.
d) La droite d’équation y = 1 + X, est asymptote a C.

2. festlafonction définie sur ]0;+oo[ par f(x) = i—z , (C) est sa courbe représentative.
3
a) festune bijection de ]0;+oo[ sur ] %;-ﬁ-oo[.
b) Ladroite A d’équation X = 3 est un axe de symétrie de C.
C) C admet une seule tangente parall¢le a I’axe des abscisses.
d) Latangente a C au point d’abscisse 1 a pour équation y = —2eX — €.

Solution 1 :

Répondre par vrai ou faux.

ex
flx) = T In(1+ e%)
X
a) X - 1iex est définie et dérivable sur R comme quotient de deux fonctions définies et

dérivables sur R ; x = In(1 + e*) est définie et dérivable sur R comme composée de deux
fonctions définies et dérivables. D’ou f est définie et dérivable comme somme de fonctions

e . @ , _e¥(14+eX)-e?¥ e e efated) e2x
définies et dérivables sur R.f'(x) = REVEY 1+e*  (14e9)2  (14e)2  (14e%)
donc c’est faux.

. T e* Xy _ R
b) xl_l)Toof(x) = x1—1>r-Poo o In(1 4+ e*) = —oo donc c’est faux.

X
C) Vx ER, f'(x) < 0donc f est strictement décroissante et lim o In(1+e*)=0
X—>—00
X —00 + oo

f'(x) -

0
feo | TT——

—00

Vx € R, f(x) < 0 donc I’équation f(x) = 0 n’a aucune solution. C’est vrai.
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X

d) lim

x—+00 1+e*

—In(1+e*) —(1+x)=—codoncy =1+ x n’est pas asymptote.
ex
3

2. f est la fonction définie sur ]0;+oo[ par f(x) = —

X

X 43 _ 2 ,X X(r—
2.3) f estcontinue et dérivable sur JO ; +oo[ etona f'(x) = SX e — (=3

x6 x*

f'(x) =0 & x = 3 d’ou fn’est pas monotone ; par consequent f est non injective donc non
bijective sur ]0 ; +oo[.

6—X

2.b)  Vx €]0; 40,6 — x €] — o0; 6[#]0; +oo[ et f(6 —x) = (Z_—x)g ¢ f(x) donc la droite
(A) est axe de symétrie de (C).

2C) f'x)=0ex=3etf3) = Z—i donc(T):y = z—i est la tangente paralléle a 1’axe
des abscisses.
2d) f'(1) =—-2eetf(l) =edoulatangenteen lesty = —2e(x —1) +e &

y = —2ex + 3e d’ou c’est faux.

Exercice 2 : (5points) PPCM, PGCD, hombres premiers

On se propose de résoudre le systéme suivant dont 1’inconnue est le couple (X, y) d’entiers naturels non

x=y)>P=x+y (1)

nuls tels que x >y {PPCM(x y) =105 (2)

1. (Résolution de (1)).
On pose z = x —y et on considére comme nouvelle inconnue le couple (z, y).
a) Quelle relation vérifie zety ? 0.5pt
b) En déduire que 2y est un produit de deux entiers consécutifs. 0,5pt

€) En déduire que les solutions de 1’équation (1) sont de 1’une des formes suivantes :
x=((k+1DRk+1)

x=k(Q2k +1) .
{y:k(Zk—l) avec k EN* ou bien { y = k(2k + 1) 1pt
2. (Résolution du systéme)
. . (x=k(2k+1)
On suppose que les solutions du systéme sont sous la forme : {y = k(2k — 1) avec k eNx

a. Donner en fonction de k, le PGCD de x ety. 1pt

En déduire le PPCM de x ety en fonction de k. 0,5pt
c. Montrer que le double de ce PPCM est le produit de 3 entiers consécutifs.  0.5pt

d. Résoudre dans ce cas le systéme. 1pt

Solution 2 :
1. Onposez=x—-y=>x=z+Yy
(x—y)2=x+yeoz2=z+2y, PPCM(x,y) = 495 © ppcm(z + y,y) = ppcm(y, z) =

z2=z+2y

495 donc le systéme devi t{
onc esyS eme devien ppcm(y,z) — 495
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1.b) Déduisons que 2y est un produit de deux entiers consécutifs
z? = z+ 2y © 2y = z(z — 1) d’ou 2y est le produit de deux entiers consécutifs.

1.c) Déduisons que les solutions de (1) sont sous 1’une des formes suivantes :

x=kQk+1) x=((k+1D2k+1)
{y = k(2k — 1) y =k(2k + 1)

2 divise z(z — 1) & 2 divise z ou 2 divise z — 1

Si 2 divise z & z = 2k ainsi 2y = 2k(2k — 1) ® y = k(2k — 1) d’ou

x=kRk+1)

y=k(2k-1)
Si2divisez—1ez—-1=2keo z=2k+1donc2y =2k(2k+1) ©y=k(2k+1)

x = k(2k + 1)
y = k(2k — 1)

avec k eN=* ou bien {

x=2k+k(k—1) =k(2k+ 1) donc{

Ainsix =2k + 1+ k(2k +1) = (k + 1)(2k + 1) donc{

2) Résolution

{x =k(2k +1)

y = k(2k — 1)

228) pgcd(x,y) =pged(k(k + 1),k(2k — 1)) = k x pged(k + 1,2k — 1) = k

2.b)  pgcd(x,y) x ppecm(x,y) = k*(2k + 1)(2k — 1) © k X ppcm(x,y) = k*(4k? — 1)
donc ppem(x,y) = k(4k? — 1)

2.c) 2.ppcm(x,y) = 2k(2k — 1)(2k + 1) d’ou le résultat.

2.d) Résolvons le systeme.

2.ppcm(x,y) =210 =5x6Xx7doncx =3x7=21ety=3x5=15

PROBLEME (11points)

On considére la fonction f dérivable sur I’intervalle 10 ; +oo[ et définie par : f(x) = ~x — 1 + 2% (C)
4 X
est sa courbe représentative dans le repere orthonormé (O; 7, 7). Unité graphique 2 cm.

PARTIE A

On considere la fonction u dérivable sur ’intervalle 0 ; +oo[ et définie par : u(x) = x2+ 4 — 4Inx.
1. Etudier les variations de u.  1,5pt

2. Justifier que : vx €]0; + o[, u(x) > 0. 0,5pt

PARTIE B
1. Calculer la limite de f en O et interpréter graphiquement le résultat. 2 X 0,25pt
2. a) Calculer la limite de f en +o.  0,25pt

b) Démontrer que la droite (D) d’équation y = ix — 1 est asymptote a (C) en +e. 0,5pt

3. a) Vérifier que : ¥x €]0; + o[, f'(x) = %. 0,5pt
b) En déduire le sens de variation de f et dresser son tableau de variation. 1pt

4. a) Démontrer que 1’équation f(x) = 0 admet une solution o tel que 1 <o <e. 0,5pt
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b) Déterminer une valeur approchée a 10—*présde a.  0,5pt
5. a) Démontrer qu’il existe un point unique A de (C) ou la tangente (T) est parallele a la droite
(D). 0,5pt
b) Donner les coordonnées du point A.  0,5pt
6. a) Etudier la position relative de (D) par rapport a (C). 0,5pt
b) Construire (T), (D) et (C). 1,5pt

PARTIE C (Extraire Bac C 2008 Cameroun)
1. Résoudre dans Z21’équation : 12x — 5y =3.  0,75pt
Zo =1

2. On considére la suite de nombres complexes z, définie par : pour n = 0.

V3001,
Zn4+1 = (_7+El)zn

On désigne par M, le point image de z, dans le plan complexe d’origine O.
T 5N

a) Démontrer par récurrence que pour tout entier naturel n, z,, = e'Gt o), 1pt
b) Déterminer I’ensemble des entiers naturels n pour lesquels Mn appartient a la demi-droite
[Ox). 0,5pt

Solution Probléeme :

On considere la fonction f dérivable sur I’intervalle ]0 ; +oo[ et definie par: f(x) = ix -1+

Inx
x

Partie A :
On considére la fonction u dérivable sur I’intervalle ]0 ; +oo[ et définie par : u(x) = x>+ 4 —
4lnx.

1. Etudions les variations de u
lim u(x) = 4o, lim u(x) = 4o
x—-0 X—+00

. - 4 2x%—4
u est continue et dérivable sur O ; +oo[ etonau'(x) = 2x — s = ad

u’(x)=0<:>(x—\/§)(x+\/7)=O<:)x=\/§oux=—\/§
u(vV2)=2+4-2n2 = 6 — 2In2,

X

x |0 V2 +00

u'(x) - +

+00 Foo

u(x) \

6 — 2In2

2. D’apres le T.V. Vx €]0; +oo[,u(x) >0

Partie B :

1. ling f(x) = lingix -1+ lnTx = —oo donc la droite x = 0 est asymptote verticale a la
X— X—

courbe de f.

2a.  lim f(x) =+ocar lim Z£=0
X—+00 X

—4+00 X
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2.b) lirlq f(x) — (ix —1) = lim ZnTx = 0 donc la droite y = %x — 1 est asymptote
X—+ 00

X—+00
oblique a la courbe de f.
- 244
3.3.) f’(x) — i + 1-Inx _X +:x241nx — t(xxz)
3.b)  Déduisons le sens de variation et le T.V. de f.
Le signe de f'dépend du signe de u car le dénominateur est positif.
Vx €]0; +oof, u(x) > 0donc f' > 0. Il en résulte que f est strictement croissante.

X 0 400
JeS +
+00
@) /

4.a)  f estcontinue et strictement croissante sur ]0 ; +oo[ et lirp f(x) X lirr(1) f(x) <0
X—+00 X—
d’apres le T.V .1, il existe un unique a € ]0 ; +oo[ tel que f(a) =0
_ 3 _1 1 _ e*—dets _ (e-2)°
f=-2<0, fle)=je-1+-=—P —=—
4.b)  Valeur approchée de o.a 10~ 1prés.

f(2) = -0,15, f(2,5) = —0,008 < 0, f(2,6) =0,017 donc 2,5 < a < 2,6 prendre o. =
2.5.

5a2) f'(x) = i e ulx) =x> ©4—4lnx = 0 © x = e I’équation f'(x) = 0 aune

>0doncl<a<e

unique solution. D’ou il existe un unique point A de (C) dont la courbe est parall¢le a la droite

(D).
5.0) Coordonnées de A

(e-2)?
Ae; 25

6) Position relative de (D) et (C)
Inx

Vx €]0; 1[,7 < 0 & f(x) < ydonc (C) est en dessous de (D).

Inx

Vx €]1; +oo[,7 >0 & f(x) > ydonc (C) est au-dessus de (D).
6.0) Construire
Equation de la tangente (T) en A a (C).

y=f@x-e)+fle)oy=-(x—e)+

(e-2)2 1 n eZ—5e+4
4e 4 de
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Partie C :

1. Résolvons dans Z I'’équation 12x — 5y = 3

12(-1)—-5(-3)=-12+15=3

12x =5y =12(-1) -5(-3) © 12(x+ 1) -5(y+3) =0 12(x+ 1) =5(y + 3)
5/12(x + 1) or (5A12) = 1 alors d’aprés Gauss 5/(x + 1) donc x = 5k — 1l ety = 12k —
3d’ouS = {(5k — 1;12k — 3),k € 7}

2. On considere la suite de nombres complexes z,, définie par _ ( V3 o1 ) 2
n+1 — n

pourn =0
, , i(Z+22T)
2.a) Démontrons par récurrence que Vn € N, z, = e \2"

B . ¢ .(E+5TLTE)
Soit la proposition P définie par : {Vn EN,z,=e'\z"6 }
Montrons que P est vraie aurangn = 0

. i(E.,.S"_”) i ; \ .
zo=1iete'\2" ¢ /=e2 =idouP est vraie pourn =0
Soit n € N, supposons que la proposition P est vraie au rang n, montrons que P est vraie au
i l.(£+5(n+1)71:)
rang n + 1 i.e. montrons que z,,; = e \2' &

1. .51 5T .5nm (ST SNT T (5(n+1)T . 5(n+1)m
Zn+1=(—E+—l)zn26162n2616€l6 :elzel(s 6):@2@( 6 ):e(z' 6 )
2 2

D’ou P est vraie aurang n + 1
(T 51T
Conclusion : vn € N, z,, = G5
2.b)  Déterminons I’ensemble des entiers n pour lesquels M,, € [Ox)
T =2k &M =2k 2o 5(n) = 12k -3 &

5n — 12k = —3 d’apres la question 1) n = 5k — 1,k € N.

M, € [Ox) © argz, = 2kn & §+
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EPREUVE 2 : LYCEE DE NKOLNDA-NSIMALEN

Exercice 1 3,5 points

On considere les suites (In) et (Jn) définiessur Npar:vneN, I, = fOEe‘"x sinx dxet], =

JZe ™ cosx dx

1. CalculerIyetj,. 0,5pt
2. On suppose que n> 1.

—-nx

a) En utilisant une intégration par partie, montrer que In +nJy = 1 et —nl, +Jy =e 2 .
1,5pt
b) Déduire de 2.a I’expression de I et Jn en fonction de ’entier naturel n. 1pt
3. Les suites (In) et (Jn) sont-elles convergentes ?  0,5pt

Solution 1 :

T T
VneN, I, = [2e™sinxdxet], = [2e ™ cosx dx

1. Calculons I, et J,

T Y

Iy = [Zsinxdx = [—cosx]g =1, Jo=J2cosxdx = [sinx]g =1

2. On suppose quen > 1

—nx

2.a) Montrons que I, +nJy = 1 et —nly +Jy =e 2 .
Intégrons par parties I,,

Posonsu = e ™™ et v’ = sinx alorsu’ = —ne ™ et v = —cosx

T T

I, = [—cosx. e‘nx]g — nfofe‘”xcosx dx=1-nj,o,+nJ, =1
Intégrons par parties J,

Posons u = e ™™ et v’ = cosx alors u’ = —ne ™™ et v = sinx

n nm

I = [e"”xsinx]g + nfge‘"xsinx dx=e 2 +nl, & —nl,+],=¢ 2
2.b) Déduisons I’expression de I,, et J,, en fonction de n
{ L,+n,=1(1)

—nly+J,=e z (2)

nm

n(+@ e @+D=nte s ="
_nr 1—ne_nz_7r
(1)—n.(2)(:>(n2+1)1n=1—ne 2@171:W

192



_nm _nm

. . l1-ne 2 . . n+e 2
3. lim I, = lim —; =0, lim J, = lim ——=
n-+oo n-o+oco N<+1 n—-+oo n-o+oo N<+1

Exercice 2 5 points

. Répondre aux questions suivantes :
1. Résoudre dans IR : 1pt
a) In(x>+4x—5)=In(x+1)
b) 2.8%¥—-94*+32*+4=0
2. Ecrire le nombre 2012 dans le systéme de numération de base 8. 0,5 pt
3. Effectuer I’opération suivante :133 > x 2431°>. 0,5pt

4. Soit 0 un réel tel que 0 <0 <g. Déterminer le module et I’argument de Z = 1—i

tanf. 1 pt
. Soit z un nombre complexe distinct de 4. Soit Z un nombre complexe tel que z =

iz—4

z—4
1. On pose z = x +iy. Déterminer la partie réelle et la partie imaginaire de Z en

fonctionde x ety.  1pt

2. Déterminer I’ensemble (C) des points M(z) tel que Z soit réel. Reconnaitre la
nature de (C) et caractériser cet ensemble. 0,5pt

3. Déterminer I’ensemble (D) des points M(z) tel que Z soit imaginaire pur. 0,5 pt

Solution 2 :
I.L1) a) Résolvons dans R
In(x?+4x —5) =In(x + 1)

. 2 — — X €] — o0; =5[U]1; 400
Contralntes:{x :j—xl >50>0®{(x+x5)+(xl >10)>0=>{ ]xe]—l;[-l-]OO[ [
Donc D, =]1; +oo]
x>’ +4x—-5=x+1ox2+3x—-6=0
A=9—-4(-6)(1)=9+24 =33

_ —3+v33 _ —3-v33

X, ——, X - doncS={_3+\/§}

2

1b) 28*—94*+32*4+4=0
285 —94X 32X +4=0&2.23¥—-9,22X 1 32X 4+ 4=
Posons X = 2%

2.X3-9.X24+3.X+4+4=0
2.X3—9.X2+3.X+4=2(X—1)(X+§)(X—4)=0donc
X=1ouX=—§ouX=4
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2X=1o e =’ x =0, 2x=—%(imp), =4 x=2
Donc S = {0; 2}

2. 2012 en base 8

2012 = 37348

3. Effectuons 133> x 2431°

1335 x 2431° = (43)(366) = 15738
4.

Soit 6 un réel tel que 0 <9 <§, Z = 11 tano.
|Z] = V1+ tan?0 = L, Notons a = argZ
cos6
1
cosa = —— = cosf
cosf s N
Ona _ tand _ doua =20
sina = —— = sinf
cos6

l. Soit z un nombre complexe distinct de 4. Soit Z un nombre complexe tel que Z =

iz—4

lLz=x+iy, Z= iCx+iy)—4 _ ((~y—4)+ix)((x-4)—iy) _ —(x—4) Y+ +xy+i(x(x—4)+y(y+4))

xX—4+iy (x—4)2+y? (x—4)2+y*
—4x+4y+16
Re(Z) = —————
(2) = oy
x%—4x+y?+4y
m(Z) =—————
(2) =~y

2. (C)={M eP/Z e R}
Ze]RM:)Im(Z)=O@xz—4x+y2+4y:()(:)(x_2)2_4+(y+2)2_4:0

(x — 2)2 4 (y + 2)% = (2+/2)% donc (C) est le cercle de centre A (2 ; -2) et de rayon r = 2v/2.
3. D)={MeP/Ze€iR"}
Z€EiR*" < Re(Z) =0 —x+y+4 = 0donc (D) est la droite d’équationx —y —4 =0

Exercice 3 3,5 points

A et B sont deux points distincts du plan orienté. On désigne par ra la rotation de centre A et
d’angle —g et rg la rotation de centre B et d’angle 2?” . Soit M un point du plan M1 son image
par ra et M2 son image par rs.

1. Montrer que, le milieu J du segment [M1M2] est fixe par rg ° r'a. 0,5 pt

2. Montrer que J appartient au cercle de diamétre [AB]. 0,75 pt
3. On suppose que M est distinct des points A et B.

a) Exprimer (MM,, MM,) en fonction de (M4, MB). 0,5 pt
b) Montrer que les points M, M1 et M2 sont alignés ssi, (W W) = g +km, k€ Z. 1pt
c) Déduire I’ensemble (I') des points M du plan tels que M, M1 et M2 sont alignés. 0,75 pt

Solution 3 :
A et B sont deux points du plan orienté.
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n=RA-D.,  wm=RBT).  M=n0), My=ry(M)

1. Montrons que rgor; 1(J)) =J

rgory 1(M;) = r5(M) = M, or rgor; ! est une rotation d’angle g + 2?” = 1 donc une symétrie
centrale de centre le milieu de [M{M,] =]

2. Montrons que J € (C)ap
3. On suppose que M est distinct des points A et B.

a) Exprimons (MM,, MM,) en fonction de (M4, MB).

M,

(M4,MB) = (MA, M3 ) + (MM;, MMy + (MM, ME ) ot (MA,MM; ) == car

MAM; est un triangle isocéle ayant un angle de 60° donc est équilatéral. De plus,

—

(MMZ,W) = % car MBM, est un triangle isocéle de sommet B. donc mes (MMZ,W) =

271
T—

& = % d’ou mes (WTW) = g + % + mes (Wm) = % + mes (M—I\/;);,\W)

2

b) Montrons que les points M, M et Mz sont alignés ssi, (m’ W) = g +km, keZ

M, My et M sont alignés < mes (MMl, MMZ) = km donc mes (m’ W) = g + km, k € Z.

c) L’ensemble (I') est le cercle de diamétre [AB].

PROBLEME 8 points

Le probleme comporte trois parties A, B et C.
Partie A :

1. Soit la fonction hl définie par : hi(x) = x —In x.
a) Dresser le tableau des variations de h;. 0,5 pt
b) En déduire le signe de hi. 0,75 pt
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X

2. On définit la fonction fy par : f;(x) =

x—Inx

Dresser le tableau des variations de f1.  0,5pt

Partie B : Soient f et g les fonctions définies sur I’intervalle ]0 ; +oo[ par :

f(x)=Inx et g(x) = (Inx)2

On note (C) et (C ') les courbes représentatives respectives de f et g dans un repéere
orthogonal.

1. Etudier les variations de g.
2. a) Etudier le signe de (In x)(1-In x) sur ]0 ; oo
b) En déduire la position relative des deux courbes (C) et (C') sur ]0 ; +oo].

¢) Tracer (C) et (C') les courbes représentatives respectives de f et g dans un méme
repére orthogonal.

3. Pour x appartenant a ]0 ; +oo[, M est le point de C d’abscisse x et N est le point de C ' de
méme abscisse.

a) Soit h la fonction définie sur ]0 ; +oo[ par h(x) = f (x)— g (x).
Etudier les variations de la fonction h sur ]0 ; +oo[.

b)En déduire que sur ’intervalle [1 ; e], la valeur maximale de la distance MN est obtenue

pour X = +e.
¢) Résoudre dans ]0 ; +oo[ ’équation (In x)? -Inx = 1.

d) En déduire que, sur ]0;1[U]e ; +oof, il existe deux réels a et b (a < b) pour lesquels la
distance MN est égale a 1.

4. a) Restitution organisée de connaissances

Démontrer la formule d’intégration par parties en utilisant la formule de dérivation d’un
produit de deux fonctions dérivables, a dérivées continues sur un intervalle [a ; b].

b)A I’aide d’une intégration par parties, calculer pour tout réel x > 0, | 1x Int dt. En déduire

une primitive sur ]0;+oo[ de la fonction logarithme népérien.

¢) A I’aide d’une intégration par parties, et en utilisant le résultat précédent, calculer pour tout
réel x>0, [“Int xInt dt.

d) On considére la partie du plan délimitée par les courbes (C), (C') et les droites d’équations
Xx=letx=e.

Déterminer I’aire A en unités d’aire de cette partie du plan.
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Solution Probleme :
Partie A :
1.

hy(x) =x —Inx
a) T.V.de h,
Dy, =]0; +oo[

_x-1

h, est continue et dérivable sur ]JO ; +oo[ etona hj(x) =1 — i ~

R =0ex=1, h(1) =1

limx — Inx = 400, lim x —Inx = 4o

x—0 X—+00
X 0 1 400
hy'(x) - ‘ +
400 +o0
() \ /
1

1.b) Déduisons le signe de h,
Vx €]0; +oo[,h;(x) >0
2. filx) = x—JlC_nx Dressons le T.V de f;

—Inx—x+1

1-Inx

Dy, =]0; +oo[, f; est continue et dérivable sur ]JO ; +oof etona: fi(x) = x(x—lnx)2

fix)=0ex=e¢

. 0 . . 1 [
xlg(gl*' x—lnx 0, xl—lgloo x—Ilnx xETwl—_me =LA () = e-1
X 0 e +o0
A6 R
e
e—1 \
£ /
1 0 1
Partie B :

Soient f et g les fonctions définies sur I’intervalle ]0 ; +oo[ par :

f(x) =Inx
1.

et g(x) = (Inx)2.
Etudions les variations de g.

g est continue et dérivable sur J0 ; +oo[ etona : g'(x) = 2’%
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gx)=0eox=1

- _ . 2 _ . 2 _ —
xll)r(r)1+g(x) —xll)rglJr(lnx) = 400, xl_l)rlloo(lnx) =+, g(1)=0
X 0 1 400
g'(x) - |7
Eee) ECe)

9 \ 0‘ /

2.a) Etudions le signe de (In x)(1-1In x) sur JO ; +oo[

Inx(1—-Inx) =0 hx=00ul—-Inx=0x=1oux=e

Vx €] — o; 1[U]e; +oo[, Inx(1 — Inx) < 0, vx € [1;e],Inx(1 —Inx) =0

2.b) Position relative entre (C) et (C).

f(x) — g(x) = Inx — (Inx)? = Inx(1 — Inx) donc

Vx €] — oo0; 1[U]e; +o[, (C") est au-dessus de (C) et Vx € [1; e], (C’) est en-dessous de (C).
2.c) Tracé de (C) et (C).

3. Pour x appartenant a ]0 ; +oo[, M est le point de C d’abscisse x et N est le point de C ' de
méme abscisse.

3.a) Soit h la fonction définie par h(x) = f(x) — g(x)

Etudions les variations de la fonction h sur ]0 ; +oo[

,}L%L h(x) = ,}L%L Inx(1 —Ilnx) = —o; xl_l)IIloo Inx(1 —Inx) = —oo

h est continue et dérivable sur JO ; +oof etona :

W) = () ~g'() ==
M) =0ox=ez, h(e%)zg_izi
x 0 e% 400
h'(x) + | -
1
|

198



b) MN =/(x —x)2+ (g(x) — f(x)* = |g(x) = f()] = f(x) = g(x) = h(x) sur [L;¢e]
MN est maximal au point oll h'(x) = 0 © x = Ve.

c) Résolvonsdans]0;+wo (Inx)? -lnx = 1

(Inx)?—Inx =1 h(x) = -1

L’équation h(x) = —1 admet deux solutions a € [e; +oo[ et B €]0; Ve (On le démontre
avec le T.V.I)

d) Déduisons que, sur ]0;1[U]e ; +oof, il existe deux réels a et b (a <b) pour lesquels la
distance MN est égale a 1

MN = [f(x) —g()| = g(x) — f(x) sur]0; 1[U Je ; +oo[

MN =1 & (Inx)? — Inx = 1 © h(x) = —1 donc d’aprés la question précédente, prendre
a=aetb=y

4.a) Restitution organisée des connaissances

Soit f et g deux fonctions continues, dérivables et & dérivées continues sur [a, b]
(f9)=fxg+9g xfeg xf=(Fg) —f xgdonc

[Lg-f=1fglb-ff xg

4.b) Calculons [ Int dt

[ Int dt = [tint]¥ — [ 1dt = xlnx — x + 1. Donc la fonction x + xInx — x + 1 est une

primitive de Inx

fx tint—t+1

) dt = xIn’*x — xlnx + Inx —

40) [[Int xInt dt = [Int(tlnt — t + D] -
*(int —1+2)dt = xIn%x — xlnx + Inx — [tint —t + 1 — t + Int]* = xIn?x — xlnx +
1 t

Inx — (xlnx —x +1—x + Inx + 1) = xIn’x — 2xInx + 2x + 2.

d) c/l=f1ef(x)—g(x)dx:elne—e+1— eln?e + 2elne —2e +2 =3 —eua
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EPREUVES DE SEQUENCE 4

EPREUVE 1: LYCEE DE NDOM

Exercice 1 : 5points

Soit le cube OABCDEFG représenté par la figure ci-contre. L’espace est orienté par le

repére orthonormal direct (O; 04, OC,0D). On désigne par a un réel strictement
positif.

0 il

L, M et K sont des points définis par OL = aOC ; OM = a0A ; BK = aBF.

1. a) Calculer les coordonnées du vecteur DM ADL. 0,5pt
b) En déduire Iaire du triangle DLM. 0,5pt
c) Démontrer que la droite (OK) est orthogonal au plan (DLM). 0,5pt
2. On note H le projeté orthogonal de K sur le plan (DLM)
a) Démontrer que OM.OK = OH.OK 0,5pt
b) Les vecteurs OH et OK étant colinéaires, on note £ le réel tel que OH = £ OK.
Démontre que £ = ——. 0,5pt
En déduire que H appartient au segment [OK].  0,25pt
c) Déterminer les coordonnées de H. 0,5pt

a’-a+2

d) Exprimer HK en fonction de OK. En déduire que HK = = 0,75pt
3. A l’aide des questions précédentes, déterminer le volume du tétraédre DLMK en
fonction de a. 0,5pt
4. Soit (II) le plan d’équation 2x + y — z = 3. Déterminer I’expression analytique de
la reéflexion de plan Sy, 0,5pt

L’espace est orienté par le repére orthonormal direct (O; 04, 0C, OT).
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0 A

L, M et K sont des points définis par OL = aOC ; OM = a0A4 ; BK = aBF.
1l.a) Coordonnées du vecteur DM ADL

W:W+W=a071—07)’<=ﬁ(8

mm=(g)/\(3)=(z)
-1 -1 a?

1.b) Déduisons I’aire A du triangle DLM

avaz+2
2

A = ||[DMADL|| =
2
1.c)  Démontrons que (OK) L (DLM). Il suffit de voir si OK = A DMADL

OK = 0B +BK = 04+ 0C +a0D < OF (1) = DMADL d'oi (OK) L (DLM).

a

2.a) Démontrons que OM.OK = OH.OK
OM.OK = (OH + HM).OK = OH.OK + HM. OK or (HM) € (DLM) donc HM.OK = 0

Dot OM.OK = OH.OK.
a

2.b) Démontrons que A = —3

OnaOH = 10K
a
a2+2

OH.OK = 10K? © OM.OK = 10K* @ a=AMa?+2) @ 1 =

Déduisons que H € [OK]
A=—

az+2

2.c) Coordonnées de H

€]0; 1[ donc H € [OK].

a a
— a <1) a2+2 aZ+2

= a |douH| _a
a?+2 a?+2
2

a
a?+2 a?+2

1.d) Exprimons HK en fonction de OK

OK = OH + HK = 10K + HK < HK = (1 — 2)OK.

a’-a+2

Déduisons que HK = N
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2_ 2_
HK = |1 - A|0K = 42222 /qZ 1 2 = £ -2

az+2 VaZ+2
3. Déterminons, en fonction de a, le volume de DLMK.
_ HKxA _ 1 a’-a+2 ava?+2\ _ a(a’-a+2)
V= 3 _3'(\/a2+2)'< 2 >_ 6 u.v
4. Soit (IT) le plan d’équation 2x + y — z = 3, déterminons I’expression analytique de la

réflexion de plan sy

(MM") L (IT)

: x [ I
Soit M (;Z;) etM (y > tel que M' = sp(M) alors {1 mil [MM'] € (IT)

Z,

yyhe Yy =y+

x'—x=22 x'=x+21

Notons 7 le vecteur normal de (IT) & MM' = Ain { !
z!—z=—

z'=z—-21

leMoe2(B5)+(2) - (22) =3em+2+y+i-z+i=30

fx, — x4+ 2 (—2x—33/+z+3)

3&+2x+y—z=3=n1=@donc4 y’=y+(@) donc
r_ —2x—-y+z+3
4 G ( 3 )

X = —x—23;+22+6

. y __ —2x+2y+z+3
Dy =———
7 = 2x+y;-22—3

Exercice 2 : 4points

1. On pose que pour tout entier naturel n, non nul : [,, = %fol(l —x)"e™* dx.

a) A I’aide d’une intégration par partie, calculer I1. 0,5pt
b) Prouver que pour tout entier naturel nnonnul, 0 < I, < %fol e ™ dx. 0,75pt
En déduire lirp I,. 0,25pt
n—>—+oo
c) Montrer en utilisant une intégration par parties, que pour tout entier naturel,
i _ 1
ona.1n+1—m— - 1pt

(_1)n+1

2. On considere la suite (a,) n € IN* définieparay, =1 eta,,; = a, + D

a) Démontrer que a,, = i + (D" I,. 1pt
b) En déduire lirf a,. 0,5pt
n—->+0oo

Solution 2 :
1. On pose Vn € N*, I,, = %fol(l —x)"e™* dx.

l.a) Calculons I;
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L = fol(l —x)e *dx
Posonsu=1—-x=>u" =—-letv =e*ov=—e*

=[-(1—x)e™*]} - fole_x dx =[(-1+x+ e ¥ =e1
1.b) Prouvonsquevn € N ,0< 1, < %fole‘x dx
0<x<1e0<(1-x¥<1e0<(1-—x)"<1donc0<(1-x)"e*<e ™
0<I,<—[ e *dx

Déduisons lim I,

n—+o

lim —f e *dx =0donc lim I, =0

n-+oo n! n-+oo

1.c) Montronsque Vn € N, I, = ﬁ -1,

_ 1 1 1. -
Lnyi = mfo (1—-x)""te ™ dx
Posonsu=(1—-x)"""ou' =n+1DA-x)"

!

vV=e*osv=—e

Lhy1 = ;([—(1 —x)"e™I + (n+ 1) fol(l —x)"e *dx ):

—-X

(n+1)!
— _ ne—x = <
(n+1)' 1-(n+ 1)f (1—x)"e *dx)= (n+1)| -
_1\yn+1
2. On considere la suite (a,,) n € IN* définie par ap = 1 et a,., = ay, ((nl-l)-l)' :

2.a) Démontrons que a,, = i + (D" I,

Raisonnons par récurrence. Soit la proposition P définie par P: {Vn EN,a, = i + (=" In}
Montrons que P est vraie au rang n = 0 i.e. montrons que a, = 1 +(—1°1,

1 0 1 1 S 1 —x

S+ D=+ [je M dx=-+[-e7*]g =—+1———1eta0—1

Soit n € N, supposons que P est vraie au rang n et montrons que P est vraie au rang n + 1 i.e.

montrons que a,; = 1 + (D",

_ (-1ntt n o™t 1, (g
Qnir = Gn + e = 2 (CD o+ = 24 (D (I,

1
(n+1)!

1
) =24 ()™ s
Donc P est vraieaurangn + 1

Conclusion: vn € N, a, = 1 + (D",

b) Déduisons lim a,
n—+oo
n _l
ngTwan— 11m +( "1 "
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Probleme
Partie A : 6points

1.

. . I 1
Soit f la fonction définie sur IR par f(x) = N
a) Montrer que f est paire.  0,25pt

b) Etudier les variations de la fonction f sur ]0, +oo[.  0,5pt

c) Déterminer lirP f(x).Endéduire lim f(x). 0,5pt
X—>+00 X—>—00

2. On pose pour tout réel x, F(x) = foxf(t) dt.
a) Justifier que F est definie et dérivable sur IR. 0,25pt
b) Montrer que F est impaire. 0,25pt
c) Montrer que pour tout réel x: foxﬁ dt < fx __ dt. 0,25pt

0 VtZz+1

d) En déduire que F(x) tend vers +oo quand tend vers +oo. 0,5pt

Soit x un réel quelconque. On pose G(x) = fxzxf(t) dt.

a) Montrer que G est dérivable sur IR.  0,5pt
b) Etudier le sens de variations de G sur IR
c) En déduire, pour tout réel G(x) < In 2.

d) Montrer que G est une fonction impaire.

4.
a)
b)
c)
d)

Soit ¢ la fonction définie sur IR par: @(x) = In (x + Vx? + 1)

Justifier que, pour tout X, x + Vx? + 1 > 0.

Montrer que ¢ est une primitive de f. 0,5pt

En déduire une écriture de G(x).  0,25pt

Déterminer lim G(x). En déduire xlimm G(x). 0,5pt

X—+00

Partie B : 7points
On considere dans le plan I’application f du plan dans lui-méme qui & tout point

x' =>x +—3y——'3

M(") associe le point M’("’) tel que : 4 4 K
y y! , 3 3 1

y = e X+ Zy + 7

1. Déterminer fo f. 1pt

0,25pt

0,5pt
0,5pt

2. a) Montrer que le vecteur MM’ est colinéaire a un vecteur 1 dont on donnera les

coordonnées dans la base (7, 7). 0,5pt
b) Déterminer 1’ensemble des points invariants de f. 0,5pt
c) En deduire la nature et les éléments caractéristique de f.  0,5pt

2
3. On consideére la conique (T') définie par x? + yT =1

a) Donner la nature et les éléments caractéristiques de (I') (centre, foyer,

excentricité, directrice).  1pt
b) Soit (I"’) I'image de (') par f. Ecrire une équation cartésienne de (I"’). 1pt

Construire (I). 0,5pt

Solution Probléme :

Partie A :
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l.a) Justifions que f est paire

Soitx ER,—x €ER, f(—x) = = f(x) donc f est paire.

J(=x)2+1 Vx2+1
1.b) Etudions les variations de la fonction f sur ]O ; +oo[

f est continue et dérivable sur]0 ; +oo[ etona: f'(x) = — < 0 donc f est

strictement décroissante sur ]O ; +oo[

1.c) xlirjlwf(x) = 0 comme f est paire alors xl_i)r_noof(x) = xl_i)rp()()f(—x) = xliwa(x) =0
2. On pose pour tout réel x, F(x) = f;f(t) dt.

2.a) Justifions que F est définie et dérivable sur R

f est continue sur R donc F est définie et dérivable sur R

2.b)  Montrons que F est impaire.

Soitx € R,—x € Ret F(—x) = [ f(t) dt = [, f(—u) (—du) (changement de variable en
posant t =-u)

F(—x) = — [, f(~w)du = — [} f(w)du = —F (x) donc F est impaire.

x 1 x 1
2.c)  Montrons que Vx € R, [’ — dt < [ = dt
(1+t)2—(t2+1)=2t20
7 1 1 5 A x_&_ x 1
1+t2Ve2+1dou S <m=dou f{ —dt < [[ == dt

2.d) Déduisons F(x) tend vers +oo quand tend vers +oo

f o dt =In(x+1)et Jim f =7 4t = lim In (x + 1) = +oo d’apres la propriété de

X—+00

comparaison on a donc lim F(x) = 400
X—+00

3. Soit x un réel quelcongue. On pose G(x) = fxzxf(t) dt.
3.a) Montrons que G est dérivable sur R

x = F(2x) est dérivable sur R comme composée de fonctions dérivables sur R, x = F(x) est
dérivable sur R donc x = G(x) = F(2x) — F(x) est dérivable sur R.

3.b) Etudions le sens de variation de G sur R et déduisons que Vx € R, G(x) < In2

, ' , 2 1 _ 2Vx2+1-V4x2+1
C'x)=2F@) - F () =2f@) - fO)=Fmm—"Fm ©  Gamooey

4(x2+1)—(4x%+1) _ 3 .
e i) | e i - 0 donc G est strictement

croissante sur R

f2xdt

Deplust <+vt?+1 & ==dt< | —e 6(x) < [n2.

1
\/__—doncf =
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3.c)  Montrons que G est impaire.
Soitx € R,—x € Ret G(—x) = f__xzxf(t) dt = fxzxf(—u) (—du) = — fxzxf(u) du=—G(x)
donc G est impaire.
4, Soit ¢ la fonction définie sur IR par : @(x) = In (x + Vx2 + 1)

a)  Justifionsque Vx e R,x +VxZ + 1> 0
Six>0,x4+Vx2+1>0,Six<0,x2+1>x2oV2+1>x|leoVvii+l>—=xo

x+VxZ+1>0
b) Justifions que ¢ est une primitive de f.
1+—
o'(x) = (x+\/J;z——:11) = \/ﬁ = f(x) donc ¢ est une primitive de f.
c) Déduisons une écriture de G.
2% + VBT 1
Gx) =p2x)—pkx) = ln(2x+ 4x2 + 1) —ln(x+ x% + 1) = ln< e )

d) lim G(x) = In2, lim G(x) = lim In
X—>—00 X

X—>+00 ——00
xbx 145 1+ /1+% 1
= | = — | = lnE = —In2.
x—=00 2x+2x /1+—2 x——oo 2<1+ }1+i2>
4x 4x

( -1(x=Vx2+1) )

(2x—Vax2+1)(-1)

lim In| ———|= lim [n

Partie B :
On considére dans le plan ’application f du plan dans lui-méme qui & tout point
;1 V3 V3
) ) , X ==x+—y——
M(") associe le point M’ (" ) tel que : 4 4 K
y yr ;3 3 1
y 27x+2y+z
1. Déterminons fof
M (%) = F(M") = fof (M)
R SR S ORI A SO SR\ Y S SR \ SR
XCEgx Ly o )X —4(4x+4y 4)+4(4x+4y+4) PN
V3 3.1 o Y31, B VB 33 3 1)1
yrETX Yy g yo= 4(4x+4y 4)+4(4x+4y+4)+4
x"=%x+ﬁy—£=x'

4 4 N —
o 5 L Idoufof—f
y =xty+=y

—_— —§x+ﬁy—ﬁ —ﬁ(\/?x—y+1) 1
P(x'=x\ _ [T T 4 — — -V3) — u
2. MM ()"—J’) - ( R > B ( Z(Bx—y+1) > 4 (V3x -y + 1)( 1 ) Ayt

4

avec 4, , = %(\/§x —y+1)etu (‘f)
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2.b)  Déterminons I’ensemble des points invariants de f.

M =M MM =0 < 3x — y + 1 = 0 L’ensemble des points M est la droite (D)
d’équation V3x —y+1=0

2.c)  Nature et éléments caractéristiques de f

f est la projection sur la droite (D) suivant la direction du vecteur u (_f)

2
3. On considére la conique (I') définie par x? + y: =1

3.a) Nature et éléments caractéristiques de (I')
(T') est une ellipse de centre O de foyer F(‘f) et F’(_f), de directrices (D) : x = g et(D’):

V3 C o, 2V3
X === et d’excentricité e = =

3.b) Equation cartésienne de (I'") = f(T")
Pl B, 8
X' =ox+ Sy - (1)
] 3 1
y=,x+y+;(2)
(T'") est le segment [CC’] ou C = f(B) et C’ = f(B’), B et B’ étant les sommets de 1’ellipse.
3.c)  Construction de (I')
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EPREUVE 2 : LYCEE DE NKOLNDA

Exercice 1 : 3points

Le plan complexe est rapporté a un repére orthonormal (O, 1, ¥), [unité graphique : 6 cm].

On considere la transformation f du plan qui, a tout point M d’affixe z associe le point M’
5im

d’affixe z’ définie par z’ = ze s et on définit une suite de points (Mn) de la maniere suivante

: Mo a pour affixe zo =ez et, pour tout entier naturel n, Mn+1 = f (Mn). On appelle Z, I’affixe

de Mn.

1. Déterminer la nature et les éléments caractéristiques de f.  0,5pt
Placer les points Mo, M1, Ma. 0,5 pt

5nT
2. Montrer que pour tout entier naturel n, on a I’égalité Z, = e iG+e ). 05 pt

3. Soient deux entiers n et p tels que n soit supérieur ou égal a p. Montrer que deux

points M et M, sont confondus si, et seulement si, (n — p) est multiple de 12. 0,5 pt

4. a) On considere I’équation (E) : 12x — 5y = 3 ou X ety sont des entiers relatifs. Aprés
avoir vérifié que le couple (4 ; 9) est solution, résoudre I’équation (E). 0,5 pt

b) En déduire I’ensemble des entiers naturels n tel que Mn appartienne a la demi-droite

[Ox).  0,5pt

Solution 1 :
5im
fiM(z) > M'(z") tel que 2’ = ze" s
1. Déterminons la nature et les éléments caractéristiques de f

. 5
f est la rotation de centre O et d’angle ﬂ

T 5NT

2. Montrons que Vn € N, z,, = el(—+—)

5nT
Raisonnons par récurrence. Soit la proposition P définie par {Vn EN,z, = /Gt 8), }
Montrons que P est vraie aurang n = 0

5nm

.TC T SNT. 7. 0 ul 5(0)1':
Zy=e'z, e!G* )—e(2+2)—92doncz = olGH

)

Soitn € N, supposons que P est vraie au rang n et montrons que P est vraie au rangn + 1 i.e.

l.(£+5(n+1)‘rt)
montrons que z,,,., = e ‘2 6
l's_” (E+5n_") (E 5(7“'1)")
Zpt1 =€ 62Z, = e 6.e =e donc P est vraie au rang n+1.

T 5nT

Conclusion : Vn € N, z, = ¢'G*7% )
3. Soient deux entiers n et p tels que n = p. Montrons que Mn et M, sont confondus si, et

seulement si, (n — p) est multiple de 12

T 5nT 5pTt

Mn et Mp sont confondus © z, =z, © e G ) =e (_+—) % = SPTH[ZH] < SnTn =
San[ ]donCS”_”_Sﬂ_ 2kn & 5m(n —p) = 12kn & 5(n—p) = 12k or (5A12) = 1
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Donc 12/(n — p) donc n — p est multiple de 12.

4.a) Onconsidere (E):12x — 5y = 3

12(4) — 5(9) = 48 — 45 = 3 d’ou (4 ; 9) est solution de (E). Résolvons (E)

12x — 5y = 12(4) — 5(9) © 12(x — 4) = 5(y — 9) donc 5/12(x — 4) or (5 A 12) =1 donc
5/(x—4)doux—4=5k o x=5k+4,keZety=12k+9

S ={(5k + 4,12k + 9),k € 7}

4.b)  Déduisons n tel que M,, € [Ox)

snm

Mne[Ox)c)arganO[Zn]@%+T=2kn®5n+3=12k(:>5n—12k=3d0nc

12(—k) — 5(—n) = 3 d’apres la question précédente —n = 12p +9 & n=—-12p —9 =
12(=p) — 9, p€ (-N).

Exercice 2 : 3points

On consideére les suites numériques (Un), (Vn) et (Wn) définies par : pour tout entier naturel n,

Un+1=2 X {u, avecUo=7 ; Vo= In(Un) et Wy =In(Vy - 3122)'

1. Montrer que la suite (Whn) est une suite arithmétique, préciser sa raison et son premier
terme puis déduire I’expression de Vn en fonction de n.  0,75pt
2. Montrer que la suite (Vn) est convergente en déterminant sa limite. 0,75pt
n
Montrer que pour tout entier naturel n, Uy = 2v/2 (T) . 0,5pt
En déduire que la suite (Un) est convergente en précisant sa limitel. 0,5 pt
5. Déterminer le plus petit entier naturel n tel que U, est une valeur approchée de | a 0.01

pres. 0,5 pt
Solution 2 :
On consideére les suites numériques (Un), (V) et (Whn) définies par : pour tout entier naturel n,

Una1=2 X 3fu, avecUo=7 ;Vn = In(Un) et Wn = l"(V"'ngnz)'

1. Montrons que la suite (Wh) est arithmétique, précisons sa raison et son 1 terme.
3in2 3ln2 3ln2
Wyer = In (Vn+1 - Tn) =In (ln(un+1) - Tn) =In (In(2 % }u, ) - Tn) =
1 3ln2 1 In2 1 32\ _ _ _
In (ln2 + glnun — T) =In (E Inu,, — 7) =In [E (lnun - T)] ==-[n3+

In (Vn - 3[2—”2) = W, — [n3 donc (I},) est une suite arithmétique de raison —In3.

Précisons sa raison k = —In3, déduisons 1’expression de 1}, en fonction de n

W, = Wo — nin3 = In (In7 — 222) — nin3 & ¥, — 222 = o(In(in7=55%)-mins)

o7 ) = 2 (8, = (7 ) () 0
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2. Montrons que la suite (Vy) est convergente et déterminons sa limite.

lim %, = lim (in7 —222) (2)" 4 222 = 32

n—+o n—+oo 2 3 2 2
1 n
)

3. Montrons que Vn € N, u,, = 2v2 (%E)(

Soitn € N, supposons que P est vraie au rang n, montrons que P est vraie au rangn + 1 i.e
(l)n+1
montrons que u,,; = 2v2 (%E) ’
1 n+1
; ()

ATy e e

1\n+1

NG 3 G)Ml
2 X ((\/f) )3 X (%7) = 2v2 x (742) d’ou P est vraie au rang n + 1.
n
Conclusion : Vn € N,u,, = 2v2 (%5)(5)
n
o mn = m () <o
5. Déterminons n tel que |u, — I| < 1072 pres

1

u, —1=2v2 (%ﬁ)e)n —2NZ =22 ((77&)(5)” - 1) <102 o ((%7)@” _ 1) <

w000 g0 (0 (90) < (14297 o (1) < 2R

2 l((ﬁ)

10~ 72

Donc —nin3 < In (%) doncn > L
In -

; 1072
L)
E| ———————~—

—In3

Prendre n =

EXERCICE 3 : 4points

Le plan (P) est rapporté a un repére orthonormé (O, 7, ) .

1. On désigne par m un nombre réel et par (Em) I’ensemble des points M du plan (P), de
coordonnées (X ; y) vérifiant I’équation : (m — 1)x* + 3my*+2(m —14)x +m +3 = 0.
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a. Déterminer suivants les valeurs de m la nature de (Em). 1 pt
b. Préciser les éléments caractéristiques (sommet et foyer) de (E1). 0,5 pt
2. Soit (I') ’ensemble des points M (x ; y) du plan tels que x* —16(y? —2y)? = 0.
a. Montrer que (I') est la réunion d’une ellipse (I7) et d’une hyperbole (I'2) dont on
donnera les equations réduites respectives. 0,75 pt

b. Déterminer une équation de la tangente (A) a Iellipse (I'1) au point I(-v/3 ; g). 0,5 pt
c. Construire (I') dans le repére (O, 7, J). 0,5 pt

. e -~ - i—»
3. Ondonne G(0; 1)’”_¢— NG \/§L+\/§].

Déterminer une équation cartésienne de (I'2) dans le repere (G, u, v). 0,75 pt

]etv—

Solution 3 :
1. (Ep):(m —Dx* +3my*+2(m —14)x +m +3 = 0

1l.a) Déterminons, suivant les valeurs de m, la nature de (E,;,)

Sim=1ona(E):3y?—-26x+4=0c y? —2( )x——donc(El)estuneparabole

. 1
S|m—1=3m<:>m=—5,ona

(E_1> =3x2-2y2 _29x 43, (E_1> est un cercle.
2 2 2 2 >

m —00 0 1 400

3m(m-—1) + - +

Sim €] — 00; 0[U]1; +oo[—{—}, (Ey,) est une ellipse.

Sim € [0; 1], (E,,) est une hyperbole.

1.b)  Les éléments caractéristiques de (E,) (évident)

2. Soit (IN:x* —16(y%2 —2y)?2 =0

x*—16(y2 —2y)? = (x2 —4(y? —4y))(x* + 4(y? - 4y)) =0 &
x2—4((y—2)2—-4)=00ux®>+4((y—2)2-4)=0

x? — 4(y —2)2=—-160ux?+4(y—2)>=16

) PN ) Y
16 4 16 4

-2)" 2)

2
Ainsi, (T) est la réunion d’une ellipse (Fl) = + = 1 et d’une hyperbole (I3,): — ’16—6 +

(y-2)% _
=

1

2.b)  Déterminons une équation de la tangente (A) a (I})

@: -2 0D gy 2=8-L-_DNey=-Ly-s
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(y- 2)

3. Une équation de (I,): —= + = 1 dans le repére (G, u, V)

G(0; 1), u=—= ]etﬁ——?+

i E FitE
Soit M le point de coordonnées (x,y) dans (O, 1, J) et de coordonnées (X,Y) dans (G, u, ¥)

OnaOM = xi+ yjet GM = X1 + Y
6t =x (Fi-50)+v (Fi+50) = (55) i+ (55)7

o <ot =7+ (5 (52)1= () (255

Or OM = xT + yj par identification, on a:

En remplagant dans (T,), on a:

(2X+2Y)2 (—X+Y+\/5 2)2 ( 5 2) ( > )
I J5 X“+2XY+Y X4+Y“+5-2XY+2X\5-2Y5
5 + 5 =1 — +

16 4 20 20

=l

(—14+1)X%24+(-1+1)Y%—4XY+2X/5-2Y/5

— =1 —2XY +XV/5-YV/5=10

Probleme
Partie A : 2points

Le plan est muni d’un repére orthonormé (O ; I ; J). Soit (C) I’ensemble des point M (x ; y) du
plan tel que : x? + y? —4x —6y +9 = 0 et (A) la droite d’équation : y —3 = 0.

1. Déterminer I’expression analytique de I’affinité orthogonale t d’axe (A) et de rapport % 0,75 pt

2. Déterminer la nature et les éléments caractéristique de (C). 0,5 pt
3. Montrer que I’image (C’) de (C) par t est une conique dont on précisera 1’équation réduite
et I’excentricité. 0,75pt

Partie B : 8points

I-  Soit la fonction g, définie sur IR, qui, & tout X, associe : g (x) = e* (x —1) + x%
1. a) Etudier les variations de g sur R. 0,5 pt
b) Dresser le tableau de variation de g sur R. 0,75 pt

2. Montrer que I’équation g (x) = 0 admet une solution a et une seule sur I’intervalle [0 ; +oo

[. Montrer que a est dans I’intervalle [ = [l ; 1] . 0,75 pt

I1- Soit la fonction f définie sur [0; +oof par : —.

1. Montrer que les équations f (x) = x et g (x) = 0 sont équivalentes sur [0 ; +oo [, et que, par
suite, I’équation f (x) = x admet a pour solution unique sur I.
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2. a) Calculer la dérivée de f et en déduire le sens de variation de fsur [0 ; +oo [. 0,75 pt
b) Dresser le tableau de variation de f. 0,5 pt
¢) Construire la courbe représentative (C) de f sur [0 ; +oo[ dans un repére orthonormé (unité 2
cm). On indiquera en particulier les tangentes a (C) aux points d’abscisses 0 et 1. 1pt

3. Montrer que, pour tout x appartenant a I, f (x) appartiental. 0,5 pt
1

2 pourtoutn € IN
Ups1 = f(Un)

Montrer que, pour toutn € N, Un € . 0,5pt
2. Montrer que, pour tout X € I, |f’(x)| < % 0,5 pt

I11-  Soit la suite (Un), en. définie par{ Yo =

3. En appliquant le théoréme de 1’inégalité des accroissements finis, démontrer que : Vn €
N, [Un—0/< ~|Uni—al  05pt
En déduire, par un raisonnement par récurrence, que : ¥n € N, [Un —q| < (%)”. 0,5 pt

. En déduire que (Un) converge vers a. 0,25 pt

6. A priori, combien suffit-il de calculer de termes de la suite pour obtenir une valeur
approchée de a.a 10~ 7pres ? 0,5pt

7. En utilisant la décroissance de f, montrer que a est compris entre deux termes consécutifs
quelconques de la suite. En déduire un encadrement de a d’amplitude 1072, 0,5pt

Solution Probléeme :
Partie A :

Le plan est muni d’un repére orthonormeé (O ; I ; J). Soit (C) ’ensemble des point M (x ; y) du
plantel que : x* + y* —4x —6y +9 = 0 et(A) la droite d’équation: y —3 = 0.
1. Déterminons I’expressions analytique de I’affinité orthogonale t d’axe (A) et de
1
rapport

Soit M (x, y) un point du plan, M'(x’, y") son image par t, on a:

—— — r_ 1 X = x+_xH
t(M):MlﬁHMI:kHM@(xI XH):_(x:xH)® i 3
y'-yu 3 \V-VH P12
Yy =3V Tt3Vu
— 5 XH—_XZO Xg =X
(MH)L (A) donc MH = An & {yH —y=2 donc {YH —y+2

He(A oy, —3=0¢ yy =3donc
x’=§x+§x { x'=x ’ t{ x'=x

o], _1 onct:{ , 1
y’=§y+§(—y+3) y =3y +2 y =3y+2

2. Nature et éléments caractéristiques de (C).
x2+ y?2—4x —6y +9 = (x—2)?+ (y — 3)? = 4 donc (C) est le cercle de centre A(2 ;
3) et de rayon 2.
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3. Montrons que (C’) image de (C) est une conique

x'=x { x=x
, 1 o ;
y=3y+2 " ly=3y'-6
x—22+@-3) =4 &' -2)>+@By -6)3=4e(x'-2)>+9@' -2)? =4

'-2)?
4

+ ;2)2 = 1 donc (C’) est une ellipse de centre B (2 ; 2) et de sommets A(2 ; 0), A’(-

5
2;0), B(0; é) et B’(O; —g) dans le repere (B, 7, 7).

Partie B :

l. gx) =e*(x—1) + x*

l.a) Etudions les variations de g sur R

g est continue et dérivable sur R etona: g'(x) = e*(x — 1) + e* + 2x = x(e* + 2)
g'(x) =0 x =0donc Vx €] — ; 0], g'(x) < 0 g est décroissante et Vx €

10; 4+oo[, g’ (x) > 0 g est strictement croissante.

1.b) Dressons le tableau de variation de g

lim g(x) =+, lim g(x) = +oo
X——00 X—+00

X —00 0 +o00
g'(x) - +
400 + 0
9@ | TN /
-1
2. g est continue et strictement croissante sur [0 ; +oo[ donc réalise une bijection de [0 ;

+oo[ — ]-1 ; +oo[, de plus g G) X g(1) < 0 d’apres le T.V.I1’équation g(x) = 0 admet une

unique solution a dans [§ ;1]

ex

e +x

1. Soit la fonction f définie sur [0; +oo[ par :

[1.1)  Montrons que g(x) = 0 et f(x) = x sont équivalentes
gx)=0ee*(x—1)+x’2=0xe*+x?=e* o x(e¥+x) = e f(x) =x
Comme g(x) = 0 a une unique solution o sur I, il en est de méme de f(x) = x

[1.2) Calculons f'(x) et déduisons le sens de variation de f sur [0 ; +oo[

e*(e*+x)—e*(e*+1)  e*(x-1)

f (x) = (e*+x)? - (eX¥+x)?

ffx)=0ex=1

Vx €] —oo; 1[, f'(x) < 0 donc f est strictement décroissante.
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Vx € [1; +oof, f'(x) = 0 f est croissante.

2.b)  Dressons le tableau de variation de f

fO=1 lmf)=1  fO)=;

X 0 1 400
f'(x) - +
1 1
e /
e
e+1

Déterminons les tangentes a (C) en O et en 1.
f(0)=-1,f(1) =0,
(T):y=-x+1, (T):y=-=

Construction de (C), de (Ty) et (Ty)

Ty

(T,)

ko

-4

3. Montrons que Vx € I, f(x) € I
1
3

f (1) = : - = 0,80, f(1) = 0,73 et f est continue et strictement monotone sur I d’ou Vx €
34=

3
e3+3

I, f(x) €l

N | =

[1l.  Soit la suite (Un), n. définie par{ to = pour tout n € IN

Un+1 = f(Uun)
1. Montrons que Vn € N,u, € [
Soit la proposition P : {vn € N,u,, € I}
Montrons que P est vraie pour n = 0
Up =%et%e Idoncu, €1

Soit n € N, supposons que P est vraie au rang n, montrons que P est vraieaurangn + 1 i.e.
montrons que u, ., € I
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Upy1 = f(uy) etu, €1 d’apres la question 3, u,,q €1
Conclusion: vn € N,u, €1

2. Montrons que Vx € [, |f (x)| < E

2

3. Démontrons que Vn € N, |Un —0| < % |Un-1 —a

vn € l,u, €1, a € I, fest continue et dérivable sur l et Vx € [, | (x)| < %alors en
appliquant I’'LA.F sur [, u,],0ona:

If () = F(@)] <5 [uy — @l © [ty —al <2 Juy, —al

4. Déduisons que : Vn € N, |Un —q| < (%)”.

Soit la proposition P définie par : {: ¥n € N, [Un —a| < (%)"}

Montrons que P est vraie pour n = 0 i.e montrons que |uy —o| < (%)0

lug — al = E — al <let G)O = 1donc |uy —a| < (%)0 d’ou P est vraie pour n = 0.
Soitn € N, supposons que P est vraie au rang n et montrons que P est vraie au rang n + 1

Onalu,y; —al < %Iun —alet|u, —al < (%)" alors |u, 41 —al| < % (%)n d’ou P est vraie

aurang n + 1.
Conclusion : ¥n € N, [Un —q| < (%)”
5 0< lim |u —a|<lim(3)n—0<:>limu =a
) T no+4oo n ) 2 - n— "G
6. a est valeur approchée de o a 1077 prés si la — a| < 1077
n
Pour que [u,, — a| < 1077, il suffitque (5) < 107 & —nin2 < =7In10 & n > 222
In10
Prendren = E (W) +1
7. Soitn € N, si u,, < a, f étant décroissante sur I, ona u,,,; = f(u,) = f(a) soitu, <

= Upyg
Un encadrement de ¢ @ 10~1

uE(l;l—lzo)+1 sas uE(l;—lz")+2
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EPREUVES DE BACCALAUREAT BLANC

EPREUVE 1 : LYCEE DE BAKASSA-BANSOA

Exercice 1/ 5pts
I On considére I’équation : (E) (X,y)e Z X Z ; 19x+9y=3.

1. Montrer que si (x,y) est une solution de (E) alors x est un multiple de 3. 0.5pt
2. Résoudre 1’équation (E). 0.75pt

3. Déterminer les couples (X ,y) solutions de 1’équation (E) tels que le PGCD se x et y soit
maximum, 0.75pt

I Dans I’espace muni d’un repére orthonormé (0; T E), on considere les points A(1 ;-1,0) ;
B(3;0;1) C(1;2,1) et D(1;0;0).

1. Démontrer que les points A,B,C et D ne sont pas coplanaires. 0.5pt
2(a). Ecrire une équation cartésienne du plan (ABC) 0.5pt
(b). Calculer le volume du tétraédre ABCD. 0.75pt

(c). Déterminer 1’expression analytique de la reflexion f par rapport au plan (ABC). 0.75pt
3. Soit (S) la sphére de centre D passant par B . Déterminer la nature et les éléments
caractéristiques de 1I’image (S’) de (S) par f. 0.5pt

Solution 1 :

l. On considere 1’équation (E) : 19x + 9y = 3

1.1 Montrons que (x, y) est solution de (E) si et seulement si x est multiple de 3.

(x,y) solution de (E) 19x =3 -9y & 19x = 3(1 —3y) donc 3/ 19x or (19A3) =1 =
3/ x d’ou x est multiple de 3.

I.2.  Résolvons (E)

19(3) + 9(—6) = 3 donc (3, -6) est solution particuliére de (E).

19x +9y =3 © 19x + 9y = 19(3) + 9(—6) © 19(x —3) = 9(—y — 6). 9 divise
19(x — 3) or (9419) = 1 donc 9 divise x -3 d’oux = 9%k +3et—y—6=19% © y =
—19k — 6.

S ={(9%k + 3,-19k — 6),k € 7}

1.3.  Déterminons les couples dont le pgcd (x, y) est max.

Soit d = (xAy), (x,y) est solution de (E) & 19x + 9y = 3, ainsi d’aprés Bezout d divise 3
doncd=1oud=3.0rdestmax doncd = 3.

Ainsi y = =19k — 6 = 3p © 19k + 3p = —6 d’apres la lere question, il en résulte donc
que k est multiple de 3. Donc S' = {(9k + 3,—19k — 6), k € 37}

. On considére les points A(1 ;-1,0) ; B(3;0;1) C(1;2,1) et D(1 ;0 ;0).

I1.1. Deémontrons que A, B, C et D sont non coplanaires
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(), ac(3):  aBaac(y);  ap())

2
1 1 6 0
AD.(ABAAC) = —2 # 0 donc A, B, C et D ne sont pas coplanaires.
I1.2.a Equation cartésienne du plan (ABC)

ABAAC est un vecteur normal de (ABC). Donc son équation est : —2x — 2y + 6z +d = 0.
A€ (ABC) e d=0donc (ABC):x+y—3z=0
I1.2.b  Volume du tétraédre ABCD

|AD.(ABAAC)| _ 2
3

I1.2.c Equation cartésienne de la réflexion f par rapport au plan (ABC)

V= u.v

Soit M (X, y, z) un point de I’espace. M’(x’, y’, z’) son image par f alors

{ MM' = An

I mil[MM'] € (ABC)
x'—x=-=-21

MM'=/’lr_i<:){y’—y=—2/1
z'—z =61

I = mil[MM’]e (ABC) & —2(25) —2(22) +6(25) =0 —2x+44-2y + 4

x+y—-3z

+6z+18A =0 © 261 =2x + 2y — 6z & 1 = donc
x, = x— 2x+2y—6z — 11x—-2y—6z
13 13
" _ 2x+2y—6z _ —2x+11y—-6z
Y=y 13 13
3. (S) est la sphere de centre D passant par B. Nature et éléments caractéristiques de (S’)

image de (S) par f.
La réflexion conserve les figures donc I’image de (S) est une sphere de centre S(D) et passant

par S(B).

Exercice2 /5,5pts
kel
1(a). Montrer que V x € IR}, Inx < x — 1. Et en déduire que V k eIN*,fk_Jrf ln% dx <0
2
2x0.5pt.

1

(b) Prouver alors que : V k € IN*, fln+51nx dx —In (n) <0 0.75pt
(c) Montrer que V k € IN*, In(n!) +2n - (n + %) In (n + %) —Inv2 > 0. 0.5pt
2. Soit g et f les fonctions numériques définies sur 1= [0,1] par:
9(x) = —
flx) = i [ g®dtsix#0et f(0) =1
(a) Dresser le tableau de variations de g. 0.5pt
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(b) Montrerque Vx € ]0; 1[ ; 1 < f(x) < g(x). (On pourra au besoin appliquer le théoréme
des accroissements finis a la fonction h: u - fou g(t)dt dans I’intervalle [0,x] ou utiliser la
valeur moyenne de la fonction g sur I’intervalle [0,x].) f est-elle continue en 0 ? 0.5+0.25pt
qu’il existe deux réels aetbtelsque Vtel,g(t) = % + % . En déduire que

Vxe]0A[,f(x) = —In. 2x0.25pt.

3.50it (u,) la suite définie sur IN* par : u, = In(n!) +n — (n+2)Inn .

(@) Vérifierque VnelIN* , uyq —u, =1 — f(Tlﬂ) et en déduire le sens de variation de la

suite (uy,). 0.5+0.25pt

(b) Montrer que V n € IN* , u,, = Inv/2. 0.5pt
(c) Montrer que la suite (u,,) est convergente. 0.25pt
Solution 2 :

l.a) MontronsqueV x € IR}, Inx < x — 1.

Consideérons la fonction x = h(x) = Inx — (x — 1), étudions son signe.

W) =-—-1==7,

X
hx)=0ex=1
lim h(x) = —oo, lirP h(x) = —o0, h(1) =0
X—+o00

x—0>
X 0 1 +00
K (x) + -
0
h) / ~
— 00 — 00

D’apres le tableau de variations, on constate que Vx € R}, h(x) < 0donclnx < x —1
P k+s  x
Déduisons que V¥ k € IN*, fk_f In- dx <0
2

n+

1
1b) ProuvonsqueVkelIN* f; 2lnx dx —In(n!) <0

2

1 k41 ket e
f1n+2 Inxdx = Yi-, fkjf Inxdx = Yi_, fk:rf In (k.2) dx = 3i_y fk:rlz(lnk +In (%)) dx
2 2 ’ 2

1 1 k+> _ ktl
= Yl Ink(k+5—k+3) + Xi, fk_% in (%) dx =In(n!) + T3, fk_% n (%) dx

1 K+t k+=
fln+21nx dx —In(n) =X1_, fk_+f In (%) dxorvVkelN*, fk_+12 ln% dx < 0 d’ou le résultat.
2 2 2
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1.c) MontronsqueV k e IN*,In(n!) +n — (n + %) In (n + %) -2 =0

e SR G LIS (R R TESE S O

2

1
%)ln(n+%) —n+Inv2or fanernx dx—In(n!) <0
2

@(n+%)ln(n+%)—n+ln\/§—ln(n!)S0@ln(n!)+n—(n+§)ln(n+%)—ln\/720

2. Soit g et f les fonctions numériques définies sur 1= [0,1[ par:

1

g(x) = —
flx) = % [ g®dtsix#0et f(0) =1

2.a) Dressons le tableau de variation de g.

g est continue et dérivable sur letona: g'(x) = (z—x

1=x2)? = 0 sur | donc g est croissante.

g(0) =1et lim g(x) =+ oo donc
x—-1<

x 0 1
g'(x) +
400
9() /
1

b) Démontrons que Vx € ]0; 1[; 1 < f(x) < g(x).

On sait que Vxel0;1[, 1-x2<1eg() 21 dou f() =-[, g(t)dt >~ [ dte
Flo) =1

h:u ~ f(;ig(t)dt est continue et dérivable sur ]0;1[. Alors, d’aprés le théoréme des
accroissements finis appliqué sur [0, x], il existe ¢ €]0,x[ €]0, 1] tel que h(x) — h(0) =
h'(c)(x — 0)e h(x) — h(0) = g(c)x < g(x).x car g est croissante. Or h(0) = 0

Donc h(x) < g(x).x © f(x) < g(x)

AinsivVxe]0;1[;1 < f(x) < gx).

OnaVvxel]0;1[; 1< f(x) <g(x)donc 1< )lci_r)r(l)f(x) < )lci_r%g(x) = 1 donc Li_r}r(gf(x) =1

etf(0)=1

1 1 1 1 1 P .
lc) g = rarchalermr + 20D donc a = Seth ==, déduisons que V x € |0,1[, f(x) =
L
2x 1-x
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f@ =21 (2(1 D 2(1+t)) de = [In(1+1) = In(1 = O = ;-In (1+x)

1-x
3. Soit (u,) la suite définie sur N* par u,, = In(n!) + n — (n + %) Inn
3.a) Vérifions que vne N u, ; —u,=1- f(ﬁ) <0 donc la suite (u,) est
décroissante.
1 1
Upyr — Uy =In((n+ D) +n+1- (n+ 1+E)ln(n+ 1) —In(n!) —n+(n+z)lnn
(n+1)! 1 2n+1 1
=ln(n:; )+1—( 5)(ln(n+1)—lnn)—ln(n+1) = 1—( n2+ )ln(%) = 1-
1
fG):

2n+1
3.b)  Montrons que Vn € N*,u,, = Inv2

Raisonnons par récurrence. Soit la proposition P définie par : {vn € N*,u,, > Inv2}
Montrons que P est vraie pour n = 1 i.e. montrons que u, = Inv2

u; = 1etin(v2) < 1doncy, > inv2

Soit n € N, supposons que P soit vraie au rang n et montrons que P est vraie au rang n + 1
i.e. montrons que u,.,; = nV2

Ups1 — =1- f(2n+1

Conclusion : Vn € N*,u,, > Inv/2

) Upyr =U,+1-— f(Tlﬂ) > Inv/2 d’ou P est vraie au rang n + 1.

(u,,) est décroissante et minorée par Inv/2 donc (u,) converge.

Probléme : 9,5 pts
Les trois parties A, B et C sont dépendantes.

Partie A
On se propose de déterminer les racines quatriemes du nombre complexe a = —7 — 244.
1. Vérifier quea = (1 + 2i)*. 0.5pt
2. Justifier que si z est une racine quatrieme de a, alors (ﬁ)4 =1 0.5pt
3. Utiliser les racines quatriemes de 1 pour déterminer sous la forme algébrique les
racines quatriemes de a. 1pt
Partie B

Le plan (P) est un muni repere orthonormé(0, 1,7). Soit a un paramétre réel et I’application f;
du plan (P) dans lui-méme qui a tout point M de coordonnées (X,y) associe le point M’ de

= () ()4 ()
o )

1. Justifier que f, est une application affine.
2. Déterminer I’ensemble des valeurs de a pour lesquelles f, est une transformation du plan.

coordonnées (x’,y’) telle que :
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0.5pt
3.a) Démontrer que si a# 1, alors I’ensemble des points invariants par f; est la droite (D)
d’équationx +y + 1 = 0. 0.5pt
b) Préciser la nature de f; 0.25pt
4. On suppose que a € IR-{0,1}
a) Démontrer que pour tout M de (P) n’appartenant pas a (D), d’image M’ par f,, le vecteur

MM’ a une direction fixe. 0.5pt
b) Soit H le projeté orthogonal de M sur la droite (D). Exprimer MM’ en fonction HM.
0.5pt

c) En déduire que f, est une affinité orthogonale d’axe (D) dont on précisera le rapport.

Partie C :
Dans cette partie, on suppose que IR; —{1}. Soit (C) le cercle de centre 2(-2 ;1) et passant

par A(0 :3) . On pose & = %(?—f), B = %mi).

1. (a) Veérifier que (2, &) est un repére de (D) . 0.25pt
(b) Démontrer que ({2, i, ¥) est un repere orthonormé de (P). 0.75pt
2. On désigne par (X,Y) les coordonnées d’un point quelconque M dans le repére (2, U, V) et
par (X’,Y’) celle de I’image M’ par  f, dans le méme repére.
(a) Démontrer que dans le repére ({2, U, V), f, a pour expression analytique :

X' =X
{Y’ =¥ +Z@-1) ot
(b) Déterminer dans le repere (2, U, V)
i. Une équation cartésienne du cercle (C). 0.5pt
ii. Une équation cartésienne de 1’image (I,) de (C) par f, . 0.5pt
(c) En déduire la nature de (T,). 0.5pt
3. Construire (I1) dans le repére (O,7,)) . 1pt
2

Solution Probléme :

Partie A :

2.1 Vérifions que a = (1 + 2i)*

(14+2D)*=14+412i-61.22-41.23i+2* =148 —24—32i + 16 = =7 — 24i

2.2 zestune racine quatriéme de a, alors (ﬁ)4 =1

4
z est une racine quatriemedeae z* =a o z* = (1 + 2)* & (1f2i) =1

2.3  Forme algebrique des racines quatriemes de a.

ETENNC SIS ikz_n(1+2')ke 0,1,2,3
1r2i € Zk =€ L), {0,1,2,3}
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Partie B :

= () ()
v =(F)x+(5)r+(5)
1. fa est une application affine car son expression analytique est sous la forme

{x’=ax+by+c
y'=a'x+by+c

2. a€R
3a) a=#1
— (a1 a1 a1
_ x—(z)x+(2)y+(2) _ ,
fa(M) =M & © x+y+1=0 donc I’ensemble des

y=(F)x+ (F)y+(5)

points invariants est la droite d’équationx +y +1 =10

3.b) Nature de f;

el 25 h=1as

4. On suppose que a € IR-{0,1}

4.a) Démontrons que VM € (P), MM’ a une direction fixe.

i (; ;) _ (a;l) (x +y + 1)(}) donc MM’ a une direction fixe. Celle de (")

4.b)  Soit H le projeté orthogonal de M sur la droite (D). Exprimons MM’ en fonction HM
€ (D)

OnaH(a,b) et{ ou 72 est un vecteur normal de (D)
MH = An

mﬂﬁ@{;:gjj@{g:;:;

HE@ ea+b+l=0ox+y+1-21=0e =220
a:x_A:x_x+y+1:x—y—1

Donc b=y—/1:y_x+f+1:—x+zy—1

W(;:Z) :x+§+1(1 . MM = (aT_l) (x+y + 1)(}) donc MM’ = (a — 1)HM.

4c) MM' =MH+HM's HM' = (a — 1)HM + HM = aHM
fa est I’affinité orthogonale d’axe (D) et de rapport k = a.

Partie C :

223



Dans cette partie, on suppose que IR; —{1}. Soit (C) le cercle de centre 2(-2 ;1) et passant
par A(0 ;3) . On pose U = %(?—f), U= %(?+f).

l.a)  Vérifions que (2, u) est un repére de (D)

—2+1+1=0>= Qe (D)etu estun vecteur directeur de (D).

1.b) Démontrons que (12, u, v) est un repére orthonormé de (P)

ld]l = 1, ||¥]l = 1 et u.¥ = 0 donc ({2, u, V) est un repere orthonormé de (P)

2.a) Démontrons que dans dans le repére (2, u, v), f, a pour expression analytique

X=X
{Y'zay+§(a—1)

oM =xi+vo=x(Z)+v () = () r+ (227
X = X+Y X = Xx'+y’
Par identification, on a _}EY et _X‘EY,

= (P (P (F) | [(F-E)E) ) E) (5

2
v = (e (2)y+ ()T 2= ED+ () ED+ ()
X' +Y —X+aY+T1 (1)
—X'+Y' = —X+ay+W (2)
D-Q)=2X"=2XeX"=X, DL)+Q2)= 2Y' =2a¥ +V2(a—-1) @Y =a¥ +
VZ
~ (@a—1)
2.b)  Dans le repere (2, U, V)
2.b.i) Déterminons une équation cartésienne de (C).
©):(x+2)?*+(y—-1?%*=8
i = v+ vo=x(S) v () = (G214 (225
OM =00 +0M=-21+]+ (%)H (%)j: (%— 2)?+ (_’gy + 1)]
OM = (XH:/_;‘E)T+ ( XJ:/‘;”/—) J par identification, on a :
_ X+v-22 5 5
__Xfwf, (x+2)2+(y—1)2=8<:>(X“:/’;ﬁ+2) +( Xt/’;‘/_ 1) =8
Y

2 _ 2
(%) +( gy) — 8o X2+Y24+X24+Y2=16=X2+Y2=8donc(C):X2+Y2=8

2.b.i1) Déterminons une équation cartésienne de 1’image (T,) de (C) par f,
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b
N—

() - (5 = [ - (5 () (25
() - (F)y =ar+Fox=(30)x - () -5

O©):(x+2)?+(y-1)? =8

(E)x - (2)y - 22) + (520 + 22y - 2= 1) =

& ((a+Dx'—(a—1)y' +3a+ 1)2 +((—a+Dx' +(a+ 1y —3a+ 1)2 = 32a?

& (a+1D*x?+(@a—1*y?+Ba+1)2—-2(a*—-1x"y' +2(a+ 1)(Ba+ 1)x' —
2(a—1DBa+ 1y +(a—1D%"* + (a+ 1)*y? + (=3a+ 12 = 2(a% - Dx'y’ +
2(a—1)Ba—-1Dx'—2(a+1)(Ba — 1)y’ = 32a*

N (2a? +2)x? + (2a®> +2)y"? +9a?+1 —4(a? — 1)x'y’' + 2(3a®> + )x’ +2(3a? —
1)y’ = 32a?
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EPREUVE 2 : LYCEE DE NKOLNDA

Exercice 1 : 5points
l. Soit a la suite numérique définie par : ap=0, a1 = 1 et, V" €N, an+2 = 5an+1—4an.

1. Calculer le P.G.C.D. de 4°-1 et de 45-1. 0,25 pt

Calculer les termes az, az et a4 de la suite a. 0,5 pt

3. a) Montrer que la suite a vérifie, pour tout entier naturel n, an+1 = 4a,+1. 0,25 pt
b) Montrer que, pour tout entier naturel n, a, est un entier naturel. 0,5 pt
¢) En déduire, pour tout entier naturel n, le P.G.C.D. de an et an+1. 0,5 pt

4. Soit b la suite définie pour tout entier naturel n par bp=an + %

N

a) Montrer que b est une suite géométrique. Préciser la raison et le premier terme bo.

0,5 pt
b) Exprimer by puis an en fonction de n. 0,5 pt
c) Déterminer, pour tout entier naturel n, le P.G.C.D. de 4"+!— 1 et de 4" 1. 0,5 pt

I Résoudre dans Z? I’équation : 48x +35y = 28. 0,5 pt

Solution 1 :
l. Soit a la suite numérique définie par : ao=0, a1 = 1 et, V" €N, an+2 = 5an+1—4an
1. Calculons pgcd (4° — 1,4% — 1)
46— 1=445-1=4.(45-1)+4—-1=4.(4°—-1) +3donc pgcd(4®* — 1,45 — 1) = 3
2. Calculons a,, as, a,
a, =5a, —4a, =5,a;3 =5a, —4a, =25—-4=21, a,=5a3—4a,=105-20 = 85.
3.a) Montrons que Vn € N,a,,; = 4a, +1
Soit la proposition P :{a,,, = 4a, + 1,Vn € N}
Montrons que P est vraie au rang n = 0 i.e. montrons que a; = 4ay + 1
a, =1,et4ay, +1 =1 d’ou le résultat.

Soit n € N, supposons que P est vraie au rang n et montrons que P est vraie aurang n + 1 i.e.
montrons que a, ., = 4a,41 +1

Ap4z = 50,41 — 4a, =5(4a, +1) —4a, = 16a,+5=4(4a,+1)+1=4a,,, + 1dou
Pestvraieaurangn + 1

Conclusion :vn € N,a,, 1 = 4a, +1

3.b) Montrons que Vn € N,a,, € N

Par récurrence, a, = 0 € N

Soit n € N, supposons que a,, € N, montrons que a,,;; € N

a, € Ndonc 4a, +1 € Nc’est—a—direque a,4; €N
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Conclusion:vneNa, €N

3.c) Onaayyq =4a, + 1 alors d’aprés Bezout (a,1Aa,) =1
4, bnzan+§,VnEN
4.a)  Montrons que b est une suite géométrique.

bpi1 =apsq + g =4a, +1+ % = 4a, + % =4 (an + §) = 4b,, donc b est géométrique de

raison 4 et de 1 terme b, = é

4.b)  Exprimons a, et b, en fonction de n.

4" 1 1
bn=b0.qn=?, an=bn—§=§(4”—1)

4.c) Déterminons (4™t — 1A4™ — 1)

(471 — 174" — 1) = (3a,.1A3a,) = 3(ayeiAay) = 3

. Résolvons 48x + 35y = 28

48 =35x1+13, 35=13x2+09,

13=9x 1 +4, 9=4x2+1

Ainsi, 1 =9 -4x2=9 - (13 -9x1)x2 =9 x 3 -13%x2 =(35-13x2)x3-13x2=35x3 - 13 x
5=35x3-(48-35x1)x5=35x8-48x5=48(-5) +35(8)=1

D’ou 48(—140) + 35(224) = 28

48x + 35y = 28 & 48x + 35y = 48(—140) + 35(224) & 48(x + 140) = 35(224 — y)
Donc 48/35(224 — y) or (48A35) = 1 alors 48/(224 —y) © 224 —y =48k & y =
224 — 48k et x + 140 = 35k © x = 35k — 140.

Dansce cas S = {35k — 140, —48k + 224),k € Z}

Exercice 2 : 3,25points
Dans le plan complexe rapporté a un repere orthonormé (O, 7, ), A, A’, B, B’ sont les
points d’affixes respectives 1, —1, i, —i. A tout point M d’affixe z, distinct des points O, A,
A’, B et B', on associe les points My et Mz d’affixes respectives z1 et z2, tels que les

triangles BMM: et AMM soient rectangles et isoceles, avec (M4, M; A). On se propose
dans cette question de deéterminer les points M pour lesquels le triangle OM1M est
équilatéral.

1. a. Justifierquez—z1=i(i—z)etl—22=i(z—2). 0,5pt
b. Vérifier que z; et z2 peuvent s’écrire : z; = % (z+1)etz, = % (z+1). 0,5pt

2. a. Montrer que : OM; = OM2 équivaut a |z +1| =|z +i|. 0,25 pt
En déduire I’ensemble (A) des points M tels que OM1 = OM; et tracer (A) sur la figure.
0,5 pt
b. Montrer que : OM; = MMy équivaut |z +1|*= 2|z]>. 0,25 pt
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c. Montrer que |z +1[>= 2|z équivaut a |z —1*=2. 0,25 pt

d. En déduire I’ensemble (I") des points M du plan pour lesquels OMy= MiM2. 0,5 pt
3. En déduire les affixes des deux points M pour lesquels OM:iM. est un triangle

équilateral. 0,5 pt

Solution 2 :

A1) ; A’(-1) ; B(i) ; B’(-i), les triangles BMM, et AM M, soient rectangles et isocéles avec
(M, 4, M, A) direct.

l.a) Justifionsque z —z1=1i(i—z1) et 1— 22 =1 (2 — 22).

MM, = BM, b
- \ <:> e - _ — l—/ - _
BMM, rectangle isocéle en M, {mes (BMl,MMl) _ gsmt z—zy=ez2(il—z)
©z—z1=i(l—27)
MM2 = AMZ

AMM,, rectangl isocele en M. e
, rectangle et isocéle e Zﬁ{meS(MMZ,AMz):g

1—22=ei5(z—22)@1—22=i(z—22)

1.b)  Vérifionsque: z; = 1T+i(z +1)etz, = % (z+1)

z—z=i(i—-z)oz-z1=-1-izy &z1(1-i)=z+1
21=1L_i(z+1)=17+i(z+1)=)21=17+i(z+1)

1—Zz=i(z—zz)(:1—iz=(1—i)zz(:)22=(1i_i)(1—iz):

—i(1+0)
2

z+D) =2+

1_—_li(z +1i) =
2.a) Montrons que OM; = OM; équivaut a |z +1| =|z +i|.

OMi=0M; & |z, = |z;| & | == (z + 1)| = |“2;”(z +0)| e %z +1] = §|z +
elz+ 1] =|z+1i].

Déduisons I’ensemble (A) des points M tels que OMy = OM>

(A) est la médiatrice de [A’B’].

2.b)  Montrons que OM; = M1M: équivaut |z +1[* = 2|z[?

0M1 =M1M2 (=4 |le = |Z2—Z1|®glz+1| = |(12;I')(Z+L)_%(Z+1) =

e S = izl = 2 e (\/z_ilz +11) =lz* & |z +1]2 = 2]z|?

2.c)  Montrons que |z +1]> = 2|z|? équivaut & |z —1[>= 2
lz+12=2|zP e z+DE+1) =2z |z|*+z+z+1 =2z o |z]?—z—Z +
1-2=00C-1DE-1)=2o|z—-1>=2
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2.d)  Déduisons I’ensemble (I') des points M du plan pour lesquels OM1 = M1M>

D’aprés la question précédente, (I') est le cercle de centre A (1) et de rayon V2.

3. OM; M, équilatéral & { OM, = OM, M € ()

Déterminons les équations cartésiennes de (A) et (I')

SoitM (x,y)E(Ad) e z+ 1| =z+ile(x+1)*+y?=x>+(y+ D?*o x?2 +y2 + 2x +
1=x?+y’+2y+1lex=y

Mx,y)eE(M e (x—1)2+y?=2

y=x>x-1)72+x*=2©2x>-2x—-1=0

A=4—-4(-1)(2) =12 = (2V3)?

13 1++/3
_2-2V3 _ 1-V3 _1+3 . 2 2
Xy = = —— 0u x, = —— donc les points sont A (1%) et B (wg

1 4 2

2 2

Exercice 3 : 2,75points
I- Soit E et F deux points d’affixes respectives 1 et 2i. A tout point M du plan

d’affixe z, on associe le point M’d’affixe Z tel que : Z = 1

z—2i'
1. Déterminer I’ensemble (A) des points M(z) tels que : arg(Z) = % [2m].  0,5pt

2. Déterminer I’ensemble (I") des points M(z) tels que : |Z|=2. 0,5 pt
3. Montrer que (A) et (I') sont sécants en deux points dont on précisera les affixes.
0,75pt

s
I1- xestun nombre réel. Linéariser cos® x puis calculer I'intégrale A = 32 [? cos® x dx. 1pt

Solution 3 :
l. Soit E et F deux points d’affixes respectives 1 et 2i. A tout point M du plan d’affixe z,

on associe le point M’d’affixe Z tel que : Z = Z—
[.1)  Déterminons (A)
arg(2) = arg(

privé des points E et F.

z=2i

ZZ__Zl) = mes (ﬁ/im) E%[Zn], (A) est le demi-cercle de diamétre [EF]

l

[.2)  Déterminons (I')

z—1

z—21

ME
MF

IZ| =2 & =2 donc (I') est le cercle de diametre [KJ] ou K =

|=2<:>

bar{(E,1); (F,2)}et] = bar{(E,1); (F,—2)}
3. Montrons que (A) et (I') ont un unique point commun dont on précisera I’affixe.

Cherchons les éléments caractéristiques de (A)
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1421

Soit H le milieu de [EF], ona h = ! =EH = | —1|

|—1+2i| _V1+4 5

2 2’
Cherchons les ¢éléments caractéristiques de (I)

o By tai
- —1+4i dou d=—"——=

1+2(20) _ 1+4i . 1-2(20) _
3~ 3'/7 -

Soit D le milieu de [KJ], k =

—-2+16i —-2+16i 1+4i —2+16i—2-8i
, D est le centre de (I') et le rayon r’ = KD = T | :| < |

| =21-1+2 =28

|—4-+8i

(A) et (I') sont tangents si HD =r + 1’

HD = |—2+16i _l2i) |—2+16L’—3—6i| _ |—5+10i| _ El—l +2i] = 5V5

6 2 6 6 6 6
r+r' = §+2T\/g = % — 1 donc HD < r + r’ d’ou (A) et (I') se coupent en deux
points.

Notons A et B les points d’intersection. Déterminons leurs affixes.

2
Equation cartésienne de (A):(x—%) +(y—1)2 =3
Equation cartésienne de (I') : (x + %)2 + (- —)2 ;0
2

(x—l) +y -1 =oxl+y’—x—2y+>=ox2+y?—x—2y=0

2 4 4 4

12 82 _20 244242, 16,6 20 245242, 16,
(x+3) +(y 3) =5 OX Tty i x—oyt+ o= ex Tty tox -y = 5
Donc en réunissant les deux équations on a :

{ 2 +y?=x+2y Cavei
x

apres résolution, on obtient a = eth=1+2i
2 492 = —§x+— _c a= i

L. 5 eix+e—ix 5 ei5x+59i4x.e—ix+106i3x.e—i2x+1Oei2x.e—i3x+56ix.e—i4x+e—i5x
1. Linéarisons cos>x = =

2 32
cos®x = 6055x+560152x+10'cosx . Calculons A = 32 [ cos® x dx.
A=132 fog C055 x dx = 32 fog c055x+5cols:x+10.cosxd =9 [sme + 5sin3x + 10smx] -9 (_\1/_3 n
5\/—) 49\/_
PROBLEME
Partie A :
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1. Dresser le tableau de variations de la fonction numérique f définie par : f(x) = —

et tracer sa courbe représentative dans le plan muni d’un repere (O, I, J). 0,75pt
2. Soit g la fonction définie sur R par tout réel x, g(x) = f:ﬁdt

a) Justifier que g est dérivable sur IR. 0,5 pt
b) Calculer la dérivée g’ de g et déduire le sens des variations de g. 0,5 pt
c) Montrer que g est impaire. 0,5 pt
x 1 x 1
d) Montrer que, pour tout x >0, [ —dt < [’ =—=dL.

Déduire la limite de g(x) lorsque x tend vers +oo. 0,5 pt
3. Soit G la fonction définie par : ¥x € IR, G(x) = g(2x) — g(x).

a. Montrer que G est dérivable sur IR et étudier ses variations. 0,5pt

1
b. Justifier que : pour tout réel non nul x > 0, \/_ << 0,25 pt

c. Déduiredea.etb.que:Vvx€IR ; G(x)<In2. 0,5pt
On pourra écrire G(x) a [’aide d’'une seule intégrale.
d. Déduire de a. et c. que G(x) admet une limite finie 1 lorsque x tend vers +oo. 0,25pt
Montrer que G est une fonction impaire.  0,5pt
f. Déduire de d. et e. que G(x) admet une limite finie lorsque x tend vers —oo.
Exprimer cette limite en fonction de I. 0,5pt
Partie B :

On considere la fonction numérique h définie par : h(x) = In (x + V1 + x?)

1. a. Déterminer I’ensemble de définition de la fonction h. 0,25 pt
b. Calculer h’(x) et montrer que les fonctions g et h sont égales. 0,5 pt
c. Déduire de b. une nouvelle écriture de G, introduite au 3. Partie A et de la valeur du
réel | de la question 3.d. Partie A.  0,25pt
2. On s’intéresse a la courbe représentative (C) de la fonction g dans le plan rapporté a un
repere orthonormé (O, 1, J).

a. Montrer que pour tout X € ]0; +oo[,g(x) =In2x +1In <1 + fl + x%) —In 2. 0,5pt

b. Etudier les branches infinies de (C) et préciser les asymptotes de la courbe (C). 0,5pt
c. Etudier la position relative de (C) par rapport a la tangente & I’origine. 0,5 pt
d. Tracer lacourbe de (C). 0,75pt

Partie C :

Soit la suite (Un)neN définie pour tout n € N par : Uo = 1 et Un+1 = g(Un).

1. Montrer par récurrence que pour toutn € N, Un > 0. 0,5pt
2. Montrer que la suite (Un) est décroissante. ~ 0,5pt
En déduire que la suite (Un) converge. Préeciser sa limite. 0,5pt

Solution Probléme :
Partie A ;

f&) =

Vitx2
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1. Tableau de variations de f

Df =R, f est continue et dérivable sur R eton a:
, _ x

f1) = (1+x2)1+2?

ffx) =0 x=0
lim f(x)=0,f(0)=1

x—too

X — 0 oo
f'(x) - ] +
0 0
£ \ /
1
Trace de C¢

H~/4/”///////r‘\\\\\\\\\\\\Hﬁ‘

-6 -1 -2 0 2 4 s

2. Soit g la fonction définie sur R par g(x) = fox ﬁ dt
2.a) Justifions que g est dérivable sur R

1 : . y
x e Tin est continue sur R donc g existe et est dérivable sur R
1+x

’ _ B 1
2b) g (X) - f(X) U m
Déduisons le sens de variation de g.

Vx € R, g'(x) = f(x) = 0 donc g est croissante.
2.c)  Montrons que g est impaire.

Soitx € R, —x € Retona g(—x) = [, ==dt = [} ——

m 0 (du)__x

1
Jo e =
—g(x) donc g est impaire.

1
2.d)  Montrons que pour tout x > 0, f —dt f \/_d
2 _ 2 X 1
1+0)?=1+t>+2t>1+t3Vt=>0donc —— (1+t)2 me fomd
f —dt =1In(x+ 1), lirp In(x + 1) = +o donc llrp g(x) =+
X—+ 00 X—+ 00

3. Soit G la fonction définie par : ¥x € IR, G(x) = g(2x) — g(x).
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3.a) Etudions les variations de G

G est dérivable sur R comme somme de deux fonctions dérivables sur R eton a :

1 _ 2 1+x%—1+4x2

\/1+4x \/1+x2_ Vi+ax®J1+x2

G'(x) =29"2x)—g'(x) =2f(2x) — f(x) =

4(1+x2)—(1+4x2) 3

- «/1+4x2«/1+x2(2«/1+x2—\/1+4x2) - x/1+4x2x/1+x2(2\/1+x2+\/1+4x2)

Donc G est strictement croissante sur R

1
3.b) Justifions que Vx > 0, — W <-

1

Soitx >0,0nal+x?2>x?=2V1+x2>x=> <
Vi1+x? X

3.c) Déduisons que G(x) < [n2

1 1 2x 1 2x dt
< = —_— < — <
Ona=—=<7= / —dt < Jo T e G(x) < n2

3.d) Déduisons que G a une limite finie.

G est croissante sur R et lim G(x) < [n2 donc G a une limite finie [ en +oo

X—+00

3.e)  Montrons que G est une fonction impaire.
Soitx € R, —x € Ret G(—x) = [ f(®)dt = [ f(—w)(—du) = — [* f(w) du = =G (x)
(on obtient cela en posant t = —u, comme f est paire).

3.f) PmsqueGestlmpalre et que hm G(x) =1, alors hm G(x) = lim G(—u) =

u—+oo
— lim G(u) = —
u—>+oo

Partie B :

On considére la fonction h(x) =In (x + V1 + x?)

l.a) Déterminons Dy

Onsaitquesix > 0,x +V1+xZ2>0etsix<0,V1+x*>Vx2oVi+xZ>-—xox+
V14 x?2>0doncD, =R

1.b)  Calculons h'(x) et montrons que G et h sont égales.

pp—

' (x) = x+\\//11:_):2 - (\/H’;)‘éﬁﬂz) = f(x) donc h(x) = f(ff(t) dt = g(x)

1) G(x)=g@x)—gx) =In(2x +V1+4x2) —In(x + V1 +x2) =In <_2x+vl+4xz>

x+v 1+x?%
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2.a) Montrons que g(x) = In2x +1n <x + [1+ %) In 2.

1n2x+ln(1+ /1+x12> ln2—ln +ln< / ) nx +1n (1+ [1+-)

=In(x +Vx2+1) = g(x)
2.b)  Branches infinies de (C)

) = [n2 donc | = In2.

lirp g(x) —In(2x) = lirJP In <1 + /1 + x%) — In2 = 0 donc la courbe d’équation y =
X—1 00 XxX—too

In (2x) est asymptote a la courbe (C).

2.c)  Position relative de (C) par rapport a la tangente (T) en 0.
g'(0)=f(0)=1,g(0)=0donc (T):y =x

Posons k(x) = g(x) — x

kK(x)=9'(x)—1= ﬁ — 1 < 0 donc k est strictement décroissante. Ainsi Vx > 0, k(x) <
k(0) © k(x) <0 donc (C) est en dessous de (T) et Vx < 0,k(—x) = —k(x) < —k(0) &
k(x) > 0. D’ou (C) est au dessus de (T).

2.d) Tracé de (C), (T) et les asymptotes.

m

YV = In2x

Partie C :

up =1
Unpr = g(Up)

1. Montrons que vn € N,u,, > 0

Soit la suite (u,,) définie par {

Soit la proposition P définie par : {vn € N, u,, > 0}

Montrons que P est vraie pour n =0 i.e. montrons que uy > 0
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uy=1etl>0doncuy, >0

Soitn € N, supposons que P est vraie au rang n et montrons que P est vraie au rang n + 1 i.e.
montrons que u, .1 > 0

u, > 0= g(u,) > g(0) car g est croissante et g(0) = 0 donc u,.; > 0

2. Montrons que (u,,) est décroissante.

Soit la proposition P définie par :{vn € N, u,,, < u,}

Montrons que P est vraie au rang n = 0 i.e. montrons que u; < u,

u; =m2+mn(1+v2)—m2=mI(1+vV2) <12y <y

Soit n € N, supposons que P est vraie au rang n et montrons que P est vraie au rang n + 1

I.e. montrons que Uy, < Upyq

Ups1 < U, et gest croissante sur R etona g(upy1) < g(Uy) © Upyy < Uyyq d’ou P est vraie
aurangn + 1.

Conclusion : vn € N,u, 1 < u,

3. Déduisons que la suite (u,,) converge.

(uy,,) est décroissante et minorée par 0 donc (u,,) converge. Elle converge vers le point fixe de la

fonction g. or g(0)=0 et g est monotone d’ou lim u, =0
n—-+oo
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EPREUVES DE BACCALAUREATS OFFICIELS

EPREUVE 1 : BACC 2018

r . \
L’épreuve comporte deux exercices et un probléme.

Exercice 1: Série C uniquement (5 points)

Soit p un entier relatif. On pose a = 14p + 3 et b = 5p + 1. Soit (E) I’équation 87x +
31y = 2 dans Z. On désigne par (D) la droite d’équation 87x — 31y = 2 dans le plan
rapporté au repére orthonormé (O, 7, J)

1.a) En utilisant I’égalité¢ de Bezout, démontrer que a et b sont premiers entre eux. 1pt
b) En déduire que 87 et 31 sont premiers entre eux. 0,75pt
c) Trouver un couple (ug, vy) d’entiers relatifs tel que 87uy,+31v,=2. 0,75pt

2. Utiliser les questions précédentes pour résoudre (E). 1,25pt

3. Déterminer les points de (D) dont les coordonnées (x, y) Vérifient les deux conditions
suivantes:

I.  x ety sont des entiers naturels;

ii. 0<x<100. 1,25pt
Indication: On pourra remarquer que M(x,y) appartient a (D) si et seulement si (x, —y) est
solution de (E).

Solution 1 : Série C (uniquement)

Soit p un entier relatif. On pose a = 14p + 3 et b = 5p + 1. Soit (E) I’équation 87x +
31y = 2 dans Z. On désigne par (D) la droite d’équation 87x — 31y = 2 dans le plan
rapporté au repére orthonormé (O, 7, )

1.a) Démontrons que (aAb) =1

5a —14b = 70p + 15 — 70p — 14 = 1, d’aprés Bezout, a et b sont premiers entre eux.
1.b) Déduisons que 87 et 31 sont premiers entre eux.

87 =14x6+3; 31=5x6+1,alorsd’apres la question 1.a), 87 et 31 sont premiers
entre eux.

1.c)  Trouvons (uy, vy) € Z2,87uy + 31v, = 2

10 x 87 — 28 x 31 = 870 — 868 = 2 donc prendre (ug, vy) = (10, 28)

2. Résolvons (E)

87x + 31y =2 & 87x + 31y =87(10) + 31(28) & 87(x — 10) = 31(28 —y)

87 divise 31(28 — y) or 87 et 31 sont premiers entre eux d’ou d’aprés Gauss, 87 divise 28 —
y.ainsi, y =28 — 87k, k € Z. 1l s’en suit que x = 31k + 10 donc

S={(31k + 10,—87k + 28),k € Z}

3. Déterminons les points de (D) tels que x,y € Net 0 < x < 100
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(x,y) € D & (x,—y) est solution de (E). donc x = 31k + 10 ety = 87k — 28
0<x<100= -10<31k<90 < —0,2< k < 2,.donck € {1; 2}
Les points de (D) sont {(41,59); (72,146)}

Exercice 1 série E uniqguement: (5 points)

Un test de recrutement dans une entreprise est constitué de 5 questions. Pour chaque candidat,
on attribue +2 points pour une réponse juste et -2 points pour une réponse fausse ou non
donnée. On note n le nombre de réponses justes donnees par un candidat.

1.a) Montrer que la note N d’un candidat a la fin du test est N=4n—10 1pt
b) En déduire I’ensemble des notes possibles qu'un candidat a ce test peut avoir. 1pt

2. Le candidat Eya trouve les réponses exactes des deux premieres questions. Il répond au
hasard aux trois dernieres questions. On admet que sa réponse est juste avec la probabilité de

g. Pour tout autre candidat la probabilité de donner une réponse juste a une des cing questions
est de =
2
a) Déterminer I’ensemble des notes que Eya peut avoir a la fin du test; Ipt
b) Pour étre admis a I’école, un candidat doit obtenir a I’issue du test une note supérieure
ou égale a 6. Quelle est la probabilité pour que:

A: “ Eyaréussisse au test”. 1pt
B: ““ Un candidat autre que Eya réussisse au test”. 1pt

Solution 1 : Série (E) uniqguement
l.a) Montrons que N =4n-10

N est le nombre de réponses justes, donc 5 — n est le nombre de réponses fausses. Aussi la
noteN=+2n—-2(5—-—n) =4n—10

1.b) L’ensemble des notes qu’on peut avoir est {-10;-6;-2;2;6; 10}

2.a) L’ensemble des notes de Eya {—2; 2; 6; 10}

2.b)  Calculons p(A)

P(A) = p(6) +p(10) = € x (;)2 : @ + (%)3 =
@=cix () () + (@) =5

Exercice 2: (5points)
L’espace orienté est muni d’un repére orthonormé direct (O, 7, J, k). On donne les points A(2,
0,1); B(3;-2; 0) et C(2, 8, -4).
1. Soit M(x, y, z) un point. Exprimer en fonction de X, y et z les coordonnées du produit
vectoriel AMABM 1pt
2. Reésoudre le systeme. 1pt
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—x+y—2z=-4
—x—y—z=-11
2x+y—z=8
On fera figurer les étapes de la résolution sur la copie.
3. Démontrer qu’il existe un unique point N vérifiant AN ABN = CN et donner les
coordonnées de N. 1pt

4. On rappelle que le volume d’un tétraédre est donné par la formule v = %B X H ou B

représente 1’aire d’une base et H la hauteur relative a cette base.
a) Le point N étant défini a la question précédente, montrer que le volume du

tétraédre ABCN est égal a % CN? 1pt
b) Calculer I’aire du triangle ABC. 0,5pt
c) Utiliser les résultats précédents pour calculer la distance du point N au plan (ABC).
0,5pt
Solution 2:

L’espace orienté est muni d’un repére orthonormé direct (O, T, J, E). On donne les points A(2,
0, 1); B(3;-2; 0) et C(2, 8, -4).
1.  Exprimons AMABM

aings (5°) A (532) = (ng;:§>

z-1 z y+2x—4

—x+y—2z=-4(1)
2. Résolvons le systtme{ —x —y —z = —11 (2)
2x +y—z=8(3)

Désignons (1) comme 1* pivot. Eliminons z sur (2) et (3) a I’aide de (1)
1D-2x(2)=x+3y=18(2"); (1)-2x2)=>-5x—y=-2003")

—x+y—2z=-4(1)
Le systéme devient x+ 3y =18 (2"
—5x —y =-20(3")

Désignons (2°) comme 2° pivot. Eliminons y dans (3”) a 1’aide de (2°)
(2)+3x(3) = —-14x = —42 (3")

—x+y—2z=-4 (1)
Le systéme devient x+3y =18 (2
—14x = —42 (3")

De(3’)ona:x =3 (4)
4 dans (2°)=>3+3y=18=y=5(5);@)et(B)dans (1) ©® -3+5—-2z=—-4 & z=
3doncS={(3;5;3)}

3. Démontrons qu’il existe un point N tel que AN ABN = CN
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y—2z+2=x—-2 x—y+2z=4%

AN A BN =CN<:)(X;E,Z;§> = (;:é) @{—x—z+3 =y—-8oix+y+z=11dapres
y+2x—4 Z+4 2x+y—4=z+4 2x+y—z=8

la question précédente ona N (3;5; 3).

4.a)  Montrons que le volume de ABCN est%CN2

et H = CN dOI’]C VABCN == CTNZ

BxH AN BN _ |lcw]
Vapen = 3 orB = =

4.b)  Calculer I’aire de ABC
w): w(s): ()
-1 -5 8

|ABAAC| _ v324+25+64 _ \/413u a
2 2 2

4.c) Déduisons la distance d du point N a (ABC)

d = 3Vapen _ CN? _ 124(-3)247° _ 149449 _ 59

= = = = u.m
AaBC V413 V413 V413 V413

c’qABC -

Probleme (10 points)
Partie A:

l1.a) Résoudre dans C ’équation (E): z2 —3z+ 4 =0 0,75pt

b) Déterminer le module de chaque racine de cette équation. 0,5pt
Le plan est rapporté au repere orthonormé (O, ey, e;). z désigne un nombre complexe non nul
de partie imaginaire positive. On considére les points A, B et C d’affixes respectives 1, z et 72
et on note S le systéeme de points ponndérés {(A,4); (B, -3); (C,1)}. Ce systeme est tel que O
est son barycentre.
2.a) Démontrer que z est solution de (E). 0,5pt

b) En déduire les coordonnées de B et C. 0,5pt
3+iV7

3.a) k désignant un nombre réel, on pose: z = . Préciser suivant les valeurs de k

I’ensemble (I') des points M du plan tels que: 4MA? — 3MB? + MC? = k. 1pt
b) On suppose k = 89. Donner alors une équation cartésienne de ("), puis tracer (I') 0,75pt

Partie B
On considére 1’équation différentielle (E’):y" + 4y’ + 4y = 0 et les fonctions f et g de la
variable réelle x définies respectivement par:
f(x) =xe 4+ x — %an et g(x) =1+ (-2x+1)e?*
On note (Cr) la courbe représentative de f dans le plan rapporté au repére orthonormé (O, 7, j)
(unité de longueur sur les axes: 2cm).
1.a) Dresser le tableau de variation de g. 0,5pt
b) En déduire le signe de g(x) suivant les valeurs de x. 0,25pt
2.a) Calculer les limites de f en —oo et 4o, puis la dérivée de f. 0,75pt
b) Dresser le tableau de variation de f. 0,5pt
3.a) Calculer f(In2) 0,25pt
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b) Démontrer que la droite (D) d’équation y = x — % In2 est asymptote a (Cy). Etudier la
position de la courbe (Cy) par rapport a la droite (D).
Tracer (D) et (Cf). 1,25pts
4.a) Déterminer la forme générale des solutions de (E’). 0,5pt

b) Déterminer la solution de (E’) dont la courbe admet une tangente en O paralléle a la
droite d’équationy = x +1 0,5pt

¢) Démontrer que la fonction f est une solution de 1’équation différentielle:
y'+4y' +4y =4x —5ln2 + 4
5. Soit A un réel strictement positif et (D;) la partie du plan comprise entre les droites
d’équations respectives x = 0, x =1,y = x — %an et la courbe (C).

a) En utilisant une intégration par parties, calculer, en cm?, 1’aire de (D;) en fonction de A  1,5pts

b) Calculer la limite de cette aire lorsque A tend vers +co 0,5pt

Solution Probléeme :
Partie A :
1.a) Résolvonsdans Cz2—3z+4=0

3-iV7 3+iV7
et Zz = 2

A=9—4(4)=9—16=-7=7i®d’ otz =

1.b)  Déterminons les modules de chaque racine

9+7
72 = = 4= |2,

2.a) Démontrons que z est solution de (E).

4-3z+27%

0 = bar{(4,4); (B,—3);(C,1)} & 0 = & z? — 3z + 4 = 0 donc z est solution de (E).
2.b)  Déduisons les coordonnées de B et C.

3+iV7 o (3+INT\® 2467 _ 14307
= Z~ = 7% = = = i
2 ¢ 2 4 2

ZB =Z
3.a) Déterminons I’ensemble (T")
AMA? —3MB? + MC? = k & 2MO0? + 40A%> —30B* +0C%? =k

k-8

0A=1;OB=2;OC=4-:>2M02+4-—12+16=k(:>20M2=k—8(:>0M2=T

Sik = 8alors (') = {O}
Si k > 8alors (T') est le cercle de centre O et de rayon r = /%

3.b) Déterminons une équation cartésienne de (I')

0M2:82—1<:>0M:%§<:>x2+y2=%

Partie B :

On considére 1’équation différentielle (E’): y" + 4y’ + 4y = 0 et les fonctions f et g de la

variable réelle x définies respectivement par:
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f(x) =xe 4+ x — %an et g(x) =1+ (—2x+1De™?*

l.a) Dressons le tableau de variation de g.

g est continue et dérivable sur R et on a: g'(x) = —2e™2* — 2(—2x + 1)e™?* = (4x —
Ne > gx)=0x=1

Jim g(x) =+c0; lim g(x)=1; g(1)=1-e*>0

x -00 1 +0o0
g'(x) - +
400 1
9@ \ /
1—e?

1b) VxeR g(x)>0.
2.a) lim f(x) =—; lim f(x) =+
X——00 X—+00
f est continue et dérivable sur R etona: f'(x) = e ¥ —2xe ™ + 1= (-2x+ e ¥ + 1

& f'(x) = g(x) > 0donc f est strictement croissante sur R.

2.b) Tableau de variation de f.

X -00 400
f'(x) +
400
f (X) /

32) f(in2) = ln2e 22 4+ [n2 — Zan =0

3b)  lim f(x)— (x—2in2) = lim xe2* =0 donc la droite (D): y = x —>In2 est
xX—+00 4 X—+00 4

asymptote a (C) en +oo. De plus xe™>* > 0,Vx > 0 et xe 2* < 0,Vx < 0 donc (Cy) est au

dessus de (D) sur les x positif et (Cf) est en dessous sur les x négatif.
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4.a) Déterminons la forme générale des solutions de (E”).

Equation caractéristique (E.):72 +4r+ 4 =0< (r + 2)? = 0 donc
Y (x) = (Ax + B)e™*

f0)=1
f0) =1
fO=1eb=1; f'(x) =(—2ax+a—2b)e ™, f'(0)=1oa-2b=1a=3
d’ou f(x) = (3x + 1)e ¥

4.c) Démontrons que f est une solution de 1’équation différentielle:
y'+4y' +4y =4x —5ln2 + 4

flx) =gx) = (4x —4e ™ ;  f"(x) =4e ** —2(4x —4)e™2* = (—8x + 12)e™**
F100) + 4 () + 4f (%) = (—8x + 12 + 16x — 16 — 8x + 4)e 2% + 4x — 5In2 + 4
== 4x — 5In2 + 4. Donc f est solution de y" + 4y' + 4y = 4x — 5In2 + 4

5.a) Calculons I’aire de (D;)

4.b)  Soit f la solution de (E’) telle que { onaf(x) = (ax + b)e™**

Ay = J; () = (@ = 2m2))dx = [} xe ™ dx = - xez_zx]j - e_Zx}z

4

_ —(2A+1)e 241
= u.a

242



EPREUVE 2 : BACC 2017

Exercice 1 :

1. a) Vérifier que le couple (5; —7) est une solution de 1’équation (E) 13x + 7y = 16.
b) Déterminer les couples d’entiers relatifs (x; y) vérifiant I’équation (E).

2. a) Démontrer que, pour tout entier naturel n, 42" = 1[5].
b) Déterminer le reste de la division euclidienne de 20142°*> par 5.

3. p désigne un entier naturel supérieur ou égale a 1. Une urne contient 2 p boules
numérotées de 1 a 2 p, toutes indiscernables au toucher. Un joueur tire successivement,
sans remise 2 boules de I’urne.

a) Quel est le nombre de résultats possibles ?

Si les boules tirées portent les numéros pairs, il gagne 800 FCFA. Si les tirées sont de
parités différentes, il gagne 400FCFA et il perd 800 FCFA si elles portent les numéros
impairs. On désigne par X le gain algébrique a I’issue de chaque épreuve.

b) Déterminer la loi de probabilité de X en fonction de p.
¢) Calculer I’espérance mathématiques de X en fonction de p.
d) Calculer p pour que I’espérance mathématique de ce gain soit de 240 FCFA.
Solution 1 :
l.a)  Vérifions que (5; —7) est une solution de (E) : 13x + 7y = 16
13(5) + 7(=7) = 65 — 49 = 16 donc (5; —7) est solution de (E).
1.b) Déterminons les couples solutions de (E).
13x + 7y =16 © 13x 4+ 7y = 13(5) + 7(=7) & 13(x — 5) = 7(—y — 7) donc
13 divise 7(—y — 7) et (13A7) = 1 d’apres Gauss, 13 divise —y — 7 soity = —13k — 7 et
x=7k+5doncS ={(7k +5,-13k — 7),k € Z}
2.a) Démontrons que Vn € N, 42" = 1[5]
42 = 16 = 1[5] © Vn € N, 42" = 1[5]
2.b)  Déterminons le reste de 20142°15 par 5
2015 =4x503 +3; 2014 = 4[5] donc 20142915 = 42015[5] or
42015 = 42x1007+1 = 1 % 4[5] d’on 20142°15 = 4[5] son reste est donc 4.
3.a) le nombre de résultats possibles est N = Aﬁp

3.b) Déterminons la loi de probabilité de X

A2
p(X = —-800) =Lt =

A%,

Apx A}, _ 2p?

_ _ 4 p-1) . _ —
p(X =800) = —~———;p(X = 400) = 2 A%, 2p(2p-1)

A3p 2p(2p-1) ’

p(p—1)
2p(2p-1)

243



3.c) Déterminons I’espérance mathématique E(X)

800p?

EWX) = 2p(2p-1)

3.d) déterminons p pour que E(X) = 240
800p? = 480p(2p — 1) & 800p? = 960p? — 480p < 160p? —480p =0 @ p(p —3) =
0

p = O0oup = 3 orp>1ldoncp=3.

Exercice 2 :

E est un espace vectoriel sur IR dont une base est B = (1, ], E). Soit f I’endomorphisme de E
qui & tout vecteur u =xi+yJ+zk associe le vecteur fQi) = (—x—y+22)i+
(2x —y + 2)] + (x — 2y + 32)k.

1. Déterminer la matrice de f dans la base B.
2. a) Déterminer le noyau de kerf et on donnera une base de kerf.
b) En déduire la dimension de Imf.

c) f est-elle bijective ? Justifier votre réponse.

—

3. On considére les vecteurs ;=2 — k :e; = 3i+ ]+ k;es =1 —k .
a) Démontrer que la famille B’ = (e5; e5; e3) est une base de E.

b) Déterminer la matrice de f dans la base B’.

Solution 2 :
F@) = (—x—y+22)i+ (Q2x—y +2)]+ (x — 2y + 32)k.
1. Déterminons la matrice de f dans la base B.

-1 -1 2
Soit Alamatricede f,A=|2 -1 1
1 -2 3
2.a) Déterminons le noyau de f et sa base.
—-x—y+2z=0(1)
Soitu € Kerf,alors f(U) =0 <{ 2x—y+z=0(2)
x—2y+3z=0(3)
Désignons par (1) comme la ligne pivot.
Eliminons x de (2) et (3) a I’aide de (1).

(2)+2.(1)=> -3y—32=0,(3)+ (1) = -3y +52z=0
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—x —y+2z=0(1)
Le systéme dévient{ —3y —3z =0 (2")
-3y +5z=0(3")

Désignons (2°) comme 2° ligne pivot. Eliminons y dans (3”) a I’aide de (2°. On a :
B)Y-(2)e8z=0ez=0doncx =y =z =0douKerf = {0}
2.b) dimImf +dimKerf =3 & dimimf =3-0=3
2.c) f estinjective car f est une application linéaire et Kerf = {6} ; f est surjective car
Imf = R3. f injective et surjective est donc bijective.
3. On considére les vecteurs e;=2] — k ;&5 = 3i+ ]+ k;es =1—k
3.a) Montrons que B’ = (e5; e5; e3) est une base de E.
e =2k
e, =30+ + k (2) Désignons (1) comme ligne pivot.
G=1-k@®)
Eliminons k sur (2) et (3) a Iaide de (1).
Q)+ e e +e;=31+3], B)+R)e e +e; =41+
e =2/-k()
Le systeme devient {e; + e, = 37 + 37 (2"). Désignons (2°) comme 2° ligne pivot et
e;+e3=47+7(3)

—e +2e,+3e3

éliminons j dans (3°). Ona :3.(3’)-2)e —e; + 2e, + 3e; =N & 1 = — 3"
(3’)dans (2°),ona:e; + e, =3 (Tel—ﬂe—z)ﬁa) + 3jo 3f = —4e_1)+?_3e_3) &= —4a+?—3€

(27)
(2”)et(3)dans (1) >k =2j—& =

—e;+2e;—-6es
9

1

OM = xi+y]+zk = x ("—el—+26—2'+3e‘3’) + (—4a+5_3?3)) +z (—_a+25_6§)

9 9 9

= (_x+:y_z) el + (2x+g+22) e, + (M+6Z) e; d’ou B’ engendre E. de plus B’ forme une
famille libre de vecteurs de E.

3.b) Matrice de f dans la base B’

fe) =2f() — f(k) =2(=i—j—2k) - (21 +j+3k) = —471— 3] — 7k

— (—e1+25+3a) 3 (4e—1’+e_2’—3e_3’) 7 (—e—1’+2e—2’—6e_3’) _ —e1—25e,+39%e;3
9 9 9 9

f@)=3fQ+fD+f(k)=3(-T+27+k)+(-i—7—2k)+ (i +]+3k)=—2i+

N -
6] + 4k
—e;+2e,+3e3 4e;+e,—-3e3 —e +2e,—6e; 22e;+10e,—48e;3
_2( 1 92 3)+6( 1 2 3)+4_( 1 92 3): 1 92 3
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f@) =@ -f(k)=(-T+27+k)— (20+j+3k) = -3+ -2k =
3<_—e;+za;+ 3e—3>>+<4e—;+e—2>—3e—g> 2<—e—;+za;—6e—3*> _ 9¢; — 9e;

9 9 9 9
=e/—e
-tz
9 9
Donc la matrice de f dans la base B’ est [— 1;0 -1
39 48 0
9 9

EXERCICE 3 :

Soit ABCD un carré de sens direct et de centre 1. Soit r la rotation de centre A et d’angle g 1

la translation de vecteur AC et S la symétrie de centre C c’est-a-dire r=R(A ;g), t=t;z et S=5;

A. 1. a) Déterminer la droite (A) telle que r=S, o S4p).
b) Donner la nature et les éléments caractéristique de tor.
2. a) Déterminer (Sotor)(A)et(Sotor)(D)
b) Donner la nature et éléments caractéristiques de Setor.

B. Soient M un point de la droite (DC), N le point d’intersection de la droite (BC) avec la
perpendiculaire a la droite (AM) passant par A, J le milieu du segment [MN]. r’ est la
rotation de centre A telle que B=r’(D) ; S’ la similitude direct de centre A telle que I=S’(D).

1. Montrer que N=r’(M). En déduire la nature du triangle AMN
2. a) Déterminer I’image de C par S’.
b) Démontrer que J =S’ (M).
c) Déduire le lieu géométrique des points J, lorsque M décrit la droite (DC).
3. a) Donner la nature de ’ensemble (T) des points M du plan tels que d (M,C)Z%
d(M,(BD))

b) Donner la nature, 1’excentricité, une direction et le foyer de I’image (t’) de (T) par
S’

Solution 3 :
A 1.a) (A) estla perpendiculaire a (AC) passant par A.
1.b) tor est la rotation de centre D et d’angle g
2.a) Sotor(A) =S(C) =C, Sotor(D) = S(D) = D' ou C est le milieu de
[DD’].
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. 3 . . .
2.b) Sotor est une rotation d’angle  + % = 7” et donc le centre est le point d’intersection

des médiatrices de [AC] et [DD’] soit B.

B.1  Montrons que r’(M) =N

M = (AM)N(DC), I'image de (AM) par 1’ est la perpendiculaire a (AM) passant par A i.e
(AN). L’image de (DC) est la perpendiculaire a (DC) passant par r’(D) qui est (BC). Comme
r’ conserve le contact et que N = (AN)N(BC) alors r’(M) = N”.

r'(M) = N donc AMN est un triangle rectangle isocele en A.

B.2.a) Déterminons S’(C)

A; vz et d’angle

S’(C) =B car S’ est la similitude de centre A, de rapport k = TS

—_— = T
6 = mes (AD,Al) = —-
B.2.b) AMN est rectangle isocéle en A donc par définition S’ (M) =J

B.2.c) Lasimilitude conserve les figures. Lorsque M décrit [DC], J décrit [IB].
V2

3a) e= 5 < 1 donc (T) est une ellipse de foyer C et de directrice (BD).

3.b)  (t’) est une ellipse de foyer S’(C) = B, de directrice S’(BD) = (IB’) ou B’ = S’(B) et

N |-

d’excentricité e’ =

(&)

lV B c

PROBLEME
PARTIE A :

On se place dans I’espace (¢) muni d’un repére orthonormé (0; u; v; w). On considére les
points A(1;6;4), B(2;5;3), C(3;1;1) et D(8;1;7). On pose N = ABaAC.
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1. a) Determiner les coordonnées de N. En déduire que les points A,B et C ne sont pas
alignés.

b) Déterminer I’aire du triangle ABC.
2. Soit (A) la droite passant par le point D et de vecteur directeur (2 ;-1 ;3).
a) Démontrer que la droite (A) est orthogonal au plan (ABC).
b) En déduire une équation cartésienne du plan (ABC).
c) Déterminer une représentation paramétrique de la droite (A).

d) Déterminer les coordonnées du point K, intersection de la droite (A) et du plan
(ABC).

3. On note H le projeté orthogonal de D sur le plan(ABC)
a) On pose DH = aN. Calculer a.
b) En deéduire la distance DH et le volume du tétraédre (ABCD).

4. Soit (P;) le plan d’équation x+y+z-6= 0et (P,) le plan d’équation x + 4y —7 = 0.
a) Démontrer que les plans (P,) et (P,) sont sécants.

b) Vérifier que la droite (d) d’intersection des plans (P;) et (P,) a pour

x=—-4t—1
représentation paramétriquey y=t+2 ;telR
z=3t+5

c) La droite (d) et le plan (ABC) sont-ils sécants ou paralléles ?

5. Démontrer que 1’ensemble (S) d’équation x? — 2x + y? — 4y + z? = 0 est une spheére de
(¢) dont on précisera les éléments caractéristiques.

PARTIE B
Soit (P) le plan de I’espace () d’equation z=0, rapporté au repére orthonormé (O ;u; V).

Soit la f (x) = 2lnx — =+ 3 définie sur 0 ;+oo [

1. a) Déterminer les limites de f aux bornes de son ensemble de définition.
b) Etudier les variations de f et en déduire son signe.
c) Tracer la courbe (C;) de f dans le repére orthonormé (O ;u; v).

2. On considére la suite (u,,) définie par ug = 2 et u, 1 = f(Uy).

a) Calculer les trois premiers termes apres u,. On donnera le résultat a I’arrondi d’ordre

b) Démontrer que la suite (u,,) est strictement croissante.
c) Démontrer que pour tout entier naturel n : 2< u,, < 6,5.

d) En déduire que la suite (u,) est convergente.
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3. Soient les équations différentielles (E) : y"" +y' =0et(E):y" +y' = %

a) Montrer que f est solution sur ]0 ;+oo[ de (E’).

b) Résoudre (E) sur ]0 ;+oo] .

¢) Montrer qu’une fonction g est solution de (E’) si et seulement si g-f est solution de
(E).

d) Résoudre alors (E’) sur ]0 ;+oo[ .

Solution Probleme :
Partie A :

—_ —

On considere les points A(1;6;4), B(2;5;3), C(3;1;1) et D(8;1;7). On pose N = ABAAC.
1l.a) Coordonnées de N

AB <_11>’ AC (_Zg) N = ABAAC = (_12) + 0 donc A, B et C ne sont pas alignés.
1.b) Déterminons I’aire du triangle ABC

[Nl _ viz

A =1
2 2

2. Soit (A) la droite passant par le point D et de vecteur directeur (2 ;-1 ;3).

2.a) Montrons que (A) L (ABC)

i = —N donc (A) L (ABC).

2.b)  Equation cartésienne de (ABC)

N est vecteur normal de (ABC) donc (ABC) :—2x+y—3z+d =0
A€e(ABC)e -8+d=0<d=8donc (ABC):—2x+y—3z+8=0

2.c)  Représentation paramétrique de la droite (A)

x=21+8
(A){yz—/l+1,l€[[&

z=31+7
2.d) Coordonnées du point K = (A)N(ABC)
a=21+8

SOitK(Z), onaih=—-A+1et—2a+b—-3c+8=0

¢ c=31+7
2214+ 8)—1+1-3B1+7)+8=0o —141—28 =0 & 1 = —2 ainsi
a=4
b=3
c=1

3. On note H le projeté orthogonal de D sur le plan (ABC)

3.a) Calculons a

249



. R x—8=-2a x=—-2a+8
DH=aN&ej] y—-1=a &{ y=a+1l
z—7=-=-3a z=-3a+7
He (ABC) © —2(-2a+8)+a+1-3(-3a+7)+8=0=14a-28=0 a =2
3.b)  Déduisons la distance DH

DH = aN < DH = 2vJ/14u.m

DHXA _ 28

Le volume du tétraedre ABCD est V = 5 wv

4. Soit (P;) le plan d’équation x+y+z-6= 0et (P,) le plan d’équation x + 4y — 7 = 0.
4.a) Démontrons que (P;) et (P,) sont secants.

Notons 72; le vecteur normal de (P,), ona: 7y (}) et (i)
1

0

n,An; (_;) + 0 donc (P,) et (P,) sont non colinéaires. D’ou sont sécantes.

x=—-4t—-1
4.b)  Veérifions que (d):{ y=t+2 ;telR
z=3t+5

n, An; est vecteur directeur a la droite (d).
Deplus—1+2+45—-6 =7—7 =0et —14+4(2)—7 = 8-8 =

x=—4t—-1
0dou(—=1;2;5) € (d) donc{ y=t+2 estbel et bien une représentation
z=3t+5

paramétrique de (d).

4.c) (_14)A<_12) = (:168) #0; (_14) : (_12) =8+ 1—9 = 0 donc (d) et (ABC) sont
3 -3 -2 3 -3

paralleles.

5. X2 =2x+y’—4y+z2=0(x—-1)?-1+(@-2)?>-4+z’°=0&

(x —1)? + (y — 2)? + z2 = (¥/5)? donc (S) est la sphére de centre A (1; 2 ; 0) et de rayon

V5.

Partie B :

Soit (P) le plan de I’espace (€) d’equation z=0, rapporté au repére orthonormé (O ;u; V).
Soit la f (x) = 2lnx — =+ 3 définie sur 0 ;+oo [

l.a) Déterminons les limites de f aux bornes de son Dy

lim f(x) = lim 2lnx — 243= —00, lim f(x) =4
x-0 x-0 X

X—>+00

1.b) Etudions les variations de f et déduisons son signe
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f est continue et dérivable sur ]O ; +oo[ etona:

f'x) = % + % > 0,Vx €]0; +oof donc f est strictement croissante.

x 0 +00
£ +
+o0
f(X) /

f est continue et strictement monotone sur ]0 ; +oo[ donc réalise une bijection. De plus,
lin(l) f(x) =—c0 < 0et lirll f(x) = 400 > 0 alors d’apres le théoréeme des valeurs
X— X—+ 00

intermédiaires, il existe un unique o € ]0 ; +oo[ tel que f(a) = 0. Dans ce cas, Vx €
10; af, f(x) < 0etVx €]a; +oof, f(x) >0

1.c)  Tracons la courbe (C;) de f.

|
[N}

|
FS

|
I
[

2. On considere la suite (u,,) définie par uy = 2 et u,; = f(u,).

2.a) Calculons I’arrondi d’ordre 2.

u, = f(uy) = f(2)=2n2+1,5=2,88;u, = f(u;) =4,07; us = f(u,) = 5,07
2.b) Démontrons que (u,) est strictement croissante

Raisonnons par récurrence. Soit la proposition P définie par : {¥n € N,u,, < u,;1}
Montrons que P est vraie pour n =0

u, = 2etu; = 2,88, uy < u, donc P est vraie pour n =0.

Soit n € N, supposons que P est vraie au rang n. montrons que P est vraie au rang n + 1.
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Par hypothese de récurrence, u,, < u, 1, fest croissante donc f(u,) < f(Up4+1) © Upsq <
U4, d’ou (uy,) est strictement croissante.

2.c)  Par récurrence, on montre aisément que cela est vrai.

2.d)  (u,) est croissante et majorée par 6,5 donc (u,,) converge.

3. Soient les équations différentielles (E) : y"”" +y' =0et(E"):y" +y' = Exm3)(r2)

x3
3.a) Montrons que f est solution de (E”).
ey =243 gy = 2 _ 5
f (X) - x + %2! f (X) x2 x3
" ' _ 6 2 3 2 _ 2x*4x-6 _ (2x=3)(x+2) ., . ) ,
')+ f'(x) = S atogt.=—0m—= — d’ou f est solution de (E’).

3.b) Résolvons (E)
Equation caractéristique : r2 +r =0 r=—1lour =0
Solution générale : y(x) = A+ Be ™™, A,BER

3.c) Montrons que g est solution de (E’) si et seulement si g-f est solution de (E)

g solutionde (B) & g +g' =& o, o 4 g = "+ f o (g— ) +

x3
(g — f) = 0 fest solution de (E).
d) Résolvons (E”).

Yey(x) = A+ Be™ + 2lnx -2 +3
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