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pans la callection gavoir et savoir-faire :

Mmathématiques :

e, E. Feuillant. ) _
Saeone Gauthier, Ginette Mison.

. s A/B, René
Premiére arzysz, Roger Proteau, Daniéle Spérandio.

emieres S/E gernard P '
- ’ 5 Gauthier, Ginette Mison.

inale A1, Rene !
e : Gauthier, Ginette Mison.

Terminales A2/A3, René 3 |
Probabilités - et Statistiques, Premieres et Terminales, toutes sections, Reng

Gauthier et Ginette Mison. ' . |
Analyse Terminales C/E, René Gauthier, Ginette Mison.

Géométrie Terminales C/E (ancien programme), René Gauthier.
Terminale B, René Gauthier, Ginette Mison.
Terminale D, René Gauthier, Ginette Mison._

Sciences physiques : _
Roland Ferry, René Michalet, Pierre Provost,

Dictionnaire pratique de physique,
la calculatrice au lycée, Francois Czakvary

Exercices et probléemes résolus avec
et Jacques Heurteaux.

Exercices et problémes résolus de p
Ferry, René Michalet, Pierre Provost.

— Mécanique, électromagnétisme.
— Vibrations et propagation, physique atomique et nucléaire.

Thermodynamique physique et chimique, notions de flux et d'irréversabilité, Pierre
Provost et Jean-Pierre Provost.

Sciences physiques, exercices résolus pour les classes de seconde, Michel Faye,
Robert Le Goff.

— Meécanique, électricité, chimie.

Sciences physiques, exercices résolus pour. les classes
Faye, Robert Le Goff. _
— Energie, vibration, chimie.

Chimie Terminales C/D/E, Michel Faye, Robert Le Goff.

hysique pour les classes terminales, Roland

de premieres S/E, Michel
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POURQUOI CE LIVRE
ET COMMENT S’EN SERVIR?

Sans SAVOIR-FAIRE, il n'y a pas de SAVOIR... Faire des mathématiques,
ce n'est pas seulement enregistrer des connaissances, mais c'est aussi savair
s'en servir. .

Dans ce livre, pour éviter le : «je croyais avoir compris le cours, mais je ne
sais pas faire 'exercice... » qui revient si souvent, nous avons voulu :

e d'une part, faire la synthése de ce qu'il est nécessaire ou important de savoir
compte tenu des programmes,

e d'autre part, faciliter un entrainement systématique axé sur la resolution
d’exercices et de problémes en proposant un choix d'exercices caractéristiques,
en indiquant des références, des «trucs», des méthodes différentes, des
conseils, des mises en garde... bref, ce que I'on dit oralement dans unc classe
mais que 1'on n'a pas I'habitude d’écrire.

LA PARTIE I, « Points de repére -, vous rappelle brievement des définitions,
propriétés, formules de votre programme avec de trés
nombreux rappels de la classe de premiére. A chaque occasion
sont signalés des exercices de la partie Il se rapportant a la
question traitée.

LA PARTIE II, « Pour s'exercer», contient 320 exercices; certains sont com-
pletement résolus: pour d'autres, nous vous donnons scule-
ment quelques indications pouvant guider votre recherche.
Nous vous signalons, en cours de correction, les définitions
ou propriétés de la p:irlie‘.l auxquelles vous pouvez vous
référer.

LA PARTIE 1, «L'Index», vous permettra de retrouver rapidement
définitions, propriétés, vocabulaire, avec des exercices caruc-
téristiques sur la question.

>
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I. Résumé de cours ......

II. Pour s’exercer ..

II1. Index général ....

SOMMAIRE

page 53
page 241

notions générales

Themes Résumé| Exercices corrigés D’autres exercices
decours pour chercher
Fonctions numériques page 4 [n” 1 & 29 (p. 55) n™ 30 &4 86 (p. 86)

Fonctions logarithmes page 25 11""_8_'? a 100 (p. 100) | n™ 10141 19(p. 114)
Fonctions exponentielles |page 27 [n® 1202127(p. 118) | n®* 1284143 (p. 127)
Suites réelles page 32 | n®* 1444153 (p. 132) | n®* 1543 172 (p. 145)
Calculs d’intégrales page 36 [n°" 1734 IB4(p. 150) | n"* 1854203 (p. 151)
Applications page 38 [ n®*2044215(p, 165)

n**216a238(p. 183)

Equations différentielles

page 41

n®"2394244(p. 189)

n°*2454259(p. 196)

Fonections vectorielles

page 42

n“*2604265 (p. 200)

n"*266a4274 (p. 209)

Dénombrements page 45 | n™*2754285 (p. 212) | n**2862309(p. 224)
Probabilités :
Statistiques page 50 | n**3104312(p. 232)

n"3134329 (p. 238)
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PARTIE 1

POINTS DE REPERE
Résumé de cours

V_mr.ft des rappels de définitions, propriétés et formules de volre programme,
ainsi que de nombreux rappels de classes antérieures.

Dans chaque chapitre sont signalés les exercices correspondants que VOus
pourrez traiter.

e Les fonctions numériques 4
Rappels de définitions 4
Fonctions trigonométrigues 6
Problémes de limites 9
Dérivées 13
Fonctions continues 16
Pour comparer, majorer, minorer 19
1.’ étude d’une fonction numérique 21
Rappels sur les primitives 23

« La fonction logarithme népérien 25

+ Les fonctions exponentielles 27

e Suites numériques 22

e Calcul intégral et applications 16

e Equations différenticlles 4]

e [Fonctions vectorielles et cinématique 42

e Dénombrements et probabilit€s 45

50

e Statistiques

eul des Mathématiques, qui, dans son étymologie, veul dire Instruction,

Le nom 5
e et précise I'idée noble qu'on doit s’en former... On

Science, peint d'une maniére just
sait que les Mathématigues ont pour objet de mesurer, ou plutdt de comparer les

grandeurs, par exem
Les Mathématiques pures
l el par la elles ont le
quantité. Elles comprennent :
u 1"Art de compler;

d i mesurer I'étendue;

ple les distances, les surfaces, les vitesses, etc.
considérent la grandeur d'une manigre simple, générale et

abstraite précieux avantage d'étre fondées sur les notions

primordiales de la

1) I* Arithmétigue ©

2) la Géométrie qui appren

3) I' Analyse, science des grandeurs en général;

4) la Géomélric mixte, combinaison de la géométrie ordinaire et de I'Analyse...
L’Encyclopédie (1784) (d'Alembert, abbé Bossut, etc.).
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| LES FONCTIONS NUMERIQUES —
}

. FONCTIONS NUMERIQUES

Exercices 1 & 86 . o

Il
l—

Fonciion de A vers B : c’est une relation particuliere de source A et de but B
telle que tout élément de A a, au plus, une im‘age dans B. -
Si x, élément de A, a une image par f, cette image est notée f(x). L'ensemble
des images des éléments de A par f est noté f(A) ou f(A).

Une fonction numérique est une fonction pour laquelle A et B sont des parties

de R.

Déf. o 5 P
L'ensemble de définition (ou domaine de définition), noté Ej, ou Dy, ou E, est
I’ensemble des éléments de A gui ont une image par f.

Déf. _
3 Aprés avoir fait choix d’un repére dans le plan P, la représentation graphique de

f dans ce repére est I’ensemble des points M de coordonnées (x, f(x)) dans ce
repére.

Dire que le point M(x, y) est un point de la représentation graphique de f, c’est
dire que l'ordonnée de M, soit y, est I'image par f de son abscisse x : y=f(x).

A Une courbe de P peut étre la représentation graphique d’une certaine fonction f
pour un repére R, de ce plan, mais aussi la représentation graphique d'une toute
autre fonction g pour un autre repere R, du méme plan (probléme : changement
de repére) (voir page 22). ; "

Application fumérique : f est une application de A dans B (avec ACR et BCR).
si tout élément de A posséde une image et une seule dans B.

¥f.
! 5 Application injective : deux éléments quelconques de A ont des images distinctes

dans B
Vax, Vax': x#x’ => f(x)#f(x")
ou encore fix)=f(x") —> x=x" (contrapposée).
"_m-r
L6 gmplic:tinn surjective : tout élément de B posséde un antécédent au moins
ans

Vay, 3ax @ y=f(x).

It
ki ———
21 Arplication bijective ; clle est a la fois surjective et injective.
4
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1. FONCTIONS NUMERIQUES

A I|"|1-¢

e, a o l;

|| Il;rl; | Application cm‘.:p:wé:: : 8 f esl une Elpplltﬂli(m de _A vers B el e I.II‘IC_ appllcallon L

I L de B vers C, alors I'application composée notée gof (... f suivie-de-g) est
Papplication de A vers C définie par :

gof(x)=g(f(x)).

o
2\

ol
'y
Prop. |
5 La loi de composition notée o dans 'ensemble des applications de R vers R est
associative, c’est-a-dire :
ho(fog)=(hof)og.
Dit. | . i : ﬁ
[4 | Egalit¢ d’applications : deux applications f et g sont égales si et seulement sj e
elles ont la méme source A, le méme but B et si:
Vax, flx)=g(x). . ' L
1
| 48 Restriction d'une application . g f est une application de A vers B et si A' est
une partie de A alors la restriction P de fa A’ est définie par : : E
Yaxs  p(x)=f(x).
» Revoir les définitions de application croissante sur I, application décroissante sur L
Prop L. :
6 Si j‘cs.[ croissante (resp. décroissante) sur [a, b - E
[— !:i!, de] plus f est paire, alors elle est décroissante (resp. croissante) sur
~b; —al: . . .
[—fi' de] plus f est impaire, alors elle est croissante (resp. décroissante) sur
—b; —al.
|
——JL_LES FONCTIONS TRIGONOMETRIQUES |
|
7 Les fonctions sinus et cosinus sont des applications surjectives de R sur [—1; +1].
Elles sont donc hornées -
Vex —I<sinx<+l et —l<cos x<+1.

Prop.
Elles sont périodiques de période 27 Vzk sin(x +k-27)=sin x
et cos(x +k27)=cos x.
e, ] [I
. 1% | Fonction tangente (notée tan) : .
sin x
cos x

X — tan(x)=

(avcc .\‘#g+ kar, kEZ).

Scanned by CamScanner



1. FONCTIONS TRIGONOMETRIQUES

z _\L (A cosla +h)y=cos a cos b —sin a sin b

g L g g 7
\L T l' — LU Y cosla —b)=¢os a cos b +sip a sin b
hl-i\“\ A - % \\ sinta +b)=sin a cos b +sin b cos a

Pour Iransformer
un produit
EN somme

sinla—b)= iin a ¢os b —sin b cos a

tan ¢ +lan b
tnld +h)=s———
| —tan a tan b

tan o —tan b
tan(a —b)=

I +tn a tan b

cos{2a)=cos* a—sin® a
sin(2a)=2 sin a+*cos a
|
s
mn(:u]:ﬂ:_ cos "":05b=£(¢°£ia—-b]+cus{a+b]j
1=—tan” a
; ! |
sin @ sin b == (cos(a —b)-cos(a + b))
A 1
sin a -cos b=5(5in{a +b)+sin(a —b))
; |
sin f-c =_ (&j g
cos(2a)=cos” a —sin*a i 2{8]n{u+h] sin(a - b))
cos(2a)=2cos* a—1

cos(2a)=1-2sin* a

|
ath=p = a=3(p+q)

|
a-b=q <> b=s(p—a)

Ptyq rP=q
=C0s

; ] .
2 =
cas ﬂ~2-([+cos 2a) cos p +cos g =2 cos

2
l .
L s 2 == + -—
sin ﬂ—i“"cos 2a) cos p—cos g =~2 sinpzqsinpzq
o}
1 =cos 2a i I ¥
tanl g=—— 0~ " : ST prg p—d _ i
| +cos 2a _If““ p +_S_Ing, 2 sin cos 5
; : .. p—q .ptd
sin p —sin ¢ =2 sin cos ——

sin{pt+4q)
Cos pecos g
. sin(p—q)
- tan p —tan«g zc_____os pcos 4

lan p +lan g =

Pour transformer une
somme ou différence
en produif...

—
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1. PROBLEMES DE LIMITES

@ l;“.quulilm cacos x+bsinx=c¢
Qi a=0 ou b=0, alors I"équation devient plus simple (voir P14).

Si a#0 et b#0 alors’on pose r=Va?+b.

o - o G o i b . ¢
L’équation donnée équivaut a : —+COS X+ =5 X =2
r r

Le nombre complexe a+ib=z a pour module r et pour argument 6 tels que

b

a 2
cos f=— et s H=;.

[.’équation devient :

cos (x = ) =f.

-
e Formules dans un triangle :

Si

Pi?;' az=b1+cz—2b&-ccﬁs A (1)
a b o
— =— =2R (2)
sin A sinB sinC
|

La formule (1) s'écrit de-trois facons différentes.

¢

cos fA+cos x -+ sin G'Siﬂ)f:;

<1, c'est-d-dire si e*=a’+b?, alors celte équation a des solutions dans R.

A

/,—‘FPROBLEMES DE LIMITE?,

(1) Limite de fenx=a

Si a est un réel, la question de la recherche d'une

éventuelle limite en a € pose dans le seul cas ol f
est définie sur une partic E de R telle que Eu{a_
soit un intervalle. Il n’est pas nécessaire que f soit

définie au point x =4a.

Prop.
18

Ce qui peut s¢ produire :

=L ou lim f(x)=L se lit

x==0

e limf
. {; 2 pour limite le réel L en a

f(x) tend vers L si x.tend vers a
la limite de f, en a, est L

fim fxy=L" se h‘.f_: L' est la limite de f, a gauche,
en a.

x =i
x<'0

Par exemple
E=la; +=|
E=1b;a[Ula; ¢[
E=Ja-¢;a+el

On €crit aussi ;

lim f(x)

lim [x —s x2-5]

X =

Scanned by CamScanner j



- .

-
I. LiMITES
o lim fix)=L" s lit : L” est |n limite de f, a droite, | | F2) el (==) ne sont pas des
o en a. reels. mais seulement ds Symhg- !
) - les pour parter (e limites.
e lim f=+4o ou lim flx)=+o0 :
i X =0
f a pour limite (+2) en‘a Y
flx) tend vers (+22) si x tend vers g.
e limf=—o oy |im f(xX)==x: [ 4 pour limite b
3 gRs. (=) en a.
A Pour les définitions, revoir le cours de Premigre,
L]
DES PROPRIETES FONDAMENTALES
Prop.
19 | Sif est définie au point ¥ =a ct admet une limite |
€N ce point, alors cette limite est nécessairement i
fla).
Dél. |
17 Si [ est définie €n a dans un intervalle contenant | Voir page 16 I'etude de la conti-
@ et si lim f=f(a) on dit que [ est continue en ce | MUité et ses conséquences.
o
point,
f est dite continue sur Jla, b[ si et seulement sj
elle est continue en lout point x4 de cet intervalle,
I}roD- . . "
20 Si f et g ont pour limites respectives les réels I, et
L'ena: :
] . - )
e alors f+ga pour limite [ +['en ce point:
e alors f-ga pour limite L-['en a; .,
e alors, si L’ #0, flea pour limite L/L"en a: | Altention & lu condition L'#0, \
e alors, si L=0, Vfa pour limite \/T en ce point, .
Prop, ; .l . e 1 1] AT
2'?'113 Si, pour tout x de D : fix)=<g(x)<h(x) et si | Imporant !nrsqm!nn.pu:hnm-
. P drer ¢ par deux fonctions,
lim f=lim h=L “avec a €D, alors : \
[ i
J limg=L.
il
Théoreme  important pour v
rop. | : recherche d'une limite de fonc. .
3 (R S . ue en
22 - Si [ a pour limite L Gn:dinet St p e:»._t_cnniln tion composée
L, alors gof a pour limite g(L) en x = a.

|
10
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Prop.
23 | e
L]

Prop.
24

Prop.
25

P;op k
26

Toute fonction

S A—

[. LIMITES

. —4x)=1-4=-3
. ] lim (x*—4x)=1
Polyndme est continue sur R.

x—==1

Une fonction

quotient de polyndmes est continue ) . = E:—\—q.
SUr son ensemble (e définition. lim (sin x)=sin ==
o S LI . ) x—=3
Les fonctions sinys €t cosinus sont continues sur R.
(1) lim (kx")y= fqn lim ( )=+°° !Im Xl
I_"'u X —-= il x_{r 1_'-11
b= x=e
1 s xy |
T e —¢OS X
: sin x : i 5
(2) lim ( )=1 lim ([dn x)=] lim (—2) 2’
X==0) X X —=0 X x=r 0 £

Résultats de Premitre & voir oy i revoir,

® Limite de [ en (+2) ou (—=)

La question de [a recherche d’une limite de f en (+=) se pose dans le seul cas
ou f est définie sur une partie de R contenant un intervalle du type 1A: +oof.
Pour la recherche d’unglimite a (=), il est nécessaire que D contienne un
intervalle du type J—; AT.

Ce qui peut se produire (pour les définitions, voir votre cours)

im f=L ou lim f(x)=L qui se lit
+x

X—=4m
«[ a pour limite I en (+oe)»
ou «f(x) tend vers [, st x tend vers plus I’

lim f=L' ou lim f(x)=L' qui se lit «f a pour limite L.’ ep (—=2)»,

infini »

lim f=+% ou lim f(x)=

X—+4=

+ qui se lit «f a pour limite (+w) ep (+o0)n,

lim f=—c ou lim f(x)=—2 qui se lit <f a pour limite (—co)

3 s o]

a (+o0)s,

etc.

sl 1 pair : lim (x")= 4
|im (xﬂ)=+m hm _i't:(} - -
L S1 n impair :

» ~ ¥ i ‘é '1. lln e = "
Dans les théorémes qui suivent, I"écriture 0 I peut &tre remplacée j

. g i lim-f, & condition de |e fai mém
g ou lim / ou ’ aire de |a
ment par |n‘nf o = ~ne m

- 1)
. = cnloﬂnch,_ & .
dans _ics lrollfjj signific que ces théorémes ne permettent
Le signe :

{'utiliser des méthodes icul 4% de
; ient d’utiliser de: Particulié
. t. Il convien

['immédia

conclyre dang

i elle existe Tes pour fff-"fenniner la
B e, SEHE PANEe . T pziia
.'urmrj:r chc!‘:lﬁ,"r parfois qualifices de «formes mden:-rmumg,q,,_ %
es )
Ces jorm

11
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I. LIMITES
Prop. Prop.
7. Somme | 28 ~ Quotient [
| si alors B . alors
SEme —_— Lt
. _____—-_-_'_‘—-—-
" . ST + lim li > L]
lim f | lim g | lim (+2) bl im ¢ lim (77g)
i
L + 00 +o0 L +@ ou —m 0
L — — o0 T L(L>0) +e
4t +® 4-co —% L(L =>0) —
o - —a ! + o0 L{L<0) .
e 0 +o@ gu —eo
) -+ oo 7
Prop. _ — Ca —_0
29 Produit +-o0 =30
Si alors 0 0
lim f limg | lim(f-g) :
- ° ™ Prop.
‘ 30 Radical .
L(L :,0] 4o + o Si alors J-/
L(L>0)| —-= —® 2 o
L(L<0) | += — lim f lim Vf
+co + o +o0 b L) {
— o —o + o0 |
+ o —m — oo 2 L(L >D} .\J‘{E
+@ 0 +00 - 40

- S'il existe un réel A tel que pour tout x de _]A, +oof 1 g(x)<f(x) et si

lim g =+ alors lim f=+co.

+=a +-m

e Si, sur un voisinage de a : g(x)<f(x) et lim g =+ alors lim f=+c.
ia

i

[}

Prop. o
32 — Si lim f=+® et si g est bornée sur son ensemble de définition, alors
[ ]

lim (f+g)=+o,
o

— Si lim f=— et si g est bornée, alors lim(f+g)=—c0,
[ ]

Si ﬁ:nf=l etsilimg=L alors Ilim(gof)=L
. °

les symboles o et m peuvent &tre remplacés par un réel a, ou bien (+ ®), ou (—®).

Prop,
i
| 34 |e La limite 3 A . P St '
| i :::E:]li a (+:;j)_ ou (—e) d'une fonction polynéme est égale a la limite, dans
S conditions, de sa fonction monéme de degré le plus élevé.

12

g - .‘
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1. DERIVEES

Prop.

’ 35 |e Lalimite : : % .
rationnell(;l]HT)rD” (~) d'une fonction quotient de deux polynoms (Gu-Traction
guotient dessnegﬂjc a la limite, dans les mémes conditions, de la fonction

. 1 nonomes ; ; Slevé numérateur et au
dénominateur. de degrés les plus leves a8 ‘

ATTENTION!

Ces théorémes ne s : : o ppbeptad
emes ne s'appliguent que pour les limites a I'infint.

s théorémes qui précedent,
¢ fonctions logarithmes OU

ique », _ )
ais ne sauraient étre

A | La recherche d’une limite de fonction utilise I'un d
plus que[gues autres que nous verrons a propos d
exponentielles, & I'exclusion de tout procédé « pifomeétr
Des considérations intuitives peuvent aider & retenir, m
acceptees comme justifications.
Tout_reésultat & propos d'une limite do
théorémes cités.

'DERIVEES DE FONCTIONS NUMERIQUES kr//

it étre justifié & I'aide d'un des

Dél.

18 Si 1a fonction f est définie sur D, et si aED, on & < —
appelle parfois voisinage du réel a un' intervalle i ==
‘ouvert contenant a. Ainsi, la—a, a+al, avec a

strictement positif, est un voisinage de a.

19 f est dérivable en Xy si et seulement si :
elle est définie en xq el sur un voisinage

§'il existe un réel Dy tel que:
lim (f{“‘*h}"f o)) — py. fixo)
7

I
DF Xg Xo+h

de Xos I{Iu‘f-‘h] ---------

h—=0

nombre dérivé de [ en Xo, noté aussi [(xop)-

D, est le
Prop. - : (%o + 1) = flxo) ;
34 f est dérivable en Xo si et seulement si : f——“—th—nest le coefficient
lle est définie en Xo et sur un voisinage de Yo, | | girecteur de AB
¢l existe un réel Do ct une application _
h— elh) tels que D,, sl existe, est celui de la
f(xo+ h]-f(xu)=fi{ﬂa+ e(h)) tangente AT 4 C
et lim £(h)=0.
h—0
|
111'-: A N . 2 ;
Eﬂj f est dérivable A droite en Xo S ¢l seulement si : | Rappeler aussi la dérivabilité &
n Xxo et sur un intervalle du type | gauche en xo

= f est définie e
[.In; A[; . .

i
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Prop.
35

14

DERIVEES

s'il existe un réel D, tel que :

linm (f(.rn -I-hh) —f(.l'n)): D,

b=
h=0

D, est le nombre dérivé @ droite.

f est dérivable sur Ja; b[ si elle esl dérivable pour
tout x, de la, bl.

f est dérivable sur [a, b] {
Ja, b[, a droite au point x=a cl a
x=b.

si elle est dérivable sur
gauche au point

Si [ est dérivable sur la; bl, I'application dérivée
de f sur Ja, b[ est I'application qui & tout x de
la, b[ associe le nombre dérivé de f en ce point.

fix — [fi(x)

f’ se note aussi —.
dx

df(]g)

{ otera donc :
f(xq) se note T

Dérivees successives de f

Si f', dérivée de f sur I'intervalle I, est elle-méme
dérivable sur I, la dérivée de [’ est notée f”, ou
&
dx®
On définit de méme, si elles

- ¢'est la dérivée seconde de f sur L

existent, les dérivées
z

successives : f” notée aussi —5
dx
d‘.'!

— . ele.

[4] 2 ;
notee aussi
f dx*

o Théoremes généraux

Si f et g sont dérivables sur Ja, b[, alors :

pour tout réel A, Af est dérivable sur Ja, b[ et
(AfY =A%

f+g est dérivable sur Ja, b[ et

F+g)=f+g

P.Om <application dérivée, on
dit avssi «fonction dérivées oy
wdérivée »,

Ne pas confondre

Dy pu Jles) quioest un
¥ fix)
application,

réel,

qui - est  (pe

. d
La notation é est @ manipuler

avec précaution,

La dérivée d'ordre n, si elle
existe, est notée f ou "3 ou
drf
dx"’

Propriété dite de linéarité.

_‘_

Scanned by CamScanner



B o o e

1. DERIVEES

|

Prop.
36 Si . i
Folis ,mm dérivables sur I'intervalle I de R, alors :
[+g est dérivable sur /.
fll esl dél’i\’ﬂhl{: sur | (HEIN]'
f - '
8 est dérivable sur I si f(x)#0 sur I; i
Si f(x)>0 sur I, alors VT est dérivable sur I
e
Prop. ]
37
: /I W — i, pn—1 if
(frg)=["g+fg [:_’] =__ng (fry=nf"f (v?)’=—’i—\[
& g [HE[N) VS
Prop.
38 Résultats particuliers
La fonction f est R sur I’ensemble
définie par ...f" est définie par
f(.r}=a"(constante} I:(.r]sﬂ " E
f[l]i.\_p {HE[N f'(.x_);nx.ﬁ_l T
fix)=x" (pEZ f1(x) ;n]
f(x)=Vx fel=sr R:
1 Uy = __1_ R*
f(IJS*; f(x) 2

fl(x)=a -”cos(n.x +h) E

: x)= i .'+b)
f(x)=sin(ax fi(x)=—a-sin(ax+b)

f(x)=cos(a.t+b}
f(x}=tan(m'+f?] f(-’f}:m (m+h#5+L7,—)

* o Dérivée d'une fonction composée : g0/

Si f est dérivable sur [ et si g est dérivable sur f(I), alors I'application composée
gof est dérivable sur T et:

[’_'ﬁmﬂx}-g'{ﬂx}] ou (gof)=F~&o).

d’une fonction de plusieurs variables

o Dérivées partielles

el ) < |
24 l Une fonction t;e R?, ou de R* ... dans R est une fonction de plusieurs variables
B 2 % DT

Ex. : f ' (-‘:l J') o = 4.\']_5}'2"'2.\' ).

15
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I. CONTINUITE
Pour y fixé, [ est alors une fonction de x seul : si cette fonction est dérivable
. 2 o
sur I, sa dérivée est la dérivée partielle de f par rapport a x : on la note Eé
Pour x fixé, f est alors une fonction de y seul : si cette fonction est dérivable
: _ ‘ 5
sur J, sa dérivée est la dérivée partielle de [ par rapport a y : on la note %
A Ainsi avec I'exemple ci-dessus :
f of
—=12x*+2 et —=—10y—1.
ox ay
I On définit aussi les dérivées partielles secondes :
? 5” 5? 8?
o aa; Lo R B L _o
ox- oy Sxdy Oydx
FONCTIONS CONTINUES
Dé.
25 (1) | Soit f une application de I vers R.
- f est continue en a signifie que :
— f est définie en a et sur un voisinage 5 fta) -
de a; =7 : b fx)
— f admet une limite en a : cette limite
est f(a). ' 1 I
] -~ —

(2) f est continue a droite en a si elle admet une
limite 4 droite en ce point. Elle est continue a | V>0, Ja>0 tel que : Vpx
gauche si elle admet une limite &4 gauche : dans |x —a|<a = |fx)-f(a)| <=
les deux cas, la limite est f(a). -

(3) [ est continue sur la; b[ si elle est continue
en tout point de cet intervalle.

(4) f est continue sur [a; b] si elle est continue
sur Ja; b[, continue a gauche en b et continue
| 4 droite en a.

Prop.

40 ] Toute fonction polynome, la fonction SIN, Ia
' fonction COS sont continues sur R. '
Si f est continue et positive sur I, alors \/J-F est

continue sur L

Une fonction quotient de polyndmes est continue
sur son ensemble de définition.

La fonction TAN est continue sur son ensemble de

définition.

Propriétés fondamentales

Prop. .
41 Si f est dérivable en a, alors elle est continue en

ce point.

16
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I. CONTINUJTE

Prop.

est conti ;
compris entre ?{uc sur [a; b], alors tout réel M
f et cet anté ,da) et /(b) a un antécédent par fib)
écédent est élément de [a: b].
A En particulier : si ¢
= er . sl f(a . < s .
[a; b] tel que f(e)=0. )+ f(b)<0, il existe ¢ de
fa)
P:;:tp_ i
3 i : e
LJ Hnagic par un¢ fonction continue d’un ter- | | ¥ €
" [u e{ crme,_ borné [a; b] est un intervalle ¥
ermé borné [m; M]: done toute fonction
continue sur  [a; b] est bornée sur cet
intervalle.
Prop.
44 Si f est continue sur [a: h] et strictement L'intervalle [f{n).ftb}]
alors [ est une (ou [fth). fla)]) est I'intervalle

croissante sur cct intervalle,
image de [@; b] par [.

bijection de [a: b] sur [f(a): (b))
Si [ est continue Sur [a; b] et strictement
décroissante sur cel intervalle, alors [ est une

bijection de [a; b] sur [f(b); fa)]
Ib[, étudier lim f(x)

Pour un intervalle ouvert la,
. X—=u
et lim f(x). «>a
rx=—-d
x<da

D _
26 Si f est continue sur la: al et Ja; BI et st fa
pour limite un réel L en a 4 droite et en @ 4
gauche, on appelle pro]nngcmenl de [ par continuite

fonction 2 telle que

et pour xFa g(x)=f(x).

e sur Ja, bl.

en o la
gla)=L

g est alors continu

BIJECTION ET BIJECTION RECIPROQUE

jetement monotone sur I, alors

Si [ est continue et ST, :
ca bijection réciproque [ est continue sur f(I).
de [~ sur f(I) sont les mémes que

Les yariations
celles de fsur I

17
y
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I. BUECTIONS

Prap.

46 Pour tout x de I': [Tof(x)=x.

: Pour tout x de f(I): fof '(x)=ux.
Prop.

47 | Dans un repere normé, la courbe rcrn‘éﬁcnlullivc de
f et celle de sa bijection réciproque [~ sonl
symétriques par rapport a la droite d'équation y=x
(qui est ce que 'on appelle la premicre bissectrice
en repeére orthonormé).

Prop.

48 Si la valeur dérivée de f au point a de I est non
nulle, alors la bijection réciproque f~' est dérivable |
au point b=f(a) et sa dérivée en ce point esl
'inverse de la dérivée de fen a:

TR I b= (f(a)#0)
[Tb)y=—— avec = f(a) { :
fita)
¢ Un exemple remarquable :

.

27 L application de R* dans R*: f: x —— x" est | avec nEN?
une bijection. La bijection réciproque est
I"application de R" dans R* que I'on appelle « racine
n-ieme» : [

:'1 I__>' '\C."f_\'\
a=Y'b <= b=a" (a et b sont positifs). Vaest 'écriture simplifiée de ¥a
A En écrivant Vx sous la forme x+, toutes les | xiexi=xm

propriétés des puissances d'exposant entier

s'appliqguent aux nouvelles puissances d’exposant

fractionnaire.

En particulier pour la dérivée de [ définie par

faxy=Nx:

Prop. —_— ]
49 ] . ' , i
‘ Si f(x)=Vx=x= alors f(.\’)=;?--xn P (x>0,
A /x? se note aussi, de la méme fagon x% (x>0). | ¥¥=V
a HE *
Prop. N* et PEN
SD " Y o P -
] Si g(x)=Vx" alors g’(.\')zix-l .,
1 x el
A = se note aussi x 1 (x>0).
", x'_l

18
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I. COMPARAISONS

———1| POUR COMPARER, MAJORER, MINORER... | ———

51 Rnpfel:PToule fonction continue sur [a; b]
est bornée sur cet intervalle, c'est-i-dire qu’il
existe deux réels m et M tels que pour tout x
de [a: b]: m=f(x)=M. '

e Accroissements finis

Prop.

52 Si a:::'b. si la fonction f est continue sur [a; b] yi
et_derwable sur. Ja: b[ et si f(a)=[(b), alors il
existe au moins un réel ¢ de Ja; b[ tel que
f'(c)=0.

En particulier si f(a)=[f(h)=0, il existe ¢ de
la: bl tel que f(¢)=0. Ce que I'on retient en
disant que pour une fonction continue sur [a; b]
et dérivable sur Ja; b[, entre deux zéros de [, il -
existe au moins un zéro de la dérivée f'.

[a; b] et dérivable sur

53 Si f est continue sur
n réel ¢ de la; bl

Ja; bl, il existe au moins U
tel que  fp)—f(a)=(b—a)f(c)

f(b)—f(a)
ou bien, f'{c)"—‘—-E):'a—".

my

Ces théorémes prouvent

54‘ Si f est continue sur [a; b] et dérivable sur existence de ¢ mais non
' rivée [’ est bornee ; I'unicité.

la; b[ et si de plus la dé
. asf(x)=<p

B (05 (L IS

alors b—a

Conséquence : limite d'une dérivée.

Inégalité des accroissements
finis.

Si [ est continue SUr '[a:b] et dél'.lv.':.lblﬁ sur Ces }hénr&mcs ¢vitent de revenir
Ya: bL et si la dérivée [ admet une limite L, & | systématiquement & fa définition
droite en @, alors f est dérivable a .drmte en a et | de lu dérivabilité,
sa valeur dérivée a droite, €166 paInt, e8! 5,
limite L, a gauche en b,

. » = L F l une
Si la dérivée [ admetl 1 :
alors [ csl jérivable & gauche en .ce point €t sa

valeur dérivée a gauche en b est’ Ls.

. 1. dérivée de f admel pour limite (+) ou (—=)
Si la lors la courbe de f admet au point ==

a droite en 4, a de | : : ¢
Ala, f(a )) une tangente p_arftllele a I'axe yy'. Méme
propriété en B(b, fb)) si f a pour limite (+=)ou | "0

(—») 4 gauche en b.

ya

19
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. Prop.
57

58

.

I. COMPARAISONS

Soit f continue sur [—a; +a]. Si sa dérivée [' est
continue sur cel intervalle, et s'il existe un réel A
tel que pour tout x de [—a +a]

|f’(.'c)|£A|.\'”
A +1
alors |f) =10 === [«"*"].

o Développements limités au voisinage de 0

Si [ est continue sur un intervalle I contenant 0,
sauf éventuellement en 0, on dit que [ admet un
développement limité polynomial en 0 & I'ordre n 87il
existe des récls aq, a,, ay, ..., a, ¢t une fonction :
X —— g(x) tels que ;

f(X)=ag+a;x +ax*+...+ ax" +x"e(x)

avec lim £ =0.
(1]

Des exemples a connaitre

(n —I—I=1+x+x2+x3+x35(x} lim =0
oo 0
2 .3
2) Vitx=1+2-2+Z 4 x%(x) lime=0
2 8 16 0
L B ;
(3) cos (:c)ﬁ]—3+ﬁ+x e(x) _I[tr'n e=0
) X :
(4) sm (x)—x——t,)~+m+x e(x) Il(l,‘l'l e=0
] 3
() m+x)=x——+2+x%(x) lim =0
2 3 0
2
(6) e“=1+x+%+xzs(x} lim & =0,
0

A l'ordre 1, on retrouve le développement limité
déja vu au moyen de la dérivée de f.

A Pour obtenir un développement limité au voisinage
de a, on utilise le développement limité au voisinage
de 0, avec le changement de variable :

x=a+h.

Un développement limité pourra servir pour obtenir
des "valeurs approchées de f(x) au voisinage d'un
point, pour simplifier la recherche de certaines
limites, etc.

20

Ce théoréme servira aussi pour
des encadrements d’intégrales sur

[a, b].

On démontre que :

a, -“--I—f“"(ﬂl-
n!

Pour I'instant, ces développe-
ments limités sont & manipuler
avec prudence, en évifant toute
opération intempestive comme la
division, en particulier. Voir les
fonctions In et exp page 00.

f(xo+h)=f(xq)+ h [F(xo)
| +e(h)]

avec lim £=0
h—=0D

Scanned by CamScanner



r—_———"

! 1. ETUDE DE FONCTIONS

,,/‘I POUR L’ETUDE D’UNE FONCTION NUMERIQUE }—/'/

me rcpre’senmfinn
rtains problémes :

L] e e " .
L “”! ,“'”| "”;‘;3__ de I'étude d'une fonction, c¢'est d’en donner 1
graphique précise. Cette représentation permettra de résoudre ce
cquanons, nequations, signes, encadrements, comparaison, ete.

(1) Déterminer I'ensemble de définition et cxaminer ce que cela entraine pour Ia
courbe de f (sa situation dans le plan). Etudier la continuité de f.

€Y, Etudl;cr E‘ventuellement la parité : en déduire des symétries dventuelles pour Ia
courbe C.

3 Et‘udier e:venluellemcnt la périodicité (en particulier avec des fonctions
trigonométriques, mais ce ne sont pas les seules!) ce qui permel d’étudier f

sur un infervalle réduit d'amplitude égale @ la période.

1) Déterminer les limites aux bornes de Iintervalle d’étude,
lieu ces limites en termes d’asymptotes pour la courbe.

Etudier les variations de f au moyen de f'(x) que vous aurez calculé, sans
oublier de préciser sur quel ensemble [ est dérivable. Soit f dérivable sur I
60 Si la fonction dérivée [’ est strictement positive sur I, alors la fonction f cst_| |
strictement croissante sur I

Si la fonction dérivée f' est strictement négative sur I, alors la fonction f est

strictement décroissante sur I.
Si f' est nulle sur [, alors [ est constante sur cet intervalle.

et interpréter s'il y a

Reporter le maximum d’informations sur un tableau dit des variations; calculer
éventuellement maximum, minimum, etc.

(7) Tracer la courbe dans un repére de votre choix : mais placer d’abord certains
points remarquables (intersections avec les axes) avec leurs tangentes,
construire les asymptotes s’il en existe, se souvenir d'étudier la position de la
courbe par rapport a ces asymptotes, tenir compte de la parité, c'est-a-dire des

symétries éventuelles.

f'_‘.quatiun d’une tangente en A (X, f(x0))

Prop.
sa courbe représentative admet, au point A (xo, f(xg))

61 Si f est dérivable en Xp, 53 )
une tangente dont le coefficient directeur est égal & la valeur dérivée de f en ce ;

point.
Equation de la tangente en A:
y — f(xg)=f'(xo)*(x —Xo) Ou encore f(xe)=

¥ Yo
x—Xp

Si f(xp)=0 alors la tangente en A (xo, f(xo}) est parallele & I'axe x'x.

62 | Sif estdérivable & droite et a gauche en x,, avec deux val Srivées différ
51 est et : , eurs dérivée
on dit qu'il y a deux demi-tangentes en A. s différentes,

21
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1. ETUDE DE FONCTIONS

'rop.
63

m Recherche d’éléments de symétrie pour la courbe C

Prop.
64

L.
29

m Recherche d’asymptotes a la courbe C

D,
F 30

Si lim
-0
Iaxe des y.

h

Choisir un nouveau repére dont 'origine est le
point E ou un point de D. Le changement de
X=x—ud
Y=v->b .
I"équation de € : y=/[(x) par une nouvelle
équation 'Y =k(X) dans ce nowvean irepere :
dans ce repere, € est alors la représentation
d’une nouvelle fonction k : X — Y =k(X).
Si k est impaire, E est centre de symétrie.

Si k est paire, la droite D est axe de symélrie,

variables { conduil {1 remplacer

La droite d'équation x =a, parallele a I'axe ', est
une asvmplote a la courbe représentative de f dans
['un des cas suivanls :

lim f(x)=+4+2 ou lim f(x)=—=

ou lim flx)=+= ou lim f(x)=—o,
X=—+ e
X e

La droite d'équation y=b, paralléle & I'HKE'@iesl
une asvmpiote a la courbe représentative de f dans
I'un des cas suivants :

lim fix)=b ou lim f(x)=b.

X —% =l X —e —m

La position de la courbe par rapport & cette droite
(en dessous ou en dessus) sera étudide an moyen

x!

Jlxg+h)—f(xe) | _ 1, la courbe admet en A une tangente paralléle §

e |

(=
=
-

1]

du signe de f(x)=b.

22
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S —————

| Dt
| 3

Del.

32

e C

o Cas 2: 8i lim —==g ou lim &j

St 'on peut trouy

er deux réels a el b, avec
a =0, tels que e

xt_i_"?t (f(x) = (ax + b))=0

ou I‘En_'lm{f(:c)—(ax +b))=0

alors la droite d’équation y=ax+b est une
st‘:}.mj:"[l.‘lc a la courbe de f, que I'on appelle
parfois asymptote ablique.

la [_)Emilinn de C par rapport i cette droite sera
ctudie au moyen du signe de f(x)—(ax +b).

as 12 8i f(x) s"écrit sous la forme ax+ b + Q(x)
avec |3|H-m- Q(x)=0, alors la droite d’équation

y=ax+b est asymptote.

f(x)

=
B S . 1 x

(avec a #0) et si

x=s =0 X

lim (fix)—ax)=b ou  lim (flx)—ax)=h

X—= 4% X =00

alors la droite d'équation y=ax+b est asymptote
a C

A Pensez toujours a interpréter une limite, en pensant

a la courbe représentative de f et aux asymptotes.

I. PRIMITIVES

y=ax+bh

v’ 3

¥

«Obligue» au sens dc «non
parallele 4 'un des axes».

Si, pour un quotient de poly-
nomes, le degré du numérateur
est supéricur de une unité i celui
du dénominateur, alors ce quo-
lient peut s'écrire :

ax+b+ Q(x)

avec lim @ =0.
e i

RAPPELS SUR LES PRIMITIVES

Si 1a fonction f est définie sur intervalle I, on
appelle primitive de f sur I toute fonction F définie
et dérivable sur I admettant f pour dérivée : F'= .,

F est urie primitive de f sur [

signifie

f est la dérivée de F sur [

Si [ admet une primitive sur I alors elle en admet

unc infinité. e -
Si F est 'une d'elles, toutes les aulres s’écrivent

H(x)=F(x)+C (C conslante).

Cours de Premiere

Pour vérifier que & est bien une
primitive de £, il suffit de dériver
F : on doit retrouver f.
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1. PRIMITIVES

P * -
zg Toute fonction f continu¢ Sur Ia

sur cet intervalle.

dmet des primitives

Prop. e .
E:; Si [ posséde des primitives sur I, pour tout xy de

I et pour tout réel B, il existe une primitive de [
et une seule qui prend la valeur B en Xxg.

Eipti

68 nom
Si t . alors ses primi- N
dé{]in{ec[s)ar tives s’écrivent . sur I'ensemble
f(x)=a (constante) F(x)=ax+C - R
=x" (nEN*) F(x)= : s R
flx)=x" (n 3 i
I 1
o)== F(x)=—=+C R+

X .

- :
f(x)=cos(ax+b) F(x)=-(; sin(ax+b)+C R

f(x)=sin(ax +b) F(.\')=_T1 cos(ax+b)+C [R

f(x)=x" R* si peZ~
F(x)= 2P0 . :
(avec pEQ p+1 I si p non entier
et p#—1)
1 :
f(x}zm F(x)-—;lan{ax+b)+£' si cos(ax+b)#0

Prop-
69

Si F est une primitive de f sur I, alors Af admet
pour primitives les fonctions AF -+ C, pour tout
réel A.

entigr Eliiférenl de (=1) alors les primitives de
[ s’écrivent :

1
— e 8 n+1
F n+l1 U +C.

’

En iculier, si véerit Y e
particulier, si f s'écrit 7 seS primitives
1

s'écrivent ;. F=-—+0C.
U

Il est souvent plus facile de
rechercher les primitives d'une
somme que celles d’un produit;
d’ol1 I'idée de linéariser, avec les

Prop. , 4 P

70 | Si F et G sont des primitives respectives de f et | fonctions trigonomelrgues.
g, alors F+ G est une primitive de f+ g.

Prop.

71 Si f s’écrit sous la forme U'-U", n étant un

Condition u{x)#0.

24
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Prop.
72

Prop.

73

Prop-’

74

gl

e

I. LDGARI'[‘HMES

LA FONCTION LOGARITHME NEPERIEN f—//

La f 1 i

a lonction logarithme népérien, notée In, est

la primitive de la fonction : x —» —, définic
J“

sur 10; +oo[ et qui s’annule pour x=1.

L.’ensemble de définition de In x est d-:)n(é'- 10; +e=[.

Sa valeur en x=1est0: Inl=0
Sa dérivée est : x — L
X

(In x}’si.
X

Propriétés fondamentales : .

Quels que soient les réels strictement positifs a €t

b et le naturel n :

a ;
In{ﬂ'b}=lna+]nb ln(g)—lnaalnb
[
In (%) =—Inb In(a")=nIna
(I R :

[.a fonction X > In x est strictement croissante

sur Rx.
e bijection croissante de

Cette fonction est un
10; 4oo sUr R donc:

équivaut @ 4= b
équivaut a @ <b
équivaut a a=>1l

Ina=Inb
In (1-‘:.'111 b

nt le logarithme népérien

[l existe un réel unique do )
I'appelle base des

est 1: on le note e ¢t On
logarithmes népériens

avec e=2718.

L]

Exercices 87 a 119.

Cette définition esl a bien
connaitre ; attention A tout ce
qu'elle contient! Vous rencontre-
peut-étre encore l]a notation

rcz
ement abandonnée.

Log actuell

La fonction In établit un isomor-
phisme de (R%, x) sur (R, +)-

¥ 0 1 ik
X — 1
A -+
Inx |l-®o___0—" 40
Propriété importante.
25
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1. LOGARITHMES

Prop. .
76 |o lim (Inx)=-+o. o Ilmnllnx]=—w

78

i’rnpil

Prof.
77

X =+ 4o
x=l
: In X : ) N y
e lim (_1_ =1), v !:_13’:' (x+In x)=0. {
e \ . #2000 (e )2 ) l{f_
- A Tt \'L.‘\ it i \ |
. ¢ ) 1
' In(l+u) )
lim =1. 3
=1 it
x—Inx
l A
A
r
x' 2
(@] 2 e 3
] @

La courbe représentative de la fonction In est tout
entiere dans le demi-plan défini par x>0, avec y >0

pour x>1 et y<0 pour x<I.

La courbe est asymptote i I'axe y'.' En A(l; 0),
la tangente esl de pente 1. En B(e, 1), la tangente
est une droite qui passe par |'origine du repere.
Dérivées et primitives de fonctions composées.

La fonction [ définie par f(x)=In |x[ (avec x #0)
a pour dérivée [’ telle que :

|
F(x)y=—
x

Les primitives de g définie par g(x):l avec x #0
sont les fonctions : %
G(x)=In|x|+C

26
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I. EXPONENTIELLES

]l[ﬂpz - - S pw A
La fonction composee [ définie par [(x)=In |(2x ~4)| a pour dérivée
fx)=In |U(.r)| avec U(x)#0 a pour dérivée :
If e f’[x}:
)=o) 2x-4
: Ulx) sur R—{2}.

Prop.
Les primitives de g définie par g(x):ﬂ:j}) g(“:#_
avee U(x)#0 sont les fonctions :

G(x)=Inl4x+1|+C.
G(x)=In|Ux)| +C. (x)=In|4x+1]+

A Pour 'étude de limites de fonctions composées, on
utilisera la propriété[P33]page 12. En particulier :
wix)

Si lim IUL\'}| =+ alors limIn | U(-")l ' / \
" X
In |u(x)|

Qi lim U(x)=0" alors lim In(U(x))=—=.

o Développement limité en x=0 de In(l+x).
Prop. tz 13 )
81 In(]+x)=.v:—'~,’—+§-+x3-s(x] avec lim e =0.
= ]

s Fonction logarithme de base a (@ =>0; a#1).

:[ I;.; La fonction logarithme de base a esl la fonction | Logarithme décimal :
notée log, et définie par : |ogx=l_“i
i In 10

x>0 log, x T celte fonction a perdu une grande

partic de son intérél depuis

A Ces fonctions ont les mémes propriétés fondamen- | I'apparition des calculatrices.
tales que la fonction In. Les problemes de dérivabi-
lité et de limite se traitent'au moyen de la définition

ci-dessus.

FONCTIONS EXPONENTIELLES

1L, ‘

35

5“ f““_cﬁ“" logarithme népérien étant une bijection | Exercices 120 a 143,
. 10; +°°.[ sur R, elle admet une bijection ;
reciprogue : la fonction exponentielle naturelle, ou

de base e, est la bijecti R
se ¢, est la bijection réciproque :
In. On la note exp, proque de la fonction

YZCXpX, équivaut & x=In'y avec y>0

27
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Prop.

82

83

Prop.

I! Prop.
[ 85 |e

I. I.E_XPONENTIELLES

Ine=1 donc e=expl
Ine"=n donc e¢"=expn.
On pose, pour tout réel x :

exp x=e".

La fonction exp est définie sur R;
exp x est positif pour tout x

Vet =1,

La fonction exp est égale i sa dérivée sur R :
(exp x) =exp x

{EI }J' = ‘,—J\

La fonction exp est une bijection sirictement
croissante de R sur ]0; +o[

cap a=exp b ou e®=e® équivauta a=5h
exp a>exp b ou e*>e® équivaut a a>b.
Propriétés fondamentales :
exp arexp b=exp(a+b) ou e%sel=¢*?,
exp a g
=exp(a—»b — =t
exp b p( ) o et €
=exp(—bh) ou -:!-:g_b
exp b e?

Prop. ' £
| 86 |eo lim (e*)=+os, e lim -€—=+oo_

X— o x—-+mI
o lim (e*)=0. e lim x-e*=0(,
b - - X —+ —0oo
. fe"—1
lim ( )=l.
it =0 |

La courbe représentative de la fonction exp est
symelrique de la courbe représentative de In par

28

= ;
e* se il “Cxponentielle de ,,
OU «¢e de x» gu Bnco '

, TE, maj
c¢st un abus - ' :

“€ puissance x,,

elny_:}_

“Infe*)=yx y>0

Clest important pour les Zquu-
tions et les inégquations.

Isomorphisme de (R, +) sur
(R%, x).

_4—‘
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rapport a la droite d’équation y
soit orthonormé.

le repere

L'axe xx' est asymptote

Développement

£ xz
F=1+x +—2—+.\’2£

Périvées el p

Les primit
les fonctions

La fonction ¢
ou f(x)=¢€xp

i cetl

limité en x=0.

omposée f définie par f(x)=e
U(x) a pour dérivée [’ :

fi(x)= U'(x) e

te courbe.

(x) avec lim e =0.
0

rimitives de¢ fonictions composées.

= x, & condition que

ives de g définie sur R par g(x)=¢* sont
G: Gx)=¢*+C.

L(x)

Uix)

L. EXP[}NENTIELLES

f(.‘.‘:lz grivEx=2
a pour dérivée
flx)=(2x +5)e** 52,

. 29
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Prop.
90 |

I. EXPONENTIELLES

Les primitives de g définie par :
g(x)=U'(x)-e"™
sont les fonctions G telles que :

G(x)=e""™M+C
L

e Fonctions x — a* (a>0;a#1).

it
36

Prop.
91 |

Prop.
92

Prap.
93

=]

Prop.
9%

Prop.

95

Si a est un réel strictement positif et non égal 4 1 :

e =a.

La fonction exponentielle de base a est définie par :

X —> a*=¢""" avec a>0 et a#l.

Cette fonction est définic et continue sur R.

Elle est positive sur R : Vx, a*>0.

Du point de vue algébrique, elle posséde les mémes
propriélés que la fonction exp.

Sa dérivée : (¢*Y=Ina-e*"*=a"+In a.

Cette fontion est
strictement croissante sur R st a> 1,
strictement décroissante si a <1,

Sia>1:lim(a*)=+o |lim(a*)=0.

—+ = —

Sia<l:lim(a’)=0 lim(a*)=+c.

Fonction x —— x" (a réel)

Cette fonction est définie sur 10; +=[, pour tout
a€R.

Pour e =0 cette fonction est la fonction constante :
fix)=1.

Pour =1 pour tout x : f(x)=x.

wlnx

Pour e #0eta#l:x"=e¢e

La fonction f: x > x“ est dérivable sur
10; +ec[. Sa dérivée est fi(x)=a-x""",

30

ﬂx-e—x':ﬂx.ﬂx'

N F=—
ﬂ.'f
"
a—-—rf"“
a* '

‘Toutes ces propriéiés se retrou-

vent i partir de 1'égalité

ﬂ'x:t"‘ Imw

La relation -

XT=pinx

€St cssentielle, Elle permet de

retrouver la dérivée ¢l les limites -
de f(x)=ye, -

Scanned by CamScanner



L

Prop.

96

Prop.

97

il

Si >0 lim(x*)=( lim (x*) =+,

XN==1)
X— 4 m

Si <0 lim(x")=+e« lim (x*)=0.

x=10 -

Soit g une fonction dérivable sur I ¢t strictement
positive sur 1. Pour tout réel a# —1, la fonction
p telle que :
p(x)=g"(x) g'(x)
a_pour primitives sur I les fonctions qui
s'écrivent :
|

P-. ne ak .
(X — Pl (' & o 21 _J

Représentations graphiques des fonctions
flx)=x"  (x>0).

Une calculatrice vous pcrmcl[m de dresser un

tableau de valeurs de f(x)=x"
a1 : penser A ['allure de: x — X°
V.

(< <1 : penser a l'allure de @ X I——"

—_—

« <0 : penser a lallure de : x — r’

Pour @<0: les deux axes sont asymptoles @ la

courbe.

| EmeENTlﬁLuzs

31
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. SUITES REELLES

Croissance comparée de certaines fontions.

Prop.
98

Pour tout réel @ >0 :
. In x
lim (——.—) =0
X= 4o XX
Prop.
99 Pour tout réel a>0:
« e
lim ("—n) =4
X o= o= -\.‘

Prop.
100 Pour tout réel 4

tout réel o

lim (x*-In =0

X ==

lim (|x]*«e*)=0.

X=+r —m

positif différent de 0 et de I et

. a*
lim =] =+,
X == 4= X

' \—! SUITES REELLES

Déf.

37 |

Une suite réelle est une fonction pour laquelle 1a
variable prend ses valeurs dans I'ensemble N : c’est
une application d'une partie de [N vers R
Notations : u : p —, U, (1 indice n).

Sl.lilﬂ (Ur: )tIEN:
Suite finie - )% S——

A Le premier terme d’une suite est

cas le n-éme terme est Un-1, soit V,, auquel cas

le n-éme est V.. Les opérations sur les suites se
définissent comme pour une fonction,

soit Uy, auquel

——

Del, |
38 Une suite

U est croissante si, pour tout n :
U,sU

n+1-

Une suite U esy décroissante si pour tout n :
Url = Uﬂ + 1
Une suite est constante, ou stationnaire si pour tout

L
U, = Unﬂ-

.
Del.
39 | Deux suites {7 et V sont égales si ;

Yn U,= V..

32

X" eroit plus vite que In x

e* eroit plus vile que x,

a* eroit plus vite que x*,

Pour a <0, poser B=—a,

Exercices 144 3 172

Ce sont des révisions et mises au
point de la classe de 1.

U, est le ferme général de la
suite u.

On définit aussi une suite stricte-
ment croissante par

Up <y 1y
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Prop.

101

Dél.
41

u ite
ne suite U est majorée par

n- le réel A si pour tout

U Uﬂ “{‘-A*
ne sui e
ite U est minorée par B si pour fout 1 :
Un ? B=<U,
€ suite est bornée si ; ;
. e si ellc LB
et minorée, elle est a la fois majoree

Demonstration par récurrence

D LrJ ¥ .
mr;;is étude d'une suite, on utilise souvent le

onnement par récurrence qui repose sur la
proprieté suivante,

Soit p(n) une propriété dépendant d’un naturel m,
ny étant la plus petite valeur de n pour laquelle p
a une signification.

Si p(ng) est vraie

et si « p(k) vraie» entraine «p(k+1) vraie»

alors p(n) est vraie pour tous les naturels n.

Convergence

Une suite U est convergente et a pour limite le
réel L si et seulement si pour toul réel £>0, il
existe un naturel p tels que pour tout nebD :

n>=p —> JU,,—L|<:E.
On écrit alors :
lim (U,)=L ou limU=L
o+

i—=+=
lim U =L.

ou
t une suite non convergente.

Une suite divergente €S

ivergente vers (+) si, quel que

Une suite est divel
existe un naturel p tels que, pour

soit le réel A il
tout n€D P
On écrit lim U=+ 0U lim U=+,
Une suite"?j est divergente vers (—) si la suite
(—-U) est divergente vers (+).

Toute suite qui est a la fois croissante et

majorée est convergente.
Toute suite qui est a la fois décroissante et

minorée est convergente.

[. SUITES REELLES

Ce type de démonstration ne
sapplique pas qu'aux suites,
bien évidemment!

p(n) est aussi appelé prédicat.

Pour np on peut avoir no=0,
n,= 1, elc.

D est 'ensemble de définition :
¢’est une partie de N.

Si pour tout n>ng
u,=4

alors u est convergente vers A.

Mais cette propriété ne donne
pas la limite L.

33
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- Prop.
103

Prop.
104

Prop.
105

I. SUITES REELLES

Si la suite 1 est définie au moyen de la fonction [ :
i, = f(n)
[ étant définie sur ]A; +o= [:

Si lim f=L alors u converge et lim u=L.

+ = G

Si lim f=+c alors u est divergente vers (+).
4

Si lim f=—ow alors u est divergente vers (—=).

+ =

e Des cas particuliers

o La suite u telle que u, =”-]—F (p entier et p=1) et

. 1 .
la suite v telle que v,=— (a réel, a>1) sont
x
convergentes vers (.
; |
e Si la suite w est convergente vers 0, est
E |w|
divergente vers (+=).
; : ; 1
e Si1 la suite lwl est divergente vers (+@), = est

convergente vers (.

Soient trois suites u, v et w telles que, a partir
de n, :

u,<v,<w,.

Si u et w sont convergentes, avec la méme
limite L, alors v est convergente et lim v= L.

Prop.
Soit une suite « définie par récurrence par :

Prop.
107

Uy 41 =g(un:)'

Si u est convergente vers L et si g est continue
sur un intervalle contenant L, alors

L=g(L).

Soit une suite # convergente de limite L et g une
fonction continue en L.

La suite v définie par v=goun esl convergente et
sa limite est g(L).

34

Revoir & ce sujet des propriétés
concernant les limites a (+)
d'une fonction, que I'on utilisera
aussi pour les suites.

Ces suites particuliéres sont inté-
ressantes pour des comparaisons
avec P10s.

Cette propriéé, associée i P102
permet souvent de déterminer
une limite L apris avoir démon-
tré I'existence de ..
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I. SUITES REELLES

-

Suiles particulieres

o Suite arithmétique

er.
r étant un réel, une suite arithmétique de raison r | Si r=0, la suite est constante.

43
est définie par son premier lerme iy et, pour tout
n#0:
Uy =+
Prop. )
10 Expression du terme de rang n : 4y ¢ premier terme

H,—, & dernier terme

u,=ugtn-r.
n @ nombre de termes

Somme des termes de o A Wyt

Uy + - _
Sp=thgt iyt Ty =N 5 . Une suite arithmétique n'est con-
. e i vergente que si la raison est
e Suite géometrique nulle

D,
44 g étant un réel non nul,
raison g est définie par s

pour tout n :

une suite géométrique de | Le cas =0 ne présente aucun

on premier terme ¥ €, | intérél,

]

Uhs1 ™ v, *q.
Prop.
109 Expression du terme de rang n :
Up = Vo q".

n - nombre des termes que I'on

Somme des termes de vg @ Un—1 *
ajoute.

L—=ig”
Sn:U0+U]+...+Un_|:?a'0'(1___q).

L

Les variations d'une suite géo-
; métrique dépendent a la fois d
|lm(|q"“=+ﬂ°. : Ijue depen ent' ala u
) signe de v, et du signe de gq.

Prop.

110 [e Si |g|>1, la suite (q") est divergente et

7

Si |¢| <1, la suite (") est convergente et

e

| im0
||
L [Prop.
111 Donc, si |q|<1, la somme S, est une suite
convergente el
i, =l
+ l-q

e Suite vériliant une relation du type
un+2=a"n+1+bll,, (((1, b)ERE}.

35
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I.

I. CALCUL INTEGRAL

Prop.
112

Prop.
113

| Dét.
45

Prop.

115

a et b étant deux réels fixés, I’ensemble des Stll'tfﬁi
u vérifiant une telle relation est un espace vecltoric

de dimension 2 sur R. ; i
Pour u, et u, donné, il existe une seule suite. u

cet ensemble.

A La détermination des solutions passe par I'étude de

I’équation caractéristique associce :

X2—aX—-b=0.

Si cette équation a deux racines réelles A, et Az,

s u, =AAS+BAS.
Si cette équation a une racine réelle double A alors :
u,=(An+B)A"

Si cette équation a deux racines complexes conju-

guées i

A=re® et Ay=re ",

alors u, =r"(A cos nf + B sin n@).

a#0, b#0

conditions initiales :

u1=ﬁ-

u0= o,

A et B sont des constantes réelles
déterminées au moyen des deux
premiers lermes up et u; §'ils
sont connus.

CALCUL INTEGRAL

Soit f une fonction continue sur l'intervalle I et a
et b deux réels éléments de I. Si F est une primitive
de f sur I, on appelle intégrale de a a b de f le
réel : F(b)—Fla).

Ce réel est indépendant de la primitive F choisie.

b
On le note ff{x}dx

b
f flx)dx=F(b)— F(a)=[ F(x) %

Prop. a -
114 f f(x)dx =0

L fxydx= - j "foydx.

b
Si f est une constante K : J K dx=K(b—a).

Prop.
116

Si f est impaire : J‘af{x)dx=0.

Si f est paire ; J’_ f(x)dx=2 fﬂf(x)d.t.

36

Exercices 173 a 238

La lettre x peut étre remplacée
par toute autre lettre :

b

hJﬂ.'r)-:lt
f =L fu)da.

&l

[ Tishdxm

Pour «intégrale de @ a b»
lorsque a<b, on dit
«intégrale sur [a, b] de [».

aussi
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Prop.
117

Frop.
118

03
-

Si f et g sont dey
a eux fonctio :
et A un réel quelconque : B conines sur; 1

b b
Lc:f+g)(x)dx=Lf(x)dx+j"gmdx

J‘:m’:}d"‘:* jhf(x)dx.

Pour a €1 et pour tout ré e aflis
eel x ' o .
de I dans R : x de I, I'application G

X J:f(r}dt

est la primitive de f sur I qui s’annule en x=a :

Si G(x)=ff(r)dt,
alors G'(x)=f(x) et . Gla)=0.

Théoréme de Chasles : pour tous réels a, b et ¢ de [

J':f(:)dr+£}(r)dz=ff{z)dr.

Théoréemes de comparaisons.

b
Sia<bh et si f(x)=0 sur I alors f f(x)dx=0.

b
Si a<b et si f(x)=0 sur I alors Jf(x)d,t <0.

Sia<b et flx)=g(x) sur I alors

J' *fxydx < J; i

si m et M sont re_spectivement le minimum et le
maximum de f continue sur [a; b], alors I'intégrale
de f sur [a; b] est encadrée par m(b—a) et

M(b—a):
m=f(x)=M

b
entraine m(b— ﬂ}ﬂj flt)ydt=M(b —q).

I. CALCUL INTEGRAL

Propriété dite de linéarité a rap-
procher des propriétés P69 P70
des primitives d'une fonction
continue sur L

I a { b I
—
I ¥

Attention 2 la condition xel

A rapprocher de :
AB +BC =AC
d'oii le nom de Chasles.

Bien noter la condition
a<h,
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[. CALCUL INTEGRAL

. 5
i_-lﬂ Le réel l I f(x)dx est appelé valeur moyenne

bh—a
de f sur [a; b].

Modes de calcul d’une intégrale d’une fonction

continue.
Prop. .
123 @ Recherche d'une primitive de f. Si f(x)=cos 5x+sin 2x, transfor
Se souvenir que : mer [(x) en somme,

e il est souvent plus simple de déterminer une
primitive d'une somme plutot que celle d’un produit,
d’ou I'intérét de linéariser certaines fonctions, en
particulier en trigonométrie;

e si f s'écrit sous la forme U'-U”, avec p# —1, alors | p est rationnel.

|
= p+l,
p+1 urs

une primitive de f sécrit

U!
e si f s'écrit sous la forme T alors une primitive de

f s*écrit In|U| (U(x)#0).

Prop.
124 @ Intégration par parties :

Si f et g sont dérivables sur [a, b], alors : Formule importante dont on ne
b ! b saurait sc passer dans certains
: | 7e0-srax =[-8k~ [ for-gxran. | |
@ a Fe
Prop.
125 @ E.“_J'um__s,wm'.'tr.w de variables affines.
Si f est une fonction continue sur [a, b] alors :
b b’
1
ff(ax+ﬁ)dx =;-f f(t)dr rizr-s)ﬂaplj' £,
_ {n"fn'u—'rﬁ ‘ : e
[ davec
b'=ab+8.

= APPLICATION AUX CALCULS D
PLANES N

Prop.
12 Le plan est muni d'un repere orthogonal (0,1, ])
_ Sia<b et si f(x) est positil sur [a, b], alurs, I:ain;.
de Ia Sl;lrface limitée par la courbe représentative
de f, l'axe xx' et les deux droites d’équations
respeclives : x =a et x=b, est donnée par :

b
Jf¢S}=j ftyds

I’unité d’aire "ai i
ilulrj_tﬁ: f'a:re €tant I'aire du rectangle de cotés |||

asx=het 0sy=s/flx)

l 5

38
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Prop.
127

Prop.
128

Prop.

129

Si la surf

o 3 dce S" C‘i[ F

& ighst SLsymetr 3

une symetrie orthogon: ique de la surface S dans

dairs, hiie Syradirie %Unilie autour d'une droite D, ou

; entrale. : . L]

gl-“ i mds e ale, alors ces deux surfaces
i flx)=0 sur [a:

délimitée Dat?ll[ral la.(:mi]b] 21110}5 e A s

drottes: d*Sauut: e de f, I'axe xx' et les deux
oites d'équations x=g¢ et x=4h est donnée par :

h b
.4-(5)=-f )= f{:c)dx'.

g‘legltlj::giurbe_repr_ese.qtzilive de f coupe l'axe xx's
A-dire si f(x) s'annule sur [a, b], alors ON
c;tlcu!gra une aire telle que celle de Ila surface
co!m:rec en rouge ci-contre, en calculant séparément
les aires pour les parties de surface situées de part
et d’autre de l'axe xx', et on fera ln somme des
nombres positifs obtenus.

Si [ et g sont deux fonctions continues Sur [a: b]
et si f(x)=<g(x) sur [a; b], alors I'aire de la
surface délimitée p de [, celle de & les
deux droites d’équa aetx=0b
est donnée par :
h
..~H’_S}=J {g(x)-—f(x]}d.\'.

ar la courbe
tions respectives X =

A Attention 3 I’unité d’aire!
re est orthonormé, ['unité d’aire est celle
ont le coté a pour mesure ||i

st orthogonal avec (Eal ;é”f]
st celle du rectangle de cotes ]

e Sile repeé
du carré d

e Sile repere €
["unité d'are e
171

. alors
:” et

. APPLICATION A CERTAINES FONCTIONS

rvalle I, a étant un

sur un infe
de I dans R :

application

Si [ est continue Sur’
¢lément de I, alors I

X —r g(\’)=J' f{”df

est Ia primitive de f qui s‘annule en X =d.
pour tout X e l:
g'(x)=f(x) el

gla)=0.

B——

. CALCUL INTEGRAL

[

a

Aire totale

:.‘f{5|)+'ﬂ‘5:}+:£{53)

i
Attention! Les deux €
sont pas sécantes sur [a, P].

purbes ne !

X

0 3 C
Si 0A=0B=1cm 'unité d'aire

est 1.em?.
Si OC=3cm el OoD=1cm

I'unité d'aire est 3 em?.

g est une fonction de x.
La variable ¢ n'est qu'une nota-
tion (muette!) et n'a rien @ voir

davee X,

19
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[. CALCUL INTEGRAL

s APPLICATION A L’ETUDE DE CERTAINES
SUITES

Prop.
E_ Soit f une fonction continue sur [a; b] et n un

- considérons

. h
naturel non nul. Si I'on pose h=
la suite U définie par :

- 20)+
e s iy AP |

Alors cette suite est convergente et a pour limite la

valeur de Pintégrale de f sur [a; b]:

b
lim (U,)= | f(r)de

m APPLICATION AU CALCUL APPROCHE
D’UNE INTEGRALE

(U,) est la suite définie ci-dessus.

i PI".'IP
132 Les valeurs de (U,) sont des valeurs approchées de
I'intégrale de f sur Iintervalle [a; b]. Ces valeurs
approchées peuvent étre calculées au moyen d'une
y calculatrice ou d'un ordinateur.
Prop.

133 Si la dérivée de f est majorée, en valeur absolue,
par M sur [a;b], I,f’{x)[s;M, alors on peut
obtenir un majorant de I'erreur commise en rempla-

cant I'intégrale de [ par U, :

J'f“ | M(b_ﬂ)2

s CALCUL D’UN VOLUME DE REVOLUTION

Prop.
134 Soit f continue et positive sur [a b], de courbe

' rcpresen[alwe C dans un repére orthonormé
(0, i, /). Dans une rotation compléte autour de I'axe
(O,7), la courbe C engendre une surface de
révolution. Le solide S délimité par cette surface
a pour volume :

b
V== j [f(.t)]:c[.\'.

40

i |

xl a b A

U, est la somme des aires de 4
rectangles,

Méthode des rectangles.

|
=}
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Projp.
137

| Prap-
138

—mm e

1. EQUATIONS DIFFERENTIELLES

EQUATIONS DIFFERENTIELLES

Resm'ldre une équation différenticlle, ¢'est détermi-

ner I_unHr:'mhIc des Tonctions qui‘ vérifient une

:f:’funcin S, dans laquelle interviennent la fonction [

{lm.:nnmu:] et certaines de ses dérivées [, ", elc

et éventuellement d'autres fonctions clunn,uch"; "’
S 1% w)=0

S ' . "B .o -
f. . f" ... sont en géncral designees par Y, ¥

W
.

(n : fonction connue).

Equation : y' =u(x)
srimitives de w, si elles

Les solutions sont les |

existent :
Fx)=U(x)+C.
Lquation : ¥y"=0olx) (v} fonction connue).
les primitives des primitives de

Les solutions sont
v si elles existent.

y'—ay=0 (aE[R.}.
les solutions de |'équation

Et;uatiml du type :
y'—ay=0 sonl les

a étant un réel non nul,
linéaire du premier ordre
fonctions F définies par

F(.’.] = O™,
[l existe une unique solution vérifiant des conditions
initiales données F(x)= Yo- -

Equation du {ype : _p"-t-ay'+h_v'=§l. ’ .
a et b étant deux réels, les solutions de I'equation

linéaire du second ordre y”+uy'+by=0 sont les
fonctions H dont [a nature dépend des racines de

|'équation caractéristique associee :
(E) xX2+aX +b=0.
a)Si (E) a delles s et t, alors les

fonctions

denx racines I
H s’écrivent

H(x}=A-e"‘+B-e’*,
b)Si (E) a une seule racineé réelle s, alors les fonctions
H s'écrivent :

H(x)=(Ax+ B)-e™.
¢)Si (E) a denx racines complexes conjuguées
les fonctions H s*écrivent :
H(x)=(A cos px + B sin Bx)- e,

et

alors

Exercices 239 a 259

fx)=x*= S5x+3
o'—=2g=0

y’ - 3_\1 =)

C : constantc quelconque.

Attention!
[.'écriture .
y'=5y'=0

pas 1res

par exemple n'est
correcte, '

Elle signifie que,
d'une partic de R :

Flx)=51x)=0.
Mais cet abus d'écriture est con-
sucré par I'usage.
1

pour ftout X

L'ensemble des solutions est un

espace  vectoriel  sur R. de

dimension (2).

Y2y =3y=0.
Equation caractéristique
X*+2X-3=0
S=1; t=-3
H(x)=Ae* +Be 3,
A et ‘B sont deux constantes
quelconques.
e Cas particulier :

ynl_ &JE-V'—_[}
“a3H(x)= A cos wx + B sin wy

41
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Prop.
139

Prop.
140

I. FONCTIONS VECTORIELLES

Dans chacun des cas, il existe une unique solution

vérifiant des conditions initiales donnécs :

H(xg)=yp et H'(xy) = dy.

Equation du type : ay"+ by’ +y=u(x) (u connue).
* - 1 . ’
Les solutions de cette équation sont la somme d mlu:
solution particulicre de cette cquation et de :;
solution générale de ['équation sans  Secom

membre :
ay"+ by +y=0.

Recherche d'une solution particuliére :

Si u est une fonction polyndme, on cherchera une

L]
fonction polyndme de méme degre.
e Si 1=a cos(wx—A), on cherchera une fonction du

type

a’ ' cos(wx—A") ou a' cos wx+ b’ sin wx.

FONCTIONS VECTORIELLES ET CINEMATIQUE

Une fonction vectorielle d’une variable réelle est
une fonction de sowrce une partie I de R et de but
un espace vectoriel E. E sera I'espace R?, ou R?,
ou encore C.

Si B est une base de R?, par exemple, une fonction
vectorielle F de R dans R® est déterminée par un
couple de fonctions numériques : les composantes de

F relativement a B

Exercices 260 a 274

C, ensemble des nombres com-
plexes est un espace vectoriel sur
R, de base {1; i}.

ﬁ R g Rz S - 2,
' } F(t)=f(t)i +g(t)]. Dans R* : trois composantes.

t — (f(0), g(1))

Si P est le plan affine euclidien de repere (0,1, 1),
a chaque valeur de la variable t est associé un

unique point unique M du plan tel que :

OM =F(O)=f()i +g()f.

Si ¢ décrit 'ensemble de définition de F, M décrit
une partie du plan que I'on appelle I'indicatrice de

F relativement au point O. Souvent, cette indica-
M(f(r); g(n)),

trice est une courbe,

42
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[
59

! _]'ull_—‘
0

F et G étant deux fonctions vectorielles de I dans
E, et k une fonction numérigue de 1 dans R, on
définit aussi les fonctions suivantes :

Somme de FetG:
F+G vt —>
F

F(t)+G(t).

par K :
k-F : t —> k()F().

Produit de

I’mduit- vectoriel de F par &G
FEAG:t+— F(H)aG(t) (dans R?).
Ce sont des fonctions vectorielles de I dans E.

Produit scalaire de Fetl:

—

B8 it — F()+G(1).

——

Norme de F :
|F : e — [F@.
Ce sont des fonctions numériques de I dans R.

Soit F =(f, g) une fonction vectorielle de I dans R”.

i F est définie sur un intervalle qui contient fo, F
est continue en fo signifie que les deux fonctions
numériques f et g sont continues en ce point.

De méme, F est dérivable en f, signifie que les deux
fonctions numériques f et g sont dérivables en ce

point.

Le vecteur dérivée de F en fg est:
Fllto)=[f(to); £'(tc)].

F est dérivable sur I signifie que f et g sont
dérivables sur [ La fonction vectorielle dérivée de

F est:
F'=(fg").
F' se note aussi E‘
: dt
g;:}nc]!éfipit de méme les dérivées successives F T
F '™ si elles existent.
&7
. de*’
F"(t) a pour composantes (f"(1), g"t1)).

AI“SL Fu{t):

1. FONCTIONS VECTORIELLES

Le produit vectoriel F A G est

défini dans R,

a a'

F (b); G (b’);
c ¢'
be' —cb'

Fa ff(ca‘—ac’).
ab'—ba’

Méme définition dans R® avec les
trois composantes (f, g h).

F' et F" sont de nouvelles fonc-
tions vectorielles de I dans R™

43
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I. FONCTIONS VECTORIELLES

Prop.
141 | Si F et G sont dérivables sur I et si k est dérivable

sur I : alors les fonctions vectorielles : F + G, kF,
F A G_sont dérivables sur I, les fonctions numéri-
ques F -G et ||F | sont dérivables sur I et :

(F+G)Y=F'+q" (kEY=k'F +kF'
G)=(F'nG)+(FnrG')

(F a
(F-GY=F'"G+F-G' F '=E
) IFp=5k

o Interprétation du vecteur dérivé de F en .

Prop.

142 |  Si la fonction vectoriclle F =(/f, g) est dérivable
€n fo et si le vecteur dérivé en ce point F'(1,), n’est
pas le vecteur nul, alors I'indicatrice C de F dans
un repere du plan admet une tangente au point M,
de coordonnées (f(t): g(ty)) et le vecteur dérivé
F'(fo) est alors un vecteur directeur de cette
tangente en M,.

A Pf:-ur tout point N de celte tangente, il existe un
réel A tel que

MyN = AF'(t,).
e Cinématique

Dé.
54 Si la variable ¢ est le temps (avec une unité choisie)

et si_le plan P est muni d'un_repére_orthonormé
(0, i, j),le point M tel que OM = F(t) est un point
mobile du plan.

M est repéré par ses coordonnées variables :

(f(1); g(1)). .

La trajectoire de M est I'indicatrice de F relative
a 0.

Si la trajectoire est une droite, le mouvement est
rectiligne. Si elle est un cercle, le mouvement est

circulaire.

A La cinématique est I’étude du mouvement de M,
entre deux dates I, et ;. Cette étude doit conduire
a une description physique aussi précise que
possible, de ce mouvement.

55 Un mouvement est- périodique, s'il existe une
constante T telle que pour tout f :

F(t+T)=F().

44

La formule de dérivation du
produit vectoriel n'est valable
que pour E =R? bien siir!

Si k est une constante -
(kF )=k (F").

o7

C'est un procédé pour trouver
une équation de la tangente en
My & C, ou démontrer 'existence
de cette tangente (coniques).

Si la trajectoire est un segmenl
de droite, on dit aussi que le
mouvement est rectiligne.
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Prop.
143

Le veeteur vllussc de M, pour ce mouvement, est
un vecteur noté MV (son origine est le point M)
tel que :

( )

MV =F)= =(f1(t); g'(1)).

Son_support est la tangente en M i la trajectoire
(st FU]#O}

e vect?u‘r aceélération de M est un vecteur noté
MT (origine M) tel que :

S — a0
MT =F"(t)= d;E }:(f"(f}: g"(6).

Un mouvement est uniforme sur un intervalle T si,
sur cet intervalle, la norme du vecteur vitesse est

constante.
Un mouvement est accéléré sur [ si, sur cet

intervalle, la norme du vecteur vitesse est une

fonction croissante.
Un mouvement est retardé (ou décéléré) sur I, si
sur cet intervalle, la norme du vecteur vitesse est

décroissante.

Le mouvement est uniforme si:
F(t)-F(1)=0.

Le mouvement est accéléré si:
FH-F'(t )3’0.

Le mouvement est re etardé

[ .
59

[. DENOMBREMENTS

Attention!

En physique, veeteur vitesse et
vecteur accélération sont parfois
appelés vecteurs liés en M @ ce
sont des représentants, d’origine

M, de
F'(t) et F'(1).
ﬁ“ F.—,., F"
Frefr=0 F'.Fr>=0 F'-F"<0

DES PROBLEMES DE DENOMBREMENT

Un ensemble E est un ensemble fini si I'on peut
compter ses éléments, c¢'est-a-dire trouver le nom-
bre des ‘élémcnls de E.

E est fini et possede n éléments s’il existe une
bijection de E sur 'ensemble {1: 2; 3 ...: n}, partie
de .

Le naturel n est alors le cardinal de E; on écrit :
card E =n,

I.e cardinal
card @ =0,

est I'ensemble vide @ est zéro:

Exercices 275 a 309.

Dénombrer : c’est trouver, lors-
que c’est possible, le nombre des
éléments d'un ensemble, si cet
ensemble est fini.

card E se lit «cardinal de E».

45
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1. DENOMBREMENTS

o Produit cartésien AXB

Si A et B sont des ensembles finis d}:lcﬁrﬂﬂ:lg
respectifs a el b, alors le produit cagejme! .-‘:-EB:
ensemble des couples (4, h) avec d
est fini et son cardinal est a X b.

o Nombre des applications de E vers F

Mg' Si E et F sont finis de cardinaux rcspe%lifs lp‘ et
n, le nombre des applications de E vers [ est:

p i+ cardinal du but
w=h p : cardinal de la source.

« Nombre des injections de E vers F

P . - - — ] . -
Pour des ensembles finis E ct F, il existe ;}“9
application injective (ou injection) de E vers F si

et seulement si p=n. i
Sj cette condition est réalisée, alors le nombre des

injections de E vers F est désigné par Aj :
nl

Az=n(n—1)n=2)..n—p+ ‘]=m‘

p facteurs

L

A

e Arrangemenls
' F ayant n éléments, former un arrangement de p

&léments de F (p =n) c’est sélectionner p éléments
choisis parmi les n éléments de F et les ranger
dans un certain ordre. Le nombre de ces arrange-
ments est égal au nombre des applications injectives
de {1;2;3; ...; p} dans F : c'est AL

o Bijections

Prop. -
147 | Si p=n, toute injection de E dans F est une
bijection entre deux ensembles de méme cardinal.
Le nombre des hijections d'un ensemble a n
¢léments sur un ensemble de méme cardinal
est Ay :

p Ar=n(n-1)n-2)...2x1=n!

Dél.
60 | e Permutations =

Une bijection de E sur lui-méme est une permuta-
tion de E.

Le nombre des permutations de E est donc
aussi n! -

A L'utilisation d'un arbre peut rendre de grands
services dans certains problémes de dénombrement

46

card Ax B=card A xcard B,

=
]
wn
rd
Tad
=N
L

.f’l{, se lit « A npe,

pl=1X2x3% ... ¥n

p=512345

AS=Tx6x5x4x3

n! se lit «n factorielle» ou
wTactorielle n ».

_44
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I. DENOMBREMENTS

e Parties d'un ensemble fini
Prop-
148 Si E est fmi, de cardinal n, I'ensemble de ses | AEJ(E) équivaut & ACE.
parties, noté F(E) est un ensemble fini de car-
dinal 2", :

A Se souvenir que & et E sont des parties de E.

Prop.
149 | Si E est fini, le nombre des parties de E ayant | C§ se lit we-n-p».
gL # l
toutes p éléments (p=n) est notée C¥ ou (‘)
r

Une partie a p éléments est encore parfois appelée
combinaison de p objets pris parmi n.

. n o
Dans ['écriture de (p) il yva

autant de [acteurs au numeérateur
qu'au dénominateur.

(n) _cr =n(n =1(n—=2):(n—p-=+1)
p " EX 23, X '

Mo |
| Trom A% n!
'3 cr =
15'_] “pl o pln—p)
Prop.
151 | Valeurs particulieres :
c-ci=1| .|ci=ci'=n.
Prop. _
152 Cro=0% CEzl+ €%y =E%

! n o
A Pratiquement, pour calculer ( ) vous pouvez | Les propriétés P151, déja con-
i nues de mathématiciens chinois,

utiliser I'une des formules ci-dessus mais, pour n B R ——
ont été clablies par Pascal.

assez petit vous avez intérét a utiliser le triangle de
Pascal : a partir de la ligne 3, un terme de la ligne
n se déduit de deux termes de la ligne (n—1) en
utilisant la propriét¢ P152.

| n=10 Cg |
I n=1|Cy C} 11 L ce=t |+ | ex
n=2|C Cl C? 12 1 '
n=3|C3 ¢! ¢z c¥ |[1[3]+[3] 1 -
n=4|C} C} 3 C...|1 4 4 1
n=5|.. : I § 10 10 5 1
o Développement de (a + b)" (bindme)
Prop.
153 ‘1“‘*’5"‘)":6'2:1"+C},z;""!;" {u+h}"=i (n) a" k- h*.
+Cla b i R Ch" k=0

(pour tous réels a et p),
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1. PROBABILITES

Ce développement contient (n+1) termes
(monomes) qui sont tous de méme degré n :
| la somme des exposants de a et de b est
i done n,
| Le terme en """ +b” a pour coefficient C?.

., Le développement de (a—b)" se déduit du
' precédent en remplagant b par (—b).

pF=n
Avec a=b=1, on obtient:| ¥ C"=2"
p=0

o Applications i quelques problemes de probabilité

Une expérience soumise au hasard conduit souvent
I a un nombre fini d'éventualités possibles :

15 By By wivs -

Dt ’
l_@d L'ensemble E de ces éventualités est un ensemble
fini de cardinal n. Si I'on s’intéresse 3 certaines de
| ces éventualités, elles sont les eléments d’une partie

A de E: A est un ensemble fini de cardinal p
avec bien sir p=<n.

{

| = A

; Les ¢léments de A sont des eventualités favorables
a A.

| Prop.

f Dans une situation d’équiprobabilité, c¢'est-i-
dire lorsque chaque éventualité a |a méme

chance de se produire que toutes les autres,

alors la probabilité de I'événement A est le

quotient du cardinal de A par le cardinal de
E:

_card A

P(4) card E

f/_cnrd A
nombre d’éventualités favorables & A
PIA)= nombre de toutes les éventualités possibles

b
\card E

En probabilité¢, on utilise le vocabulaire et le
symbolisme des ensembles, avec un langage propre

|

Ce développement
SOUs le nom de
Newton,

est conpy
dew!appemen.‘ de

A rapprocher de P148,

Exercices .283 a 309

On tire une carte an hasard dang
un jeu de belote de 32 cartes.

Card E=32.

On s'intéresse A 1"événement A
«Tirer un as»,

Card A=4
- -4
d'ol p(A]—ii.

Dans cette hypothése, on se
rameéne done foujours i des pro-
blemes de dénombrement pour
calculer p(A).

aux probabilités.
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62

@

| Prop.
£ | 155

b Prop.
] 156

Prop.
157

Prop.
158

Prop-

159

2 [B3) |

I. Pnoaamu*rﬁ:s

Vocabulaire des ensembles

Vocabulaire en probabilifé

Ensemble E (fini)
ACE : A est une parti
YEA partie de E

{x} . singleton

A : partie complémentaire de
A dans E
ANB=0
D=AUB
F=ANB

Ensemble des dventualités
A est un événement

x est une éventualite
favorable a A

x est un événement

élémentaire .
A est I'événement contraire

de A )
A et B sonl incnplpahhles

D est I"événement «A ou B»
A et B

F est I"événcment «

Une 'pr‘uhnbilité définie sur E cst une application
p qui, & tout événement, ¢'est-a-dire a toule partie
de E, associe un nombre réel positif et inféricur a
1, appelé probabilité de cet gvénement, avec les
propriétés suivantes :

p(E)=1.
Quel que soit |’événement A :
0=<p(A)=1.
Si les événements A el B sont incompatibles,
c'est-a-dire si A N B =@ alors
p(AUB) =p(A)+ p(B)-

PR

babilités de deux dvénements

La somme des pro
contraires esP1: p{;il4'-p[¢‘1_)=l.

ent les événements A et D

Quels que soi
) D)= p(A) + p(D) —p(AND).

p(AL

As, ... sont incompatibles

Si n événements Ay, A2y Az o omp
deux a deux, alors la probabilit€ de leur réunion est
me de leurs prcbahﬂllcs respectives.

égale a la som

Si tous les événements glémentaires ont la méme
probabi]ilé, alors on dit que I'on se trouve dans une
situation d’équiprnbabiiité, ou encore de probabilité
uniforme et I'on a _card A
PA= G E

A sécrit aussi (&

('est une esquisse de théorie tres
simplifie que 'on utilisera uni-
quement dans le cas d'ensembles
finis avec équiprobahililé - choix
au hasard, dés non tritques, ete.

Propriété trés utile dans certains
cas.

Dol l'intérét, parfois, d'en-

visager unc  partition  de

I'ensemble E.
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I. STATISTIQUES

STATISTIQUES

‘ Dér.
[ 64 |e Etude d'une variable statistique (X;, n;) (cours de

I
!

;’

T

Dé.
65

Déf.
66

Premicre)
n; est effectif de la valeur x; :
k

Peffectif total est N=3 n,.
i=1

k
> N

—  f=

Moyenne : X= N

k

E il x;— XY

- T
Variance : V =1
N

Eeart type : o =VV.

Etude conjointe de deux variables (X, Y)

Pour deux caractéres a valeurs isolées, les données
se présentent sous la forme de couples (x;3 v;).
Pour des caractéres regroupés en classes, on
dispose d'un ensemble de cases d’un tableau

cartésien : chaque case est affectée d'un coefficient
cgal a 'effectif de cette case.

Pour chacune des variables X et
calculer : L

— la valeur moyenne : X et Y:

— la variance : V, et V;

— I'écart type : o, et ay.

Y on peut

-1

La covariance C(x, y) du couple (X, Y) est
donnée par :

1 k
Clx, y)=-N— 2 (xi=X) (3= ?)
i=]
. S T
ou encore : C(x, y)=(ﬁ 3 x;y,) -XY. .
_ i=1

Dans un repére orthogonal, on construit tous les
points My(x;: y). Il y a autant de points que de
couples (x;; y;).
constitue le nuage de points représentant les couples
(x;2 ¥,)- Dans le cas de répartition en classes, chaque
case est remplacée par son centre affecté d'un
coefficient égal & I'effectif de | case : on obtient
un nuage de points pondérés. '

50

Revoir vos cours de Seconde et
Premieére.

Autre caleul pour V

-

v (rnuyunm: LTCH) —

¥ X3

Exercices 310 a 320

X Y
X Vi
A3 ¥

L'ensemble de ces points M,

L'effectif total est le méme pour
XetY,

Pour le calcul de C(y, ¥) bien
organiser son travail et utiliser
une calculatrice,
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1. STATISTIQUES

[RUN L
67 Le point moyen du nuage est le barycentre des A Ey
points M; avec pour coefficients les effectifs. _ Y- : ’
Les coordonnées de ce point moyen G sont XetY. | BS
Les coefficients sont | si chaque couple n’apparait o ®le I :
qu’une fois. 2 *: X
L []

Ajustement graphique
Il se peut que les points du nuage soient disposés '
en épousant la forme d’une courbe simple : faire
un ajustement. graphique, c’est dessiner cette courbe
et éventuellement en trouver une équation.

Si la courbe la plus «proche» est une droite, on
est dans une situation d'ajustement linéaire (ou
affine).

La méthode des moindres carrés permet de détermi-
ner des équations de droites d'ajustement linéaire,

; ou droites de régression.

Prop. .
160 | La droite de régression de y en x est une droitc
passant par le point moyen G : elle a pour equation

Cix »)
V.,

X

y—y=m(x—x) avec m=

161 La droite de régression de x en y est une droite
passant par le point moyen G : elle a pour équation

V,
Cix, y)

y== mz(I—.f] avec Ni=

Pmp - ra - I
162 Les deux droites de régression passent par G.

163 Elles sont confondues si m,=m,.
Elles sont «trés voisines» si m;=n;.

el 4 2
K o _(Cx )
68 On pose : r - V..V,

2 el
Le réel » est le coefficient de corrélation linéaire.

Prop.

1164 | Si|r|=1 tous les points du nuage sont alignés et
les dcux droites de régression sont confondues.
Si |7} =1 les deux droites sont trés «proches». On P
dit ‘-I“ ‘il 'y a une forte dépendance linéaire entre x ~ o x
et y. e
Dans les autres cas, la dépendance linéaire est
douteuse.

51
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STATISTIQUES

Remarques pour les calculs

Soit k un réel donné

(XTR)=X+k.

La variance est don¢ inchangée Si I‘m'! ajoute (ou
si I'on retranche) une méme constante a tous les x;
(ou aux y;). , ' [

Il en est donc de méme de la covariance d’un couple

(X, Y. » o
Il en est de méme du coefficient de corrélation.

(k~X)=k-X. _ )
Les calcul des coefficients m, et m, est inchange
si I'on multiplie les deux variables X et Y par un

méme coefficient k.

Moment d'inertie d’un nuage par rapport a un point

A étant le point de coordonnées (a, b) dans le plan,
le moment d’inertie du nuage de points (M;)
(éventuellement pondérés par les coefficients «;)
par rapport 2 A est le réel :

k
2 ﬂ';'AM%

"
S P

1 k
N 2 a[(x—a)l+(y—-b)]

Ce moment d'inertie est minimum si A est le point
moyen (G du nuage.

Ce moment d’inertie par rapport & G est alors
;ﬂJG = Vx + V .

¥y

A

|

|

|

|

|

1

b o e e e e e e

b= o)

o
L B

i
|
|
|
I
1
/]

AM}=AH?+ HM?

— |
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PARTIE Il

POUR S’EXERCER

Celle partie contient des exercices. Certains sont complétement résolus, avec

rappel des définitions @ el propriétés auxquelles il est utile de se
reporter. Dans «d'autres pour chercher », nous donnons quelques indications

pour la résolution, et parfois des réponses.
[

i ¢ Fonctions : notions générales ex. 1 a 86 page 54
ex. 87 4 119 page 100

ex. 120 2 143 page 118
ex. 144 4 172 page 132

e Fonctions logarithmes
o Fonctions exponenticlles

o Suites réelles

e Calculs d'intégrales ex. 173 4 203 page 150
o Applications du célcul_intégral_ N ex-. de 3 238 page 165
o Equations différentielles ex. 239 4 259 page 189
I o Fonctions vectorielles ex. 260-3 274 page 200
| e Dénombrements et probabilités ex. 275 4 309 page 212
o Statistiques ex. 310 a 320 page 232

_ « L'objet le plus important de I'enseignement des mathématiques dans

[ l'cnse.-igneme'nt secondaire est d’apprendre 4 mettre un probleme
scolaire en équation.

Apprendre a penser, cela signific que le professeur de mathématiques

ne devrait pas se contenter-de dispenser le savoir, mais qu'il devrait

:"3]':’1:7 de développer chez les étudiants la capacité d’utiliser cc

SAVOIT, »

G. POLYA

«La découverte des mathématiques»

:s :
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——1 FONCTIONS NUMERIQUES : notions générales

()
n g
0
I JAIIAY
16 ‘\ .
14 i
12 . ,
10 g =
g /] ‘ M
f\ f ! - g
v 7
! i = il
10 20 50 100 1 000 10060

Courbe donnant I"impédance z en fone-
lion de la fréquence f,

Le concept de fonction est connu depuis trés longtemps.
On pense gue c'est @ la fin du 17° et au dﬁ'bul. du 18° que
ce concepl commence & prendre forme sous 'influence de
Jean Bernoulli, de Leibniz, de Léonard Euler, de Newton.
Une fonction est une «...quanlilé variahle qui dépend d'une
autre quantité variable... » .

La notion de dérivée est inventéc & peu prés & la méme
¢poque par Newton (Principiu-andrcs 1686) et Leibniz
(1700).

Le premier congoit cette notion nouvelle & partir de
considérations de mécanique (vitesse-accélération) et I'uti-
lise pour démontrer les grands principes de la gravitation
universelle,

Le second part de ses recherches sur les langentes i une
courbe.

EL, & partir de 1712, surgit un véritable conflit scientifique
entre Newton et Leibniz sur le point de savoir lequel des
deux fut le premier inventeur du « Caleul des dérivées »,
En dépit de son génie, Newton ne parvient pas & imposer
ses vues @ la fin de sa vie, alors que |'école de Leibniz
sous l'influence du maitre, fait de ce calcul un véritable
instrument mathématique qui s’im
commodité des
donriées.

Si Newlon reste incontestablement

mécanique classique, Leibniz fu
différentiel.

pose par sa simplicité, la
notalions, et les utilisations qui en sont

I'inventeur de |la
L bien celui du ecaleul

1646 Leibniz (Allemagne)
1718 Bernoulli J. (France)
1777 Gauss (Allemagne)
1789 Cauchy (France)

® Quelques mathématiciens qui ont contribué aux progrés de 1’
"—280 Archiméde (Greéce)
1596 Descartes (France)
1642 Newton (Angleterre) La

analyse (fonctions)
Tangentes aux courbes; calculs d°
Les tangentes & une courbe,
mécanigue: vitesse,
dérivées.

aires.
accélération ey

Les tangentes & une courbe el les dérivées
Leconceptdefonctionet travauxd'analyse,
La notion d'infini et les limites.

Limites, continuité et caleul différentiel.

Un probiéme de maximum

4

Y
0

h

A
1
I
Y

L]

On a découpé le secteur grisé dans un disque métallique.
Le secteur qui reste est recourbé et les deuy rayons de
coupe sont soudés pour obtenir un cone

Pangle a pour que le volume dy cone soil maximum?

- Comment choisir

SE—|
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I1. FONCTIONS NUMERIQUES

[Enoncé
—
| I
f('r) == - = ) D' 4 ]
x=2 x*—x—p Pelerminer I'ensemble de définition de f, les limites

. . . d de-r]ﬂltlun, l‘,l o ]11 14 - I

asymptotes a cette courbe, Calculer FEx);

Solution
2 L A g
X2 I x-2). f(x) s'éerit aussi m
[ est définie sur ]—oo: ~1ru]—1:2[u]2, + o g )
La rechcrt{hc df::s limites 4 (4+«), 3 (—oe), {’,l‘j-_.\.'=2 Prop.
et x=—1 a droite et & gauche, 3 une signification. 25
. 1

° lim ( )=Gel lim ( ] ):

|x]—= += X=2 [x| = +e \'2—.‘2’—2 4 Prop.| | Déf.

28 | |30

donc lim f=0 et lim f=0.
+ o — o

La droite d’équation y =0, c’est-a-dire I"axe x'x Signe de f(x)

est asymptote a la courbe de f. La position de
la courbe est obtenue en étudiant le signe de pl-E =k & 3 A
flx) qui s écrit
x g ] o - +0- || £ 0
()=
1) (x—=2)x+1)

e Pour I'étude d’une limite en x =2 prenons cette
seconde écriture de f(x).

” n(lx}

lim (x)=2 lim(x—=2)x+1)=0 Prop.| lim —

x—+2 , k=2 28 =2 U{X)
donc lim |f(x)]=+ee.

x—=2
Il faut distinguer la limite a droite et a gauche
en ce point, en tenant compte du signe de fix).
On obtient
lim f(x)=+c et lim f(x)=—2. Les foritwres  lim fx) et
x—+1 X —

e =i lim f(x) n'ont donc pas de

x == =1

e Méme étude en x=—1: signification.

On obtient -
lim f(x)=+« et lim ==, 29
x—+—1
x_,::jl z=—1
* . Déf.
e Les droites d'équannn§ : y=0; x=2; x=—1sont 30
donc des asymptoles i la courbe de f.

55
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Il. FONCTIONS NUMERIQUES

e Compte tenu de ces résultats, du signe de f(x), sl 94 0 2 o
des limite:.;,_ on peut déjia avoir une idée précise = r -
de la position de |y courbe de f dans le plan il A i
muni d'un repére (0, i [7) : elle se situe dans '
la partie du plan non hachurée sur Je Croquis By i

ci-contre ef la position par rapport aux asympto-
tes est indiquée dans un cercle pointillé, On

obtient de la sorte des indications précieuses
avant toute étude de variations.

e En utilisant Ia dérivée de (l) ou de (E) on
obtient v L
, =] 2x—1
X)=—ou_
') (x—2)? ((x=2)x—1))
Plx)= —x2+4x -2
T =2(x -1y

dont le_si:gne est facile & étudier pour [’étude
des variations de f.

r

Enoncé

)=Vt x+T+x 12

Déterminer les limites 3 (+2) et (—) et leg asymptotes a la courbe de f.

Solution
[ est définie sur R.

® lim Vxi+y+l=q4e et

lim (I+2)= +oo L‘étudé“des,[[[ni[eg i [+m] et
X = o

Vex: x2+x+1>0

PR, (=) a une signi ication.
donc lim f= 4o,
+ o Prop.
o lim Vx’+x+l=4o0 et lim (x+2)= -0, 27
X—+ —m X =+ =

Il se pose donc un probléme : les théorémes
p
généraux ne permettent pas de conclure. 11 faut

alors transformer I’écriture de flx) en utilisant
la forme conjuguée :

Ve +x+1+x+2)(Vilsxt —(x+2))
f(x)=( i

Forme indéterminge.

Metire x ep facteur en remar-

vx2+x 1 _(I+2) quant que
)_43“._3 pour x <.
f(x)= D(x) 3 VEE-'—-—A'
—x(3+;) Va——— T 1
f(x)= T 2 PR et
_x(,}1+-+—2+l+-) o
X X X

56
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II. FONCTIONS NUMERIQUES

e M g
lim —= lim —=0

1-_..—09.)‘ X ——m v‘(

d'ou lim f(x}=%.

X = —m

. » - 3
e La droite d’equation y =3 est asymplote pour x Prop.
tendant vers (—o=). 27
Mais puisque lim f=+o, il y a lieu de se
4o Prop
demander s’il y a une autre asymptole non 28

paralléle aux axes —

/ k. 2 Déf.
f(l) ( |+3:-+x—2+|+;) -

g(x)= (avec x>0)
X
d’ot Ilm g=2 Utiliser la forme conjuguée pour
b SiFs] o) transformer
X)=f(x)—2x=—+= (x>0). -
L Y - s fla)-2x
5
On obtient lim(f(x)-—?.x}=§.
T 5 Déf.
La droite d’équation y=2x -h-z- est asymptote a 31
la courbe de f.
/3| Enoncé
v ‘) [ . .. - -
g(x)=——m——— pho=s Déterminer 1'ensemble de définition et la limite en x = 1.
N+ T—3 L.
SN X “:::I[i Y J’- -
Solution ' \J LA A
D,=[-3; 1[W]l; +[. Résoudre
g n'est pas définie en x=1 mais D, U{l} est un t+3=0
intervalle. _ 2x+7=0
Numérateur et dénominateur ayant pour limite 0 en VIr 1743,
x=1, il faut transformer I'écriture de g(x) en
utilisant les formes conjuguées. On obtient : =
sy (VA=2)(VB+3)(VA+2) 5
(VB-3)(VA+2)(VB+3)
X)= k= ”(\/E+ 3] Forme conjugtiée du numérateur
2(x - ])(VFE+2) et du dénominateur.
gix)=l ___M -
2 Vx+3+2
7o 3 Prop. PProp.
d’ou liin &= 37 2
57
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II. FONCTIONS NUMERIQUES

Enoncé
VE43=2 o - .
f(.\']z—l. Déterminer les asymptotes a la courbe de f.
X —
Solution g

[ est définiec pour x=—-3 et x#1:

DU{1} est un intervalle,
Dy=1-3; I[Ul, +=[.

|
. f[.‘_3'.|=;
s lim (\"_\'+3-—?_]=+3¢ et lim (x—1)=+0x, Prop. i
X— += A e 28

Il faut ransformer f(x) avec la forme conjuguée
du numérateur. On trouve y

flx)= :

m (Vx+3-2)(Vx+3+2)
=x—1,
D’ou lim f=0.
+x
L'axe x'x est donc asymptote & la courbe. 3 ,
- ra - x ~
E}n_.r=l, numerateur et dénominateur ont pour i
limite 0. Mais avec la nouvelle écriture de f(x), on ) I 1
obtient : : 2 4|4 ¢
lim (Vx+3+2)=4 doi lim fzg.
x| 1
11 n‘e]st pas question ici d'asymptote : le point On pourrait définir g, prolonge-
" . de [ par continuité en
A (1; —) n est pas un point de la courbe i s ¢
a p e de f, mais Hoant
c’es}' une sorte de «point limite» parfois nommé o
« point d’arrét ». §=7
% 2 2kl
Enoncé
‘ f(x)=2 cos x —cos 5x —cos 3x,
Etudier le signe de f(x) sachant que x décrit [0: 27].
Résoudre flx)=0 avec x€&[0;2+].
Solution
: . : Prop.
On ne sait pas étudier de maniére simple le signe 15
d'une somme. On cherchera donc & factoriser J(x).
f(x)=2 cos x —(cos 5x +cos 3x) cos preosq p p-
—_—— L
cas p +cos g =2c°s( zq)'ms( zq)
58
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fx)=2 cos x —2 cos 4x-cos x
=2 cos x(1—cos 4x)
———
1 —cos 2a
f(x)=2 cos x X2 sin® 2x =4 cos x*sin® 2x.
Cette factorisation de f(x) permet d’affirmer que le
signe de f(x) est le méme que le signe de cos x :

™ I
3 LR Ly ) -t v =
Sle[O, 2]U[z,.. ]_l“”_ﬂ'
. '_ ekl o
SIAE[E.—Z : [(x)=0.

L’équation @ f(x)=0 équivaut i :
cos x+sin® 2x=0
d’ot1 cos x =0 ou sin 2x =0, c'est-a-dire
2 sin x+cos x=0
c’est-a-dire, dans I'intervalle envisagé :

II. FONCTIONS NUMERIQUES

ici | p+q=8x
p—q=2x

| —cos 2a=2sin*a '

ici 2a=4dx,

Revoir votre cours de premiére
pour le signe de cos x.

Yl
; F s
l..l T

LA

R
] T
14 L=

T Inx ; i
B ¢ =5 ou x :T ou (x=0o0ux=m) i Retenir que, pour étudier un
‘fﬂ_ ol signe, il vaut mieux avoir i faire
S={0‘ LN are 17_1—} 1 a4 un produit qu'd une somme.
L) 23 L] 2 |
2 Sglmin
Enoncé
5x

g(x)=2 cos x-cos %-sin >

les primitives de la fonction g.

Ecrire g(x) sous la forme d’une somme de 4 fonctions sinus afin de déterminer

Solution
X . M
2(x)=2 cos x+cos .2..5,,-, T
S S

] sin a-cos b
d’ou

g(x)=cos x-(sin 3x +sin 2x)
g(x)=sin 3x- A
_ €os x +sin 2x+cos x

—

1.,
g(x)=§ (sin 4x + sin Zx)—l-%{sin 3x +sin x)

1

g(x) =5 (sin x +sin 2x + sin 3x +sin 4x).

Prop.
15
2sina-cos h=sin(a+b) .
+sin(a—b).
% 5x
-:b‘ —_—
2 i
a+b=3x
a—h=12x,
{3x+.1'=4.\'
Ix—=x=2
{3.\'+x=3,t ¥
IJy—x=x
59
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1I. FONCTIONS NUMERIQUES

b v I

somme.
D’oll les primitives de g :
G(x)

1
I 5 I s 5 - ... 4 ’) + Co
=é (-ms X =3 cos 2x ~3 oS Jx 3 cos 4x

i

Remarquons au passage que, pour determiner la
dérivée de g, il est plus simple d unllser_la seconde
forme (somme) que la premiére (produit).

Enoncé

Prop. Prop. Prop.

68 69 70

Voir cours de Premiére.

Pour chercher une primitive, |
vaut mieux avoir i fajre 3 une
somme qu'a un produit,

1) Résoudre x €[0: 29[ ¢
2) Résoudre x €[0: 27| :
3) Résoudre x €[0: 27 :

cos 2x —cos X+ 1=,
. €08 2x —cos x +1=0.

2 cos 2x=2(1+V3)cos x+V3+2=,

Solution

1) Dans cette €quation, fj
cos 2x et cos x.

Vous devez d'abord |4 transformer, pour obtenir
une seule inconnue, cos v par exemple,
Vous savez que : cos 24 =2cos® x—1.

L’équation équivaut 3 1

gurent  simultanément

(2 cos? X—=1)=cos x+1 =)
c’est-a-dire 3 -

€os x(2 cos x —1) =, i
Ce qui équivaut 3 -
1
COSx=0 ou cosy =§
X€[0; 27[ donc
€Os x=0 équivaut § y =% ou x=3__11-
2 2
COs X*=5 équivaut 3 x=T ou x=5—-w.
2 3 3

2) L'inéquation €quivaut 3 -

C0S x (2 cos x —1)=0.
Pour la“résoudre, il vous faut étudier le signe
de chaque facteur, avec |a condition :
Osx<27
60)

Essayer de se ramener i des
equations  élémentaires simples.

Prop, Prop.
14 15

b = A

p—
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[1. FONCTIONS NUMERIQUES

W
2 -
X 0 ; ; STTT .s.f 2ar 2|8 '3
cos X + + 0 = 0 A + I
2cos x—1 “ W = - — @y .k A ]I A
| | of
Produit + 0 - 0 + 0 = 0 + I
‘ | [ | | '
- e | <l IS?:
2cos x—1=0 signifie cos x= c'est-g-dire In(B 13
._,_.'_-_.__‘_ 2 -|* ?
MeCAC
L | . Pour I'étude d'une inéquation, en
" — - " po » - - . . .
2 cos x —1<0 signifie cos X <5 d’ou trigonométrie, on peut difficile-
T =
MeCA'C. ment se passer du cercle
Compte tenu de ces résultats, I'ensemble dgs trigonometrique.
solutions de I‘inéquatinne sur [0; 27[ est
donc : . i
w 7 3w m
s=[o 2] [ 2] [ 2.
'31712° 2 3°
3) L encore, nous avons les deux inconnues
cos 2x et cos x.
Exprimons encore cos2x en fonction de Prop.
cos x : cos2x=2cos’ x—1. 15
L’équation équivaut a :
4 cos? x—2(1+V3)cos x +V3=0.
C’est une équation du second degré en cos Xx. Avee —1=u<l.
Posons u=cos x.
Résolvons :  4u2—2(1+V3)u+V3=0. En effet :
1 Vi) ref1— 2
On trouve :.u'=§ et u"=-—2— =(1-V3) 0\
1 o N7
cos x =3 équivaut, aveec x€[0; 27 [, a: (2)\:}'*- PR E'
=X 4 S : i
= o= GU = — N il
;3 3 /
€os x V3 i (3 x=—ou X e E LV
=— équivau =— =— “t e
' g 6 6 ) viz ok
U ; 7 57 w lm - Tt
D’ol les solutions : -i; ST; E-; 1—6- s
I- - # 1 7 T | } Y =
8| Enoncé (- Xy) (v )

1 ! r
f(X)=0nu—__ g(_r]:——ﬂ?l—' h(x)=V2cos x+1.

g 2cos x+ 1" 2cos x+1'
Pour chaque fonction, étudier I'ensemble de définition, la parité, la périodicité.

\ P TR W , | 7 Loy & I: -
- - 4 1. ud 23 { - o~ ) ._6' _._.,_- R
! ¥ o ‘ l **ul %) Jl'k - ! Fi
F [} o, = a
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I1. FoNeTions NUMERIQUES

Solution

62

: 1
Fonction f : f(x) est calculable si cos x# —-

2 1 4
or TIZEC0s — et

—5=cos —,
- 3

2
L'ensemble de définition de f est R privé des
9

%T+ k27 ou %—T-’r k27

I
2

réels qui s’écrivent
kel.

Si xED,, alors (
f est paire.

Si .\'EDI., (21T+.Y}EDI et

f est périodique de période 27
Compte teny
suffit de fair

avec
~X)ED; et cos(~x)=cos o

fx+2m)=f(x) -
de la périgdicité .et d
¢ une €tude de f sur

o3 o

- 8(x) est cale
et si tan x existe,
En tenant compte de I'étude c¢j

-dessus pour f,
D, est I'ensemble D; privé des réels qui

¢ la parité, il

5 g 1
Fonction ¢ ulable si cos x 2 —

s'écrivent -;-+Lk73- (kez).

tan(-x)=—tan x et [ est paire - donc g est
impaire,

& est périodique de période 2.

Il suffit d’étudier g sur -

o3 o

. ! 1
Fonetion J; - h(x) est calculable sj Cos x= ——,
h est paire et }; es

t périodique de période 2.
Sur I'intervalle

[0; 7 on a:

1
xE[{]; Z—QI] <> COSX= ——
3 2
et xE]zTﬂ-;?r[ <> CO0S§ x{-%.
Pour x décrivant [0 w[, h(x) est calculable
pour 211_
O=<x = —
Pour x décrivant (=7 =[, hix) est calculable
si 29 247
e
. -L_h_ 1] .
_.‘:__,’ J J (--._ :'
: -

wE

glx)=f(x)x1an x.

Deéf, Prop.
16 9

——

Prop.

[
=)
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L'ensemble de définition de It est la réunion des
intervalles :

>
Ik={—-—3:‘-"+n2n,2?”+mﬂ]

k décrivant Z.

I1. FONCTIONS NUMERIQUES

Enoncé

Etudier la limite en x =0 de chacune des fonctions suivantes :

sm t 51in X s.m 4x 1 —cos x
X)= = . == e,

F) =225 K== (3= 0=

Solution
sindx dx 2 _si
[ f;(.t]=%><6—x_=§ Sl: %x L'utilisation des théoremes sur
.I4 . X les limites conduit & des formes
. sin 4x . . s i
Or lim =1 donc limf,== indéterminées.
x—==0 0 3
sinx_ 1 1 Prop.

o folx)= X—:; lim |—|=+™

f'( ) X 4x %—0 4I 28

donc :1_13'10 f(x)=+= et EETU fox)=—c2. Se ramener aux propriétés

x>0 x=0 :
sin 4x 5x 4x Prop.

® xX)= ® K —

fix: 4x  tan 5x S5x 24 (2

sin 4x

lim =1 et lim =1 d’olt lim f3==
x—={) X =0 tan 5 0 f3 5
1 —cos x X x :
© fq(.r): A — R,
¥ sin X sin Xx
l—cosx |1 "L x
Or lim ———== ¢t lim ——=1
L. x—0 X ) 2 x—0 SIN X
d'oi lim fy==. 2
0 2
e Autre méthode pour f; :
w oo
smu—u——+—-—+a +g(u) avec lim £ =0.
6 120 () 0

En posant i =4x :
1
fl(-\')-*—a(ﬁl.r—a'.r3+ﬁx5+x5-¢(.\‘))

4 1 1
hx)==—— ax?+- Bx*+x*
6 5% -+~6 Bx*+x%if(x)
Rrees lim ¢ =
) . 4 o
1/Donc lim fi=—=
0 6

Wi

On peut aussi utiliser le dévelop-
pement limité de sinx en x=0

pour f; et f, en particulier.

Prop.
)

£ gt
*=% P 0

LN 63

Scanned by CamScanner



10/

1I. FONCTIONS NUMERIQUES

Enoncé

f(x) V2 sin x —
X)=—
tan x — 1
. - T S o7
puis étudier les limites de f en -2—; T el T

l. Si x€[0; 27}, déterminer I'ensemble de définition de f

=]

Solution
S
Sur [0, 27#[, tan x =1 pour x =E ou x =T'
T 5w 3w
D’ot D=[0; 2# ~{—; —:-——;—ﬁ}.
L0 2a=13 2°4°72
o [lim f| Le numérateur est continu en g: sa
! limite est le réel positif V2 — 1.
. it e m
La fonction tan a une limite infinie en 7

lim (tan x)=+c et lim (tan x)= — oo,

K== f2 X2
x<mf2 x=arf2
d’ot :
lim f(x)=0* et lim f(x)=0".
X =2 X+ [
x=Zqr f2 x=m /2

° sin ST”= —%. En ii'_, le numérateur g

pour limite (—2),
tan T?T= I. En ce point, le dénominateur
a pour [imite 0

5
?r<x<7:1-: alors tan x <1 d’o_tan x —1<0

5 3
%fix‘-’-—;: alors tan x>1 d’ob tan x —1>0.

Donc  lim f(x)=+w et lim f(x)==0,
X == 5574 X—=S7/4
x=<<5m /4 x=5mw/4

° En ce point, numérateur et dénominateur
s ont pour limite 0, donc il faut trouver

une méthode particulidre passant par une
transformation de flx).

T ;

Posons .r=E+h, afin de se ramener i la
rccl}crche, pour une fonction de h, de sa limite
en h=10

64

Ne pas oublier que tan x n'est pas
I T 3w
définie en — et —, Prop.
2 2
9
w
V2sinS-1=V3-1,

|
|
Théoremes sur les limites'

|

(quotient) ',_,____,'. —

V2 sin %‘—r—l“—— -2,

Théorémes sur |es limites

Prop.
28 | (quotient)

Prop.

X=— <= =0,
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I1. FONCTIONS NUMERIQUES

L] - iT
V2sinx—1= V2 sin (E—+ h) - | Prop.|
=sin h+cos h—1 Reatrt | 15
m l + L& J . i1
tanx—lztan(—+h)—l=—h—u—1 sinfaiho)
4 | —tan /i - - r 3
_ 2tanh Ll N
| —tan i’
Le changement de variable conduit a la

fonction :
(sin i +cos h—1)(1 —1an h)
g(h)= _ :
2 tan h
Ici encore, numérateur et dénominateur ont pour

limite 0 en /i =0. Divisons par I le numérateur
et le dénominatew CONNUES. Py
24 | @)

sin h cos h—1
+
h I

Faire apparaitre des  formes

lim (1—tan h)=1L

glh)= T x(1—tan h) foslisS
2
h
i tan /
lim sin h=1; lim an I=I
heo NI neo N
et lim gosi 1 lim Eﬂ—h:—_;lxkﬂ).
h—=0 1 =0
Donc : 1 s
= lim f(x)=lim g(h)=>. 2
x5 h—=0 2
Enoncé

Voici deux fonctions numériques [ et h définies par :
1

1
=gy e &Nz 3

1) Déterminer 'ensemble de définition de f; calculer fi(x), f'(x) et f"(x).
Déterminer la dérivée d’ordre n de f (n EN¥).

| 2) Mémes questions pour la fonction g. b
Solution
formule : (l)’=j-
' (I_l) Prop.
fﬂ(x):{_nx—'.’(x—l)z L2 17
(x—=1)* (x—1) ot
o 2 Anention a la deénvee de :
F(x}:lxzx B(I—l)_-—IXZXS H(I]EIIFIF
mu;::xlx{x-—l]'.

(x=1°  (x—-D""
65
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11. FONCTIONS NUMERIQUES

Compte tenu de ces résultats, on voit app‘zu“a_ltre
une loi de formation des dérivées successives el
il nous semble que :
(—1D)'xIx2x3x...xn_(=1)"-n!
f(")( t}= = n4+1"
: [.,'..__I)ll‘l-l (I_l}

Cette formule s'appligue jusqu'a n=3 (cons-
tatation). :
Démontrons que, si on la suppose vraie pour p,
alors elle est vraie pour le naturel survant
(p+1):

Hypathése de récurrence :

e =(—1)”Xp!
[ Ax) GopT
) oy AL (x—1)R
f[pH}(_‘.):[J'lp](I)] =(—-1)"p! Ef_ 1-1‘]?()2‘“-2
d’on

(=D*'+(p + 1)t

p+l}x -

R

On a ainsi démontré que la formule est vraie
pour p+ 1.

Ce qui démontre que la formule est vraie pour
tout naturel n (n#0),

2) D3=R~{%}. On trouvera ;
g T2 e 9753
g'(x) =37 E{x)—(—z;_—:,‘—)g,
.lﬂ( )__zszx:;
T

Démontrez par récurrence que :
(=1)"%X2" X n!
(?.I _3}11 +1

gMx)=

Enoncé

Si EJ[x}Z(_r—H'-"
alors p'(x)=3X1X%(x~-1)?

Prop.

37
C'est une conjecture...
Démonstration  par  récurrence.

Prop.
101

—(p+1D)=(=1)(p+1)
et (1P x(—1)=(—1)*"
plx(p+1=(p+I1)
Ip+2—p=p+2.

Alttention!
Siu(x)=(2x —3)

alors w'(x)=2%2(2x — 3)

Prop.
37

Ainsi, dans le calcul de chaque
dérivée d’ordre supérieur, appi-
rail un facteur 2 supplémentaire

au numérateyr,

f est une fonction de deux variables définie par
flx, y)=x(x*+2y?).

Calculer les dérivées partielles de f du 17 ordre et du second ordre.

Dol 27,

Solution

f(x, y)=x>+2xy2

Dérivées premitres :

66

of of
==3x2+2y% A _40
ax o Y Sy dxy

Pour Ia‘ dérivée partie])e par
rapport a X, supposer ¥V oconstang
el considérer la fonction g -

glx)=f(x, k) =x+2x42

|
-
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II. FONCTIONS NUMERIQUES

Dérivées secondes : o .,
f _—— 2
Zf 52!- z'lx) S 3x2 42432,
Xy =¥,
5x° axfoy
52 2 Déf
f 8 _’ el.
=4x; =4y.
Sy Ayox o
Enoncé

En courant alternatif, 'impédance Z d'un circuit €lectrique est donnée par

la formule :
\/R2+ Lm-——)

Soit la fonction G: (R, L, C, ) +—> Z.
&
8G 9G B0, £ . Que se passe-t-il a la résonance si LCw?*=1?

Calculer — SR 3L 5C" o
Solution
2
e Posons (Lwﬁ—l—) =k (constante). Def.
Cw 24
7 =VR*TE

6G__ R __R
R VRI+k Z

oG ez
e Posons u(L)=(Lw +a)? (m ¢t 4 constants : Pour calculer = considérer que

=
a=——— L, w et C sont constants.
Co W(L)=2w(Lo+a) Z dépend de la seule variable R.
' 1
L ———) Z=VR?*+k
5G u'(L) o ( “ " Co
Prop.

donc —= = :
6L 2VR*+u(L) z 3
1 2
p— e € [
o Posons v(C)=(b-g5) (avee o et b d(VRZTE)__ 2R

R
constants : b=Lw) : B s
wer=a(gis) (o)
donc I |
3G v'(C) 20 ("‘“’ “?:I) 3G
—— = ' Pour calculer —, considérer R,
8C 2VR*+u(C) s 5L
[ \2 € et w constants.
Posons = __ R
’ cnne-n;;m,\-{(m) (Lw C'm) (nyee L & c Pour —gg. considérer R, L et w
fw)= 2([. c )( _L) constants...
Cz 5 ) | Lew Co
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[1. FONCTIONS NUMERIQUES

donc l
|
L +'_"_1.‘) (Lw '____)
5(;_ f":."—’} =( (.-':-U'- C(I'J‘ .
dw 2VR+f(w) Z

Si le circuit est en pesonance. cest-a-dire si
-
LCw==1 alors

i _L_LC(UE_ | ~0
g Co Cuw '
Il en résulte alors que
8G oG 8G
—=_[]: —=); —
oL aC & dew
On a alors
Z=VRI=R et ﬁz: .

5R
(14]

Enoncé

Prop. Prup.
37 I8

Consultez votre professeur de
Physique...

Limpédance Z dépend de g
seule : elle se comporte comme
une résistance pure.

3
Soit g(x)= — Déterminer son ensemble de définition. Sur quel ensemble
est-elle dérivable? Déterminer g'(x) sur cet ensemble.

Solution

.3
e Posons u(x)= i T
X —
Le signe de u(x) est le méme que celui de
X(x—1) avec x#1

Dg:]'—ac: UlU]]. --[—n::.g[+
e On sait déja que : x — Vi(x) est décio.
si u est dérivable et u(x)>0, (x) est dérivable

La fonction g est donc déja dérivable sur

]—o03 O[ et 11, +c[. Calculons (v
¥ ! = b X) sur o
de ces intervalles. g(x) chacun

g est définie pour u(x)=0,

3
u(x)___"'__
x—1
d'ou
D Ve
ff’{-t):M:M
(_\' - l)-F (_T == l.)-z %
Lo ¥x=3) .1 o
Donc: gi(x)= —1F 2 -
68

X -% 1] | +=
r=1) +0- +
Prop. Prop.

36 37
u(x) est un quotient d¢
polynomes, donc i est dérivable
sur
R-{1}
‘f
oS00,
V)=
(Vi) Wu

< eelui
Le signe de g'(x) sera done < :

de (2x—3)

,.._‘
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11. FONCTIONS NUMERIQUES

e FEtudions la dérivabilité en x=0, a gauche ct,
pour cela utilisons la définition :
Soit
h

R S |
e(h)=1 (2= 80)) =5 N7

¢{;,)=:Tx|;i|x,/h‘_jl (V= [h]).

Or, ici, h-<0, donc |h|=—h

=0 f h \/‘E_
eh)= h h—1 h—1

donc  lim @(h)=0.
i == 0
h<0

Donc g admet une valeur dérivée en 0 a gauche
égale 4 0.

Au point (0;0) la courbe représentative de g
présentera une demi-tangente de pente nulle :
son supporl est I'axe x'x.

s Autre méthode : sur ]—2; 0] : i
C1x%2x—3) [x(x—1) W[
g=3 -1y X
% ; . 2x—~=3 ; =
d1°u g(I)=EEI_.__l}_i '\.‘I{X“l). x(idll):x%'v_;[x—l)_
g est définie en x=0 et lim g'(x)=0.
x—=0
x=0

Donc g est dérivable 2 gauche en x=0 et sa
valeur dérivée est 0.

Enoncé

=l . 1 | x2+J-..r||
Etudier et représenter graphiquement [ : f(x)fmfj

et discuter des nombres de solutions de I'équation
2+ [x| —m |x—1| =0 (m : parametre).

Solution
[ est définie sur J—oe: 1[U]1; +eof. Etudier les signes de x et x—1
Sur R™: f(x)=—x. pour écrire f(x) sans barres de
2 = 1 valeur absolue.
Sur [0; 1] : f(x]=x e , AVeC
=X
—x¥42x+1 Frop:
Bl ==
(I—-x7 2

» | 69
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xT+]

Sur J1: +x+q . fl.'t'l=‘t_1
=2y —1
flx)= (I=x)°

70

On montrera que f est décroissante sur R™ et
1 1+ VY et que f est croissante sur {0: 1[ et
1+V2; £ | avee

fll+V2)=3+2\3.

im f=+x avec ype asvmpiote  d’équation

-—

y=x+2,

lim f=—= et lim f=+=:la droite d"équation
—— —_ 1

x=1 est asvmpiote a la courbe.

Etude locale en 0: f est dérivable sur J==, 0[
avec fi(x)=—1

f est dérivable syr 10: 1 avec

—xl 9
flxy=—2 "'Ij-l.

I-x)*
A gauche, en 1 =(). ona lim fi(x)=—1.
==
x-<0

A droite en x=0. on 3 [im f(

=D
x=0

f est donc dérivable a droite
x =0, avec deux valeurs derivées différentes: Ja
courbe aura donc une tangente

a gauche de pente
{—_I) €l une tangente i droite de pente | en ce
point.

x)=1.

et & gauche en

L’équation donnée équivaut 3 :
fix)=m.

On obtient le nombre Jes solutions

équation en étudiant le nombre des points

d’intersection de la repre'SenmtiG‘n graphique ¢

de f avec une dmi_te A ':'anable d‘equat.itm y=m.

Sim<0: I'éc}t_la ion n'a pas de solution.

0<m<3+2V2: deun solyhnns.

3+2V2<m : quatre solutions. )

Une solution pour m =0 et trois solutions pour

m=3+2\2.

de cette

-y

-

Etudier le signe de -

x*=2x-1.

On peut aussi revenir a |Ja
déﬁnilinn.

Ay .
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Enoncé

=]

3
X
/| Etude et représentation graphique de f: x | Nx =T

Solution
f est définie sur ]—w: 0JU 15 +f

lim f=lim f=+=
4o —m

I

lim f-—l:)=[ et lim (f(x)—x}=;:
X !
lim I—L;—‘—]=—I et lim (flx)+x)=5.

o LN " 1
La droite d'équation y = x +3 esl asymplole pour
- = f
‘- - ,{] .l I. 4 ) - .|r I
X =Uet T droite d*équation y = —x + 5 est asvmp

lote pour x - ().

lim flx)= 4=,

[T |

vl

Li droite x = 1 est asymplole

» 4

X
flx)= x| \jm

I'rop.
3

Del.
31

DL
29

71

i
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I1. FONCTIONS NUMERIQUES

o [ est derivable sur == 0 et ]I, +=[ avec y |
2 2 |-= fl | 2
. 2% —3) fx=1 J I
fy=zc-iE Ve
2(x—1) X =]
1 ' f o t% = & =
(x)=0 pour x==. Le signe de f'(x) est celui =
de (2x =3). il Ié* B
-
o [ est dérivable i guuche en x=0 (voir 3
exercice 14) et la valeur dérivée a4 gauche en ce f(;)=3 '
point est (). i
Pour le tracé de la représentation graphique,
construire les asymptotes, le point A @-: f (%))
B tangen}c parallele & x'x; A I'origine, tracer
une demi-tangente portée par x'x.
et [ ESA RO LR A R R e
S TR i:[:; } + t
[T /
et G
_..I.;.! _HI 11 H
I
i
HILH H
:- Ii-|- l. 3t
it R i
T — g
s i
TG TR
HIH ) i
i il =5
% | Bt ==
HiH :
i i g e
el 3y S
HER il =
i I 1 g (7 =T
SE L1 IRE: BRI =
i1 et i 3t
R KSR IR HeE st e e 2 ;
i I+ | ::l?-f i i ::-']1‘3.-
17| Enoncé
Un rectangle de cotés variables est inscrit dans un cer X
= i - CI\ g » A
Démontrer que le rectangle d'aire maximum est Je c;srrg. tlonné de rayon R.
Quelle est son aire?
72
__‘
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I, FONCTIONS BUMORIOUES

solution
Désignons les mesures des Calds respectivement par
- s B0
yvoel 2
3
Le théoreme de I‘\llnu,,m ¢ appliqué au triangle

cectanele O AH conduit o

5 » - n Py
i yi=RYT do ¥y =N R*—a% ¢

L aire du rectangle <"éerit en fonction de v

S()=4xVRI=x%

lci. la fonction S est définie sur Oz R ] car x esl

une longueur.
Elle est dérivable sur [O: R] el. sur cel
intervalle :

-

e 4‘.2 4 R.‘!_l.ﬂ
S =R =N == ()
VREI—-x° VR*=X°

= R
Sur I'intervalle considéré. S'(x)=0 pour X =7
= R
R R o 0 __:. 4
S'(x)>=>0 sur ]0: —:[ et S'(x)<0 sur ]-—,:: R[. V2
V2 N2
-~ : s b 0 -
L aire S est maximum pour L
X =_& doli yv= RE_E_.=.£_, slo » 222 N 0
& ‘\.:—2—9 - 2 \:‘f?_:
Onax=y Le rectangle est alors un carré, d'aire ! e
Prop.
R
S (-:) — 2R 60
V2 S

18— Enoncé

=1

x —> 2x+V
he el les tangentes au

truire la cour Ix points

Etudier les variations de g :
Trouver les asymptotes, cons
particuliers.

Solution

Sur [=1:1]: plx)=2x+VI~— T ¢ est définie sur R.

Si x€1-10 115 glx)=20+ VA= 1.
73
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limg=t4=ectlimg--m
|

X "X
lim ALY, Jet lim (g(x)-3x)-0
K= | .'l. K=o |m
; (X .
lim F‘——) “let lim (g(x)=x)=0.
A = L X L L]

La droite d'équation y = 3x est asymptaote (x >0)
amsi que la droite d'équation y = x (x<0).
g est dérivable sur |-1: 1]
avee gilx)=u(x)-(4 - 5x%)
. 5

£ix)=0  pour «x-= 2———\:‘“.
,:,-'u.a't dérivable sur |-w«; [ et |I; +=| avec
gax)=v(x)(3x* - 4)
g 2V3
g2(x)=0 pour x = ——3--;35(1')::-0 pour x> +1.

Ces_ informations permettent de donner les
varahions de g sur D,

Etude locale en x=1] ¢ x=—]

g(1)=2;  Ilim [gj(x)| =+
x—=1

x=1

et lim |gi(x)| = +.
x—1 ;
x=1
£ nest pas dérivable en ce point mais la courbe

?%r:‘:‘s]emalive i une tangente paralléle i I'nxe
o

g(—1)y=-2; lim lgi(x)|=+m
X=— =]
x=>—]

et lim |gi(x)| = +o,
X - —]
x<—]
Méme remarque qu'en x=1.

Construire avec soin les asymptotes, les points
particuliers avec la tangente en ce point : ‘

2V3.
A (—\;_3— = 3) : langente parallgle & x'y
2V5 '
B (T \/5) : tangenle paralléle i x'y

C(—1; =2) : tangente parallele i yy'
D(1; 2) : tangente paralléle i yy'
E(0; 1) : tangente de pente 2,

Pone x s
.qfx}'-x(?.--\/lhl)_
x3
Pour x =+
o
g(n-—-.r(2+ I———).
x*
é1.
31
avee uly)s——— —
VI-x2iyx
I =] EE
5
g ) o+ 0 -
vix)= :
2Vxt-1—yx
| R [
3
galx) + 0o - |
Prop.
55
Prop.
56

el
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II. FONCTIONS NUMERIQOUES

T

H

-

e

T

Enonc

-~

—2+2cos X

x2

_ Etudier lim f.

0

f(x)

Les théorémes ne permeitent pas

Prop.
de L'I"I'Il.'1l|rl.' 23
Prop.
41

olution

S

19

—
=
(=}

B
|.l"l

E e

W.U
n.—l.
S 3
o
[T~
n-m
S E
v 2
E.5
S5
Cw—
W) e
[ S5
:J_h
£ D
e =
4
52
=
=5
L e
B
ﬂn
d:
-
w

9 c
w1

-~

limite 0,

o
| =
—
=
| =9
a3
[ =9
e
=]
Dm
= S
T
= o~
S o=
p_ )
T o
— tal
2_“.-.
- |
[ e Ll
E — %
. 1]
.....-. —
= -
E S
7]
=
£ %
Sz
i~
= O =
o
nm_
FI

_‘.
~

2. 3
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II. FoncTions NUMERIQUES

On ne peut pas conclure pour la limite de f en x =0.

Utilisons alors un développement  limité  de
X == cosxen x=0:
cos x = ! rz+—l— x*+x%(x) avec lim e =0
X 27 24 0
d‘ﬂl‘] I—‘_-—C.Eb_x__—_l—_L tz"‘tzE(I)
' x* 2 247 -
1 241 1 : . ) 1
e B | — X — =—+28(x),
)= =53 3 %= X'8(x)) ==+ 2e(x)
avec lim £ =0,
» 0
. J . 1
Il en résulte que lim f=—,
0 12

On pourrait définir |a fonction g, prolongement de
f par continuité en x =

Pour xeR* - g(x)=f(x)
1

et £(0) 1

fﬁnuncé

ﬁ

Cette transformation
ne suffit pas pour ré
question posée,

d'ét‘rilure
pondre 3 |,

Clest la scule méthode Simple
pour  délerminer |q
cherchée.

Prop.
5813

limite

Cette fonction & esl continie en
x=0. L'étude de Ia dérivabilita
de g en x=0 nécessiterit le
developpement limité de cos X

“avec quatre termes,

g(x)=Vx'+x—2_,2 Démontrer que I'j

I'ensemble de définition de g. En utilisant

en u=0 et un changement de variable, trouv

“+ oo

asymptofe a la courbe représentative de g

intervalle [1; + o[ est contenu dans
un développement limité de

er lim g et une €quation d'une

ViI1+n

Solution

Six=1, alors x'=1, y'>| donc x*+ x?>9

La recherche de lim g a donc une signification

g(.t}=.tz[\/ | +l—-%— |],
X x
|

2

Posons u =— %
X x

lim

-+ 4

On a donc uix)=0.

— | I =
Or \f'l + =1 +_—’ u —E u+ u’r[u} aveec lims 0

76
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i3 42 2

—
%l
|
U
xlh
i
—_
*
—
—_—

et lim e(u(x))=0
X = o

Jim_[e0)-(3-5)]=0.

donc lim

On a démontré d'unc part que lim g=+= ¢t que
: . . 1 e .

la droite d’équation y=§x—§ est asyvmplole a la

courbe.

Enoncé

I1. Fometumn susEssiea

lim elulx))= lim 2la)=0

£ o= A -

On auvrait pu aussi tudier :

: glx)
lim —

B o X

u —r 14+ u

V x3+x3—x3—% .

2) Soit g définie par glx)=

- I I L] -
variable x =—, déterminer lim g.
n +ee

1) Donner un développement limité au voisinage de x=0 de f telle que :

J"(I}=% (1-x+Vx*+x?),

En utilisant un développement limité en 0 de VI + u et le changement de

Rappeler le développement limité a I'ordre 2 au voisinage de u =0 de : !

-

Solution

1) Vl+n=—.[+%"_%"2+"

J est définie et continue sur [—1: +°°[

VE¥+xi= x| Va+1

0_ |x]|- (l +-}; .1:—% x2+ .‘L‘:'E(.l'})

-e(n) avec |II'I‘I e=0.

avee I]m £ =

Prop.

58| @2

crr=x+1

r+1=20 == 1>-l

77
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Il. FONCTIONS NUMERIQUES

Pour x -0

1 1. s 1
ftl‘l=5 (l -X+xX +§- -3 .\;‘+.t‘-e-{.ﬂ)
f{.\"}=-lz-+~_li x’—-—ll—ﬁ x4+ x* e a(x)

avec

a(x)= +% e(x) donc lim a=0.
- 0
Pour x =0,
| |
f(-\‘1=i (l —-X—Xx _E X +§ x? —-.t%(x))
. 1,1 Ag 3
f{.\)-z X—gx +-G: +x7+B(x)

avec lim g =0,
L]
5

D 2+ =xNx+1). g est définie et continue sur
1= ~1] et [0: +=[. Mettons x* en facteur :

E-":.-T]=J:2\’ 1 +-I——.1:2 . X.
X 2

Le changement de

g 1
. vanable x=— conduit 3 la
fonction p .

1 —
P(H]=—3\#l+u—-1—

1
u u )

 —

2u

I

Or, lim y=0.

X e e 2

U_li.]isons le dévelo

ppement limité =

Vity- P en u=0 de
1 1 1

P{N}=L—: (|+§u-gu"+uza(u))—-l_i___!_

; = 2u
plu)= —=+¢(n)

3 avec  lim e(u)=0,
]

Or lim u=0 et lim e(u)=0
X - 2 i—0
d'on lim g(x)=lim plu)= ..l

_l
X — 4

=0

2  Enoncé

| =
3

Le développement limité de [ au
voisinage de 0 n'est donc pu- |,
meéme i droite et i gauche de 0,

Mx+1) + 0-0 +

Faire apparaitre o forme
Vil+u

pour utiliser son développement
limite en =0

Prop.
58 | (2

g !
Prop. '
33

L'utilisation directe des théore-
MeES pour étudier lim ¢ conduit &
- =

une indétermination.

[ est-elle continue en x =0? Est-

78

f est définie par : f(0)=0 et POUr X#0: f(x)= lII \/m

X
elle dérivable eq ce point?

I
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Solution
f est définie sur R, -
Pour x€J0; +>[ : fix)= V. B
Pour xE]—=;0[ : Ax)=-V-x
lim f(x)= lim (Vx)=0

y -0 Ll
(SR} ] Lo ) |

et lim f(x)=0.

x—=10
x==0

Or f(0)=0 donc [ est continue en 0.
e [ est dérivable sur 1n +oo] el

f(x)=——= pour x>0.
..\/_
e [ est dérivable sur J—oo; O et
1

(x)= pour x<0.
! 2V —x

lim f(x)=Ilim f'(x)=+o»,
x=-=0 x—0

x>0 x={

f n’est donc pas dérivable en x =0, ce que I'on
peut confirmer par une étude au moyen de la
définition. C'est donc un exemple d’application
continue en un point et non dérivable en ce
point.

-

Enoncé

I FONCTIONS Numyp RIS

[ est délinie sur un poisinage
de 0,

foest pimpane

E

A Tlorigine O du repere la tan
gente 1 la courbe est portée par
I'axe yy'.

T
avec xE]—— -
cOos x) 2'2

[ Montrer que 1'on peut définir f;,

prolongement de f par continuité en x=0; [, est-elle dérivable en x =07

Solution

f, non définie en x =0, n'est pus conlinue en ce
point.

Mais
1 (cos? x — 2.3
_i'l.vr:n=—(___J‘r I)E_ sin® x
X L ocosx X COS X . =
sin X\~ l
=(=x) ——
X COS X
lim -__l___ . sin X
-0 COS y 1 et Ilm“ 3 =1
X -

d'oti  lim f=q
0

Déf.
25

Prop.

79
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I FONCTIONS NUMERIQUES

Si I'on pose f'll.ﬂ} 0 et pour ¥ 0 fax)= fix)

s
alors la fonction f, est continue en v 0 1 s 1€
continue sur ] = ;[
hy- 1,0 PR
Posons oyh) = L1 G, W
h ba T 1 |
sin® b sin hy Y 1 L
l;‘t’l 'I - —" (— ) W, — &L Dol
Y cos h k cos hy
. sin h . | T s
lim =1 e hm I d'ou lim ¢ ! -~
h—=q 1 . h=pCOs K o
l..:_t FOIICTIO['I fi est done Jervable en v 0 sa valew
dérivée en co point est (—1).
24 Enoncé
. | T o K
2(x)=tan x - = . Ewudier la continuite ur lﬂ. —'\‘ ac e & oL@ ¢
deéduire les variations de 2" et de ¢ sur oot miernvalle &1 mantre QI P
w 4
O<x<—:tmanai<2 X.
4 3
Solution
La fonction fangente est contimue o Jormnvable s
TN o rap
] =3 ;_[ donc sur [ﬂ; —].
2°2 4 -
4 4 L
(] -
B = ————=pan? y 4 | - 2.
cos* x = -, X =" -
" 3
lan ”
g(x)=2 ——
Cl\N' X | ]\‘ 8 L} '\"\"‘\ l«\ .
Rrr{-‘_]:.’ﬂ sur ]n:i“_-[ done _l:' esl Strictom _ Doms d¢ ¢ TR s &
‘ . f LN !-"\"1{'\“ ]\‘ ’ R
sante et continoe sur ]U. ’:I ‘ N © T
i 4 7 4 .
gM=1-2<0 o -.(:) 1 199 19PN a  ow
w o4 - '
Dans ces conditions, puisque g'(0) et _c'(:) sont T 6 :
de signe contraire, il existe uy UMERe 1eel v Qe |
0: f[ tel que g'txg) =0, | | ®
4 | 1| '
~ VRS - L] i L .
Sur 10; xdl 1 2T¥)<0 et suy ]\,,. I_l e~ | " .
N ) " l' - ‘ = ' “
Dol les vanations de . " \ |
0 =0 el g(-) 0. ; X
4 ¢ -

80
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En raison des variations de g et de <a continuite,

on a pour tout .\'E]U; E[ :

2(x)<0 dou  lanx<—x.

1]

Enoncé

1. Foncrions susieigurs

. 5 & ¥ a® Fo = % . . & |
Soit I'équation d'inconnue x @ xV3-4+3 3x*+4=m (m parametre reel). |
Démontrer qu'elle a une unique solution positive pour tout /m supérieur |

=21 =

J

Solution
Etudions pour cela g définie par
foorz T
gx)=xV3i—-4+V 3xc+4
g esl définie, continue et derivable sur R et

= x
XY=V IF————
$ V3x-+4
g'(x)= V3 (V3x~+4+ x\V3)
IRV T '

Pour tout réel x :
344532 dot VAT +4>xV3
donc g'(x)>0. g est strictement croissante sur R.
lim g=+2=, g(0)=-2.

+m

La restriction g, de g a [0, +e=[ est donc une
bijection de [0; +oe[ sur [=2; +eof.

Pour tout réel m de [=2; +=[, il existe un x; réel
positif tel que g,(x,)=m.

On peut aussi étudier lim g. On trouve lim g=—4.

- -—

¢ est done une bijection de R sur ]—4, +=[.

Enoncé

\3x2+4 ne s'annule pas sur B,

Prup.
- 1)
Prop.
M
x (0 X +x
gl BT 2‘_—_—_—!1___' -~

_l:.t’\i'i”:'lt:—-‘l
eN3-4-\3+4
=B34+

glx)= D :

En factorisunt x dans D. on
trouve _

=4,
PARE]

s,

limg=

=

: . R X
Soit la fonction f définie par : f(x)=1+—=.
Vxs+1

symétrie pour cette courbe.

meme repere orthonormé que pour f.

1) Démontrer que [ est une bijection de R sur ]0; 2.
7 VY - C .
2) Dessiner une représentation graphique de f et trouver un centre de

3 g iner : . - T
) Déterminer fx) et donner une représentation graphique de /', dans le

81
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I1. FONCTIONS NUMERIQUES

Solution

1) f est définie et continue sur R, car les fonctions
_ i = i
X —= x*+]: X — N +1;
g 2
T x el XF— —
\Nx +1
sont continues sur R. La fonction f est derivable
sur Ret:  frx)= l —_—
(X*+DVvx+1

Pour tout réel x: f(x)>0: f est donc stricte-
ment croissante sur R.

im (f()= fim  je——_ _,
A= 3= X~ +x I
1+—
X-

lim (flx))= lim I——-—l—— =0.
X == —ap = -m I
I+'-—,|
Y2

Donc f est continue et strictement croissante sur

+ €l compte tenu des limites étudié
t tudiées,
alors une bijection de R sur 10: 21 fet

= — e

lei. la résolution de I'égquation
fixy=m avec m=|0: 2], n'est
pas simple du tout.

Pour x>0 :
Vel l=x4/1 ’
4 ' '\ I:.
Pour x<0 :

'\I:—|=—I ]"'—;'.
1=

——— ——— —

|
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1) Les droits d'équations v - 0 et v -2 sont des
asvmptotes & la courbe representative de |
(courbe en rouge).

Au point A0 1) 2 - 1L
La tmpente en A est parallele &l droite &
d*¢quation v - X,
Démontrons que le point A est centre de
symétric pour celte courbe et pour cela,
prenons A comme nowvelle onigine

{.\'=.‘\'

y=Y+1.

X

Vit 1
X

devient Y+l=l+4—m——
VXTI

‘\'
VXIHT
Dans le repere (A. 4 j). la courbe est la
représentation graphique de la  nouvelle
fonction : "
B R e
VX +1

C'est une fonction impaire : donc le point A est
un centre de symétric de cette courbe.

3) Pour déterminer f~'(x), il faut exprimer x en
fonction de y, en se souvenant que . ~() équivaut
a vl et x=0équivaut a 0= y=1:xet y—1
sont de méme signe.

1.*équation y=14

F 4

d'ou Y =

X

y—1=
r Vxi+l
conduit i (x3+ 1)y —1)*=x?

z=(}"" 1):
2y=y*
Or 0= yv=2, donc 2y —y*=0.
x et (y—1) étant de méme signe, on obtient :
y=1 x=1

_I —
'___523.--—_»,' donc f(x) 2.1'—.1:'

La fourhe représentative de [~' (en noir) est
:‘; T:il‘t.lllqllur' de celle de f par rapport a la droite
: jgualmn y=x.
A"I c“f::: 0) la tangente est paraliele a A.

> centre de symétrie de la courbe C".

Les droit .
s d’équati = =2
ASYMPlotes quation x=0 et x=2 sont des

¢'est-a-dire a 2

X =

T FONCTIONS NUMERIOUYS

fixy|o ——¥ 13

f est strictement croissante.

xz_xZU. — 1"2__:{}._ n:
2y=y)=(y 17

y=f(x) <> x=["'y).

En repére orthonormé.

Les deux courbes s¢ coupent sur
A ¢n un point dont on ne sail
pas calculer exactement les

coordonnées.

83
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N FOrrmoss NUMERTOLUES

Enonce

Demontrer gque Nequanion d'nconnue

v L A TR O P R |

4 QuanT racmes reelles quel gque sout le parametre m,

La resondere pour m - Q.

salution

Cette aquation egquivaut i
mix - x)=xt—dat 4]
Les meels 01 et -1 pe sonl
Vaquation oquivawt j -
nx)=m

pas solunon, done

-_ a6t

L e ——
(-1

! &1 continwe et derivable sur chacun des intervalles

AT

I=x: =10, 1-1:0]. 1001, 10 4= ¢ [ est
impaire.

Emi=<= ot lim flx)= - et >0 sur
o L |

]I;-x[_ T |

Donac la restriction f de f a1 +x| est une
bijection de ]-1: < ~| sur R.

TTC. pour tout réel m. 1'équation HXY=m a une
solution 1. gvec >l
On démontre de méme que fi. restriction de f {
10: 11 est une bijection croissante de ]0: 1| sur R.
L‘eq_uatiop JAXY=m a une solution sur ]0; 1.
Or § est impaire. L'equation donnée 1 done aussi

exactement une solution Yiosur J-wi0] et upe
solution x, sur ]-x=: =11

Dol les cuatre solutions -

n< —l«;x_‘{(){.r,qn:xl.

Pour m=0 -

x*—-6xi+1=0
c’est une equation bicarrée de solutions :

“VISNDL -VI-NT Vioovs. Vi+ana,

0

Autre ceriture

| 2
fx)y=y = —
X x=1 xi]

-
—_—

2 )
1|—.+————-—

(KBY! — —
3 X Ax =10 (xa 1y

!
fy ltt_____m__rr b

Poser X =y?
X2-6X+1=0
A'=8.

e

[2x —= N 1= Quelle est Iy re
St a et b sont deux réels
e

[Teels tels que g <y
¢ometriquement le théoréme

des aACCroissem

pPrésentation graphique de [
et [a, bICI=1; 1), interpréter
ents finis pour [ sur [a; b).
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Solution

e L . . 2 2 2 =
y=VIi-x équivaut a y"=1—x"el x*+y =1 avec
=0
f est définie et continue sur [—1; 1]. Sa représenta-
tion graphique est un demi-cercle de centre O et

de rayon l.
f est derivable sur ]-1; 1[ et

(x)= :
! Vi1-x?
Si [a; b] est inclus dans [—1; 1], [ est conlinue
sur [a; bl
[l existe donc un réel ¢ de Ja: b[ tel que
' __f(b)—f{a}
fley=——,

Ce qui signifie que, pour deux points quelconques
A et B du demi-cercle, il existe un point C du
demi-cercle oll la tangente est parallcle a la corde
[AB].

Si a=—b, alors f(b)=f(a) : la corde est parallele
5 x'x, ainsi que la tangente en C et c=a;b

De plus, [’ n'est pas bornée : ['(x) peut prendre
toute valeur réelle. Pour tout réel A, il existe sur
le demi-cercle une tangente de pente A.

[1. FONCTIONS NUMERIQUES

Prop.
53

[ esl paire.

—X

=A 2 une solution pour

VvVi-x?

tout reel A

&S

29| Enoncé
a el b étant des réels positifs tels que a <b, montrer que :
3 L] I
0<V1+b-VI1+ a<§ (b—a).
fr;g;ﬂlléduirc un majorant de I'erreur commise en remplagant V1,006 par le
Solution
L!“ [““C“'{n [+ x — VI1+x est continue et
denvable sur l—]-_ _}_m[‘ donc sur R".
fix)=(1+x)
d'on f(x) A 1 1
3{I+.f) .=T\"mr Denvee de f(x) i:;llli'
Pour £y (1.4 yim1 41 : foy=alut) "
=1 d'on f'[.t’}'cii. pour tout rationnel e
——

y
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1. FONCTIONS NUMERIQUES

. : + Attention AL condiling
. stant continuie et dérivable sur R, S :
e [?3::II’L?iJl'qﬂptl.it-:';lr:tt:rt”':‘];:\IE‘;‘;:TI1i- d:.: :wcroisscpmﬂls i upp!wu!mn =|'; _ff-w-':.'r:.- de
?i?iigbqur un intervalle [a; b] quelconque inclus ACTrmIASEMERID. Tints
d;m.s Ih* : e [ continue sur [a: b).
1 e o_c_fl:b]—f(ﬂ)_,:l e f dérivable sur |a; b|.
1 = M 3 = g
0<f(x) T h—a 3 e [' bornée sur |a; b|.
d'ol
0<*€fl+!:—\'r’i+a-'=~%“’”ﬂ) (avec b>a). FeoR)
54
Pour a=0et b =U,GD‘6. on obtient
1
0<V/ 1,006 — 1 <= 0,006
d'ol V1,006 — 1 <0,002.
Sil'on prend 1 comme valeur approchée de V1,006,
on commel une erreur inférieure a 2 x 1072,
D’AUTRES POUR CHERCHER
®  Des problemes de limites
Enoncé
Etudier les limites ¢ i
s oo i es cventuelles a (+w) g (==) de chacune des fonctions
812 +6 8x —
filx)= r—a b= r2+i‘ fl(x):4x+6 fxy= -z +1)
o ; 2-x x*=3x 49 °
Indication

} Revoir I'exercice m

et les propriétés et
e, P

E!l] Enoncé

semble (4

fnferva”es ol elle
alive de o9

e définition de &, ainsi que les limites
est définie. Quelles

aux bornes des
colrbe représent sont les asymptotes a la
Indication

Asymptotes m 4']

B0
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T

o Vome s v g piggs

Enonce
x?=3x+6 - . , r
. Mémes questions qu'a exerciee

?
e
52‘(1)* T =

Indication

P “ i« ‘
Montrer que g(x) peul s'éerire sous la forme ax v b = |

Cnoncé - | o P
l:;l’xj=x + Vax? - 1. Mémes questions qu'a l'exercice [.H.}

Indication

F’)n trouvera deux asymptotes d'équations : y - x et y - dx

Enoncé

’ —
/¢ ¥ ' ‘ N
f (x)= Lk l._ .. Mémes questions qit ‘a l'exercice [31_.}
!p x+1+Vxi+t]

Indication

Voir exercice E:] _

K ) .

fg;‘:g:ﬁwr la limite éventuclle en x =0 de chacune des ﬂ_u_rr_@;m 3 m_n.«{n?n §

5 x’-x+4 2% —4x+4 5 e VX -\/I--.r.

‘ I‘IJ’ x: ' ngjL "___'r_"__l 1x) 212
Indication

lJtiIiﬁcll-@pnur f et g Pour h, utiliser la forme conjuguée du muncl.nlcul./]

&

Enoncé

SN X - x cos x
e,

¢
y
Elx)= =

X

- ——

t o
§ Fcrire un développenent limite en x =0 de g et en déduire h':" 2.
87
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I1. FONCTIONS NUMERIQUES

Indication

|
Revoir li(r}n 8=z

37 Enoncé
VIitx+Vi=x—x
uix)= a3 i
Ecrire un développement limité en x =0 et en déduire lim 1.

[i]
Indication

A partir du développement limité de 1+ x, écrire celui de V1 —x, puis celuj
: 1
de w. lim u=-,

0

Enoncé

f(xX)=Vx(x—1). Ecrire f(x) sous la forme [x[ Vp(x).

En utilisant le changement de variable 1 =

z et un développement limité en x=0
de N1+ u déterminer les asymptotes a la ¢

gﬁ}nuncé

g(x)=V4—x. Ecrire un développement limité de g en x =0, puis en x =13,
Indication

En x=0: g(x)= 4(I~4£)—-2 \Jl-i-(-;—x). Utiliser |P58.|

En x =3, poser X=3+h

ourbe représentative de f.

' et utiliser un développement limité en h=0de VI-h,
puis remplacer h par (x=13),
Enoncé
Démontrer -
lim (x sin x +2 cos x—-Z) 1 . 1 _ ]
o ° =T o JI_T'LF(I+-YI'—EOS.V)- 5

®  Avec des fonctions trigonumétriques

[4}_’ Enoncé

Sachant que cos q 2+V3

= 3 . . - — cps -
" g calculer cos 24 o résoudre ['équation cos X =¢0
, V2 +V6 '
sin b == Calculer cos 2p et résoudre I'équation sin x = sin b,
»
88
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L} B T T HUME Ry

Indication

Revoir des Tormules ‘|'-'|1'|5|ilimi que les propriétés (1714,

1 1Enoncé |
;u,fv.m.'d‘w cos Ix o con 2x dans [0 24,
 fixprimer con 3% pis o8 28 en fonction de cos x,
ySioon pose [tx) o cos 3x o cos 2x, Ie changement de variable u

| cos x candnit a
Cfx) - plur) resondre glu) 0 dans R,

4

®

. _ _ : 2. .
CDédudre de ce qui précede le cosinus et le sinus de 5 puis de 5

Indication

Iy - x i x puis 3v o 2x 1 x. Facloriser gln).

13 4 Enoncé ) L
¢ Exprimer sin® x en fonction de cos 2x ef cos 4x, puis en fonction de cos x.

Indication

| |
s otol i —— SR 4'_'.-4'.
R :sin® x 5 cos 2x g cos 4y

b

‘ M| (Enoncé
sin x + sin 3x 4 sin Sx I
Résoudre dans R = ——,
. cos X 4 cos 3x 4 cos Sx V3

Indication

’ Rappracher sin x 1 sin Sx, puis cos X+ cos Sx.

|45 | il"'.mmcé

10X M —oae s Déterminer 'ensemble de définition, la parité, la période de [.
ATCO8 X

Indicnting

——

————

L R 1 m in 2).[r16
. R X -y, l(sm ¥ COS = Cos X Sin T)v |"”'1
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I1. FoNCTIONS NUMERIQUES

_ Mémes questions qu'a 'exercice 48,

Indication

| Revoir I'exercice! H.|

¢ Enonce

Determiner Uensemble de définition, etudier Ta parite ot la periodicite de ch

des fonetions Actne
i

A\ I_ 2eos tan vt ] S
AR ey R \/ —— f(X) X
L A ’

tan v | Cos
Indication

Penser & existence de la fonction tangente.

e —
—_——

% “nonce
n 2y sin® 2m cl=¢
¢ uix)=- H )= ——: wixl"l—ﬂg—l
5 ' tan 4x° dx 6y
¢ Etudicr la limite en x =0 de chacune de ces Jonctions.
Indication
!_Ru\'crir I'excrciceEcl les propriétés [ P24 1(2).
Enoncé
Méme question qu'a lexercice @;mur les fonetions :
X sin x sin X — 1-cos 2x
: fix) = SR ._]:un XN —tan xo hlﬂ:\ | —cos 2x
A 1 =cos x x* ' ’ tan x
| Indication
.}‘ J Faire apparaitre des formesy qui permettent de conclure
| ; \
i

@ } Enoncé

X .
$ glx)= (CUS 3 —sin %) ‘lan x. Etudier ses limites en x =0, x= L X =g.

=

Indication

gs)
=]
-
I
|
=
(=]
]
o
=
=
|
|
-+
-
(4
—
o
(2]
=
=
3
(17
=
(1]
-
=~
5
3
=
1]
1]
=3
—-—
I
|
=
=
=1
o
=3
=
o
=)
=
=5
L g~

—_—
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tn
n

WY e e g CATATAI
-

e Lonthnaite et necvolssements fnls

B 3 LT LTS S ‘
cav Y N W N e Clalewder Y Déterminer ensemble de définition

S b Ve fonction esteelle continue e x o 080 en oy o VY
lmil;‘.l\iﬂll

Attention 4l detinition de la continnite IIL'.S.I Reponse @ non en v 0,

. Enonee
%

l » . . - W
) fAX) = X \/F (-;) ot E designe la fonction valeur enticre.

3 F 5 ¥ ¥ #
\ Representer graphiquement | osur [004] Est-elle continue en X 17 en x=21
$ Genervlizer.

Indication

¢ est continue en x = I, mais n'est pas continue en x =2,

) Enonce

Vx = 2 e X
41

! Peut-on définir un prolongement par continuité en x = —1.

flx)= . Quel est U'ensemble de définition de [?

Indication

' Chercher la limite de f en —1. La réponse est oui.

Enonce
sl x |x+1]
(x+ I +x+1)
E Peut-on définir un prolongement de g par continuité en x =—1?

glx)=

Indication

i
| - - - - * . s 1 l F
| En x=-1, la limite a droite et la limite & gauche sont = et —=; la réponsec
l est non. 3 3

i Enoncé

‘ g;:‘,zzl:r:“m [ est-clle continue sur [05 21‘? Comparer f![l} et f(2).
sur [0; 2] commet-on en appliquant le théoréme des accroissements finis G f

{ Représenter graphiquement sur cet intervalle et interpréter votre réponse.
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1. FONCTIONS NUMERIOUES

Indication

|--|-|

Revorr les conditions dapplication de la propricte psa | T

| -

) ]

_‘-_‘_'__"—‘—--_._
56  $Enonce _
tetx)=\ x. Interpréter le théoréme des QCCTOISN ey

- L : NS finis Ponir
tinclus dans R~ er calculer le réel ¢ du théoréme cn

fonction de :; }':."r la: b

|
th |

¢ Enoncé

! I : :

$n'ﬂ=:* Appliquer et interpréter Ie théoréme des accroissements finis 5 [
- . 5 & fr

i’ b

ol a ¢t b positifs.

§ construction de la ta

¢I. Cette tang

?)ITE A e B?

Calculer te reel ¢ en fonction de
ngente au point K (¢, fie))
ente coupant les axes en A

a; h) h
dct de b, Fp deduire

de I'h vperbole rqm'.n'rlri:l?t-rm:'t:
¢t B que peut-on dire de K par mpm:rlr

Indication

5+ On trouve b=2¢. Lg langente est paralldle

droi ints (S 2
TOlle passant par les points ( :

. I =
5 ;) et (Zr;;—). K est le milien de [AB]. ‘

-
¢ =\ ab. En posant :t=:[-:. al | j
i la

|
|

=

2

Enoncé

a) En étudiant Ig fone,

; tion finie SR . : Wiz ;
E v id o = on f deéfinie par fix)=x*—=3y— . démontrer que I'équation
¢
¢
Y]
¢

que l'on placera par rapport 4 —2: —1: 0 1 et 2.
n de cos yu,

ines réelles
b) Exprimer cos 3u en jonctio

(& |

¢) En déduire les racines de m Sz Ix

flx)=0 en fonction d'un cosinus de g
Indication

f continue sur R, cro

issante sur |—=-
Poser x=2 cos . s

—Hlet[1: +=[, décroissante sur [ 1: 1. '
——— " ]

& Is9]

1

x' =1
| Mnnrn_'r que "on a gltj—_—l—l- pgi‘"f ."’l'
tudier les variations de h : x & X

?

?fg(.t}:I"+.t’+x“+x-‘+.r:+x+l. 3
¢

(

s_pﬁs de solution réelle.

o i =0 nt
et en déduire que I'équation g(x)=0"

Indication

- 3 _—_--—.F-.—-F.]
Suite géométrique. h est J

strictement croissante sur Ret h(ih=1
__-_______"'—-________

922
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11, FONCTIONS NUMPRIOUES

ol Enoncé

Comment choisir a et b pour que [ soit continue sur R
Ménme question pour que [ soit devivable sur R.

61 %Enoncé
| Etudier la continuité et la dérivabilité de x +— E—h
' -1‘

Indication

Pour x <0 on pose : flx)=2x+3 o powr x>0 5 fl)=ax’ 4 by + ¢,

Etudier I'ensemble de définition, puis la continuité en a pour a&Z puis a €Z.

s Dérivabilité

Enoncé

d la courbe de f aux points correspondants.

Indication

fix)=x |x—1 |. Etudier la dérivabilité de  en x =1 et x=0. Tracer les tangentes

En x=1, on trouvera une limite & droite et une limite & gauche.

s

63 Enoncé
x*=11x+30 10x —

+ Interpréter le résultat.

Indication

fix)= 5 . g(.t)=———3ﬁ. Calculer fi(x) et g'(x) puis ['(x)—g'(x).
x5=x x—X

On trouvera que f(x)—g(x) est constante.

04 rEnoncé
Jlx)=c0s® x +5in® x + 3 sin® x cos® x. Calculer f(x) et f(x).

Indication

_ On
l@"x facons différentes que f'(x)=0 pour lout X.
—

Scanned by CamScanner



— m——

1. FONCTIONS NUMERIQUES

Enoncé

& » A
Montrer que g(x) s'écrit sous la forme o I___"_‘___i
(x=2) o 2 (x-2
s rtidre. o ‘rivée seconde de p, § i
Caleuler la dérivée premicre et la dérivée sec de g, puis 4 déripge d'orr, ;
de g

gLN)=

Indication

Voir cxcrcicclll:l ‘\\T
Enoncé _ o | o
ulx)=sin x cos' x. Déterminer la dérivée de W, puis la primitive de | qui s'anny,
en x =0,

Enoncé _
Pour x=0 on pose f(x)=\Vx-2 ot pour x <0, flx)=-V—-x42.
Etudier la parité de [ et sa dérivabilité en x =0.

Enoncé
Calculer la dérivée d’ordre n de : = cos(ax+b)
et de : X = sin(ax = p).
Indication
= L L T Y nw

x)=coslax+h): u (¥)=a" cos ax+!:+T).
Enoncé
Calculer les déripées partielles d'ordre | et d’ordre 2 de :
Iz (% ) i— 5x%y — xy*—6x:

g:(x,yz2) — xz+_v2—_tyzz_

Enoncé

Sff';" la Jonction u : (x, t) — u(x, t). On appelle équation des cordes vibrantes
léquation du type suivant entre ses dérivées partielles

K ﬁiﬁ__‘slu

ox? 5%
Démontrer que les fonctions du type F(X, )=sin Ax-sin(Akf + @) vérifient et
equation (A et ¢ étant des constantes),
Indication
__—-—-"'""'-—_|
8F &8F §F §F
Caleuler —, —, — 27 . _ '
du’ Bt ax2' g Voir exercice [13.
_——_'—_'—-—’"-(
94
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II. FONCTIONS NUMERIQUES

11 Enoncé
Calculer les derivees partielles du premier ordre de f @ (x, ¥, 7) X, 7.8
puis de glx, ¥ T) —= x—dy+35z y < A
: X+»=2 '

9 Enoncé

-

=== Soit [ telle que, pour x=1: f(x)=-x+ N TES T
f est-elle dérivable en x =27

Indication
bz

f est dérivable & droite en X =2, et a gauche, mais les v

Eminﬂeg'

73 Enoncé
2 .
g est définie par: 2(0)=0 et pour x#0: g(x)=x sin 3
0. mais non dérivable en ce point.

aleurs dérivées sont

Démontrer que g €St continue en x =

Indication

Penser que. pour toul x #0: |sin ;| =1,

s Continuité et bijections

74 gEnoncé .
fx)=2x—3+ |x |. Etudier f, sa continuité, ses variations, sa dérivabilité. Montrer

¢ que [ est une bijection de R sur R: est-elle dérivable sur R?

Indication

f n'est pas dérivable en x=0.

75| {Enoncé
¢ Démontrer que f, restriction de la fonction cosinus a [0, ] est une bfj('{.‘rim!r de
et de [ ¢l

' ,. - e - o
ij: 7] sur [—1:1]. Dessiner la représentation graphique de f
Sdémontrer que pour tout x de [—13 1, on a [+ (=x)=m Calculer la

!
y o g " | = _ :
aleur dérivée de [ ' en 0; en = [ est-elle dérivable en 12 en —17

Indication
_ -1 .
&:""ﬂf que cos(7 —a)= —cos a. Revoir|P48.| [ n'esl pas dérivable si [1x)=0.
95 £
;—
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I1. FONCTIONS NUMERIQUES

! Enoncé
.':fl.ﬂ=——x—_:—-l-. Démontrer que [ est une bijection de R g,y I+ =)
¢ NP+l 2 o
$Oua peut-on en déduire pour la résolution de ["équation dans R £ . q
¢ parameétre m? ¢
» Enoncé
2+ Vg — 2
flx)=

. Démontrer que la restriction de fa 10;2 est une bijection

-3
de 10, 2[ sur 1, +%[ et trouver f(x),

Indication

' = -1 4
[ est strictement décroissante sur ]0; 2[; flx)= X =
+x?

Enoncé

Etudier la fonction g définie par g(x)= :t‘

x—1
+x[ est une bijection de 1, +x[ sur

Démontrer que Iq restriction de g g 11,

-1
1, +=[. Exprimer g2(x).

Que peut-on en déduire pour la courbe de g et celle de E sur 11, +o[?

Indication

=1
On montrera que g=g sur ]1; +eof,

e

3 Enoncé
|
X)=—— Dén, ot 5 7 i
ftx) cos x lontrer que la restriction g, fa ]0: ;[ est une bijection de cef
intervalle sur une partic de R 4 déterminer B
_l -

Démontrer que [ est dérivable sy - +[ ot calculer T <y

ée de .
Indication
e
Ne pas chercher i expliciter ;’:(r} 0 b I

TR A UTOUVErR ) m—

L=y =

———
96
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T Fome ioas sy TR

Enoncé
[ st n"u;mh'mriun de |1, 4] dans |1, 3] définie [rar
YELlL: 2 fUxnY- X

: R o
VEL2 3 ) |

1
-

Far | ==

A
vE R AL e S
a) Démontrer que | est une bijection de | ;a4 sour [ 13 3]
b)Y Démontrer que [ n'est pas continue sur |10 A] ot n'est pas monotone sur eel
intervalle.

Indication

Iaire une représentation graphique soignée. Elle aider iv demontrer que, pow
tout m de Pintervalle [ 13 3] Péquation f(x) - m o une solution unique dans
[1:4]

On a ici un exemple de bijection qui n'est ni continue, ni monotone sur |1 4]

m  Etudes de fonctions numériques

Enoncé ‘

Etudier et représenter graphiquement [ telle que f(x) l‘\:—l‘ﬁ

Indication
1
x(x A4 D+ 3) ; .t ;
fx)= G . La courbe a pour asymptotes les droites d'équations :
r=-1et y=x-2. A l'origine, In courbe est tangente i 'axe x'x.
Enoncé

Etudier et représenter graphiquement : g(x)~ |x| - LT
' x| +2

Indication

g n'est pas dérivable en x = 0. A Torigine, il y a deux demi-tangentes, Deux
asymptotes : y=x el y = —X.

¢ Enoneé

cos 2x ) 3 i eEaresdd _
{1y o Démontrer qu'il suffit d'étudier [ sur 100 7], et faire cette étude.

w7
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[1. FONCTIONS NUMERIQUES

Indication

—cos x(3 cos? x +sin® x)

aire ot de période 27 f(x)= e

{ est imp

's4! 2 Enoncé

3

| —2xV1—x%

! Frgape. B
glx)=z VI+2V1-x"+3

termi ! , définiti de g.

iterminer 1'ensemble de définition : y
g:ahpmc v=cos ¢ avec 0<@=m. Exprimer g(x) en fonction de ¢,
En déduire une représentation graphique de g.

Indication

T
I'ensemble de définition de g est [—1;1]. Pour O0=¢ -:-:_E . y=%x.

T 3w . 3 3 do_
Pour EE(pﬂT y=sin ¢ donc x“+y~=1 et pour T-ﬁcphw T y=-—x.

La représentation de g est la réunion d’un quart de cercle et de deux segments.

] L ’
IBS .' % Enoncé
f(x)=Vx*—dx—5. Etudier et représenter graphiquement |.

Indication

Deux asymptotes d'équations : y=x—2 et y=—x +2.

/86| ¢ Enoncé .
il_-}']‘-ﬁ.t + VxS, Etudier et représenter graphiquement f. Montrer que f est unc
ijection de R sur un intervalle I. Construire la représentation graphique de .

Indication

Remarquer que f'(x)= f(x)

‘ ' Vo ot que pour tout x : f(x)>0. Deux asymplotes
d’équations : y=0 et y=7x

98
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[ JONCTIONS LOGARI’I‘IIMESJ

[ Le 16 sitcle connait un développement importart du
ree. des échanges bancaires, de |*astronomie appli-
{outes activités humaines qui posent
aux savants de |'époque. Clest dire

que Ilinvention d'un outil de calcul était dans Fair 3
["épogue. C'est sans doute le Suisse Burgl qui, en 1588,
cul le premier I'idée des Jogarithmes, sans publier immédia-
femenl ses travilx. L'Ecossais Napier — qui devint Néper
en frangais — publia, en 1614 a Edimbourg, le premier
¢ les logarithmes qui portent son nom, ainsi qu'une
il travaill
contemporain de
ux el publia cn 16

cumme
quée @ la navigation,
des problémes de ealcul

trité su
table i laquelle
L'Anglais Briggs,
logarithmes décima
14 décimales.

La premicre «réple d calculs logarithmique = de Gunier
n 1624 L'intérét pratique des

apparail cn Angleterre €
vee tables el regles @ calcul est devent Irés

logarithmes &
Un logarithme népérien est I"aire mince depuis |"apparition des calculatrices-
d'une surface comprise entre la
courbe, x'x €l deux paralléles a
L'idée de base des logarithmes de base a est la correspon-
issances de @ el les exposants de ces

ail depuis vingt ans.
Napier, imagind les

17 la premiére table 2

Oy.
dance entre les PU
puissances :
On pose¢
fta")=n ¢t fta)=1.
Sachant gue an % a?=a""" on i donc .
f(a"xa"}=ftu"]+_flu"l. '
si a=10, celle fonction esl Ja fonction « logarithme
décimal» : fam=1 Juory=a.
s, elle permit Jd'effectuer

es calculatrice ! !
lcul d’un produil devient

a” a® ——
CJ’-'—J@ Avanl 'apparition d
certains caleuls compliqués ! le ca
le calcul d'une somme de Jogarithmes
,l'_‘[iF_LS i lngtESOﬂﬂ!1,03"1=Iﬂgli+log j 000+ 8 log 1,03

rithmes.

sinvention des loga

ont contribué @ 1

e Quelques mathématiciens qui s
1550 Napicr (Ecosse) Invente les logarithmes pépériens

1552 Burgl (Suisse) Horloger €l astronome . |

1556 Briggs (Angleterre) Tables de logarithmes décimanX

1560 Wright (Angleterre) ~artographe- Travaille H\'i-:li: Ilnp.l_:_s

1581 Gunter {Angleterre) [nvente la premiere regle @t ;:nlcul;

1646 Leibniz { Allemagne) [ogarithmes de nombres complexe
—_——— e ____..-___..:—-'-‘
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1, FONCTIONS LOGARITHMES

DES EXERCICES CORRIGES

-

:l]iilfh‘tlllill’i.‘ Péquation : xER, In(~x ~2)+ In( 3x]—lnf_x{2x #1))=g

b)Y Résoudre Minéquation :

YER, In(~x-2)14 In(~3x)-

Solution

a) 1l faut tout d'abord déterminer I"'ensemble de
definition de
b= In(=x=2)+In(-3x)~ In(x(2x + 1)).
[ est définic si ¢
~Jr==>{)
=3x>0

donc
donce

x<-2
x<\

(S5)
(53)

1
X2x 1+ D=0 donc X< =z0ux>0 (8,).

1l Taut trouver I'inie section de ces ensembles -
-2 0

—_—

d ol D=S.ﬂS:ﬂS_1=I-m, -2,
Résolution de I’équation.
Elle équivaut i -
X€ED, In(—x —2]{-—3.\'}=!n(.t(2x +1)).

Or la fonction logarithme népérien est une
bijection, donc cette équation équivaut i -
(=x =2 -3x)=x(2x + 1)

3x* 4+ 6x=2x"+x

’+5x=0 ou x(x+5)=0
x=0oux=-5,

Seule la valeur (=5) est élément de D dou -
§={-5}.

) Résolution de Pinéquation.
Cette inéquation équivaut 3
XED, ln{~x—2)(—3x)>ln(x(2x+l)}.

Or Ia _fn.ncliu'n In est une brjection eroissante.
. Cette inéquation équivaut donc j -

(=X =2)=3x)>x(2x + 1)
3%+ 6x>2x7 4 ¢
X45x>0  d'oir (x4 5)>0

ce qui équivaut 3 x< =5 ou x>0,
Et comme D=]-%7-9[ on a

§'=-m; —5,

—

c'est-i-dire

100

Inlx2 1)) ’

|
—— )

e,
33
f-:mdi::r € siin du
Todi;
X2x+1) =
|
2 0
i 0 - g +

Il est recommandé de ;.- .

cehointervalles an moyen d'ug
dxe.

Prop.
72

Sia>0et b>0
In a+inb=In(ab)

Prop.
74

Ine=Inr == u=i :
Penser que ce réel est bien
€lément de ['ensemble de
délinition.

Praop.
73

=

———— .
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. Enoncé

v———f_

Enoncé

Résoudre dany
¢ dans RxR - 5|n.r+2in}.fﬂ

4Inx_3ln.f__|[,

Solution

In x etln i
Yy exislent sj -
0n'peul résoudre ce s J:.bﬂ
variables, Si on pose : ysleme
X=Inx el
- Y =]
On doit d’abord ré .4

tsoud dme | sdiaire -
{Sx +2Y =8 re le systeme intermédialr® -
4X-3Y=1I
¥/=2 conduit & In x=2 d'ol x=¢? ;

el y>0
par l.‘h-.m:_r;nm:-nl v

dont la solution est (X =2: Y=~ 1

=—] conduit & In y=—1 d’ol y:.r!:l
- ¢

La solution du systéme donné est : (e‘- -l-)
- 1 &
[

1. F¢

(118
33

xeVY peuvent etr

le‘_’ﬂfJNS l.ﬂf'ihﬂl'nllﬂ"-'i

¢ des réels

qmlmnqnﬁ. )
Inx=¥ équivaul @

Prop- et
15 35

e=2,T18.

On peu

des valeurs appro

1, ala machine, calculer 1
chées de 2 el ;.

S

12x + 16

f(x)= G Démontrer qu

)=t
)= 2 x+2

b yoigm o
 En déduire les pnmitives de [.

il existe deux réels a et

b tels que

Solution
[ est définie sur R—{—Z}. pour tout x# -2, on
doit avoir

b

12x+16= - — _
xi2r (xt2) x+2
[2x+16=a+b(x 1)

Ce qui implique : P = (2 et a+2b
d’o a=—8 ¢l p=12
,_._-—E-‘-'""""l'l-d
f0="Gr27 +?

C’est-d-dire :

L II(I):[I l_2}2

w(x)=1 don /

FI_-—_-E. d’oi Fix)= s 42
i j

_ §i I'on pos¢ u(x)=x+2 alors
T 5;5 primitives

s'éerivent :

i gl i

Egalité

sur R—

Prop.
T

_, _ -

de fmutions.

de lonctions polyndmes

{-2}.

10]
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1. FONCTIONS LOGARITHMES

12

L f:(.t )=

x+2
uJ
fr=12 —
u
Les primitives de f, s'écrivent : F7=121In|ul.
Sur _ﬁ-{—l} les primitives de f sont les
fonctions F telles que :

8
Fix)=——+12In|x+2| +C.
x+2

Enonce

a b b
5 P B
a et b tels que -Oﬁa{b : 1 ——<lIn =

5
En déduire un encadrement de In (E)

P A 5 . A r tous réels
. En utilisant I'inégalité des accroissements fjnis, démontrer que pou

Prop.

Solution

Si a et b sont deux réels strictement positif, la
fonction In étant continue et dérivable sur J0; +=[,

= < &
on af(x)—x. |
1
Si a<x<b, alors F{ﬂx}{?

]l Inb-Ina
{:'

Done e
c'est-a-dire ?{In E{b .

d’ol 1 —E—{In -i—’»<§—1.

En posant, a=4 et b=5: I—%{ln ;-.—;%_.1
donc 0,2<In %{0.25.

Enoncé

b—a>0

On trouve ;

In %==0,223 144

——

Etudier la continuité et la dérivabilitg de f

Soit 11 fonction f définie par : f(0)=0 ¢ pour x#0: flx)=xIn ]%'[

SRS i TS

102
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Solution
f est définie sur R.
. | _ :

La fonction X |l1( - ) est continue et dérivi-
ble sur 10; +[ et sur [==:0].
Donc [ est continue et dérivable sur [0; +=[ el
|—=; 0l. !
o Ltude de la dérivabilité en x=0.

Posons

1, ; |
-p{h)-—ilﬂﬁfr h) - ft0)]=1In m- —In lh|

lim [e(h)]=== et lim [@th)]=—"=.
h—=0 hi-= 0
h=0 f==i)

Donc [ n’est pas dérivable cn x =0.
o L'étude de la continuité en x=0 revient @
lim [ f(x)].
=0

[l est indispensable d’envisager le cas A 0 puis
le cas < 0:

comparer ;. f(0) et

lim [f(x)]=lim [=x In x]=0=f(0)
x==0 x=—=10
x>0 =0

lim [f(x)]=lim [(—=x)In(=x)]=0=/f(0).

=0 x -0
A= x=0

Donc f est continue en x =0.

Enoncé

I FORECTIONS LOOARNTHMES

(I8
25

On commence par Lo doradnlite
car si [ est dérivable en © =0,
cela enlraine qu'elle est continue,
réciprogue  esl

alors  que
fausse.

ét.
19

L]
la tangente au point O, origine
du repére, est done axe (O, i)
Sur R* :

fixy=—1-In |x|.
it
25

lim (x Inx)=0.

x =}

C'est I'exemple d'une [onction
continue en un poinl et oo
dérvable en ce point.

IJ_'J

fl.\']=ln(
de 10: 2| sur R. Déterminer [~".

|) Démontrer que la restriction de [ & ]0; 2[ est une bijection

Solution
f est définie et continue sur ]—=;0[, 10;2[ et
12; +oof,
Calculons f'(x) sur 10; 2.
X X
<) donc ﬂ.r}=ln( )

2—x

Pour D<x<2 -

=2
Sioulyy=_*_ 2

Y alors w'(x)=

»

(2—=2xY
d’on
N e,

x(2=x)

X

20 &1 x#0 et il faut
X =k

x=2#0.
')

Vi s
(Infutx)i) uix)

== =1
!l'rnp.‘

L7
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L FORCTIONS LOGARITHMES

Pour D= x~2 : x2-x)>0.
{ est done atmlcmtm croissante sur cct intervalle.

X
L (;.?:) = +x donc hm In (_, o ) =+w

y-=l 3
b
-

- A% -

: x X

lim (‘ ) =0" donc lim In (_’ ): —on,
=0 =X 1= - X

I."u 1'*(1

La restriction de [ & ]0; 2[ est une bijection de
10; 2{ sur R.

X
5 1w I — »
5 equivaul a 3= ¢
d'ol x=2¢" — xe¢¥ donc x(1+4¢¥)=2e"
2e
T l+e*
Do Xy=—26" )
ne = 3 .
!( T+ oX o E
Enonce

i u"y___'_', Jeverne

de + pour déterminer f

D4,
RE)

"

| Etudier les limites suivantes :

2x +3 R |
o lim ———; lim c l): im- (M
VawemX=Inx s coMlelnx!” ;o2\ x42 /) i

Solution
Ix+3

I ] - - - . -

) filx)= Py fy est définie sur ]0; +ee[,
On peut donc chercher lim fi- ™~
On va essayer de [uire apparmue o formes

In u
u
Divisons numérateur et dénominateur par x.
,
X
filx)=——7—
In x
=2
X
3
Or lim (—)=ﬂ el lim !P—'-'-"=0*
Y = pa  WXJ ==+ X
dt,‘ll'li: lim fl =42,

On ne peol pas owse

lement

!:' {1

Clest une forme

Prop.
76

o el o
La droite ¢ équatk

-3 la courbe ¥¢ fe

\'.'-HII LA LS
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x-1

2) h“}ut!n A

lim (=)=t et lim(xInx)=+o

4

Divisons numérateur et denmnmalcur par x°
|

R —

E

X
(x)= ;
/ In x

X

. 1 . Inx

lim (-—5)=0 et lim —=0"

X = -'c X == +X

donc lim f,=
+=

1) f,[m}—!n—l%r-—l- [ est définie pour x # —1.

-

In|\‘+]| |1+I|
—[r+l| ¥z

Or, si I'on suppose ==l

11. FONCTIONS LOGARITHMES

Prop.
16

Prop. Prop.
27 28

Fonetion composee

n=x+l.

In(x+1) Inu
x+1 u -

2 ) In(x +1
lim I'H-l|=l et lim ( (+I J)=0
¥ - +E .l'-l'z = = X Ilm “!)=+'x.
d’ol lim f3=
=
Enoncé

Etudier les limites :

~ In(x*=3x+1 o flnx-—1

hm( { ]); ]I[’l‘l( );
x—i X—¢e

X

=0

Solution

1) fz(x]=‘i--ln(:c2—3x +1); f; est définie sur

]—w:O[u]n; 3-2v’§[u]3+v’§; +m['

2

On peut chercher lim f;.
a

fix ):in“%—zl.r’—lt)) x*=3x
-3 X
h[l+h}
h =3).

x2=3x+1=0 pour
3+V5 3-V3
a= oufg=—r
Utiliser ¢
Intl+HhY
T {—nu——-——) [5
o= !I.l
105 =
3
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1. FONCTIONS LOGARITHMES

. (In(1+h) -
h=v=3x lim (=0 ¢t Lm (—*) =1 Frup.,
=0 nosu h L7
lim (x-3)=-3 don  lim filx)=-3. ) »
ol x-=0 La drote d'équation v~ -1
-1 L . . ISVINPIOIC & la courbe d
2) [ax) .. - [ est définie sur R: ~{e), e fy
Kl
Posans v« v A lim (W) =0,
e Moo —
La fonction « : x +— In x est dérivable en et |
X=¢ et la dérivée en ¢ est -, |19
p
. Inte+ M) ~=Inel 1,
Done r!“.]t-.[ i ] P hm fs(x). la droite d'équation i >
¥ ) L waymplote & la courbe represen.
M fux)=In m fy est définie sur tative de /.. o
R-{3: -3: 0} -
: 3 - = i‘rvp\
lim x" =9 et lim I.t‘ —‘)[::l]" L“ .
=1 . R | :-__I
o B XS
donc lim ( < ): +% done lim fyx)=+=.
1 -3 X ‘9 ¥ o3
195 Enoncé
| i
'L’Lﬂ=;+lnx. |

1) Etudier les variations de g et |e signe de g(x). Tracer la courbe de g

n & 2 H s =
2) Démontrer que I'équation x In \ X+In \Vvx- % ¥ =0 2 une solution unique
dans I'intervalle [1; ¢ . )

‘.
|
|

Solution

1) 2 est définie, continue et dérivable sur 10: + [

W A 0 1 L
Ri(-T): "'Tl;-i-—l-:-_._."‘ ZI |

X x x 77
d’ol le signe de p'(y i eV = |
£ € £(x) et les variations de g. ’;:/‘ i

: vz
lim glx)=+=, g{‘“:l“‘*-"'ﬂxl /ji +x e x|

X

i *’-":??; \ /|
lim (x In x)=0 et I 3 i |

lim —= + 2 7
Jl.'_:l? G |{ _‘—"]
R
donc lim g(x)= 4%
=0 > )
x 0 » !.

106
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T

Pour tout x>0, g(x)>1.
: H{-‘—'))_ A |  Inx\ _
lim ( v lim (—z+— =0.

P 1 A= +m WX X

L'axe v'v est une asymptole et la courbe de g
a une branche parabolique de direction x'x.

2) Pour ¢tudier les solutions de cette ¢quation,
étudions [ définie par
~ |
f(x)=x In\v‘.t+ln\"§-ix avec x>0,

f est continue et dérivable sur ]0; +of.
I 11 |

— 1
f(x)=In Vxy+x xﬂ+2—x—§—§lnx+i§

S———
ft.t}—z g(x).

positive sur
croissante  sur

strictement
strictement

Puisque g(x) est
10: +=[, f est
]0; +=I[.

Etudions les limites de f & (+=) et & (—=).

f{x)=% X (In x+£-tl.—"-— l) :Emw (I—}E) =0.

lim f=+0

4

Donc

liin (%xlnx)=0 e Hm

x—=0 x—=0
x=0 x>0
Donc lim f=—oc.

f est donc une bijection de 10; +=[ sur R.
Il existe donc un réel positif « unique tel que

fla)=0
ﬂn=—%; fe)=%

f(1)f(e)<0 donc a est compris entre 1 ete.

5 »
Enonce

I1. FONCTIONS LOGARITHMES

Prop.
T6

]
—_

£

1
In \/‘=Eln x pour x>0,

Prop. Prop.
76 27

Ine=1.

Prop. Prop
44 42

T
ﬂx)-ln( ) Etudier cette fonction.

representative, Tracer cette courbe.

) 3 " - — e
Démontrer que Je point A(E‘ In z) est centre de symétrie de la courbe

107

-
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1. FONCTIONS LOGARITHMES

+&

-
o

P

=
=

sy
4 & LR 4 "

Solution

f est définie et continue

c’est-a-dire sur

I

e lim wu(x)=2

§-= &

I

pour (2x +1)(x -2)=0

% -—-—[ U2, +=[.

donc

el lim(lnow)=In 2.

e lim u(x)=+= donc

=12

lim(lnow)=In2

e

lim f(x)=+=

x—+2

F:?: A= =2
lim a(x)=0 avec wu(x)>0
i—=1;2
x=-12
donc lim f(x)=—=.
x—+ =112
2<—1/1

y=In2; x=2; x=—2

Les droites d'équations :
sont des asympiotes pour la courbe de f.

e [ est dérivable sur son ensemble de définition et
u'(x -5
flx)= ()

u(x) (x=2)2x+1)
| F(x)<0 pour x décrivant

I'’ensemble de
définition. D’ou les varitions de f.

In 2 \\\ +o0

e AM=0M -0A. Un (Pmm M de coordonnées

(x, ¥) dans le repere j ) a pour ¢
oordon-
nées (X, Y) dans (A, i [) telles Gitie on

3
I=X+E y=Y+In2.
L'équation y = f(x) devient :
: 5

2(X +—) 3
+=
Y +In2=1n i P f_i
X_-E X__%

S
Ix+1] e
ulx)= = — .
) x—3 2
[—=
X
pour ¥, |
{
1 :i
H -® = 1. e !
;

l

Prop. .
3 |
i

!

E

|

- |
79 i
=5 |
u’lrl—(x 5 !
!

/ i

— |
* g 0712 x |
2 i
R
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La courbe de f est donc aussi la courbe, duns
le nouvean repere d'origine A, de la fonction F

o . 4X +5 '
ne + F(X)= (

telle que : F(X)=In{ o S) D,,:]_m; _:‘5;[“]:_.; +m[

—4X+5 I 1 |
(=X)=ln|l——) = o In{=)=-
F(=X) IS —5)In gy ==FUO. "(g)-e
_ 4X -5
F est impaire donc A est centre de syméirie de Dél. Prop.
la courbe. 10 4

: 2x+1
Remarquons que f(x)=0si — 3 = | c’est-a-dire

x=-3. La courbe coupe x'x en B(=3;0)avec, | lna=0 <« a=1

en ce point, une tangente de pente (—é)

97/ Enoncé

B
Etudier la fonction f définie par f(x)=In (xz—iﬁj)

et tracer sa courbe représentative.
Démontrer que la droite D d'équation x =2 est axe de symétrie. Discuter

des nombres des solutions de I’équation

x2—4x
In(.l'z—4x+3)_k'
Selution
x(x—4) 2 —4x=x(x—4)
ui(x)= I £ x)=0,
(x) (x—IXx—3) ! fart quio, KL 2 —dx+3=(x—1)x-3).
On trouve '
D, =1-=; 0{U]I; 3[UM; +=[. Dét.
13
e Limites : lim (u(x))= lim (’-:—:)=l
: : L= 400 5 =~ oo =
. et dimu=1 donc limf=In1=0 o IR T e
e ik — ' ;
et limf=in1=0

pi e y :-o
".:\f n -~-. I...; o r-—_ﬂ
. dopc lim f(x)=+°co.
ok x-+1
- pae

: “m"(-'-‘l'fr donc lim f(x)=~—®

lim !(.rj-—-—-m |
x-= A i

4




I1.

FONCTIONS LOGARITHMES
oy u'(x)
Dérivée : f(x)=In(u(x)) donc [(x)= —
v M2x—4)
TS
6(x—2)
d’ot f(x)= (

(x*—4x)(x*—4x +3)

Le signe de f'(x) est donc celui de (x —2) X u(x).
Sur I'ensemble de définition, «(x)>0, donc Dy,
le signe de f'(x) est celui de (x—2): :

f(x)=0 == x=2et2eD
f(xX)>0 == xe, +rn[r‘ip
f(x)<0 < xe]l-=;2(ND.

On obtient le tableau suivant :

27| 01 2 34 + o,
—
ﬂ.ﬂ = ‘;‘.'h 0 + +
0 \ + o= + oo \\ 0
— \ ” o

La courbe aura pour asyrﬁpmtes I'axe des x, et

les quatre droites d’équations respectives :
x=0; x=1; x=3; x=

@=f(2)=21In2~1,39,

A(2; 0).

s

.
i Ko "

110

H‘f*=a—ﬁ-aﬁﬁ conduit 3 {X=x—2-
si (x, y) sont les Coordonnées de M dans le

repére (O, i, ) et (X, y il j
le nouveau repére (A4, 7 ) rdonnées dans

: . Ces
variables : x=X 42 is YCii;ngements de
- s 2
dans 1'équation : y=In (;_{-___—_i{_)
*—4x 43

conduit & la nouvelle €quation -

[ X 2P —4(X 49
y'i“[(x+z)=~4(?(¢§ﬁ“g =ln(

X2—4)
X*-1)

[Iﬂ(u}]'ni"_'

it

Prop.
79

Altention 3 ce caloy
Toute 1a syjte

de o,
n dépepg, J'

Rechercher |e plus de
possible pour I"étude ¢
f{x). Penser 3 signe p
inéquation.

Simplicig
U signe

Déf.
29

Cette méthode est & utiliser sy
tématiquement pour la recherche
d'un centre ou d'un axe d¢
symétrie.

I Ourbe'
Pour le tracé de la €

; re
calculer un certain norﬂ:‘
X -
valeurs de f(x) pour
compléter par symelre.

el
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La courbe de f, dans le nouveau repére, est la
representation de la nouvelle fonction g

2
X In(X "‘),

Xi—1
G(—a)=G(a) dong G est paire: dans ce repere,

le nouvel axe (A, j') est donc axe de symétrie
de la courbe. C'est la droite D

Equation f(x)= k.

Il s’agit d’étudier graphiquement I'intersection

de la courbe de f et d'une droite variable A
d’équation y =k paralléle a x'x,

Compte tenu de la continuité de f et de ses
variations :

si k<0 ou k>In4: A coupe C en deux points
donc I'équation a deux solutions.
Si0=k<In4: A ne coupe pas C et I'équation
n'a pas de solution. '

Pour k =In 4 I'équation a une solution (double) :
x=2.

II.

Dﬂ. Pmp"
% 3

FONCTIONS LOGARITHMES

TR P

£ E ) f i1
k5 &1 l_" P L - s _"
. W

i

ks

i
¥
by

JL U AR LB

X
o
14

AT s
R E:

.
T
Fas
i
i
2
L = e
L geidl 13

i3
n

i St

et =

L
r b3

e -
tesi 3 FAY

s afe—
s h
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I1. FONCTIONS LOGARITHMES

Enoncé

f(x) In(1+X) =X w0 dier lim f en utilisant un développement limité.
= 0 -

X

Solution
[ est définie sur 1—1, 0[ U 10; +=°[. KE0p
On sait que . 58 | (5)
X X a 2 =) K-
)= x ——+=—+ x%e(x) avec lim ¢ =0,
In(1+x)=2x y) i 3 tx'e(x) 0 f n’est pas définie en X
Dol : on peut néanmo
1Ly x » _ 1. x développement  limitg
f{\) *—:(—'2—‘}‘?'1' X E('f)) 2+%+IE(I) nage de 0.
donc lim f(x)= -l
x—+0
* On pourrait définir g, prolongcment de [ par
continuité en x =0 avec g(0)= —l, et pour x>—1
et x#0: g(x)=f(x). :

Enoncé

g(x)=In(cos x). Ecrire un développement limité de g en x =0 (_' .
et déterminer la limite en x=0 de 5:;(1;)

Solution
2 .4

x* x4

h= ‘__+24 +xte(x).

Posons

On a lim A(x)=0. Or
x=0
h* R
In(1+h)= h——+——+h &(h) avec lim £,=0
0

4 [

X
hz—T_ﬁer alx) et limg=0
3_ xs ;
h ___+§+x ‘Blx) et limg=q
0

112
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On a donc, compte tenu du développement de
In(1+h), en conservant les termes de degré
inférieur a 5 :

x* x4

11. FONCTIONS LOGARITHMES"

113

— 4 v
glx)= 7 g vl et Il;n'y=0.
_glx) . 1 x* x*
> 1
t lim w(x)= —-.
= x =0 (XJ 6
iﬁﬁ: Enoncé
Ecrire un développement limité de In x en x=2 puis en x =e.
Solution
) 2 3
In(1+u)=u——+—+ue,(u) avec lim g, =0. rrom
2 3 L 58 | (5)
x=2.| Posons x=’_’+h=2(l+—i)
2 h=x-2
h h
In x=1n[2(1+§)]=lﬂ 2""“(] +i’) donc lim A(x)=0
' X —=2
d'ou
h 1(h*\ 1/h
mx=in2+3-3(7) +3() + 1ot k
2
In x=1 2+1( —2)—1(x—2}’+l(x—2)3 h/ £s0h)
nx=lIn > X 3 54 2
+(x —2)+g5(x).
f ; ;
x=¢.| Posons .\’=e+h=e(l+—t). lim gi(x)= lim ex(h)=0
| 4 cx == h—o0
On trouve de méme
x—e (x—e) (x—e) 3
— — -+ —eé)alX
) Inx=1+ = T3 (x—e)ralx)
avec lim a(x)=0.
4
5__

_d
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®  Questions diverses. Limites

105

106

11, FONCTIONS LOGARITHMES

D’AUTRES POUR CHERCHER...

Enoncé

Quel est 'ensemble de définition de chacune des fonctions Sttivangey -
xX*—4

X lnl®edly g0 s In(————) :

f ( X g Py h:x — |2

Enoncé

Trouver I'ensemble de définition de chacune des fonctions Suivanteg -

fix — InViTsay—5: 87X = Vx*-16; }: x ;-8 .

Enoncé

Résoudre chacune des équations
a) In(x+ D) +1In(x + 5)=1In 96.
b) 2 In(x—1)=In(x +1)=3.

¢) In24+In(3- )=In(x+1)+1n(25x ~49).
Indication

suivantes dans R -

E) In(x +1)}x+35)=1In 96 d'ou (x+1)(x +5)=96, I

Enoncé
Résoudre chacune des équations suivantes
a) Inx+1In(11- X)=In(2x%).

b) In[x—1|+In|x +2| =1In |4x? +3x—7.

3 Enoncé
Résoudre 4(In x)*—5(In I}2+1 0.
Indication
Résoudre d’abord 4X*=5X%+1=0 avec X=ln x. |
Enoncé
Résoudre
5log; x+2log, y=8 7(log, x +log, y)=50
a) {4 log, x—3 log; y=11 b) { Xy =256,
114
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1I. FONCTIONS LOGARITHMES

Indication

Revoir la définition de log, x. g (x },)=(4_ l)
b) (Ii }')={21 27) ou (I, y):(‘z'a‘: 2).

07 Enoncé

—  { Résoudre dans R les inéquations suivantes
a) In(3—x)<In(2x +35).
b) In24+In(3—x)<In(x+1)+In(25x —49).
¢) 1+In(x+3)>In(x>+2x~3).

Indication

Pour c), penser a remplacer 1 par In ¢; In est croissante.

108 ¢ Enoncé
h(x)= =y
Déterminer les primitives de h(x).

. Démontrer qu’il existe des réels a et b tels que h(x)=

Indication

b
x—=2 x+2

Voir exercice 89; a=1; b=—1.

109, ) Enoncé , i
—x"+2x+
flx)=

x2=2x-3

. Montrer que f(x) peut se meftre sous la forme

fix)y=-1 4-2—+—2—. Déterminer la primitive de f qui s’annule pour x=35.

x+1 x-=3

—
=

Enoncé
Donner un développement

sin .
In (Tr) en x=0.

Indication

limité @ U'ordre 2 en x=0 de In(x*+3x+3) puis de

i* _
1n(xz+3x+3}=1n[3(1+x+?)]=]n3+1n(1+h) avec h=x+

sinx_,  SINXZX picer un développement limité de sin x.
x X

z
3

. (Ex.99)

115
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[1. FONCTIONS LOGARITHMES

@ Enoncé \
f(x)=|ﬁ(x o ) Etudier les limites aux bornes des inte
x*—9

Indication

rvalles (. défmfrfun.

-

D=1-e; 3{UB; +el lim f=lim [=0 lim f= 4,
“m =i X3
x>

112} ¢ Enoncé

2_
' Etude de lim (x 1); lim (x>~ 1DIn(x*-1); lim (= D)In(x2-1y
x= -+ \X INn x g

X—+ 4 oo S |

x=>1

Indication

‘ R : (+w); (+a); 0. - | :’

n ]i‘.tudes de fonctions

113 Enoncé

glx)=

¥+l . . o
In |;?f| Etudier les variations de g et démontrer que £ est impaire.

_ Indication

D=IR-{1; —1}. lim g=1lim g =0,

g(x)=

114 % Enoncé
)

< JI - # - +
Foo Etudier es vanfmans de g et tracer la courbe.

Indication

D=10; ILUTL; +oof  fiyy="Unx+1)

ity °
e
. @ Enoncé
j'(.!r):;1 VI +x‘+ln(x+VI+x5)_

Démontrer que f est impaire, étudier f et tracer it
E.
116

.""
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II. FONCTIONS LOGARITHMES

Indication

x2—1

”x):.tz V1+x2

Enoncé
()=x+l+i+ll -
Pi% 2x 2 2 x—1

y=x+1 est asymptote d la courbe de p. Préciser les autres asymptotes. Trouver
un centre de symétrie.

. Calculer p'(x). Démontrer que la droite d’équation

Indication

_(I)_214—7.r2+3 A0 1 4 . |
p e —1) (0, 1) est centre de symetrie.

Enoncé

f(x)=|n(

ax+b
cx +

) avec ac #0. Démontrer que la courbe de [ présente un centre

1/b )

d
de symétrie A de coordonnées (—5(;4—;); In

a

c

Indication

Changement de variable. Voir exercice|96.

Enoncé _ 8

Etudier les variations et le signe de g(x)=(l +x)(In(1+x)P—x* et en déduire
1 I

les variations de f.re.'fe que f(x)=m4;_

Indication

) ) 2In(1+x)—2x
Calculer g'(x) puis g"(x). g'(x)= T

g est croissante sur ]—1, 0] et décroissante sur 10, +[. Le signe de la dérivee
de [ est donné par le signe de g.

g"(x)=0 sur ]-1, +=f

Enoncé | fo L] .
1 X = I n X #oo- srs wyw
f(x):%m et gu)zln =" Préciser les ensembles de définition de [ et g.

' En quels points les courbes de [ et g se coupent-elles?

117
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FONCTIONS EXPONENTIELLES

DES EXERCICES CORRIGES

1200 Enoncé

Résoudre :
a) xER, ™~ 19¢%+30=0.

b) xR, t‘z"'*z—%{v“"zjhi e*=0,

Solution
a) e Posons X =¢*. || faut alors résoudre : e =(ex)
X = 19X +30=0. (X=2)(X2+2X-15)=0

Les racines sont X,=2: X;=3; X;=-5.
€' =2 donne x=In 2.

: Déf.
e* =3 donne x=In 3. 35
e*==5 n'a pas de solution
d'on S={In 2; In 3}
b) e Posons X = ¢~ 87 th e pue ob
oM 2=ty o2 g2y

X=¢* donc X>0.
e* =X

En multipliant par 2 et e divisant par ¢2, Prop.
on a ; 2{3-2r_'|‘3x‘—'3.‘-?-'0_ 85

Résolvons : 2X2— X —3=(

clesti-dire (X +1)(2X —3)>( _ =t o "
sans oublier que X est positif.

LN

- - 3 \ -
On est conduit i X?:E C’est-a-dire ¢* .}—%dnnc
' 3
x=In i— S,'——-[-III i—; + oo,

™

i - B
121 Enoncé U + AN

Le radon est un gaz radioactif qui se désintégre ayec le temps.

Si m est une masse de radon un certain jour (origine), x jours plus tard la
masse f(x) est donnée par f(x)=m.e018x (x en jours).

1) Quelle est la variation de la masse en | jour?
2) Etudier f et en donner une

"ePrésentation graphique, x décrivant R,
3) On appelle période le temps &4

u bout duquel |5 masse a diminué de moitié. *

Calculer la période du radon. ¢ de mo #
z 7 |
[ : _ |
118 Q Mo e
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Golution

1) ﬂx + I]= m ,{,—n.lm; = n .e“ﬂ.lﬂg -0.18
ﬂx-l- 1}:”]-,;:‘“-"‘1 "W {,—IJ.IH.
flix+1)=flx) % e """ =0835f(x).

p'un jour a l'autre la masse de radon est
multipliée par 0,835, N

0,835=1-0,165.

[l y a donc une diminution de la masse de 16,5 %
par jour.

2) Ici [ est définie pour x=0: f(0)=m
fix)=—04A8me "™  ¥x>0 [(x)=<0
lim (¢ *)=0 dou Ilim f=0.

Quelques valeurs :

x 0 1 2 3 L 5

fix) | m|0835m | 0,697m | 0,582m 0,486m | 0,406 m

3) Il faut résoudre | éguation :

I < o 3
f{x}l=§ m  cest-a-dire mee *"=0,5m

d'ou e 1% =0,5
~0,18x=In(0,5)=—In 2
In2 0,693
= = ——— 85-
donc x 018 0.8 3,

la masse a diminué de moitié au bout de
3,85 jours, c'est-a-dire au bout de 92 heures

environ.

Enoncé

1. FoNcTIONS EXPONENTIELLES

—ee

| Prop.|
[’ﬂ'h=f_‘"/{-h ‘ 85
e 018 =) 835

0,165 — 16,5 %.

Pour neN, [ est une suile
géométrique de raison 0.835.

Ici, nous étudions [ avec X
décrivant R~

m : masse initiale.

flm ——— 0

E

La réponse n'est pas un naturel,

Soil f telle que fix)=(x—1)e"

primitive de [ sur R.

1) Ftudier ses variations et tracer la courbe représenlative.
2) Ouel est le nombre des solutions de I'éCIllﬂlan c(x=1D)e*=m selon les

valeurs du parametre m.
\ 3) Déterminer le réel a pour que F définie par Flx)=(ax + b)e* soil une

”
19
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[I. FONCTIONS EXPONENTIELLES ]
Solution
|
: -+ 1) [ est définie sur R, lim =+ im (e*)=+
*m

lim (xe*)=0 et lim (e*)=0

S Xl Prop.
i d'ol lim f=0 86
Il [(x)=xe”". Yx "0

Le signe de f/(x) est donc le signe de x.
Dol le tableau ci-contre qui donne les variations

i de [ . x| —= 0 +t0
: La courbe admet I'axe x'x comme asymptole a
(—eo). d - 0 +
| En A(0; -1) [(0)=0. /
| En B(l;e) [fi()=e. 5 S
[ , 2) f est continue sur R. Compte tenu des variations f \ A
, de f, en coupant la courbe par une droite variable o
i | parallcle & x'x, d’équation y=m, on montre que

I'équation f(x)=m :

— n'a pas de solution si m<—1;
— a 2 solutions si —1<m <0);
— a 1 solution si m =0.

3) F(x)=(ax+b)e".
Calculons F'(x)

b F'(x)=ae*+(ax+b)e*=(ax+a+b)e" RO W _dkon SEN
[ ¢Etant continue sur R, elle a donc des primitive, | ™"
primitives. 32

120
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F en est une si et seulement si, pour tout réel x

F'(x)=f(x)
d'oll
Vx€ER (ax+ta+b)e*=(x—1)¢"
donc, puisque e* #0

VxeR
c¢'est-a-dire

ﬂ.‘:+ﬂ+b=_‘-_l

g a=l d‘ﬁ
a+b=-1 o e=l e b=-2.

Les primitives de f sur R sont donc
Gx)=(x=2)e*+C.

123 Emoncé
L

[1. FONCTIONS EXPONENTIELLES

Prop.
89

F=f
équivaul a
¥xeD: Fix)=flx).

Ce n'est pas une équation, mais
une égalite d'applications.

Dél.
14

e —1

e 41

1) Démontrer que pour tout x réel lf()] <1.
2) Démontrer que f est impaire.

Soit la fonction [ telle que f(x)=

3) Calculer f'(x) et montrer que pour tout x : Plx)+fix)=L
4) Etudier les variations de f et tracer sa représentation graphique.

i}
5) Démontrer que f est une bijection de R sur ]—1; 1[. Déterminer f.

Solution
1) Pour tout réel x :

¢>*>0 donc e +1>0;
donc D;=R.
=1- s PR >0
=)= 1=~ &+
donc 1< f(x)
-1 2%
N+ =0
L=+ ™ o+
donc f(x)>-1.
Il en résulte que
~1<f(x)<| donc [fo <1
2) Pour tout réel x : x€EDy et (~X)IEDy
e -1 e ¥(1-e¥)

ﬂ_“=r"2‘ 1 e X(1+e™)

Jl=<¢
fl=x)= =" —f(x) don¢ f est impaire.

Pour comparer 1 ¢t fie) calculer
I =iftxy
[fix)| <1
équivaut &
-1<fix)<L.
La courbe est donc située entre
les deuy droites ¢ equation 3

el oy |

e %"=l
Dét. Prop.
10 4

Scanned by CamScanner



ol
|

I1. FONCTIONS EXPONENTIELLES

o
3] f(.t) (l_i_(,zr)?
—(EZ.r_IJE—ﬁ-Ix_zeh_l_l
Fm_(ehﬂ}z_ (e +1)?
4 2x 2x ax 2x
Bwa syl =20+ L b de™ %4 Te™ 41
f(‘)‘)+f(-")_ {5’2"4'”2 - (€2x+]}2
B Cnl Vi
_(€2x+1)2 "
On a donc f(x)=1-[%x).
4) Pour tout réel x: f(x)>0. Donc [ est

strictement croissante sur R.

= 1 1
=X . i
€ (] en) I i

f(x)= T
Zx
e (I*P;ﬁ) ]‘{'";i;

Or lim (e*)=+e dob

X o= e

lim

et lim f(x)=1.

X—r 4o

Comme [ est impaire : Tim

= —mm

La courbe aura pour asymptote les droites
d’équation : y=1et y=—1. L'origine du repere

est centre de symétrie.
4

[(0)=z3=1. La tangente en O est la droite de

22
pente 1.

1
Hm(e—ﬂ)—“

fx)=~-1.

L'origine du repére est centre de
symétric de la courbe de /.

(e*=) =2¢%,

[ cst solution de [!'équation
différentielfe :
y24y'=1.
Prop.
86
r |- +00
=
I +

122
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[1. FONCTIONS EXPONENTIELLES

gy fé étant continue et strictement croissante sur R,
c'est une bijection de R sur [(R) ¢'est-d-dire
-1 +1[

f'lt -
Y=y équivaut &  ye™ — M =—| -y
d'ol .
Pl-p=lry et
L=y
¢'est-a-dire
1+ y y
-y 2 " \=y/
Do f{x]=—ln(1+x).
2 1-x
' Enoncé

|
E

11 it Jexprimer A en fonction
de .

Dét.
35

Se¢ souvenir que
= I P [

done (1+ 31 =y)=0.

b]g(\')=—ie~r pour x#0 et g(0)=0.

Etudier la continuité et la dérivabilité de g en x =
de g el tracer sa courbe représentative.

1 g, G .
a) j'(.r)=(l +?) e+ + 1. Etudier les variations de [ et son signe sur R*.

0. Etudier les variations

Solution
a) { est continue et dérivable sur R*.

Ilrnf*-hmf 2

limn fx)=+w=; :im*J flx)=1.
x =0 =<0
, ¢ (2% +1
‘“'ﬂzv—f"( x° )

Le signe de [(x) est le signe de —x(2x+1).

|
En r——i [(x)=0c¢l j'(.r)—l——-—OSf:

Ces variations de f, ainsi que la continuité de [

sur |—2=; 0[ et ]0; +oo[ avec le fait que
1
«=1(-3)>0

font que pour tout x#0, f(x)>0.

b) lim (e})=0 et lim (e)="+%.
x—=0 x-=0
z=0} y )

! Fos
x = ¢ a pour dérivce

l

X = = EE. Prop.
X

89

Attention aux limites de [ ¢en x=0.

Pour x>0 écrire :
ftx)=e" +ue" +1

1

avec n=—
X
el  lim ulx)=+=
x = [
Prop. . Y _ |
86 our x<0 : 1I|_rf1“(.r-)=(]|.
x=0
1
| e == 0 +m
2
I - 0 4+ —
2 Pl +=
' \\‘f|/ \:
123
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1. FONCTIONS EXPONENTIELLES

Dans les deux cas lim g=0=g(0).
0

£ est donc continue en x =0,

Pour x#0 :
(I +l) i+ |
l'(‘_)_ ‘t ‘ — f('r}
E=%aF " bixy
Le signe de g'(x) est donc celui de f(x) étudié
ci-dessus.
lim g(x)=0 et lim g(x)=1.
e et

g n'est pas dérivable en x=0, mais au point
correspondant, on aura deux demi-tangentes de
pentes respectives 0 et 1.

limg=+= et Ilimg=—=.

=

i (89) iy (5

1
K= =x 2

X =% —x

et lim

K| == o

I ]
(s0-35)= 3

e - r - ] ]
La droite d’équation y=o%= 1 est asymptote.

125  Enoncé

Prop.
55

Cette propriété évite un retoyr

svstematigue & la définition
DéE. | | Dél.
19 || 20

Rechercher  une
asymploie oblique.

éventuelle

Def.
31 -‘

Dans un traitement au phénol, certaines bactéries
que le nombre y de survivants au bout de x heu

y=K-C~

bout d'une demi-heure, il en reste 410.

275 minutes? 1 jour? 1 semaine?

sont détruites. On suppose
res est donné par :

I) Déterminer K et C sachant que, au départ il y a 434 bactéri

2) Combien reste-t-il de bactéries au bout d’une heure? de 1 heure l‘?

3) Au bout de combien d’heures une seule bactérie est en survie?

es et qu'au

Solution
1) Pour x=0, y=434 :

donc 434=K-C% K =434.

Pour x=0,5, y=410 410=434 x C°5
410 410\

donc ‘V"E—ds—d, C= (m) == 0,892.

D’ou y=434x(0,892%).

On peut prévoir que
puisqu'il ¥ a diminution.

Cc<l

/

—

Scanned by CamScanner



[I. FONCTIONS EXPONENTIELLES

calcule y au moyen de la fonction

") On
- f(x)=434(0,892)".
= 1: Jr{ 1= 434 x 0,892~ 387. Utiliser une calculitrice avec o
X =1,5: f"t I 'ﬁ') =434 % 0'3921.5 = 366. touche |1 J
275 275 |
275 miil‘—'ﬁ h. x =50 4,583 :

f(4,583) =434 % 0,892 = 258,

| jour=24 h :
f(24) =434 x 0,892 =128,

| semaine=24x7 h=168 h: Au bout d'une semaine, il y @
f(168)=434 x 0,892'*" =2 x 1078, longtemps qu'il n'y a plus de
3) Résolvons I'équation : bactéries!
‘ 434%0,892* = 1. =
In 434 +x In(0,892)=In | 35
s _ In434
ol = 089

On trouve x =53 h environ.

|

126 Enoncé

Erudier et représenter graphiquement la fonction |
grx — x.

Solution
¢ est définie et continue sur 10; +=[. pér. | |Prop.| [Prop.
' Sachant que x=¢™*, on a alors w| |o1] |9
zlnx |
glx)=¢ - . ‘
. g pourrait étre prolongée  par
lim (xInx)=+%* d'ou liT gE continuit¢ en x=0 & droite.
x— +=
lim (x In x)=0 d’ou Ii;n g=1
x—0 -
x>0 x |0 l +=
lim (ﬁ[-‘c )) _ +. La courbe présentera donc une i
X —= == X
brunche purabolique. g - 0 +
ngi:Hn I""'I)L’x In l'
. I + =
Le signe de g'(x) esl donc celui de
. : | N\ ;
In x—In-.
e [ .
. )
= 25 - .
f;‘_ti_'n-l _.“L:]{{'.l '§i1|1‘j-'] FL'-_
= L0 + 4

-
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I1. FONCTIONS EXPONENTIELLES

1 1
On trouvera f (;) == . =0.7.
La courbe aura I'allure ci-contre. On precisera un

certain nombre de points 3u moyen d’une A
calculatrice. - )
Le point A(0: 1) est une sorte de point limite qui i
ne fait pas partie de la courbe de g.

1%
o
LB I T ST
-l
L]

we —

Enonce

—
[ ]
~]

flx)=(1—x)"¢}, n étant un naturel non nul.
a) Démontrer que f est bornée sur I'intervalle [0: 1]
b) Ecrire les trois premiers termes du développement limité de f en x=0.

Solution
a) f est dérivable sur R : 1-Zx @ 1

F)=2 (1=x)" e[ -x+1-2n).

Des que n=1, 1-2n<0. i 'l
Donc si x€[0: 1]; x>1-2n donc
1-2n—x<0 et 1—-x>0. ! -

Donc f(x)<0 sur [0; 1] '
fl0)=1 et f(1)=0. fl = =0

Donc Vx€[0; 1]; 0<f(x)<]1. :

a2

B, w
P b)e" =1+u +%+H'E[H) avec hm £ =0, donc Prop.
= 0 = | (6)

. XX s
er=1 +;+§+x-a(:¢) avec lim a=0.
- 0

De plus, en développant (1—x)", on trouve Avec lim §=0.
comme premiers termes °

"""'"_"'"__. E 1__.._.._.._:&-,..:......—.-——-.._.-..-_.._ TESg———

TR

de degré supérisur, puisque I'on
s'intéresse seulement aux termes
de degré 1 et 2.

nin—=1) .
iu (1-x)"=1-nx +———2 ) X+ x2B(x). On néglige tous les autres termes

En effectuant le produit e%+(1 - x)" on a. comme
premiers termes :

nin-—1 2
b ( ),._-3 X nx* x
2 2 2

d’ou
1

f(-\’)‘—_'l +X (%-n) +x? (§

n_ n(n—1) "
'“?:'? 3 )+x‘e{x)

avec lim £ =0.
0

126
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II. FORCTIONS EXPONTNTIELLES
D’AUTRES POUR CHERCHER

m  Questions diverses
- 28 Enoncé
. Equations a résoudre dans R -

—— .
: a) e~ ‘*=E. b) 4¢** —4e*—3=0. ¢) (4,5 —(4,5)-3=0.

Indication

a) —2x+4=ln(%);xﬂs2,569+ b)PoserX=e‘:{—%;%}. c) Poser u =4.5".

Equations a résoudre dans R :

129, ifz}noncé
a) e —2e™—5¢*+6=0. b) e —e™-9¢"+9=0.

Indication

a){0;n3}.  b) {0;In3}.

Lr.m Enoncé

Résoudre :
e* e =% [ In(x+2y)=In2=In(8+x)+In3
“){2.1.’_'?:[ (2) {e"‘"xe"”=l.
Indication
. 9 1 19
(1) Solutions (z, §) el (E' §)’

Résoudre dans R -

|il.lli tﬁ]noneé
a) e —de* =0, b)) ¥ -2=0.

Indication

@) On est condui A9X1-4=0avec X>0: S=[In § +==[.

2'.
h) fl.

=250 équivamt i ¢ =2 d'od 2x>1n 2.

127
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II. FONCTIONS EXPONENTIELLES

132 Enoncé
L x x ]
fx)=—=— gx)=5—= hix)=7>—"=
Derermmm f ensemb!e n'e définition, la dérivée et le signe de la dérivée de chaque
fonction.
" Indication

.k

1}2, VxER [f(x)<0.

Pour fi: D= [R*f(.x)—

133 iﬁlnoncé
2x l
Démontrer que pour tout réel x : Py <lI.
Indication
& er — ] - L 1
: . - L1
Etudier le signe de 1 Fe et de T 1

134 z Enoncé :
Résoudre I'équation dans R : In(In ¢* — e ™*)=2—1In x.

Indication

, Simplifier d’abord avec .

135 Enoncé
Une souche de bactéries est placée dans certaines conditions de culture @ on

observe que le nombre des bactéries double au bout de 24 heures.
1) Comment s'exprime le nombre y des bactéries au bout de x jours?

2) Pour t en heures, on suppose que y est donné par : y= Ke*,
Déterminer a sachant que le nombre de bactéries double en 24 heyres.

3) Au bout de combien de temps le nombre de ces bactéries est-il multiplié par 107

Indication

1) Suite géométrique de raison 2, de premier terme Y, nombre initial de
bactéries : ¥ = yo2™.

2) Pour t =0, Yo=K pour t=24, 2y = Yo+ e***. En déduire a.

128
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: “’3;,\ » Enoncé
y [0

|

l

—_—

Il. FONCTIONS EXPONENTIELLES

a Etudes de fonctions

X

i . - . -
e'. Etudier ses limites a (+0), a (—w) et en x=0. Calculer ['(x).

flx)= :

Indication

|4i‘m =1 Iim J=1. En x=0, deux limites : 0 et (—). f’(x}=%3- e,

137 Enoncé
flx)=e¢7" sin x.
a) Calculer f'(x); f'(x).
b) Démontrer que les solutions de f'(x)=0 sont les éléments d'une suite
arithmétique de raison w et que leurs images par [ sont les éléments d’une
suite géométrique.

Indication

W - - F - l
b) La raison de la suite géomeétrique est =

138 Enoncé o
Soit f; et [ les deux fonctions de R dans R définies par :

fix)=e*2+1; filx)=e*"2+1.

Leurs représentations graphiques dans P sont notées C, et .

1) Etudier f, et f. Tracer Cy et C,. Démontrer que C, et C; sont symétriques
par rapport a la droite d’équation x =2,

2) Démontrer que f, est une bijection de R sur A a déterminer. Déterminer la
bijection réciproque ainsi que sa dérivée.

Indication

C, et C, ont un point commun et sont tangentes en ce point. Etudier la position
de C, et de la droite y=x au moyen des variations de x — fi(x)—x.

‘li})} ¢ Enoncé
i, 1) [(x)=¢® — ¢* —2_ Etudier les variations de f et tracer sa courbe représentative.

" 22) gx)= lez" —e‘l —9. Etudier les variations de g et tracer sa courbe.
g est-elle dérivable en x =07 Est-elle continue en ce point?

F

Scanned by CamScanner



, @ %fimncé

e

141
|
ué
| 142
.‘
:

143

I1. FONCTIONS EXPONENTIELLES

Indication

2) e®™=¢* équivaut i 2x=x d'oli x=0. Sur R': g(x)=[(x); sur R~ .
glx)=e¢" —¢>' =2, g nest pas dérivible en x =0, mais elle est continue en
ce point,

g(x)=3x—31In|2¢*-1]|.
Déterminer les asymptotes a la courbe représentative de 2.

Indication

D, =R—-{~In2} lim g==3In 2; lim g=—c0; lim (g(x)—3x)=0; lim g=+z,
+ a0 ——f A= o —In2
Trois asymptotes d'équations : x=—1In 2; y=3x: y==31In2.

Enoncé
La fonction f est définic par : x>0 : J(x)=xIn x
Etudier la continuité et la dérivabilité de fen x=0.

Indication

X=0: f(x)=—xex

f est conitinue en x =0 mais n’est pas dérivable; la dérivée i gauche est (—1).

Enoncé
Etudier et représenter graphiquement g : x —» In(2*+1).
-1

Démontrer que g est bijective. Déterminer g el sa valeur dérivée en x =In 2.

Indication

Deux asymptotes a la courbe de g.

fEmmcé
Etudier et représenter graphiguement : h : x —s x*1

Indication

lim h=+o; lim h(x)=+%; h(x)=e-Nnx ¢

+m x=—=0 i
x>0
LY

130
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(e | SUITES REELLES s mmma-
A
o iy e e i e i - In impiimerie, on ulilise des Tormats noriallsés, represen
LN ___! 16s par des rectimples Ky, K, Ky ... Ry
A Cen rectangles abéissent i des regles tres précises. ['une
I I | 1 +
: I part le quotient : T est T méme pour tous les
| geur
| rectanples, diiwire part le rectangle R, est oblenu par
R, |1,,. | phage du rectangle B, autour de s médiatrice A des grands
: cités et découpage le long du pli (R, donne done deux
| : rectungles B, ). Pour le rectangle R, désignons par a, la
: Tonfluenr et by, la largewm
I
1 L J o Traductlon du plinge-découpage :
: ‘l.#|=f’- el b‘.|='2'ﬂ'
. I
" don (et by) b—e (h.:id,)r
R, . s Condition sur les entés @ |
iy b,
by |1
36
' | a,
i d'ol iniehﬁ done 2=\3,
R i Le rapport des colés est done V2 pour tous les formats.
1
| Le premier format Ay est celui du rectangle Ry d'aire | m*.
| Calenlons les dimensions de R,
| On sait que ag=bgV2. Lnire s'éerit aghy soit b3V2.
: En mm® : b3V2 = 1000000 done
1000000
by= fen mm),
Rg 1 \".‘i
On trouve by=B41 mm el ag =841 % V2 <1189 mm,
' A, est le format commercinl ordinuire @ c’est celui du
! rectungle Ry pour lequel
dy=a ( I )‘ : iy~ 297 mm
‘-’ o —_— = - "'ll-
R, v 4
|
h-: > 210 mm.
C’est le format 21 229.7 (en ¢m) bien connu de ceux qui
écrivent.

131
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I1. SUITES REELLES

DES EXERCICES CORRIGES

Enoncé

El'l testant une Cﬁl‘llliﬂﬁ Iill'llB
de son intensité en traversant cette lame.

. " 1
de verre, on a constate que la lumiére perd 7]

Combien doit-on disposer de lames identiques P‘{“}'q
I'ensemble, la lumiére perde la moitié de son intensite’

que, au travers de

solution
Si i désigne l'intensité lumineuse A ['entrée, avant
la lame, & la sorlie, on aura une intensité i’ telle que
1 5 1
” )

i'=i——i=—I.

12 12
Supposons qu'a I'entrée I'intensité soit ’fo. ,
Aprés la premiére lame, on a l'intensite :
11 .

l.lz—"' lp-

R A LA
Aprés la seconde lame : =15 "z(ﬁ) iy

] 3
Aprés la troisieme lame : i;= (ﬁ) io.
Donc, aprés la n'™ lame, on a I'intensité i, :
. (ll)" .
in=|=—=) *lo.
77
La suite i est une suite géométrique de premier
: 11 :
terme i, et de raison g=-—. Cette suite est

12°
décroissante et convergente vers zéro puisque g <1.

L’intensité iy devient 5 lo pour n vérifiant :

1. /N . 1y 1
5“'_(5) diop "(1“12)“'“2'

On trouve n=797,

. C’est au-dela de la &° lame que la lumiere perd la

moitié de son intensité.

Enoncé

i lames
On suppose qu'il n'y a pas

de perte entre deux lames
consécutives.

Déf.
H

FProp.
110

Utiliser la fonction In et votre
calculatrice,

Démontrer que © est une suite géométrigue.
Etudier la convergence de v, puis de u,.

; g s 1
La suite u est définie par: wo=1 et u, =E(u,._;*3); on pose v, =u, +3.

132
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Solution
B 3 | 3 1
Up _E "rl“l_i*-3=i .yt E‘ri(“" T 3)
I
yﬂ=; Vp=1»

-

D'autre part v=1y+3=4. La suite v, est donc une
sulle  geomelrigue de premier terme vy=4 et de

raison q = 7

Cette suite est donc convergente et lim u, =0.

oo

Or, pour tout n : u,=v,—3.
Donc la suite u, est convergente et

lim u, =-3.
4o

Enoncé

I Surnis vl es

tig - | d'uir vy, A

uy= L d'oitpy =2

ty= 2 d'ol v, ~1

Les suiles (uw,) e luo,) sonl
décroissantes.

Prop.
1o

Lamiite o nne soinme e e

SUites

Démontrer que v est strictement croissanie.

La suite v est définie par : vo=0 et, pour n=0:
Démontrer que tous ses termes sont positifs et que v esl majorée par 7.

Démontrer que v est convergente et calculer sa limite.

Vi ] = \/2_1:,, 135,

Solution
En utilisant une calculatrice, on trouve :
0, =5916; p,~6,843;
0,~6,978; 0,~6,997; 0s=6,9995.

e 1, est positif. . ) "
Supposons que ¥, soit un réel positif :

2y, +35>0 donc vy, existe et est positif.
Donc, pour tout n, v, est positif : la suite v est

minorée par 0.
e Démontrons par récurrence que:

qu'?i
Supposons @ 9, <7. On a alors

20, <14
0<2v,+35<49
/3y, +35< V49
donc Ops1 <7

Dong, pour tout n : v, <7.

La suite v est donc maiorée pal" 7. Elle est
hornée.

vn v,<7

A la caleulatrice, ne pas effacer
v, pour calculer v, .

&

@
B
g

El
]
Prup.

101 Vasl

i

D | GiA et B osont positils
A<l e VA-VD

133
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Il. SUITES REELLES

e Démontrons par récurrence que, pour tout n :
| Uns1=> 0, On a v, > 0, ;o
. Supposons : U, > U,_; et comparons v, et v,

Up+1=V2U,+35
0= V5, ¥ 35
donc 2u, +35>2v,_,+35
d’ol Up i1 > U
' Ainsi, pour tout n - Upar = Uy

* La suite v est strictement croissante.

Par ailleurs, nous avons montré qu'elle est
1 majorée, )
. Elle est donc convergente : sa limite L existe.
_ C’est un réel positif. )
b La fonction g: x — V2x+35 est continue
sur R* donc en x=1.,

} or  U,> U,

Il en résulte que lim (u,)=g(L).

L vérifie I'équation : L =\/3[. +35 avec L >0
Soit L*—2L —35=0,
Cette équation a deux racines réelles : 7 et —5.

L est la racine positive : [L=7.

Bane: lim u, =17,

+w

Enoncé

On pourrait aussi étudijer

Uﬂ Flhyjr

avec une forme conjuguge de

VA-VE.

Inégalités strictes.

On a ainsi démontré I'existenca
de L, suggérée par les calculs 3
I'aide de la calculatrice,

£ est en fait continue sur

B

donc a fortiori sur [0, + [

Prop.
106

Trois suites, u, v et w sont définies de la ma

W:Vn, w = Uy =,
1) Démontrer que w est une suite gé

niére suivante sur IN* -

{irl'—-l v, =12
i 1 U{
n=l: :t,,ﬂ:-a-(u,, +2v,)

1
n=l: vﬂ+,=z(u,, +3v,)

2) Démontrer que est croissant

rneées. Sont-elles convergentes?

pour tout n par - L, =3u, +8uv,.
. Est-elle convergente?

Solution

| I 3 *
1) o w,, = Wps1 = Uny -3 Iy, _E i, +§' v, ‘E v, Comparer Woyy el

Wi ':E(”n — Uy )'

134
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2)

3)

4)

5)

Donc, pour tout n ;

1
“Iﬂ+l=-l_—2 W, el lv\:lh-”[:_ll.

La suite w est done une suite géométrigue de
- . 1
premier terme -1l et de raison ¢ 5
Puisque \q <1, elle est convergente et sa

limile est zcro.

¥n : w,<0 donc u,<wv, pour tout n.

| 2
Mgy =l =3y F 3 Uy =y =3 (00 = n,)>0 pour
tout n. = L
La suite u est donc strictement croissante.
_1 3 1
Up+1 = Un _E i, +E Uy — Uy :Z(”rl - !r,,)-‘-’.ﬂ pour
tout n.

La suite v est donc strictement décroissante.

Pour tout n : wu,<u,
iy, < U,
v, <1
donc I<u,<p, <l
u est majorée par 12 alors que v est minorée

par 1.

Puisque « est croissante elle est donc
convergente.

Puisque v est décroissante elle est donc
convergente,

t,=3u,+8v,=99

bysr=3Upay + 8V, = U, +20, +2u, +6v,
losy =3, +8u,=1,

Donc la suite ¢ est conslanie.

Elle est convergente et lim(7,)=99.

+ =

w, =1, — v,; lim w=0.

+ =

Or, u et v sont convergentes : si on désigne par
L, et L, leurs limites, on a donc !

d'on lim u —lim p=10,

o + =

Ce qui démontre que L,=L,

lim(1)=99 donc lim(3u)+lim(82)=99

+ 0

hm(u -p)1=0

d’od IL+8L=99 L=9.

En définitive :  lim u =lim v =9.

+ - -

II. SUITES REELLES

Silgl<1:limigmy=0

Prop.

110

Comparer u, el H, .,
puis n,, el o, 4y

e,

38

| L 12
-2 = =

Uyu; VaVy
e e

lim(u, —v,)=0.

+ oo

Les suites « el v sont des suites
adjacentes,

Prop.
102

Ce résultat affirme I'existence
des limiles mais ne permel pas
de les calculer!

Toute suite  constunle  esl
convergente.

Puisque 'existence de L, el [,
est prouvée, on peut alors écrire
des cgalités faisant intervenir ces
limites et utiliser des théorémes
sur les limites.
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Il. SUITES REELLES

hﬂ‘ Enoncé

2u, + 1
n,+3°

La suite u est définie par: we=0 et pour n=0 wu,,, =

1) Calculer uy, u,, u5. Démontrer que i,,,=2— pour tout n.

u,+3

2) Démontrer que la suite est définie pour tout n et que tous ses termes
sont positifs.

3) Démontrer que la suite est majorée par 2.
4) Démontrer que u est strictement croissante.
3) Démontrer que u est convergente et calculer sa limite.

Selution
L 1 I 4 On pourrait se contenter de
| 1) 1uy=0; “l“:’i- HZEE; Hazf; transformer :
oo M t6-5 2u,4+3) 5§ 73—
e uy + 3 H, +3 i, +3 Uy +3l ty+3
2) Les premiers termes sont positifs, =
Supposons U, >0; il en résulte que : u,,,>0. Ly
Donc tous les termes sont positifs et u, +3#0, i
pour tout n.
3) u,>0 donc >0 et 2— <2, 5 4 g
i, +3 i, +3 4 . = -
; On a donc démontré que : © O<u,<2 @
|[ Vn u,<2.
| La suite u est majorée par 2. Cette suite est s
: donc bornée. 40
5
4) u,.,=2- -
p+1 “p+3 5
De méme : ;;p+2=2—m Comparer les termes Uy 42 O |
o I,y par différence,
' Upso— Uy ¢ = 2 - 5 =5(up+t_up) D=(u, +3)u,, 43
' # i Upt+3 Uy +3 D ? p+1+3)>0.
%}n a contrdlé que : u; —up>0. Raisonnement par récurrence
w llppt')hu;n:, que u, ., — Uy >0. P
La différence Upez— Uy, est donc de méme g
signe que la différence u,,— u,, puisque D>0. 101 |.
Nl a ainsi démontré par recurrence que :
Voo ou,.>u, Déf. | Puisque uy=0, on a donc
La suite u est donc strictement croissante. e Vo 0su,<2.
5) La suite étant croissante et majorée par 2, elle S
est convergtﬂ.f?]- Sa limite L est un réel de e La suite est bornée.
['intervalle [0; = lac]
136
-
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2y + 1
x+3

-

La fonction f: x —s est continue sur

|-3: +=[ donc a fortiori sur I'intervalle [0: 2[.
Donc lim(u)=f(L).

L vérifie donc I'équation :
2L%1
T
L*+L-1=0.
Cette équation a pour solutions :
—1+\5 -1-\3
— @
L est la racine positive :
—-14+\5
2
Ilustration graphique.

et L>0

c'est-a-dire

L= =0,618.

2x +1 |
1eta

Tragons la courbe € d'équation ¥ = =

droite D d’équation y =x (sur I'inten'aile*[ﬂ: 17)

I
Hn=n; H]=I{l£g]=‘3‘.

»

0.54

MygZ e e e =

P o e e e e e —— — — — — ——— o — o ]

=
oy

=
-

i 106

S

1. SUITES REFLLES

lim Axy=nl)

==

- ———— —————

=
i

=
o
=
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Il. SUITES REELLES

uy est 'ordonnée du point M, de C, d’abscisse
m .
Ltn parallele & x'x par M, coupe D en P,: P,
a pour abscisse uy.
uy= f(u,). ' o
u: est I'ordonnée de M,, point de C, d llthl!zb(:.
i, : on obtient M, en tragant par Py la paralléle
a yy',

My —s Py — M, (M,eC)

'!ul — IPI T ME(MQEC)

elc, -
Si I'on continue ainsi, les points M, obtenus se
rapprochent du point A, intersection de D et de

L courbe ', Les coordonnées de A sont (s LD Points successifs sur ( -
avec L ='r(L]' - - Mg(“(); u|)r
N trouve ces coordonnées en resolvant
I'équation f(x)=x. M(uy; uy),
L'abscisse de A est Ia racine positive, Mi(uz; uy).
149 Fnoncé
14¥  Enoncé

Etudier la convergence de chacune deg suites définies pour n=1 :

1 nar\ _ nw\ | | nar
u, -~ cos (1—;!5) Vp=n (1 + cos -ﬁ-), We=n (2+cos ]—2-)

Solution
e [cos '"—ﬂ:"-‘zi donc Iu,,[ﬂl. Prop.
12 n
1 104

Or lim (;:_)=ﬁ‘ donc la suite |u,.| est conver-
+ oo

genle et sa limite est 0; donc 4,
et lim u, =0.

Produit d’une suile conve
P Une suite majorée.
La fonetion f telle que

f(x}=.t(2+cos ':—-;’)

a pour limite (+0) 3 (+e0),

rgente
€st convergente

e Pour n=6(2p+1): cos %'—*0 et v, =n,

Pour n=12(12p+1): cos %=—1 et v, =0,

La suite », n'est Pas convergente,

nw nir
e —l=cos -i—z—sl donc 1=<2 +cog —=3 Prop.

par conséquent 103

nsw,<3p Encadremeny de 1y,

donc im 1y, = + oo,

lim n=lim 3, = o,
2 E o

138
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150

Enoncé

11, SUITES REELLES !

e

iy =2 et pour n=0: u,,,,--% (u,, ;i) I‘|_.‘~r}

La suite v, est définic par p, =

n’t__

i, ~ V5
i, \fﬁ

1) Etudier les variations de la suite u,.

Etudier ses variations.
3) Etudier la convergence de u, et celle de u,.

2) Démontrer que pour tout n : v,,,=(v,)%. Démontrer que v, st bornée.

Solution
1) ug=2, uy==3 1 9] o< 1, MAi >
i} y Wy 4! 2 72 . g 1 IS Hy = Usy.
S—u
Wy oy — Uy =
2u,

Les termes de u, sont positifs.
Le signe de 1., — i, dépend de la position de
i, par rapport a \ 5,

ug< V5
et u,:>\/3.

La suite u, n'est ni croissante ni décroissante.

Upsy —\/g_uz+5—2u,,‘\/§_(uﬂ —-V/5)

e VS uE+5+2u,V5 (1 +V5)
v,,”=(v,,)".
Or u, —V5<u,+V5 donc |v, | <1,
d’ou s
La suite v, est majorée par 1 et
2-V5_ -l
VTIN5 (2+VS)

égatif de la suite Uy,
<1. La suite v est

d’ou
d'ou

)= o
Hg"::u“ elc.

2)

v, est donc le seul terme 1
Donc pour tout n : Vo=<Us
hornée, Posons vp=4a.

vy =(1)= a®

4.

pour n >0 i

0r|u-

v, =(a

1, donc lim(v,)=0.

o
On peut montrer aussi que
== U,t = UE._ Un - vn(vu

v, est décroissante :
- 1)<0.

t"mfl

Ug %ﬁlj__? uy
\'-\__:-—_—:—-/"'/’ 2
u2+5
Uy iy = 2“ C
n

(2-V3)(2+V3)_ 4-5

(2+V3)?

E

|a=

104

(2+V5F

1
(24 V5P

<}

139
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[I. SUITES REELLES

3) v, est convergente et lim u,.=0-'
Calculons u, en fonction de v, :

= V5 (12)

I—vn

donc u, est convergente et Iim u,.='\/§-
e On peut aussi étudier la fonction

[:x — 1x+i sur Re

2 2x

f(x)=0 en x=V35 et
Wo=2; 1, = f(ug); uy=f(u), ete.

Un» bornée el croissante est dope
convergente et sa limite L vérifje

Prop.

L2-L=0 |106 |,

x |0 V3 Fo

i N VS A s

e ¥ c P
En utilisant le tracé de la courbe de [ sur

10; +e2[, ainsi que la droite A d'équation y=x,

on construit, a partir de u, =0 les points de
courbe C :

Mo(uo; uy);  My(uy; 102); Ms(uz; uy), ete.,

et P'on observe les positions des termes U, par
rapport a I'abscisse de A(V5;V5), et la

convergence de u, vers V5
avec u,,{\/f <> u,,,>V5,

Enoncé

la

Voir détail & 'exercice 148.

S est 'ensemble des suites (#,) qui vérifient,

On sait que S est un es
Déterminer deux suites
Trouver la suite élémen

Solution
Une suite géométrique de premier terme 1 et de
raison q est élément de § sj

vérifie I'équation caractéristique
g*-2g+2=0,

lnisn =2un+[ = 2“,1

pace vectoriel de dimension 2
particulicres de S, qui constitu
tde S, telle que Up=2 et y;=—1.

el seulement si g

pour tout n -

sur R.
ent une base de §.

- * L] = ﬁ.z—l:;‘?_
Cettq €quation n’a pas de solution réelle, mais Jeg
solutions complexes : q,=1+i et gr=1—i|. L+ i=\/pim/a
S ne contient donc pas de suite géométrique réelle. l=i=\/3p—imsa
-— - € - =
s ,"u “nT . . nr
Mais {.g..;’:ﬁ (cas -4—+{ sin —);
g5=V2" (‘305 E“f sin H)
4
140 ’
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_ Lo = .
Pasons ¥, = 5 [‘:"l 1 fff{) \/2.._““ ﬂdlr
1
el h=570d4Y —q%):

2i - V2" +sin %F.

sa €l 1, sont des suites réelles Cléments de &
Verilions le pour g,

Surz— 2.\',, T 2.‘1'"
_l nIE 0
A——( Haqz " —2q7"" -2¢43*" v 24" F2g4%)
n+ i [ I
Iq *-2q¢ ’*anﬂ—iq"’z -2g3"" +243)
l
A:— [q,—zm 4 2)"“@'1‘({%"2{!2‘*2]:”.

Eludluns la combinaison linéaire :
Yn as,+ B, =0
ce qui équivaul i
nw nir
vn V2" (nr cos —+f3 s —) =
) B sin F 0
Pour n = l!, on obtient : a=0.
Pour n =2, on obtient : g=0.
La I'an'ullc {-.,I, r,.} est donc une famille libee de S,

donc une base de S, puisque S est de dimension 2.
Toute suite de S s‘écrit donc :

" nir .o h
2 (Acos n + B sin :)
p=2 et u,=—1 conduisent a : A=2 el B==3,

uy = (V2" (2 cos %:-7-3 sin %r)

d’ou

Enoncé

Progp.
112

Prap.
113

Mevion

A el

trr 1

[\ IR

1. SUrmes pEELLES

la méthode est & retenir; 1o
fraansiipe

ey 1hlllllll'l!\ [ARITH

par Lo recherche o (1]
deterimmer

reclles Elements de S

Car ¢, el g, sonl solution de

q* -2 +2=0.

lis notanim de hase pour in

vectonel

B sont des réels quel-

congues.

La suite cherchée est wniguc.

Déterminer les suites qui vérifient 2= 3,4y

Quelle est celle de ces suites pour laquelle u,=1 et u,

- 2,

= -37

Solution

Cherchons, parmi
vecloriel de suiles,

v,=1 el de raison x. o .
x est solution de I'équation caractéristique :

x1=3x+2=0: x*lmm. 2
Si I'on pose 5, =1 et 1,=2" 1a famille {s,: £, }esil
une famille Ilhrc el une h.u.e de I'espace vecloriel.

Les suites cherchées s'écrivent :
"" :A + ”.:]_n'

les éléments de cel espace
les suites geomelrigues avee

112

Prop.

| ¢ verfier tapdement
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Il. SUITES REELLES

lty=1 conduit a : A+QB= 1.
iy=-3 conduit 4 : A -Hﬁ,B =3

d’oi B=-4 et A=5
donc u,=5 -Jlx 2.
Enoncé

j

Prop.
113

Pour wug et u, fixés, A et B se
calculent de maniére unigue

Démontrer que pour tout naturel n non nul :

1 1
——<Vn+1-V0n<——.
2Vn+1 2Vn
Etudier la convergence de la suite - u,=Vn+1-vn
: : 1 1 1
puis de la suite : t=lt—t—t .. +—.
i V2 V3 Va
b
Solution
\/mL-'\/Tz={ Vin+1 -—'\/E)( Vin+1+ VE) Multiplier et diviser par la forme
, Va+1+Vn conjuguée de
= VA-VB.
Van+1+Vn
Or 1 = 1 Van+i>Vn,
Va+1+Van Va+va
y 1 q Encadrement d’une suite par
m—l+'\/‘;>\f'n o I e deux suites convergentes vers 0.
" 1 1
d’ot <Vn+1-Vp<—_ Prop.
2Vn -til 2V 105.
La suite f,=—— est convergente et lim ¢, =0
Vn : o !
de méme gy =
5 2Vn+1
converge vers 0 Donc u, est convergente vers (.
Pour n>0 - —v=>2(\fu + —\/L)
Démontrons par récurrence que : 0, >2Vn+1-2, o
Si Hp:’Z\-’ 1——2 on a 1 101
Ups1 =10, + \/m Raisonnement par récurrence.

doll v,4,>(2Vp ¥ -—2)+2'(Vp +2_V’p__ﬁ)
up+]}2 v p +2_2.

La suite w,,=2(m_1—'-2) est divergente verg
(+00).

Comme v, > w,, alors v, est divergente vers ( + ),

142

Majoration d’une suite par une
suite qui diverge vers +w,
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1. SUITES REELLES
t
{
D’AUTRES POUR CHERCHER '
154 Enom_:é . |
La suite (w,) est définie par Wo=a et w,=b avec, pour n> |
Whs = Wa = Wy, I
. ain . |
Démontrer que cette suite est périodique. Quelles sont ses variations? ,'
Indication |
Dém'onl'rcr‘ par r’égur{e.nce que w,,.3=—w, puis calculer w, ..
Réfléchir a la périodicité et son influence sur les variations.
i
.l z »
155 Enoncé

| 1 _
; i : 1 ite ari 211 | et seitlement si
a+b a+e b+c') est une suite arithmétique si et seulem

(a*, b, c?) est une suite arithmétique.

| I 1 )
. y — est-elle une suite arithmétique?
(1+v:1 1+V5 V3+/5 1

Démontrer que (

156 Enoncé

a) Une suite u est définie par ug=—3 et u,,H=g u, —6.
Calculer les cing ternes qui suivent uy.

b) La suite v est définie par v,=u, + 18, |
Démontrer que v est une suite géométrique que l'on précisera.

c) La suite v est-elle convergente? Et la suite u?

Indication

Ces deux suites sont convergentes : lim v, =0 et lim u,=-—18.

@ Enoncé
2 |
] = - = # # f _ :
| Soit la suite (u,) de terme général u, nT D 3)
a) Déterminer deux constantes réelles a et b telles que YneN,
g B
2n+1 2n+3
b) Soit la suite réelle définie par le terme général S, = 2

i,

p=0

|. Donner en fonction de n I'expression de S,. Démontrer que Sa est convergente. ,
Indication ;
. | i
Démontrer par récurrence que S, =1 —,"+3. S, est croissante et majorée. I
143
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II. SUITES REELLES

Enoncé

_aony (1,01)"
n Van

Voici deux suites définies pour n>0: u,

Tous les termes sont positifs.
1) Démontrer que si a et b sont des réels strictement positifs :

b
a<b équivaut d E::-I.

: '/ : o ; —
2) Exprimer " — 1 en fonction de n. En déduire que la suite u est décroissante

pour 1=<n<100 et croissante pour n>100.

. vil = 2 - # . - -
3) Exprimer t, :U—” puis (t2—=1) en fonction de n et étudiez les variations de v.

Indication
oy 1,01X0 n—100 M- s Uiy
= . 1= . = ta ——1>0.
u, n+1 u, 100(n+1) '™+ Y SAUAE u,
Enoncé
W n e Y. N —l
S"_3n+(—1)"’ on pas S"_3r1+(—1}” 3

1) Démontrer que s} ne garde pas un signe constant.
z 1 e >
2) Démontrer que |s}| {? En déduire que s' converge vers 0.
s est-elle une suite convergente?

Indication -

[ La suite 5, n'est pas monotone, mais convergente.

Enoncé
Etudier la convergence de chacune des suites :

In?+2n—1 ; Snt+n?+1 T = myrn Y
T e—— =—-—...; lvn:-_ \.f'ﬂ = 4
“n S5n+3 " " n*+n? " L

Enoncé , e ) .
N* désignant ['ensemble des entiers naturels privés de zéro, on donne la suite

(u,) @ termes positifs, de premier terme uy=1 et telle que pour tout n de N*,

. e
on ait : (Uy+1)* =2y

I

) Calculer uy, s et Us.

2) On pose : YnEN¥, v, =In u,—1In 2.

144

Montrer que la suite (v, )nen+ €St une suite géométrique dont on précisera la
raison. Calculer la limite de vn, puts celle de u, quand n tend vers (+).
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I1. SUITES REELLES .\

3) On désigne par A, la so . I )
par Ay la somme des p premiers termes de la suite (v,) et par B,

:;‘,P;t ‘g:-:;::‘:,-,".’lf?.m'f-”-r‘ rmes de la suite (u,). Calculer A » ¢l B, en fonction
' es limites de A, et de B, quand p tend vers +=. |

Indication J

i 3
( I} ﬂ'::'_-!:; “3=24; “422;_ ")) 0 I .
i - n trouve Vhat :; Ut Iim Uy =3

162 $Enoncé
o Voici quatre suites u, v, w, 1, définies par :
no _n+l n n+?2

M=t  Wam— =
In+1" T 3ar M Tnor BT3o7
a) Etudier les variations de chacune de ces suites.

iy =

» l -
b) Démontrer que 3 est un majorant de u et un minorant de v, w et t.

e R —

¢) En déduire la convergence de u, v, w et .

i 1 ,
: d) On pose u’=§— u,. Démontrer que 0<:u*<%; en déduire la limite de u) et
! celle de u,. Etudier de méme les limites de v, w, t. :
! 1
Indication
a) On peut soit étudier le signe de (u, —u,—y), soit étudier les variations de
' X — 3 '+1. u est croissante; v, w et t sont décroissantes.
X |
i
| | - y
163§ Enoncé |
Soit la suite u définie par ug=1 et pour tout n : =35 i, +2. I;
1) Démontrer que u est majorée par 4 et qu’elle est croissante. ;
2) Quelle est la limite de u?
3) Illustrez cette étude en tragant dans un repére orthonormé les droites
d'équations : y=x et y=5x+L
4) On considere la suite v telle qu vy =lixt h.
Déterminer h pour que v soit unc suite geomeirique.
Etudier la limite de v et retrouver celle de u.
i b 4 -
Indication
I Voir les interprétations graphiques dans les exercices 148 et 150,
145
|
| S— 1

Scanned by CamScanner



s e ——— P N e

= _.-._'.:'ﬂ

o4

166

167

II. SUITES REELLES

Enoncé

( 1
Soit la suite v définic par vy="6 et v,,,== v, +2.

2
L) Démontrer que v est minorde et qu’elle est décroissante.
2) Est-elle convergente?

I
3) Hlustrer en tragant les droites d’équations : y=x et y =5 x+2,

Indication

A rapprocher de I'exercice précédent. Le choix de v, change tout.

Enoncé
| " 1 " 1 G ]

i+ n?42" 243 n2+2n+1

Etudier la limite de cette suite, en

iy =

majorant chaque terme de la somme.

Indication

I s’agit de majorer u, par une suite de limite nulle en remarquant que,

quel que soit p>1 : I 1
2 R
n“+p n*+1

Enoncé
Etudier les limites de : )
2 n cos n; s n*+cos n; , 2 =3
V¥l 3n?+sin n toangae’
Indication

Majorer |u,| par une suite convergente de limite nulle,

- " - » # . 2 w
Pour 1,, mettre en évidence Ja suite gcométrique s, z(-—) !

Enoncé

@ et b sont des réels tels que 0<a <, (1,) et (v
2u,v, s N
" 00O Vg = 3 (e, +v,).
1) Calewler wy, vy, 1, vy et les représenter par des points
2) Démontrer que, pour tout n : u, <v,,

3) Démontrer que (n,) est croissante et (v,) décroissante,

w) sont deux suites telles que :

Wop=da el U,, i

Sur un gxe.

146
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I, SuITes rEELLES

4) O’E pose J Wy =1, — Uy, De’mrmtn.*r que w, est convergente de limite (),
\ §) Démontrer que w,v, =ab. En déduire les limites de u. et v
i g fi ne

Indication

2) Rccurrct:ncc. Exprimer w,,,~wv,,, en fonction de Uy =1,
5) lim u =lim v=Vabh. C'est la moyenne géométrique de a et b.

Tff.ﬂ Enoncé
a étant un réel positif, la suite (u,) est définie par uy=a et u,.,=u,.

1) Démontrer qu'il existe deux valeurs de a pour lesquelles (u,) est constante.

2) Ces valeurs sqr:l ffé.mrmais exclues. Démontrer que si a > 1, alors u, est minorée
par 1, et majorée par | si 0<a <1,

3) Etudier les variations de u, et sa convergence.

Indication

Miwr 5 :
| 3) Comparer :{—” a l. lim u=1 pour tout a=>0.

n

169 ¢ Enoncé
On considére les suites u qui vérifient la relation :

Hn+2=_un+l+6“n (”
les termes uqg et u, étant donnés.
1) Trouver deux suites géométriques v, et w,, de premier terme 1, qui vérifient
celte relation.
2) Soit 1, =6v, —8w,. Démontrer que 1, vérifie la relation (1).
3) Déterminer l'ensemble des suites qui vérifient cette relation,

Indication

Voir les exercices @ci[@

[ -
170, %) Enoncé o _ _
On consideére les suites v qui vérifient la r elation (2) :

Unfz=4un+l—4'Ju

les termes vq et v, étant donnés.

1) Trouver une suite géométrique iy, de premi
2) Démontrer qu la suite w, = ity vérifie aussi la relation (2).

147

er terme 1, qui vérifie cette relation.

4
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11. SUITES REELLES

171 ! Enoncé .
Déterminer 'ensemble des suites (u,) qui vérifient

Y 25
Ou,, 4z + 61y 4y + 1, =0
¥ Déterminer la suite qui vérific uo=u,=1 et étudier sa CONVETEENCe.

172 ) Enoncé
Déterminer la suite (v,) qui vérifie

Uper=20,4,—5v, avec vo=—2 et ©v;=0.

148
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/—FCILCULS D'INTEGRAL s

y Procédés divers . |
i A\ Buclide (-365 qv udoxe (

mcsufcs d:: volumes. Archimede (=287; =212) fut I'un des
Premiers a ¢laborer une véritable méthode de recherche
pu:ur les aires, C'est ainsi qu'il démontra, le premier que
I"aire dy secteur de parabole (colorié '
B c de l'aire dy i ole ¢ orié en rnugE] et les -.UJ
— gle ABC: il utilise pour cette démonstration
/ des considérations mécaniques.
/ Des mathématiciens tels que Képler (1571-1630) (volumes
des tonneaux) et surtout Cavatieri (1598-1647) (méthodes
des indivisibles), Pascal ( 1623-1662), Guldin (1577-1643) ont
Préparé une méthode moderne dintégration grice a la
décomposition de surfaces et de volumes en domaines
élémentaires.
i Clest i Leibniz (1646-1716) et Newton (1643-1727) que I'on
doit la mise au point du calcul intégral et sa liaison avec
le «probléme des tangentes» ¢'est-a-dire la dérivation.
Cauchy (1789-1857) et Riemann (1826-1866) donnent une
forme définitive i la théorie.

WA "
| H\\\ ! sures de figures, mesures d’aires (disque)

J
: y=x% NAAA Pour calculer I'aire § de la surface comprise entre la 1
‘parabole, I'axe x’x et la droite d’équation x =1, découpons

-'I cette surface en «tranches» de méme largeur. )

' Si le nombre de ces tranches est n, leur largeur commune :
est 1/n, et 1'on peut assimiler chaque franche 2 un rectangle |
! de largeur 1/n et de hauteurs -

" O % s (52
, 01 ;) » (; L B wesy n -
| Ecrivons la somme de leurs aires :

g By e g
I' SI.' =; (?‘l‘—‘]‘—%' e "2

n? n*

S,,=—1,-[1+2=+3=-+...+(u~1'}1.].
n

£ . : Dans I'un de ses «Traités d'Anthmétique~, Pascal a
0 '8 - démontré que la somme des carrés des nombres entiers de
: A (n—1) est |

14(n ; . 5 _atn-12n-1)

(n—1)n@n—1) Donc :
6 6n

I On peut considérer gue I'aire cherchée £ est la limite de
I S, lorsque I'on augmente indéfiniment n = cette ﬂuﬂ_[g;_._a'g'!'
1;3'-_ C'est un résultat analogue & ce que trouvait déjd
Archiméde.

o 149
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I CALCULS IPINTEGRALLS

DES EXERCICES CORRIGES

Enoncé
Etudier 'existence des intégrales suivantes, et les calculer si possible :
A=I(2.r2~2)dx: B=f |2,\-2-2|dx; 3
] ' 0
=4 (2x*-2)’dx; D r M dx;
- — — x; —_ e 3
A X A (zxz_z}z
o 3 4x d
A E -jl 4xVIxT=2 dx; r—J; P
Solution
A : La fonction polyndme : x —» 2x2—2 Bt
esl cm_ﬂigmu sur [0; 2] donc Iintégrale A existe. 32'
Les primitives de cette fonction sont :
2
Flx)=5x'=2x+C =
[ _ 16 4
A—[F(x)]%—F(Z)—F(0}=(?—4+C)—- =5. La valeur de C na pas
i ) . d'importance : cette constante
B : La fonction : x — [2x2—2| est continue sur -
[0; 2] donc lintégrale B inste. I e F(2)-F{[l);_,'_
Mais [2x*-2| peut s’écrire de deux facons diffé<= ) T Ny
Ll 2P =2=2(x = 1)(x +1). o - o 2
e Si x<-1 ou x>1: !2:2—2|=2x2~2 carr_u : -I‘ - I
: (x=1)x+1)>0.
o Si—I<x<l:|2x*-2|=-2x242 car
(x— I)(I +1)<0. Puisque |2x2~2|=0 sur R on
Le calcul de B doit étre scindé en deux caleuls : trouve donc pour B un réel
gl 2 : itif.
B=f (—2x%+2)dx +f (2x2-2)dx e
0 1 3 v
. e , Jf(xldx=f f(x)dx
B=[—§x3+2x+C] +[§x3—2x+C'] ) ) ¢
” ie 0 ) 1 LA 15 +J flx)dx.
o=(-113)o(-4-()- €
3 R T o B
!{ : La fqnction g telle que g(x)=4x(2x?—2) = o
¢lant continue sur R, I'intégrale existe.
Si on pose :
. u(x)=2x*-2, ona u'(x)=4x f=woun: po
dﬂu: g_—_u')(":‘ . ' ﬂ‘f‘f"
donc une primitive de g est - (st nz-1).
1
G(I}=3 u'(x) =i- (2x2-2)*, On peut prendre 0 comme valeur
de la constante C.
150
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et par conséquent :

H =[ G(x)Ji=G(1)~ G(0)= 4.
; 4)
p : La fonction X — G 21: 37 n'est pas

définie en x=-—1 et x=1. Elle n'est donc pas
continue sur [0: 3], par conséquent I'intégrale D

n'cxiste pas.
g : La fonction h définie par

h('f)*r’-leZx‘—Z

est définie etcontinue si x*—1>0; elle est donc
continue sur l'intervalle [1;2]. L'intégrale E
existe donc. Avec H(\.) 2x*—2, h se présente
sous la forme : h=u"X .

Une primitive sera donc :
s P
(A}-—g '=§ V(?IZ"E}S
d’ou
2 o
=5[x/ux-—zf]%%(\/?—n):wﬁ.
F : La fonction est continue sur [2; 3] donc
I'intégrale est calculable
4x X 1'ix)
(2x2—=2) u?(x)

une primitive s’écrit :

1 o |
Kix)= Au(x} 2x2=2

’[zx’—z , L6 61 48

Enoncé

-

1. CALCULS D'INTEGRALES

P

/R

Prop.
97
w=Vu,

E est encore un réel positif
puisque

4xV2x2=2 |

est positif sur [132]. |

F est un réel positif.

H :
Calculer [ =J cos 3x+sin x dx  puis
(1]

J :r cos 3x+sin x dx.
-3

Solution

X —> cos 3x-sin x est continue sur R.
Ici, il est indispensable de linéariser cOs
c'est-a-dire le mettre souq forme de somme

f(x)=cos 3x-sin x =3 [sin Ax +sin(—2x)]

1 . 1 .
I'(xl—i sin 4x—§ sin 2X.

3Ix-sin X,

[

sin a+cos b,

De I'imérét de savoir ses formu-
les de trigo...

Prop.
15
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[1. CALCULS D INTEGRALES

F telle que :
os 2x + C.

Une primitive de [ est
1
F(x)= ~3 cos 4x +4 c
D’'ou

I X
I=[—é~cos 4x +-4- cos 2.\'+C]0

I—(__.];_ 2 +lc05 )—(—10050+'1‘C050)
= SCOS W 4 ™ 8- 4

;_Pl_lnfl#l:_l
=78 48 4 72
1 | i
De méme J= [ —— cos 4x +- cos Zx] =0.
8 4 -

Pour J, remarquer que f est impaire, donc

J:f(.\') dx=0.

Enoncé

Prop.
68

Altention & cos 0, cos 7., et yyy
[antes de caleul!

Méme méthode pour

w

1
I cos 8x-cos 5x dx;
0

b
J- cos x-cos 6x+sin 2x dx...
(4]

a
de =2, f)=77 " x+2

16 :
_ Déterminer deux réels a et b tels que,

3
' En déduire K =I fix)dx.
]

pour tout x différent

Solution
On doit avoir, pout tout xE=23
12x+16 _ a b
(x+2P (x +2)2+(x 4+2)
2x+16 _ a b(x+2)
(x+27 (x+2)P (x+2)
12x+16 bx+a+2b
(x+2F  (x+2)
¢y [ b=12 {a =—8
a+2b=16 |b=12
8 12
f&=-ci 42

Cherchons les primitives F de [.
L H{-")=(I'—+2—)§.
Posons : u(x)=x+2, u'(x)=1.
g(x) est de la forme (—3}.{&1.
wi(x)

Donc G(x) =I—+—2*+ C.

152

Ce quotient ne se présente pis

i
sous la forme —..

" n
Il faut donc trouver aulre chose
pour calculer ces primitives.

On doit avoir pour tout xEDy

12x + 16= bx +(a +2b).

{ est la somme de deux fonctions
continues sur 1-2; +2l
et [0; 31C]1-2; +oaf.

les primitives
L)
i < u
de - et les primitives de 7
=

Ne pas confondie

el
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1. CALCULS D'INTEGRALES

12
@ hl_x]:x“'_z’

donc H(x)=12 In|x +2| + C,.

u'
I‘l — 12 ] Pﬂl[ll.
s 80

" 8
Ainsi © F(x)=—+12 In|x+2|+C. avec C=C+Cy.
D’oll

K=F(3)— F(O)—-—+12ln5 4—-121n2

=12 5
=—+12 In =
K z In X

#

Enonceé

Calculer I =J. X*-COS de.
o 2

Solution
La fonction est continue sur R donc I existe. i) =2 +C08 =

2
X yaad
Puisque x-cos >0 sur [0, ], V'intégrale cher- ) .
2 C'est un produit que I'on ne peul

chée sera positive. pas linéariser. |
On essaie une intégration par parties. 1 faut donc trouver autre chose. {

o [1° essai Hio,
Si on pose 124

Le choix de f et g' n'est pas
toujours évident.

flx)=cos % alors f'(x)= —5sing

1 2 v R 1
g'(x)=x alors g(X}-E s 1l faut donc essayer:
1 .x].‘T : J"' 2, i * v X
s [=|= —| +=| x"*sInz dx. ici x+cos ==0 sur [0; 7)
ona: [ [zx cos 7). "3l 2 2
s’est compliquée! C’esl donc I sera positif.

L'intégrale qui apparait
donc que le choix de | et '
par parties ¢lait mauvais.

dans I'intégration

& [2° essai

Si on pose
{ f(x)=x alors fi(x)=1

g'(x)= co*«;i alors g(r)—quZ

™ L 3
a: .':[2:: sin E] —ZI sin ;;d.t.
2 0 (1] be=s

153
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1L CALCUuLS INTEORALLES

On sait caleuler la nouvelle intégrale

g -y T
' X1 X .
f'-IZ.\' s1n -—] | 2[2 Cos -,;] =2m -4,
:!- 0 w4

Enonee

T A
(LUSD 2S|n§
120

Soient 1 - f (2x + Deos? xdx et J = fQ.H 1)sin?x dx.

Caleuler I 4 J, I =J, en déduire I et J.

Solution

Les Tonctions données sont continues sur R, done
. a m

integrables sur [ﬁ: I]'

I+J =J-‘ (2x + 1) cos? x + sin? x)dx

!+J-+J. (2x + 1)dx =[x? +1]4—l—6-+:’*

| =j (2x + 1)} cos? x —sin? x)dx
0

| —.I=J.. (2x + 1) cos 2x dx.
]

On a besoin d'une intégration par parties.
Posons u(x)=2x+1 et v {x}- cos 2x.

I—-J= [-l—(sin 2x)2x + I)] -J sin 2x dx

I-J= [ (sin 21}(2x+l)] [ cnst] =14i.

0
On obtient le systeme :

w ‘J’T
[+7=24T
T
g
I=J==
4
_ ™ mw?
c'est-a-dire "E:T*E et J=-3—2-.

Enoncé

Autre méthode

On pourrait calculer directemeny
I et J : exprimer sin? x ot cos? x
en fonction de cos 2x et faire

deux intégrations par parties:
c'est plus long...

Remarquer I'intérét du caleu] de
I'+J car

cos? x +sin x=1.

2= |
Pﬂlp. ’ Loy = . ) \_'
1 = i T -[_ -
12‘4 -E _}[‘\jl'\.l L
i, _
t {1
/20y w02 Y AR =
;: = J |I \ -

5 F
Calculer | =J- cos® xdx; J =J’
0

7
& .
cos” xdx; K =I sin® xdx.
- 3

154
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solution
o8 (ol fonctions § X b cos’ x: & b— cos* x;
! e : Apr T - ~
| v S0 A sont détinies, dérivables, done conli-
ox sur R L) Kosont done ealenlables,
Calenl e T3 Posons fix )= cos x. Cherchons
une primitive de f
h
fa) - cos arcos v oocos vl -sin? x)

n

[(A) CO8 X =08 X sin? x.
La fonction fi 3 fix) = cos xesin® v se présente
sitls la Torme

fix) = ) X () avee () = sin
el 1'(X) = Cos X,

Gy |

Une primitive de fi est done -iu'.
Dol .

: |
| cos vdx — I () (x)dy
0 ]

= " 1 wi g ol
| =|sin X ]:‘H-ilhm X l:)

| =i :r_l..
~-:~m4 3 172

e Calcul de J : Posons g(x)=cos" x.
11 faut linéariser g. i
cos® x =[cos’ xP= EU +cos 2x)

-
cos® x=-(1+2 cos 2x + 0§ 2x)

1
Rt.t']-.r.-+-|2- cos 2x + EU +cos 4x)

1
gt.\'}=§-+% cos 2x +§ cos 4x.

Une primitive de g:
G -l '+-l-qin"':+-—qin4'c
lt.\‘)_g.l 4. & 32 X

S O gl e, |
J-[-.\+-‘ism ._1+,“ sin 4x i

-

e Caleul de K. La fonction X sin® x est
continue sur R. Elle est impaire, donc

[ ]
I sin® xdx =0 ainsi:  K=0.

11, CALCULS l)'m‘l'ﬁtiRM.ﬂS

nol.
45

Cette meéthode esl nppl}cuhiu si

I'on o e prissance de vos v (ou

de sin 1) dlexposant fmpair.
(Y =3’

PProp.
97

|
cos* a= E“ +cos 2ar)
appliquée 2 fois :
avec @ =X

avec a=2X

[si.n[ﬂ.'c}]' =q-+cos ax

Remarquer que X —* cos' x

est paire, donc

r glx)dx=2 J:.g(.t}dx

Prop.

1 X

y'

1]

I_“f“"“= -J:fumr

158
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I1. CALCULS D'INTEGRALES

Enoncé

Calculer L = Jn xV3—xdx.
0

Solution

X — V3 —xest conlinue sur |]—oo, 3] donc cette
intégrale existe. Intégrons par parties :

{ u(x)=x d'on u'(x)=1

2 3
v'=(3-x) doi v=-—§(3—.\*)i

L=[—-2—I(3—.t)§]h+%f (3—.\'}§d.1'
3 o 3

e L)

L=(-.4.).Li(]_v’3‘3)

3/ 15

]@-44~122

§ 5T
Enoncé

Prop.
124

X > (3-x) a pour dérivée
3 |
Kir=% =={3--ajf

X — (3-x)p

a pour dérivée
X —;(3—;];

f(x)>0 sur [0; 2] donc on doil
trouver L >0

Calculer les intégrales

“In x £ = &
A=£ -—x—dx; B=J. In xdx; C‘=j X In xdx; D=J ! dx.
1 1 e

xlnx

Solution

Les trois premiéres fonctions sont continues sur
105 +2e[ donc les trois intégrales existent.

In x
A: flx)=— f est de la forme f=u"xu avec
u(x)=In x. I |
D’ol1 une primitive - F(x):l—’ uz{x)_-_i In? x

. 1
A=[F(0)] =3 In? e-% In? 1 =1

B : Intégrons par parties : In x = In x.
{ u(x)=Inx d'on u'(_n:l
Posons | . X
v'(x)=1 dott  w(x)=y
B =[u(x)- v(x) ] ‘I X)X v(x)dy
1
B=[xIn -"];_[-\']T:‘[I In x =X,

156

Ces trois fonctions étant positi-
ves sur [1; ¢], A, B et C seronl
des réels positifs.

Prop.
97

|
pour 1<x<e:—<] ona
X

Inx
—<Inx<xInx
X

donec A= B (.

Ine=letlnl=0
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F

|“u grons par pm‘llc

ulx)=Inx L!‘nu u'u)_—.%
'l'lﬂ;.‘.ﬂllﬁ . |
11!'(.1“}: X d'ou u{,\-]=§ v2
L s .'_I“l_d__[l 14 ]f
(5[5" In .\]l 1 5 xdx -\' In x i 1
1 ,,1 1 4
Yo g o ke 1
C=3¢7%° g _'U-' g
!

E;=10, 1{U]l, +oo[,

f est continue sur 11, +=[ donc D existe

p: )= o

e L U .
fixy= X ><In x
Si I'on pose n(x)=Inx, on a
o S 1 =u*(.1')
flx)y=u'(x) S

Donc [ admet pour primitives In |u|+C
F{x)—ln Iln 'c| +C.

D =I dx=[In(ln x}]:t
L X
D=In2-In1=In2.

Enoncé

‘—11J
L
1I. CALCULS DINTEGRALES
Prop.
124 §'I
b

e ——

Prop.
80

- -
S

.
u I:J.‘)—x

1l fallait y penser...

Iei x>1 donc In x>0
lIn x| =In x

Ine=1
Ine*=2 j

Soit l'intégrale I = I (cos x

Démontrer que I = 0 quel que soit n.

y"*+! dx (n entier naturel).

Solution
Utilisons le changement de va
I—ﬂ—x
7%

riable affine :

3
vou 1= [ (e (G-0)

’_J ("ill"l [-)1n+l,d!

ar
(4 i il =
l’ourxe—-g.ona.t:-elpnurx ls,{ma

done

La fonction : t — sin
impaire donc [ =0 pour tout n.

=
3

an+1 § est une fonction

Surtout, ne pas tenter un calcul
direct, par une autre méthode.

gy
Prop. _2

HS cos G = :) =sin 1.

Cet exercice montre I'intérét de
I"utilisation d'un changement de
variable dans certuins cas.,

Prop.
116

157
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k [I. CALCULS D'INTEGRALES

182 Enoncé

Utiliser un changement de variable pour calculer :

" 1
i w
s . — : J:J ] 4x +1 dx.
1 Lsm(élx 6)(].1: b n( )

Solution

® Calcul de I : Posons t=4x —Z. On peut aussi uiliser une primi-
St x=0, alors ¢ = —-g. g s 51:]1 (‘u?;’:)'
Si ng’ albra tzig_?" F(x)=—4—cos(4x—%),

Avec cette nouvelle variable ¢ -

b 1 (¥
' I=Z _Esinlrdt

d’on

1l w17 \3 V31 V3
4[ cos f] y + 5 + 3 2
e Calcul de J : Posons t=4x+1,

Pour x=0, alors t=1. Pour x=1, alors t=5.
Avec cette nouvelle variable -

In(4x +1) est continue sur
R
4
T |
4 . ' Jd EEL In ¢ dt. Voir ici 1‘exercica
En intégrant par parties :
{ ui)=1 u(t)=t
v(t)=Int v'(!)z::-

=zl In =2 [t =1 (5 10 5 =54,
J=§ln5-—l.
I_ES Enoncé
1 fonw X
Calculer I,.=Em l X cosi-dx,

Meontrer que (/,) est une suite geométrique dont on déterminera la raison ¢
et le premier terme I,.

On pose : S, =Iy+ 1) +...+1,. Calculer S.et lim §,

== =
e .

158
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Solution

X
= : cosi est continue donc intégrable sur
[ 73 4nr].
d’ol

u(x)=x w'(x)=1

. X
2y=2 -,
v(x) sm2

1 . X dnmr 4nmr
I, =W ([2-‘? sin EL HL 2 sin gdx)

In =

Posons : { ) x
u{x)=cns§ d'on

Aadn
[Zx sin E-H-I cos i]
21y

2r|-|-l 2
1 1
I =5 (8nr KU+4—217—0)=F 2=m).
Or : I“=%;—4Tx%=l,,L,x%.

. 2w R ’ 1
Donc (7,,) est une suile géométrique de raison q =5,'

-I n+1
-(3)
1

| ==
2

de 1°" terme Iy=2-—1m.

Si=h+5L+..+1,=(2—m)

si-2-m(i-()").

[1. CALCULS D'INTEGRALES

Voir aussi 'exercice

l?ﬁ.l

Le choix de » et de 1’ est, encore
ici, une question de bon sens.

Prap.
124

On remarque que [, <0

(car =>2).

On ne pouvail pas prévoir ce
& - - .r
résultat a priori car X cos

-

change de signe sur [, dn7].

La suite I, est convergente car |q| <. 2
. rop.
Donc lim §,=22-—®). 110
m—+ 400
Enoncé
En utilisant des intégrations par parties successives, calculer

1
A =J x*e"idx.
(1]

Solution
x +— x'e”? est continue sur R.
e Premiere intégration par parties
{ fx)=x*  doi fi(x)=3x7
g'x)=e¢3 doit g(x)=-2¢7}

!
A=[-2"%"1li+6 I x?e~i dx.
0

Ce n'est pas trés difficile, mais
cela demande une bonne atten-
tion (coelficients!').

5

159
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" 1. CALCULS D'INTEGRALES

e Seconde intégration par parties pour B
hx)=x* dol h'(x)=2x ,
{ (x)=e¢f d'ol g(x)=—2¢"*

B= Jxe “fdx=[-2x%"? }u+4jxe idx.

o Troisitme intégration par parties pour C
p(x)=x doi p'(x)=1
{g’(x)= ei dolt g(x)=-2¢7

I 1
C=J xed dx=[-—2xe“‘5]‘§+2] e~idx.
0 0

1
I ¢ idx est calculable directement :
]

Fo

x —> —2¢7% est une primitive de x — e~

1
D =I e~idy=[-2e"1];
0

d’od
A=[-2x%"%]}+6B
A=[-2x - 12x%" ]} +24C
A=[-2x%"i— 12x% i —48xe i ]} + 48D
A=[(-2x*—12x>—48x—96) e 1]}
A=(-2-12-48-96)ei+96

158
A=96—"==0,168.

(e‘”“*‘b]’: dotixth

: 1 .,
(e~i)y= = L

tous les calculs
attendre 1o fin!

Ne pas faire
intermédiaires,
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1. CALCULS r_r:mr%nnm.ﬁs

D’AUTRES POUR CHERCHER

185} Enoncé

flx)=cos x X sin’ g{\)— t, p(x)=sin x X cos® x.

Déterminer les primitives de dmcmm de ces fonctions.

. Enoncé

' Calculer

Cx?—4x? 4 x+1 0 2(x+1)
f‘—'L 3 dx; J=| |x*=x-2|dx; K=f ( xzj d
1

x* L

Indication

'écri_rt? I sous forme de somme. Pour J étudier d’abord le signe de (x*—x —2).
Justifier d’abord I'existence de chaque intégrale.

" 187 2Enoncé

| Calculer
sin x P cos x ¥ sin X —COS X
fes J ; J’=J B X g K=f SnxC08 X ax
cos x r Sin X o sin x +cos x
lm{icatiun

Penser a I'existence de ces intégrales.

= )
188 gEnm‘ce sin x ¢ sin 3x

Calculer : A= j*_1“3c05xdx;ﬂ= o 1+cos 3x x

Indication

1
Pour tout x de [0; ;—r], cos x#g.

@ Enoncé

x—1
fx)= x+1
a) Démontrer qu’il existe deux réels a et b tels que f(x)=a +_i_1

b) Calculer J f(x)dx en justifiant l'existence de cette intégrale.

| . ¢) glx)=[fx)}. C‘a!cu!erf g(x)dx.

161
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IT. CALCULS D'INTEGRALES

Indication
9 4 Rl
a)a=1et h=-2, .'r}izl+|n(ﬁ). (.'}J:EJrln 756"
Enoncé
Calculer
1 1 2 I
AzJ (X +3)(x* + 6x +4)?dy; B=j VX +3 dx; C=| —— 4.
0 =2 1 (x+1)?

Indication

\jnur le caleul de A, surtout ne pas développer! I

Enoncé
Calculer
E "
J; sin 2x X cos 2y dx; r sin 2x(cos? 2x)dx; JE LR dx
§ 0 cos’2x
Enoncé "
Calculer I=I 4x5ﬂ2x3+x2-fl d J
- —— * —— i
1 2 X3 I—J; (sin(2x +1)— 4 cos 3x)dx;
1
K= G~ 1x + )24,
Enoncé
Ecrire cos® x et sin? x en fonction de cog 2 el cos 4x
Calculer !
j (X cos? x + gjp* X)dx
Enoncé :
On pose I, :I "npx
. Ly 'e" dx (n est gy Raturel supériey, a 0)
1) Calculer 1. '
2) Montrer
que pour toyy natuy, :
3) En déduire . o g R 5 Ty =(n+1)7,

4) Calculer alors J:Il 3 2
. (x*+2x ~2x) e* dx.

Indication

. 4) Utiliser e calcul de I, I, et L. :]
162
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1. CALCULS D'INTEGRALES

Illq:-] Enoncé

COs X sin X
.4 :J‘ e X B =J T —
b sin X +cos x o Sin x +cos x
Calculer A+ B, A—B et en déduire A et B.

Indication

S|

Penser d’abord & 'existence! A + B =

19|

Enoncé

196
Calculer F(.Y)=J 10° dt en fonction du réel x puis résoudre I'équation F(x)=6.
(]

Indication

gl In 10

In 10 ' _ ,i|

Penser que 10" =¢"™' dont la dérivée est

197 $Enoncé . ] !
' Calculer la valeur moyenne de la fonction f, pour I donne, dans chacun des cas .

suivants : .
a) f(x)=4x>—5x+3 et I=[0; 3]. j|
T |

|

|

I b) f(x)=sin".x et I =[0; 5]
‘ c) flx)= et I=[e; 2e].
|

|

x=1

Indication

Revoir la définition de la valeur moyenne.

. liog] }Enoncé i
|' Calculer —1-1—}:-— dx, par changement de variable, en posant X =x —1.
iz (x— 1) '

k. @29} Enoncé .

- 3342t St =L Ly e o

: Calculer ;:I ———dt et J:J —2-:-}—{]! a l'aide d'un changement de
variable. g #=1 0

|
_1
]
|
|
1
|
|

Indication

Pour I, poser X =~ et pour J poser X =2—1,

163
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& 2 II. CALcuLs D'INTEGRALES

@ SEnnncé ;
;1) Calculer I.,=j VI1-xdx.
0

1 *
2) Caleuler I, =I xV1-=xdx en intégrant par parties.

0

1
3) On pose I, =I X"V1 =xdx.

0 ;
Trouver une relation entre I, et I,_y. En déduire I, et I,

Indication

VI=x=(1-x). Attention : |a dérivée de u=1-x est y'= —1. ﬁ
3) Partir de 1, en posant u(x)=x" et v'(x)=(1-x)

(1= =(1 = x)(1 - ). L.%ﬂu,,ﬁ.—fn).

Eﬂj iﬁnoncé

4
Calculer | =f (1+cos x)*(1-cos x)*dx.
%

k:_ Indication
f(x)=sin® x + gip® X+*sin x. Linéariser sin® X. I=§E+—I-—M-
ﬂ 48 448 16
@ Enoncé
(n+1ye
Calculer u, =I e "sin 1 dt.
Indication
D inté : . =1y
CUX Intégrations par parties. 4 =(Ze“3' (l+e7™),
B i
@ Enoncé
X
' flx)=

T Démontrey Que pour tout i -

5
X=X+ —xT<f(x)sx - +2%
- * 0.2
En déduire un encadrement e g - f

(]

f(t)dt.
Indication

§ e o —
Penser 3 utlltser.les suites Béométriques pour |a premiére question. :]

164
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APPL[CA‘TIONS DU CALCUL INTEGRAL

pES EXERCICES CORRIGES

— fnonce

ﬂ_\.}_zf et g(x)=2x—x% Démontrer que I'aire de la surface, ensemble des

soints M(x, v) tels que : O=x=1 et [(x)=y=g(x) est le tiers de I"aire d'un
carré de coté L.

Solution
f est définie sur R et, f(x)=0 pour tout x.
La représgnlation graphique ::lc.j est une parabole,
dont (0, |') est axe de symetrie. .
f(1)=1, donc la parabole passe par le point C(1; 1).
La surface hachurée S, est définie par :
0=x=1 et 0=y<f(x).
1 1 1
Son aire est : a‘f;=J‘ x® d.‘c=[§ x"] =3
0 ]
L'aire du carré étant 1 en cm?, l'aire de Sy est
donc :

La courbe représentative de g est une parabole de Etudier les variations de g.
sommet C(1, 1) et d'axe la droite d’équation x = L.
Pour connaitre la position relative des deux courbes,
étudions la différence :
flx)—g(x)=x2—(2x — x?)=2x*—2x =2x(x — 1).
f(x)— g(x)=0 équivaut 2 x=0 ou x=1.
I&BS points d’intersection sont donc 0(0; 0) et
(1: 1).
Si xe[0; 1] : 2x?—2x<0 donc g(x)=f(x). |
La courbe de g est donc au-dessus de la courbe de
f dans cet intervalle.

Un point de la surface S, située entre les deux
courbes, est donc caractérisé par :

Osx<1 et flx)<y<gx)
Tat , l

L'aire de g, . "h:_l. g(x)d,r—j flx)dx
0 0

| : Prop-| Uit em® i
JEF-L (2(x)= f(x))dx =J (2x —2x*)dx,
0

17l =171 =1 em.

Prop.
126

— —————

Ci

i

-

C:

dl Ly i . L
e a‘tga[xl_g ts]l =1 _g.= l 3 unit¢ daire.
3 : 0 3 3 *

——— 165
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I1. APPLICATIONS DU CALCUL INTEGRAL

En définitive, les deux courbes découpent dans le
carré OACR trois surfaces :
. A ;%

S, d'aire 3 S, d'aire 3

. o
et la troisieme surface qui est S,—8,, d'aire T

Ces trois surfaces ont donc la méme aire.

Enoncé

C
B
=X T\
YR E N
/3
Ll ]/3"\
|

o A
/ s

représentative de f,
2) Calculer I'aire de la
deux droites d'équations : x=0 et x = 5.

3) Calculer la valeur moyenne de f sur

géométrique.

1) f(x)=cos x+cos® x. Etudier f, x décrivant [—; 37]. Tracer la courbe

surface délimitée par cette courbe, I'axe x'x et les

[0; -215] et en donner une interprétation

Solution

1) f est périodique et de période 24 -
* I‘éludier_.puur x€[-m; 7).
f est paire : il suffit de I"étudier sur [0; 7]
f'(x)=—sin x — 2 sin X*COS x
f(x)=—sin x(2 cos x + 1)
Sur [0; 7], f(x) s’annule en x=0; x=7 ot
T 2
- 3 ' -
Sur cet intervalle ; ip x=0. Donc le signe de

f(x) est le signe contraire de : 2 cos x+1.

on peut

2

“..x 0 ?” -
2cosx+1 + 0 .

7 ! ___-_'____'_——————__
f(x) 0 = 0 4 0
-

1
L [(x) 2 N B 7 0
——e |

166

fx +27)=f(x)

= 21':___1 '
05?—- i'
!
v
f0)=2
flw)=~14+1=9
2m 11 i
1)Ll .,
iy
.
AN
& A\
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1. APPLICATIONS DU CALCUL INTEGRAL

s I'interscction de la courbe avec I'axe

hon s :
Crhcr.;: qui est indispensable pour le calcul d'aire
X

e Ta qucslion y 7

|
B f(x)=cos x(1+cos x)
f{x)=0 équivaut & cos x =0 ou cos x = ~|
m
L 3 : ==0 =17,
J'ol1, pour xEl0; ] x 5 oux=m

Tracer avec précision la courbe pour x décrivant

3 27 1
(0; 7l placer les points (03 2) et (T _Z)

3 tangente parallele a x'x, puis les points (2, 0

- " i L] xJ".-

et (ar3; 0) sur Iaxe '

Pi“‘: symétrie autour de yy-', on obtient la cour‘be
sur [—73 0] (fonction paire) et par translation

-

de vecteur =21, on obtient la courbe pour x
décrivant [ 3]

2) La surface en question est la réunion de deux
~surfaces ; Pune au-dessus de x'x d'aire S,
I"autre, au-dessous, d'aire S;

B _S‘zf fxydx  (car [(x)=0 sur [:3])

1-;;. - o ; aT
s .'S.l.%h']; flx)dx (car (x)=0 sur [?; ﬂ])
5 2 - Che X
M .hﬁrghqns une primitive F de [ :
e f(x)=cos x+]—(cos 2x +1)
- . 2

Prop.
127

si |7=lil=1cm, runité
d'aire est 1 em?.

167
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- L APPLICATIONS [ CALCUE INERGRAL

I I .
Yoli.  Fixymnin x i~ b= X#C
d'oie Fix)y=pin x i‘lnln 2x 3

i VS LFL fi ' i a
S| Foo, (In4+r) (Cy=i4z | 1'
(unités d'aire)
' TR T w ] ?I ' ,?E
S=[Feo )= (1151 e) - (Fre)=1-3
(unités d'aire)
d'on S,48;=2  (unilés d'aires),
i mn 44t 2
K} () =8)= | 4 == —o0i,
o (R gin ==
m
La valewr moyenne m de [ sur ll’l: -] est donc
; 1
oy | /(4|7r)_4-|-1r ! ll
g 4 27 |
3 0 ¥ %
. ol 1T =
Clest la largeur du rectangle d'aire S, de 2
m "
longueur 7" Sur le dessin, les deux surfaces _l
) Dé.
hachurées sont donc équivalentes : elles ont la 46
méme aire, feud
|-’-"h[ IXnoncé
; W 4
[ est la fonction définie par f(x)=x+5——.
x
1) Démontrer que I'équation f(x)=0 a trois solutions x,, x,, x3 que l'on
calculera. On pose X, <x;< x3. ‘
2) Etudier la fonction [ et tracer sa courbe représentative dans un repére
orthonormé.
3) Calculer I'aire de la surface déterminée par
K=X=x, O=ysf(x).
Solution
1) f(x) existe si, et seulement si, x #0 Equation du 3° degré; il famt
__.1"1 +5x*—4 chercher une rucine évidente "
f[.'i']—— e 4 Y

fix)=0 <=> x'+5x*—4=,
Nous remarquons que [(=1)=0 donc, dans le
polynome x*+5x%—4 on peut factoriser x+1,
On trouve : x*+5x3—4=(x+ D(x*+4x —4),
XN = ~2- 2‘\@. Xg= = I, %= —2+2V§.

D'ou

168

Division de polynomes ou utilisa-
tion de

flx)=(x+1)Xax?+bx+c)
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11. APPLICATIONS DU CALCUL INTEGRAL

2) f(x) est continue et dérivable sur |—oo; 0] et

IUI -+'O'.'ll' Iimf:‘i'm Iimf:_m

et lim (f(x)—(x+5))=0. La droite d'équa-

X|= b

tion y=x+5 est asymptote a la courbe de f.

lim f(x)=lim f(x)=—o,

x=—=0 x==0
x>0 x=0)

L’axe yy' est asymplote.
8x  x(x+2)x?—2x+4)

x* x4

f(x)=1+

Le signe de f'(x) est celui de x(x+2).
D'ou les variations de f.

3) Sur [—2-2\/5; —I], flx) est positif. ’
f est continue sur cet intervalle, donc f est
2

X
intégrable. F(x)= 5 +5x + =

Faire une élude precise de [ ol
tiaeer si courbe avanl fowt caleul

d aire,
el
k1|
r | == -1 0 i<
iz + & = ¥

ﬂ;]_.g;’.i‘z\—m—n:}+=

Prop.
126

169 1‘
-
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1. APPLICATIONS DU CALCUL INTEGRAL

L'aire - cherchée est donc épale a :

* , LS
J; flx)dx  soil [?-I-S.\ +;]A1.

F(=1)=z—-5-4=-85

=
F(-2-2V2)=-2-8V2.
A=—854+2+8\V2=8V2 -~ 6,5 unités d’aire.

Enoncé

Dans le plan muni d'un repere orthonormé, on considére la courbe C
d’équation @y —x a*-xH=0 avee a>0.

Caleuler I'aire de la surface intérieure a la courbe C.

Calculer le volume du solide engendré par la rotation de C autour de x'y.

Solution
y - - 4 . - ":1
L'équation équivaut i - yi== (a*-x?) a?-x*=0
b = - a
c'est-a-dire equivaut i xE[~a; q].
X I —ER =
Y=—Va'—x* ou y=—1\/g?—y
a a
avec a*—x*=(.
Construisons C,, courbe de
X
f| » X — E" GI_'IE I
puis C;, la courbe représentative de f2=—f,. La M(x, y)EC équivaut 3
courbe C est la réunion des deyyx courbes C, et C,.
[i est continue sur [-a;al et dérivable sur MEC o Met;
1=a; a[; f, est impaire.
: I [ a*=2x2
filx)=— [————-—2 ]
a LVa*—x2?
Etudions f, sur [0; q]. x| 0 2. a
[i(x)=0 pour x=-2_ sur cet i I .
WX)=0 pour x =—- sur cet intervalle. —
V2 :
| 1+ 0 =
lim fi(x)=—w. La tangente & la courbe C, en o
X—= gl
X==q b ]
A(a; 0) est parallele A 'axe y'y. Apres |e tracé de : 0 / 2 \ 0 -
—_—— —_—
l'arc OBA, on trace I'arc ODA’ par syméirie par —
rapport a O,
La courbe C est obtenue en construisant ,, gk
symetrique de C, par rapport i x'x. ) 126

170 S

|
> )

Scanned by CamScanner



I1. APPLICATIONS DU CALCUL INTEGRAL

o L’aire totale est, comple tenu des symétries,
égale a 4 fois I"aire de la surface S définie par :

¢

X
0=x=sa et ang_xf‘_;z—i_x_
a

Comme [,(x)=0 sur [0; a], on a
A(S)=J IVai =22 dx=lj x(a?—x?) dx.
0 t a Jy

Une primitive de f, est .
1 fi= === u'eud

w(x)=a?-x* w'(x)=-2x

Fi(x)=—3- V(a?= %%y o 2["
F= -‘——H;+C’.
a 1 3_1 2 3a
don  AS)=[F(x)]s=—xa’=za
3ﬂ 3 Prop.

127

4 e e
d’onl Paire totale : JE(S}=5 a? (unités d’aire).

e Compte tenu des symélries, le volume cherché
est

08  Enoncé

" 5 : 2, vio R?

5 :1ara le demi-cercle d’eguation x +yi=

ere orthonorme, on considere le ¢ ; : :
E\?e:c}?irg Calculer Ie, volume de la sphere engendrée par la rotation de ce

cercle autour de l'axe x'x.

Solution
y?=R*-x* avec |x|=<R. ' I'Ir;:.
Ce volume de révolution est donné par : y
R R by i} s
V-——‘J fr_vldx-——J. a(R*—x")dx ;
-R ~R ;
I 4 s
151" - RY=77R |
vzﬂ[ﬂzx,‘_xa =2m|R' -3 3 -
37 lor o . NEX
(unités de volume). ) :‘ L}
: ' asse
00 retrouve un résultat bien connt depuis la cla X
il de Cinqui¢me.
- 171
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M Enoncé

II. APPLICATIONS DU CALCUL INTEGRAL

Calculer I'aire de la surface comprise entre Iaxe
de la courbe.

de x'x.

f(x)=2¢* —¢*. Etudier les variations de f et construire la courbe qui coupe
en A I'axe x'x et en B I'axe y'y. Le repére est orthonormé.

Calculer le volume du solide engendré par la rotation de l'arc AB autour

—

.r;x, I'axe y'y et 'arc AB

Solution

f est continue et dérivable sur R : fix)=e*(2-e¥)
J(x)=2e* —2e™ =2¢%(1 - £*) x_lpuﬂ_{e"]=+°°
lim f=0 et lim f=—m, done lim f=—c,
—oa =+ o oo
f(x)=0 pour x=0; f(x)>0 pour x <0,
f0)=1 et f(x)=0 pour e*=2 d’oll x=1n 2. i =% 0 t®
‘axe x'x est asymptote a la courbe en (—o0).
f(x) est positif sur [0; In 2] donc I’aire demandée Iy + 0 -
est donné par
In 2 1
A =I (2e* — ezx)dx f 0 / ‘\\—nr.
: l In2
r =[2e" —-= eh] =3 (unité d'aire), Prop.
24 2 27| |Y
Le volume de révolution est donné par : : 1B
In 2 In2
v=J; 7 (f(x)) dx=7rf (4™ — 4¢3 4 g4xy 4 /\
4 1 l:Ilﬂ 2 - In 2.
U__'_ﬂ.[zell__a_ eZ:I.'_i_Z edx] x' 0 A i %
0
_ _32 16 4 1 S
U—'Tl"[(s 3 T 4) (2 ‘i‘i‘-&)] ='-]_2- Prop.
(unités de volume). sl
Enoncé
—_—

et

f(x)=%(e‘+e"‘); g(x)=r’v’tl~1dr
1

Etudier la continuité et 1a dérivabilité de
Démontrer que h est dérivable sur R+

Solution

I — Vi est continue

[I; +[ donc son intégrale s
condition que x=1,

sur  J-o; —1] et
ur [1; x] existe 3

172

& sur [1; +oof,
» Caleuler h'(x) gy en déduire h(x).

h=goy.
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1. APPLICATIONS DU CALCUE INTEGRAL

g est donc définie sur [ 15 +oo[. g est une pronitive
fe | — V-1 45

sur cet intervalle : g'(x)=Vai— 1.
g est donc continue sur |13 +oof el g(1)=0.
f est définie sur R el dérivable :

z —l k. aTX
H-\‘}-ztt e) r'f-J
fi(x)>0 sur R" et lim f=+% avec f(0)=I. N
} oo

f est donc une hijection de R sur [1; +of. f | I *il

g étant continue et dérivable sur [I; +o[, il en
résulte que Iapplication composée h=gof esl

continue et dérivable sur R” ™
x)=x)xg'(fix)) 44 39
d'ou h'{x)=% (e*—e )X V[ (x)—1
|
f’(.t‘,l—1=‘—l‘[ez“+e‘2‘+2—4]=3(¢3‘-e")3 2e*xe *=2
I I 1 | (e*+e *P=e>*+e 2 +2
donc  h(x)=g(e"—e Y=g e¥+pe ™ 5. (65— e *P=e? 4025 =2,
h est une primitive de cette fonction :
1 I
h(x)=% e _E g —§x+c
et I'on sait que h(0)=g(f(0))=g(1)=0 d'od
%—%+c=0 c=0
1 1
donc - h(x}=§ ez‘—ﬁ e_z"--z* X,

. 211l Enoncé

- 4
g est la fonction de [0; ﬂ dans R définie par : g(x)=tan x —; X.

1) Etudier les variations de sa dérivée g’, et démontrer qu'il existe un unique
; r .
réel x, de [ﬂ; E] tel que g'(xo)=0.

" m
[ En déduire les variations de g el le signe de g(x) sur [U: E]'

m n_ (4x\"
2) Démontrer que, pour tout X de [0; E] : {I]s:(lan X) s:.(;) :

3) Soit, pour n entier supérieur & 02 I, = n“““ X)" dx.

_—— Démontrer que I, est convergente cl déterminer sa limite.

173
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Solution

1) Sur [{]; g] s og'(x )—-(ml—.l—%— l-—%*l-mn X
F)=2tn ¥ (coz:z .r) = ?.{;2;1 : '

Sur ]0; %T[ g2"(x)>0 donc g' est strictement
croissante

gO)=1-2<0 et -g'(f)=z—i>ﬂ.

T 4 T

g' étant continue sur l'intervalle considéré, il
_existe un unique réel x, tel que g'(xy)=0.
Sur [0;xJ[, on a g'(x)<0; sur ]xu, ;Z] :
g'(x)>0.
Dot le signe de g'(x) et les variations de g.

Puisque g(0)=0 et g(%r) =0, le minimum m de
g sur [0; -E] est un réel strictement négatif;

T
pour tout IE]O; —[, on a gix)=<0.

4
2) 11 en résulte que pour tout x de [G; 11] 1

4
tan x —— x=(

-
d'out O<tan x=— et 0=<(tan Xy (_{)"
T
3) Sur [G; E] ona: O<(tan x)"%(i"—')n
4 T
d’our ﬁ-‘:..fnﬁj’; 4_'t)"dx
0 T
n LG o
donc 0= I,,ﬁ(i) [lt—-_]‘
T n+1 o
0=l < - =
" n+l14

l.a suite 1 définie par ;

esl conver-

genle et sa limite est 0.

174

g st définie, continue et dérivy-

hle sur l.“: :'1-]

La dérivée de :
Wi X — lanx

est w':
X — ——=|+tan®x
cos® X,

Prop.
42

™
gl 0 # + 4
J -= 0 =
B0 'y rln A 0

Sur [U;ﬂ ' tan x=0

Prop.

121 | Trés important pour
encadrer une intégrale.

[_.‘n-o-:]:‘;: (;)n” A

M

llm

)
s o
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11. APPLICATIONS DU CALCUL INTEGRAL

lim u, = 0.
b
" i
01’ 5 .J = ]'" o — ""
4 Prap.| |Prop.
104 -] 110
done, puisque lim = 4, = ‘ui
¢, puisque lim 3 u, =0 la suite I, est conver-
gente et
lim 1, =0. lim I, =0
b= (e
312 Enoncé
Soit la suite  w,=—+ I o : (nEN¥).
[ n n+l n+2 2n-1
1) Ecrire uy: u,: uz. Combien y a-t-il de [ractions dans I'écriture de u,?
2) Calculer u, . — u,.
Démontrer que la suite u est décroissante el qu'elle est bornée.
i : s 1
3) On considere la fonction [ définie par f(.t'}=—‘_- avec x€[1; 2].
1 2 n—1
On pose 1, =f[I]+f(I +H)+f(l+;-)+...+f I+T g
Montrer que v, =nu,. En déduire la limite de u,.
Solution
| U I 1. 1 47 _
=1 ==t —== —F—t==— i, est definie par une somme.
l] I, l; A 3 1 3 6 g & 5 60 " p
u, est une somme de n [ractions : le premier
dénominateur est n. le dernier est (2n—1).
Le nombre des termes est 2n—D—n+l=mn
i,-, est donc la somme de (n+ 1) fractions.
I 1 | :
2) u,=—+ Foee ¥ Dif.
" n n+l n+2 2n-1 38
. .3
i n+|+u+2+'“ 2n—1 2n 2In+l
WS- donc
l P11 1 = |
Hpsy—H,=77—+ s _T<0- 2n+1>2n donc s
Al Ty T 2n+1 on 2ntl o 2n W+l
La suite u est donc décroissante. Tous ses lermes Prop.
W sont visiblement positifs et # est le plus grand. 102
; Donc pour tout n : 0<u, <1. #; esl majoree.
L Cette suite est done convergentc. Mais comment calculer sa limite?
— 175
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APPLICATIONS DU CALCUL INTEGRAL

L'intervalle [1; 2] est divisé en g

u,.=%+—li~+%+...+—ﬁ intervalles :
-
e = | +—— ] 2 n—|
1+n 1 n n Z A+ =i14= o VF 1 2
s 5 P n n n
v, =1+
" n+l n+2 2n — |
v—u[l+ . ]
" non+l1 "7 2n—1
1
donc v, = nu, donc u, =; v,
1 1 k
Hp =— f{l)+f(1+—)+._,+f | =)t
n n n
n—1
+r(1+5))
Iy n
1, est la somme des aires de n rectangles, de
1
largeur = et de longueurs :
1 k n—1
. (1) s 7(142), 1 (0 +0),
n " n
Or, f est continue sur [1, 2]. Prop.
Il en résulte que u, est convergente et que sa 131
limite est : 2
' I flx)dx Vous pouvez vous-méme faire
1 : 3 quelques calculs avec une
L =J ; dx=[In xI{=In 2~=0,69314 machine  programmable  ou,
1 . ‘
Avec un ordinateur, pour n=1000, on a trouvé e i Ofd e
Mais la convergence est lente...
. Uy000~0,69339, il vous faudra de la patience... et
puis pour n =10000 U10000==0,693 17. de la mémoire.
1
X r— —
x
Rt RK
1 LA ] L "
n n X i

176
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1. APPLICATIONS DU CALCUL INTEGRAL

L

r 4 =
i:l-‘.| Lnoncé w 171020

Soit la fonction f définie par f(x)=(1-x)"+¢i (n entier supéricur a 0).

1) Démontrer que la restriction de f & [0; 1] est une bijection de cet intervalle
sur lui-méme.

2) On pose : [, = T f[r)d: pour n entier supérieur a 0.
2" () Jy

Déterminer une suite conver;,enle u telle que, pour tout n : 0=, =<,
En déduire que I, est convergente et trouver sa limite.

3) Déterminer une relation de récurrence entre I, et [, 4.

1 1 1 1 11
4) On pose : v, =l+=X—+=—X—+..+=—%x— (nEN*)
4 B 2 10 4 21 2" n! ( )
Démontrer que pour tout n>0: I,,='~/¢_-u,,.
v, est-elle convergente? Quelle est sa limite?

Solution

1) f est continue ¢t dérivable sur R, donc sur [0; 1]. f est un produit de fonctions
dérivables sur R,

f’{.t)=% eis(1—x)""'(1-2n—x)

X 0 1 .
0<x=<1 donc 1-x=0

{l+2n<:0 donc x>1-2n r = 0

donc f(x)<0 sur 10; 1] / (s
floy=1 et f(1)=0.
f est donc une bijection décroissante de [0; 1] Prop:
sur lui-méme. 44
2) Pour tout ¢ de [0 1]: 0<f(t)=l f est intégrable sur [0, 1] pour

tout n puisqu'elle est conlinue

donc 0‘:-" f(f)df{j 1dr et O{J’ findr=l. sur cet intervalle.

Ainsi, pour tout naturel n (n>0) on a Prop.
0<] <—7— 121 |
=An 2n+l N !

Majoration d'une suile par une
sulteé convergente o,

0=<I,=u,.

1
Posons : U, =m

sa limite est 0.

g, 1 g T |
La suite — est convergente : Suite géometrique de raison 5 et
nl 2

1

ite géométri . -<1.
La suite geometrique a1 est convergente et sa >
limite est 0, donc u, est convergente et sa limite —
est 0. I, est donc convergente et Ilm 1,=0. 110

1,-..':*’.

s 177

_|
Scanned by CamScanner



‘

[
i

L3

e

1. APPLICATIONS DU CALCUL INTEGRAL

3) Une intépration pil parties sur [,y va conduire
3 celte relation entre Iy ¢l Iy

On o
|
Lul:k"[ (l- ' teeddt,
0

IPasons
a()=(1—="""dol w'tr)y=—(n+ 1 =1)"
{II’U)-H'; dowr o(r) =2¢
La=k[200=0""et]) ,
2k(n+ 1) | (1= =eide.
0

[200=0*'-ef]i=0-2.

Donc :
|

ot ==2k+ by = L= g

4) Démontrons par récurrence :

V>0 I,=Ve=u,
La plus petite valeur de n est 1:
=i 4 1 3
w=ltgx =3
] : [} 1 i
I,=—j (1= 1) etdt==[2(1 ) ¢t +4et]}
4 J 4
3
L=Ve-=.
1 ¢ 2

Pour n=1, on a bien I,=Ve—uv,.
Supposons_|'énoncé vrai pour I'entier naturel

p:l,=Ve-y,

1
o LA TR
d'ou
I —\/E—(1+1><L+ L.
pHL= 271 e p_!)

1
2P p~+ 1)
ID"I :."\/E— IIP+,|
L'égalité est donc vraie pour (p +1).
Donc, pour lout naturel n supérieur 4 0 :

I" = V/;._. l"" d‘uﬁ u.t = \I’E’_ IJJ'
Or, la suite I, est convergente et sa limite est 0.

Donc v, est convergente et lim (vy)=Ve.
+m

178

|
FUEe K=
WEE B 22 4 1

I
2."22'1:., |.(” |’I:|I

|
2k(n+ N =575

On retrouve [, dans le second
membre de "égalitc.

On remarque que

IJI 'S lrn <0.

L.a suite [, est done strictement
décroissante.

Dél.
38

Intégration par
question 3).

parties  (voir

Prop.

1

Enoncé (E,,)

;IE[] vrai
(E,) => (E,,,)

avee 0=
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1. APPLICATIONS DU CALCUL INTEGRAL

4 Enoncé
Pour n naturel supéricur & 0, on pose : [, = J.:Hi“n rde et o= J-,dx'
1) Calculer [ et I,. 0 o
2) Trouver une relation entre I, et I, 5 en intégrant par parties.
3) Exprimer I, en fonction de p.
4) On pose : u, =nll, -, pour n=>1. Démontrer que &, est constante.
En deéduire I5,-, en fonction de p. .
5) On pose :  Jo=1, et J,,=rcos" xdx.
Comparer J, et [,. Y
Solution
1) jn—_ et Iy=[—cos x]g Z=1. Remargquer que 1, =0 puisgue
2) sin" x=sin x Xsin""' x. sin.x =0 sur ]“-‘ g]
Posons u(x)=sin""'x
d’ot w'(x)=(n—1)cos x+sin" > x "I';:'
p'(x)=sinx d'ou p(x)=-—cosx
I,=[—cos x+sin" "' x T cos® x=1-sin® x
+(n—-1) cos x sin "2 xdx | sin®xxsin""?x=sin" x
I.= 0+(n—1)j sin"~? rch—{n—[)j sin” x dx , -l !
d'od L=(n=1)I,,—(n-DI “ o
donc nl,=(n=DI,_,.
3) I, est connu : fu=£ d’ol Calculer les premiers termes [,
1 g 2 L, 1g pour avoir une idée de la
Iz:i [0=;x5 (n=2d'ol p=1) formule génerale.
3 3 x I o I, —
2 ,=——x= (n=4dou p=2)
=3 L=
5 s§x3x1 ':r oo -
== IXIT = (n=6d'ol p=3).
=% L=gxax2 2
Supposons que Raisonnemenl par recurence
(2k — 12k =3)... X3X1 =
- a3 Prop.
%~ 9k % (2k—2)... x4x2 2 .
Calculons I, ,, en utilisant la relation de la
question 2
| _Rk+2-1)
*2= Ty T
- I 2k 12k = 1)(2k - 3) Vi
all§gd T o
'* (2k +2)(2k )2k — 2)... 2
— 179
N e
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- 08 3 donc: démontté que, pour tout naturel p Iy u p lucteurs au numeratew
’ ¢l au dénominateur.
2p-1(2p—3)...%3x1 =
= X=
T 2px(2p-2)..x4x2 "2 Formule qui permet de détermi-
4) u,= Al D15 ey =(n+ D) I, ner des approximations de 7, due
. n a Wallis,
Or Iu+l_'m Iu—l:
n
donc Wy =(n+ l}m |
et Up 41 = Hy,

Donc la suite u, est constante

1, =1%xI,%I =g.
Donc, pour tout » - nl I, _, =I
Ayant calculé I, pour n pair (n=2p), on a n pair: n=2p
11 1 n=1=2p—1
Ly j==x
R 2pl,,
_ (2p —2)2p —4)...x4 %2
T 2p—1)2p -3).. %3 %1
5) Pour J,, utilisons le changement de variable Prop.
affine :  r=Z—y, 125
2 |
Pour x=0: t==_ Poyr x=2:t=0 A
2 2 x*z
d’ol -
J.=(-1) cos" (E_ r) dr—-J—'sin" tdr=1I,. on pourrait, pour J, refaire Je
2 o méme travail directement.
5_1? Enoncé

1 1 - e
1) _;"(.1:]:14-3_2 et I=J; T—-F_J:'de' Etudier les variations de f sur [0; 1].

2) On partage I'intervalle [0;1]enn intervalles de largeur :
I. k k+1

2 Sur Pintervalle
1 .
¥ w | oD considere je ’ecl‘a“glﬁ Ry de largeur - et de hauteur f (L : l)s
et le rectangle S, de Iarge“r 5 ¢t de hauteur f ( ) U, désignant 1a somme
des aire des rectangles R, el Un celle de rectangles Sk, démontrer que

1
€l que g, — W, =—

2n
3) Trouver un encadrement de |

avec n=10. Quelle valeyr
choisir pour que cet encadrement donne | avec
10727

u,sl=y,

de n faut-il
une erreur inférieure i

i

“n
180 &
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I1. APPLICATIONS DU CALCUL INTEGRAL

Solution Mais on ne sail pas caleuler [
1) f étant continue sur R, I existe. avee les moyens dont nous dis-
—2x POSONS
[(x)=e——=5<0 sw [0;1);
"I +x ) ‘ 1 Prop.| |Prop.
[ est decroissante sur cet intervalle. ENEE
k k+1 . k + 1
Done —< entraine ( ):;-f( )
n n
. 1 ¢+
2) Aire de R, : HI(E_)
; 1 _/k
Aire de S, @ — f(—)
1 n=t +‘ I n=1 k
=== f( ) v, =— f(—).
n oo n =0 N
I'_"'————-'[
K Sk .
!(;) —————— H * 1+x?
|
k+1
T M—
——————— 1

0,51

Rk

181
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II. APPLICATIONS DU CALCUL INTEGRAL

Or pour
e[ ] () =r=i )
donc

[ oses (8o

Lid L] L]

avec k et ‘3 t
a=— =—
n n

En lJﬂut ant ces inlégrales pour k entier variant
de 0 a (n—1), on obtient

hw=I=v,.

v, =%[f(0)+f(-:;) +,f(%)+... +,r($)]
w1 s ) r () 40 ()

donc

1 1 I 1
Up — Uy =— = ==|l—c)=—.
3 n (0= £(1)) n (] 2) 2n
Puisque u,<I=<uy, :
I—u,<v,—u, donc I—H,,:’::—I.
2n
De méme :
vo—I<v,—u, donc u,-I=—,
u, et v, donnent des valeurs approchées de I &

pres.

2n

3) n=10:

rf.g,:LO(f(]IU) +f(2) +f[1}) ~0,759 98
1
10

(f(ﬂ}+f( ) .+f(f0)) 0,80998.
Bone 0,750 98 < 1 <0,809 98

| 0 3
Ua— U, =5—<107% équivaut a 271=100 donc
n

n =50.

Pour n =50, on trouve I'encadrement :
0,78038=<1<0,790 38.

182

Cette méthode de calcul appro-
ché de I est la méthode des

rectangles.
1(%)= fm—
|
flo)=1
iy { U,
*— o
|
n
I =0,05 !l
_z_o" "

On a ainsi calculé des encadre-
ments de | sans wiliser de
primitive de 1.
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[l APPLICATIONS DU CALCUL INTEGRAL

D’AUTRES POUR CHERCHER

Calculs d’aires plans
Enoncé
1
x)=2x—-3+
g(x) T

Etudier la fonction g et tracer sa

. courbe représentati
surface comprise entre cette courb e

d’équations x =3 ef x=4.

Indication

b

Calculer I'aire de la

e, l'asymptote oblique et les deux droites

Différence de deux fonctions [P12§ -

Enoncé

4
f(x)=

x2+2x-3

, - 1
1) Démontrer que f(x) s’écrit sous la forme f(I)—x —1 %A

pour tout x de E.

2) Etudier les variations de { et tracer sa courbe représentative C.
3) Calculer I'aire de la surface délimitée par la courbe C, 'axe x'x et les droites

d’équation x=—1 et x=0.

Indication

Attention au signe de f(x) sur [—1; 0].

Enoncé ‘  (0.0D)
Le plan est muni d’un repere orthonormé (O, i, j ).

Déterminer 'aire de I'ensemble E des points M(x. y) tels que :

0x=1 e (x—1De*=<y<0.

Indication

f(x) est négatif sur [0; 1]. Rep : A=¢—2 (unités d aire).

Enoncé _
f(x)=cos® x +sin x cos X avee xe[0; 7]

j ! T | E-Hm‘f(!i son Sig.llf.
] (:l ontrer q e esf Cﬂ"“""f su [Ur * '
1 n! ;] ‘“;l :;C’ "fnfff”h!f ,E d L PDEIIIS h’f d” plﬂ" dﬂm !(’S Cuf”dﬂnnees
2) Calc Her i re ) cSs

vérifient 0=x=<m el ¥ compris entre 0 et J.

183 {
|

i
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‘ﬁ.... 1. APPLICATIONS DU CALCUL INTEGRAL

Y

221

Indication
P e
1) Se souvenir que cos x +sin X =v/2 sin (I+I)-
® b ﬂ - 3“
f(x)>0 équivaut a x<5 ou X ::--4—-
2) Faire apparaitre cos 2x et sin 2x. Attention au signe de f(x).
Enoncé . _
a) Tracer la représentation graphiqgue C de la fonction X F— Sinx pour
O=x=qm.

. - ] i
Calculer I'aire de la surface comprise entre cette courbe et l'axe x'x.

b) On considére la fonction f : x — ax2+bx+f;‘- ) '
Déterminer a, b et ¢ pour que la courbe représentative de [ coupe x'x aux

. (T
mémes points que C et passe par le point (5, 1)- Tracer alors la courbe de |.

c) Calculer 'aire de la surface comprise entre les deux courbes.
d) Calculer la valeur moyenne de chaque fonction sur [0; 7].

Indication

On trouve f(x)= —iz x2+ix. La parabole est au-dessus de la sinusoide.
ar T

2 2 g
L’aire est égale a ?’T—z (unités d’aire).

Enonce’;
x2—4
f{x)_ 12 L]

1) Etudier les variations de f et tracer sa courbe représentative C.

2) Calculer l'aire de la surface comprise entre C, 'axe x'x et les deux droites
d’équations x =2 et x=4.
Calculer l'aire de la surface comprise entre C, I'axe x'x et les deux droites
d’équation x =2 et x=m(m >2).
Cette aire a-t-elle une limite si m tend vers (+)?

3) Démontrer que la restriction de [ a [2; +[ est une bijection de [2; 400
vers [0; —I[.

En déduire J‘:f' '(x)dx.
0

Indication

3) Penser a la symétrie orthogonale autour de la premigre bissectrice du repére
pour représenter [". Se souvenir que cette symétrie conserve les aires.

d
- e | . - -
Interpreter f J7'(x)dx comme une différence d'aires que I'on sait calculer.
0
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1. APPLICATIONS DU CALCUL INTEGRAL

Enoncé
- I
1) Etudier [ X +—* % (1+1In x) et tracer sa courbe C.

Elle coupe l'axe x'x en A : préciser son abscisse a.

7) On désigne par S\ la surface comprise entre C, I'axe x'x, et les droites
d'équations x = et x =15 on désigne par S; la surface comprise entre C, x'x
ot les droites d'équations x =1 et x=m (m=>1).

Déterminer m pour que les surfaces Sy et S, aient la méme aire.

Indication

1 . -
.-{(S,)=§. m est la racine positive de In* m+2Inm—1 =0,

;Z.’-l Enoncé

a) f(x)=% x+1-+In (f ;;) Etudier [ et tracer sa courbe.

i -2
b) Calculer J In ("f )dx.
4 X +2 )
En déduire I'aire de la surface, ensemble des points M tels que

2
4=x=<6 el f(x)5y$§x+].

Indication

—_—

Transformer In(x+§) sur 12; +=|. Poser t,=x-2et L=x+2.
X

2 { Enoncé _
g(x) est définie par g(x)=¢" sin x avec IE[O; 5]*

'n- » # -
jjecti « —| sur A a déterminer.
1) Démontrer que g est une bijection de [0. 2]

Tracer la courbe C de s@ bijection réciproqie : on admettra que C est

au-dessus de la droite A d'équation y =X. .
2) Calculer 'aire de la partie du plan, ensemble des points M(x; y) tels que

YeEA e 0= y=g '(x).

Indication

—

m 3 o 8
g'(x)=0 pour toul x de [0; E]' Pour (2), penser & une symetrie orthogonale.

185
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I1. APPLICATIONS DU CALCUL INTEGRAL

25 o Ermncé 2
f(x )_ el g(x)=4x—x7 Etudier et représenter graphiquement fetg
2)’

Caicufer U'aire de la surface définie par
J=x=4 o [f(x)sy=sg(x)

Indication

Chercher les points communs aux deux courbes. L'aire a pour mesure
In(e*+e+1).

m  Autres activités

i \2@ Enoncé
Appa‘fquer la merhadc de [lexercice | 215 | pour trouver des encadrements de

intégrale I = I Y {,___ dx (méthode des rectangles).

Indication

0,92=<1<=0,93.

227 { Enoncé
Appliquer la méthode de [I'exercice |215

i 1 1
4 Uintéeral = - 3
intégrale J -11‘“+4dx

| pour trouver des encadrements de

Indication

1
La fonction [ étant paire, il suffit de calculer J

1
résulat. Z%a dx et de doubler le
0

E§ EHUIICé *  de
On pose f(x)= J - Démontrer que festi

; o VI—1* impaire et croissante sur 1-1; 1[.
Démontrer que, pour t€[0; I[ - 1< L = I

VIi=r* V1=¢
En déduire que f admet une limite o g gauche en x=1 et que 1< <2,

Indication
3 |
Penser que la dérivée d'une fonction impaire est paire. On pourrait prolonger | - |
[ par continuité en x=1. -
186
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Il AppLicATIONS DU CALCUL INTRGRAL

’ u]: l':l“ll“.'l:‘
- - I
On pose J, =
0

Exprimer Jy 2+ 0, en fonction de nopuis 1, —J, . En déduire 1, ot I
L : 4 Js.

4
AN o . . 7 )
(tan )" dx'(n entier supérienr g 0). Calewler J,, J, et J,

Indication

. 3w i 1 w 4 , I T
X lan ¥ a pour dérivée x —» |+ an? x. J|=§|n 2 Jz=l—;4-.

'ful2+JnE'—l‘_.
n+1

| . .
230§ Enoncé
f est dérivable sur R" et f(0)=0. [ est positive et majorée par M sur R*.
Démontrer que pour tout réel x positif, on a
% I
f(x)=Mx et que ff{r)df-.{.-z— Mx2.
]

Indication

Penser i utiliser le théoreme des accroissements, [inis.

Calculer le volume du solide engendré par la rotation autour de x'x de l'arc de

23 IJ EEnoncé
sinusoide défini par y=sin x et 0<x=<m.

23—2’4 Enoncé ’ R
( ' Mé‘ﬁm question qu'd l'exercice précédent pour Uellipse d’équation
2 2
X 3
—t——1=1. |
a® b?

L

Méme question qu'a l'exercice précédent pour l'arc de parabole défini par
y=9—x* et y=0.

233 %Enoncé |

23 Enoncé - -
‘ 14, a) Montrer que pour t=1 : VE=VEF1=1V2 ¢t en déduire que pour x=1:

I 2x dr
—In EEI =|n 2.
V2 . VIE+] _ .

2x
<+bh) I"‘{xl=f Y /;_d;ﬁ Calculer la dérivée de F et étudier ses variations.

- ' 187
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L
x

|

II. APPLICATIONS DU CALCUL INTEGRAL

Indication

%
| b) Ecrire fix) sous la forme I
| 1

mndr—f w(1)dt.

~—
——l)

E Enoncé

-t - - - -
* Glx)= I ;r' dt. Quel est I'ensemble de définition de G? Etudier les variations
!

de G. Déterminer lim G et lim G(x) aprés avoir étudié le signe de

=0
=0

?
LAX)=G(x)=l x.
Indication

I G est définie sur 10: —=[. Revoir|P130,

o
3
=
e

8 3
a) F:x —

l a b

=

He+1) 1 1+

e e e e N e e g g g N

Calculer g(x).

¢ Enoncé

gSm.r la suite (u,) définie, pour n=1 par :
Etudier sa conrergence.

Indication

(r=0 er

1
'I —_———
"ond

l;n : r dt. Etudier la définition de F e sa dérivabilité.
s

b) h est définie par h(x)=e* ¢ g=Foh. Démontrer

que g est derivable sur R.
Montrer qu'il existe deux réels a et b tels que

1#-1).

i P’

p=1

Voir I'exercice 212.[Utiliser la fonction g telle que g(x)=x? sur [0: 1].

! Enoncé
Démontrer que pour n=2 -

1
(n+Din(n +1) I

| % 1 £ 1
2In2 33" ninn

¢ Demontrer que v, est convergente,

Soit (v,) telle que

Uy =

188

=
!Inf

—In(ln n)

ninn’

avec

n=),
R

A
|
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pES EXERCI CES CORRIGES

Enoncé

|

-l

Trouver toutes les courbes C telles que en chacun de leur point M la tangente
4 C soit perpendiculaire & OM. Trouver celle de ces courbes qui passec par

A3 4).

Solution

Si Ia courbe C est la représentation graphique d'une
fonction f. cette courbe est I'ensemble des points
M de coordonnées (x, ¥) avec y=[(x).
Si J est dérivable, le coefficient directeur de la
tangente en M est ['(x).
Si M a pour coordonnées (x, f(x)). le coefficient
directeur de OM est ‘F—t‘:‘l avec x #0.
Dans un repére orthonormé, deux droites sont
perpendiculaires si et seulement si le produit des
pentes est (—1):

f(x)

f‘(.t)X—t-= ~1  (x#0).

Il nous faut résoudre I’équation différenticlle :
y'y=—x (avec x #0).

o e e ] ) l a
y'y est la dérivée de 5 y2: x est la dérivée de 5 x°.

2
Dol % _-,=2=:2—l 2+ C (C : constante)
¢’est-a-dire x2+y*=2C.

Les courbes cherchées sont les cercles de centre le
point O et de rayon V2C si C>0. Le cercle qui
passe par A est tel que 9+ 16=2C d'ott C=5. Son
équation est x*+ y*=125.

Enoncé

Mixiy)

0 3 \-

i x=0, M est sur 'axe yy' et
la tangente en M est parallele a
x'x.

flx)x f(x)=-ux.

Dér.
47

Dérivée de n(x)".

Prop.
K7}

A chaque réel positif C corres-
pond un cercle.

Trouver toutes les courbes C telles qu:en chacun de leur point M le
coefficient directeur de la tangente en M soit le double du coefficient directeur
de OM. Quelle est celle de ces courbes qui passe par le point B(2; —1)?

189 d

4

Scanned by CamScanner



| W

4

s

Y
1. EQUATIONS DIFFERENTIELLES
Solution _
Si C est la représentation graphique de f: | fx)#0 done A west pas g
x> f(x), [ est solution de 'équation différen- point de +'v
"(x) 2 , |
ticlle %%)z— (f(x)20) Dél.
cest-d-dire I |f(x)| =2 In |x|+k | Prop.| [Prop,
d’ol flx)= Ax2, Dérivée de Infutx)|. | 79 || 80
B est un point de C si et seulement si 44 =—1 Les coutbes € sont des
d'ol f(x)= 1 2, paraboles. Voir cette propriété en
: 4 géomélrie.
Enoncé
1) Soit I'équation différentielle (1) : y'=9y=40. '
Démontrer que les fonctions f, et f> définies par
fitx)=e™ et filx)=e™ >
sont solutions de (1) et que toute combinaison linéaire de fi et f;, et ,1
solution de (1). ‘
2) Soit I'équation différentielle (2) : ¥ +9y=0. |
Démontrer que les fonctions g, el &, définies par |
gilx)=cos 3x et go(x)=sin 3x
sont solutions de (2), ainsi que toute combinaison linéaire de g, et g,.
3) Pour chaque équation, trouver, si elle existe, la solution dont la courbe
passe par le point B(—1; 2) et admet en ce point une tangente de pente 1.
Solution
D) fi(x)=e*; fi(x)=3e*; f(x)=9¢* ¥y =9y=0
fllx)+ fi(x)=9¢* —9¢% =
pour tout x : f, est solution de (1).
De méme : fi(x)+f(x)=93* -9, % = pour
tout x,
(afy + BY(x) +(af, + Bfo)x) Ac™ & g
=afi(x)+afy(x)+Bfix)+ Bfsx) | [Prop.
o[ i)+ 1))+ BLfAx) + f(x)]=0 133
pour tout x, Y49y =0
Toute solution de (1) s écrit -
F(x)= Ae + B3«
(A et B réels quelconques),
2) gi(x)=-3sin 3x; gi(x)=-9 cos 3x
d’oll gi(x)+9g(x)=0. A cos 3x+"".',-“‘9"!.
L _ o
190 {
F 3
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De méme gi(x)=3 cos 3x;
dob g3 x)+9g.(x)=0.

Toute solation de (2) s'ecrit ;
G(x)=A cos 3x + B sin 3x.

23x)= -9 sin x

3) Pour (1), conditions initiales: F(—1)=2 et
Fi(-1=1
d’oll
{ ."C_s"l'Bf!:: {Al‘-}-i-Bt'J::
3Ae*—3Be’=1 .-w-?‘—.gga:.i._
Il faut résoudre ce systéme d'inconnues les
conslantes A et B.
Cas _J .3 _ 0
On trouvera : A—Gt’ et Sz
D’ou la solution particuliére :
T s, d e
X)=— 4= g2,
F(x) g ¢ 3 e
Pour (2), conditions initiales: G(—1)=2 et
G'(—-1)=1
d'oi {A cos(—3)+ B sin(-3)=2
o0 1-34 sin(—3)+3B cos(-3)=1
1
On trouve : A=2a+%b et B=§a—-2b
avec a=cos3 et b=sin3.
La courbe de F et la courbe de G ont le point
B(-1,2) en commun et la méme langentc en
ce point.
Elles sont donc tangentes en B.
Enoncé

1l. EQUATIONS DIFFERENTIELLES

Prop.
138

Pente de la tangente en B
F'(=0.

Fl(x)=3Ae**=3Be "
5
E ==

¢
3T X pI = 3543

G'(x)==3A sin 3x+30 cos 3x.

Cy

initiales données :

Résoudre chacune des équations différentielles suivantes avec les conditions

b y 4y =5y=0 (x=0; ¥o=-2Yo=3)
(2) y'—6y' +9y=0 (xo=—1; »o=3 3=0)

(3) Y42y +5y=0 (%=0; yo=4 yo=-1)

Solution

o Equation (1) : |."équation caraclerisiigue asso- o IR

ciée s'éerit - .
r+d4r-5=0 A>0.
Cette équation a deux solutions réelles : | et =3.

r*+ar' +br®=0

191
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EQUATIONS DIFFERENTIELLES

Les solutions de (1) s'écrivent :
f(x)=Ae* 4+ Be™™

fl0)==2 d'on A+B=-2
{ f0)y=3 dou A-5B=3.
5 7
On trouve B= —Z ¢l A= “E
-5 I 1 —x
. S pTSx 5 x+7e )‘
Donc : f,(x) ¢ gt 6(0

Equation (2) : L ¢quation caractéristique asso-
ciée s'éerit :
F=6r+9=0 A=0.

La scule racine réelle est 3.

Les solutions s'écrivent : g(x)= e (Ax + B);
g(—=1)=3 d'ou: e (-A+B)=3
g'(=D=0 doii: ¢ ¥ -34+38 +A)=0.

On obtient

{—A+B=3e3
-2A4+3B=0
d'oiT B=-6¢* gt A=-9p3

La solution s’écrit -
g1(x) = e>*3(—9x —¢).
Equation (3) : L ¢quation caractéristique s'écrit -
P4+2r+5=0 ==16= 162,

Cette équation racines
conjuguées :
a=—1+2; et ==1-=2j.

Les solutions de I'équation (3) s’écrivent done -
p(x)=e"(A cos 2x + B sin 2x)

P'(x)=e *(—2A sin 2x+2B cos 2x)

=& (A cos 2x + B sin 2x)
=e *((—2A - B)sin 2x

a deux complexes

+(2B — A)cos 2x)
p0)=4 .
d'oll A cos 0+ B sin 0=4 A=4
p'0)=-1

d’ot  (-2A - B)sin 0+(2B~ A)cos 0= =
D'ou: 2B—A=—1 avec A=4 donne B=§-
d’oti la solution cherchée

=% 3
p](.\.’]=8 (4 Ccos 2x+551n 21)_

[(x)=Ae* —5Be™%*,

Les conditions initiales données
deéterminent une solution particy-
liere unique.

Calculer g'(x).
g"(_t] =e™*(3Ax+ 3B+ A).

Multiplicateurs
5]
3 |
Solution particuliere unique,

—_—
Prop.

139

s

—

Prop.
138

S

On doit cal
comple de

culer p'(x) pour tenir

pl0)y=—1,

Prop.
139

Solution particulidre mrk

.
>
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Enonce

I1. EQUATIONS DIFFRENTIELLES

u etant une fonction connue. on considére I'équation différentielle :

(n Y4 ay' -+ by =u.

1) Seit f une solution particuliére de 1'équation (1). Démontrer que la fonction
¢ est solution de (1) si et seulement si (f—g) est solution de I'équation

(D) : ¥ +ay' +by=0,

2) Soit I'équation (3): ¥"+2\ 3y’ - vy =sin (.\* + gf) Résoudre cette ¢quation

en cherchant une solution particulicre f sous la forme :

flx)=K sin (.-.- +'{'+ u).

3) Mémes questions pour (4) : v"+3y=2x?+1 avec f(x)=ax*+bx +c.

Solution

1) f est solution de (1):

VxER : fi(x)+af(x)+bf(x)=u(x).

Si g est solution de (1) :
VxER : g"(x)+ag'(x)+ bg(x)=u(x).

Par différence, on est conduit a :
(f—g)(x)+a(f—g)(x)+b(f—gXx)=0.
Ce qui prouve que (f—g) est solution de (2).
Réciproquement, si (f—g) est solution de (2),

sachant que f est solution de (1), on est conduit
par différence a

Vx€R, g"(x)+ag'(x)+bg(x)=u(x).
Ce qui montre que g est solution de (1).

Résolvons I'équation : (4) }"’+2\/§}"—)‘ZU
d'équation caractéristique :
X2+2V3X —1=0.

Elle a deux solutions réelles : -

-V3+2 et —-V3-2
d’oll la solution générale de (4): _

B(x)= Ael—V3+D)x 4 Bpl -V 3717,

Cherchons une solution particuliere de (3)

Si f(x)=K sin (.\‘+%F+H)

(1) est une <équation fone-
tionnelle : ['inconnue est une
fonction.

DéL.

47

Ainsi, on obtient la solution géné-
rale de (1) en cherchant une
solution particulitre de (1) que
I'on ajoute @ la solution générale
de (2.

Prop.
138

A'=4
X:= _I\-ﬁ_Zq

140

193
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EQUATIONS DIFFERENTIELLES
. w
et f"(x)=-K sin (I +€+ ﬂ)
s k1 ; & — (.l' .;.E)
Vx:~K sin(.\: +3+o)+z\'ﬁx cos(x ik u)—.'{ sm(“g*”)‘s‘“ 3
T "
2k [sin(.\'-i-:;-r+ 0) -V cos (.‘c+-§+0)]=5m (—1‘+§"-)
A s
el, en remplagant V3 par tan 3"
—-2K i T . 7T T . 2
COS —sinfx +—+ H) —8IN — COS (x +—t 8)] =sm(x+ﬂ)
rr[ 3 ( 3 3 3 3
COS —
3
d'ou 1l s’agit d’écrire
i . sin ¢ + K cos ¢
—4K-51n(.t+lr+ﬂ—£)=51n(.r+z) 4
3 3 3 sous la forme
pour lout x, A sin(e +¢').
1 ar
On adonc K=—-¢t g=2
4 3
Donc, d‘agrés ce que I'on a vu en (1), les La solution générale contient
solutions générales de I’équation (3) s’écrivent : deux constantes arbitraires A
- 1 et B.
G(x)=Ae!~V3*+2)x | p,(~Vi-a)s -4 sin (r+2—1r).
Cherchons les solutions de (3): y"+3y=0.
L’équation caractéristique : X2+3=( a pour
racines complexes : z,=3; et Zp=—3i.
D’ou les solutions générales de I'équation (5) : Prop.
h{x)=A cos 3x + B sin 3x. 140
Cherchons une solution pnr;icuiii:re de : La forme de la solution particy-
Y+3y=2x2+1 ligre dépend dy type de fonction
f(x)=ax®+bx +¢ qui figure au second membre,
f(x)=2ax+b; f'(x)=2a.
On do;_;__avolr, pmzu' tout reel , Iei, il sagit dupe cgalité de
2a+3ax® +3bx +3c =2x2+1 fonctions polyngmes.
d'ot  3a=2; 3b=0; 3¢c+2q= 1
2 1
donc a =3 bSOie=—_
lf.ﬁ. .mluttl:gs cg.uncrulr:s de I'équation donnée La solution pénérate contient .
§ ecrivent donc : 2 . encore deux constantes arbitrai- .
3 res A
F(x)=A cos 3x + B sin 31+5x‘—§. et B, " :

-

L |

Scanned by CamScanner



:.l.l}

11 FOUATIONS DIFPARENTIELLES

IKnoncé

1) Soit I'équation différentielle 9y" | 6y' + y =0, Déterminer ln solution g qui
veérifie g(0) 6 et g (0) = 0. Le plan étant muni d'un repere orthonormé,
caleuler aire de ln surface, ensemble des points M(x, y) tels que
O=sx=m el 0=y=g(x).

2) Résoudre 'équation différentielle @ 9y" 16y’ -+ y =x*4 1,

On cherchern une solution particuliere u du type § ulx)= x*tax+bh,

Solution
1) L équation caractéristique nssocice : Prop.
9X +6X +1=0 138
; ; . 1 o
a pour unique solution réelle @ o= -3
Lo solution pénerale de I'équation différenticlle
s'éerit ¢
G(x)=(Ax+B)e ™\
| -
' S LR - 5 —.]xl
G'(x) ( 3Ax 31 +A)c
i : Prop.
Les conditions @ g(0)=6 et g'(0)=0 conduisent I';;

a B=6 ct ‘%B+A=0

|
. B=6 A==8=2.
d'oli la solution demandée : 2

g(x)=(Q2x+6)e ™"

2 |
' "(x)=—= xe 3%
avec g'(x) 3 . 3 »
Une étude rapide des varialiqns de g conduit au .
tableau ci-contre. Se souvenir que : g % g =
i 5% ) = im (xe *)=0
hrl (¢ *)=+w el xLM( ) 6
X - g / \
d*oli lim g =0. - 0
of B
['élude de ces variations montre quc, pour
x>0, g(x) -0, Donc, I'aire S(m) s’éerit : irapi e y
i ~|s 126 -~
S(m]=J (2x +6)e 1" dx. )
1] : ?i
Une intégration par parties avec T = . /;in 3
ux)=2x+6 4. u'(m)=2
. b oll Ax
pilx)=r¢ p(x)= -3¢ y'
195
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EQUATIONS DIFFERENTIEL LES

donne
N = | <32+ e e 4 ﬁf e dy
0

Stm) | (—6x —36) e &l
S = (=6m —36) e " + 36,

Les solutions de: 9v"+6v' +v=x>+1 s'ob-
tiennent en ajoutant aux solutions de I'équation
sans second membre :

GLx)=(Ax + B) e
une  solution parnicudicre w de I'équation
compléte.
St a(x)=x7+ ax + b, alors
WXI=2x+a et u"(x)=2.
1 est solution de Uéquation complite si et
seulement si pour tout réel x :
IB4+6(2x+a)+x+ax+b=x"+]
C'est-d-dire
{ 2+a=0
I8+6a+b=1

d'ol u(x)=x*—12x + 35,

a=-—12

d'ol {b=5‘i

Les solutions k de I'équation proposée sont donc
définies par :

k) =(Ax+Ble i +x3— 12x + 35,

D’AUTRES POUR CHERCHER

245 ) Enoncé
Dans un mouvement rectiligne, 'abscisse x du point

I

X" est la vitesse et x" 'accélération.

Indication

Les primitives de :
o

h:x — e73*

s'écrivent

1
Hix = =3e5%,

Méthode :

e Resoudre  Péquation  sans
second membre.

e Deterniner une solution parti-
culiére de I'equation compléte,

Prop.
140

M est une fonction du temps
A tout instant 1. Uaceclération est donnée par -
Déterminer la fonction x = f(r) sachant que pour t=( -

xX"=2f+sin 1.

Xo=4 ef xg=—1.

F\’uir exercice 239. Ne pas oublier les conditions initiales. '

Pour un mouvement rectiligne, a tour instant t, Vaccélération est le double de la

Uifesse.

Déterminer la loi horaire x = g(t) sachant que pour t =0

»
i
i
54}: Enoncé
196
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11, BQUATIONS DIFFERENTIELLES

Indication

W R

W @ 1 * . I " P
Quel que soit 1@ x"=2x" d'ou ?-—12: — ost dérivée de In|x’| et 2 est la

dérivée de 2. On trouve g(1)=Ke* + K,.

]247‘ Enoncé
Trouver une courbe, passant par le point A de coordonnées (13 1) et telle qu ‘en
tout point M de cette courbe la tangente ait un coefficient directenr égal au carré
de 'ordonnée de M.

Indication

4

# LI l
y=f(x). 1l faut résoudre y'=y? %esi la dérivée de (__v)'

|24H{ Enoncé
- Trouver une courbe passant par le point B de coordonnées (2; 0), et telle que en
chacun des points M, la pente de la tangente soit I'inverse de la pente de la

droite OM.

Indication

s g o
y=g(x). Il faut résoudre I'équation différentielle y =—§.

2 3 |
y'y est la dérivée de 5 y2

[240[ Enoncé _ .
Résoudre les équations différentielles suivantes :
a) y'=y cos X b) y'=y(3x*—6x+1). c) y'=5x+8.

Indication

i
a) f(x)=Ce™"*, c) g(x]=§§-+4x=+c,x+cz.

lx_aﬂ Enoncé

- Démontrer que f définie par :
- | “X):dﬂ'—SE'_"-SI'_z
s est solution de I'équation différenticlle y' =yl

e 197
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I1. EQUATIONS DIFFERENTIELLES

=

Indication

Ealculer fi(x) et f(x).

Enoncé

Trouver la solution de chacune des équations suivantes, satisfaisant a la condition
donnée :

_“

a) 2y’ + y=0 ayee fth=2;
b) 3y'—4y=0 avec g(—=1)=1.

Indication

a) Réponse : y=2¢-1tx-1) j

22 {Enoncé

Résoudre les équations différentielles suivantes :
a) y'—y=0, b) y"+y=0,

c) y'=16y=0. d) y"+16y=0.

Indication

Voir exercice
a) f(x)=Ae* + Be >
b) f(x)=Acos x+B sin x.

Reprendre les
d’elles, la solu

|'25:H Enoncé
Résoudre les équations différentielles Suivantes -
a) y"+6y'+5y=0.

b) y"—4y'+4y= 0.
c) ¥y'=2y'+3y=0.

quatre équations de | ‘exercic

. equation, e ci-dessus et trouver, pour chacune
tion qui satisfait qux deux

conditions : f(0)=1 ¢t f(0)=4,

Indication

a) y=Ae ™ + Be~5x,
b) y=(Ax+B)e*,
¢) y=(A cos V2x + B sin /3

)

) e*.

Pour chaque équa!ion_ de lexercice Précédent, trouper la s
qui satisfait aux conditions : 1

198 | ——

@ ;Enoncé
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I1. EQUATIONS DIFFERENTIELLES

hsel 2 Enoncé
L Voici deux équations différenticlles :
a) y'+y' —2y=0.
b) 2y"+2y' +5y=0.
Pour chacune d'elles, trouver la solution particuliére dont la courbe
représentative passe par le point A de coordonnées (0; 3) et admel en ce point
une tangente de coefficient directeur égal a (—1).

-

257 §Enoncé
— Voici une équation différentielle : y"+my'+y=0 (m est un paramétre réel).
Discuter de 'écriture de ses solutions suivant les valeurs du réel m.

Indication

Calculer A pour I’équation caractéristique et étudier son signe.

—— . )
258  Enoncé
On se propose de déterminer toutes les fonctions numériques f de la variable réelle
x qui sont des solutions de I'équation différentielle :

(E) f(x)+3f(x)=—x.
1) Vérifier que la fonction f définie par f(x)= _§ est une solution.
2) Montrer que, si une fonction f est solution de (E), alors la fonction g définie
x
par: gx)=[(x)+3
est une solution de I'équation différentielle (E') : g"(x)+3g(x)=0.

3) Déterminer toutes les solutions de I'équation (E'). En déduire la solution
générale de I'équation (E).

a) Trouver les solutions de cette équation.

b) Parmi les solutions de (E), on considére les courbes intégrales C, qui ont
pour équation y=(x+A)e™, A désignant un réel arbitraire.
Chaque courbe C, posséde un seul point S, oit sa tangente est paralléle a
Paxe x'x. Déterminer en fonction de A les coordonnées de ce point. Déterminer
I'ensemble S décrit par les points S, lorsque A décrit I'ensemble des réels.

[25‘): Enoncé .

— Soit 1'équation différentielle : (E) y'+2y' +y=0.

{
5 Construire enfin cet ensemble S.

hf__"h
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DES EXERCICES RESOLUS

¥
, E"ﬁlﬂ Enoncé
. , o B e I
Soit la fonction vectorielle F : ¢ (2 cos t; 2 cos 5) ¢ décrit R.
Dans le plan_muni d’un repére orthonormé (0, i, I'): le point mobile M est
defini par : OM =F(t) (t est le temps).
1) Quelle est la trajectoire du point M? Décrire le déplacement de M sur
cette trajectoire.
2) Déterminer le vecteur vitesse et le vecteur accélération 3 la date .
Construire M, V(t) et T(t) aux dates t=0, f=; et r=;—T.
3) Donner une description compléte de ce mouvement.
Solution 1
1)t — x=f(t)=2cos ¢ -
el.
t
fait — y=ft)=2 coszi. 48
}issaynns de trouver ype relation entre x e ¥, Déf.
indépendante de 1. ) 4
t X
- Cost=2cos’~~1 dot X—o_
2 oM 2 ¥=1 €0s 2a=2cos? ¢ — |,
donc, quel que soit f : *=2y+2=0 (équation !
d’une droite). Le mouvement de M est un A
| M est donc un point d'une droite D: |a
- trajectoire est incluse dans D. Mais est-ce | Mmouveme ili
b droite tout entigre? A B J
I —lI=cost=<] d'oy ~I€x<)
| La trajectoire est un segment [AB] de ceite
A droite avec A(-2; 0) et B(2; 2),
L:::s_ fonctions f, et f_z étant périodiques. de ¥
) période 2, la fonction vectorielle F  est | Bt =0) B
| périmiir.m-.:_, de période 2. E =4
|| Pour érudier le mouvement de M, i suffit de f‘/’/"?
faire une étude pour r décrivant [0: 2], X ;
Nous savons que M décrit [AB]. Pour decrire —
: = hl 5 rfil du '[ d. S e N A 0 2 X i
son mouvement, il su Cludier les variations (1=) A
de I'une de ses coordonnées, x par exemple, ¥ ol ,'\“‘*-u

200 b —
T —
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2)

A la date t=0, M est en B. Lorsque t décrit
[0; ], M décrit le segment [BA], de B vers
A; M atteint le point A a la date 1=, puis,
lorsque t décrit [m;27]), M décrit le méme
segment, dans le sens A vers B, et atteint B a
la date t=2m.

Vecteur vitesse : MV =w=f[(!)f‘+f5[f}f

dt
Ses composantes ;

. x'=-=-2sint
MV f t

y'=-=2sin 5'€08 3= —sin ¢
Vecteur accélération :

— d*F(t - -
Mr=%=f’{(t): RO

"=—2cost
vi=— cost

Remarquons que 2i +j est un vecteur directeur
de AB. o .

Par_ailleurs : MV = —sin 1 (2i +7)

et MI'=—cos t.(2i +] ). M
Quel que soit t, les vecteurs MV et MT sont
colinéaires 2 AB.

Le vecteur vitesse et le vecteur accélération ont
pour support la droite AB.

t=0: Mesler!A.
MV,=0 et MT, =27 —j =BC.

;=12—T:_{| (g)zﬂ et [2(%—)=1. M est en C(0; 1)
MVy,=-2 —[=CA et MT,=0.

Ses composantes : m{

: ,=“E":fl @):19.‘[[2(%7):%. M esten E(l;%)

N - - ——— I. > r
MV,= -}?(2;' +j)et Ml"3=—-2-(2: +j)=EC

II. FONCTIONS VECTORIELLES

t 0 T 2w
2eost|2 N -2 A2 2
M |B A B

...puis cela recommence!

A
(cc:rs2 %)‘=—2 x%x cos Exsm =

!
2

2 sin @ cos a=sin 2a

Dét. Deéf.
55 56
x—2y+2=0
- {2
;)
Propriété générale d'un mouve-

ment rectiligne.

3) Donner une description du mouvement, c’est Toute étude de mouvement doit
indiquer comment se déplace le point M sur sa s'achever par une description
trajectoire et préciser les intervalles pour les- | complite,
quels le mouvement est accéléré et les intervalles

: pour lesquels il est retardé. al o
K PR T o L . rop.
r Pour cela, on est conduit a étudier les variations o -
; de ||[MV |, ou bien le signe de MV - MT.
MV +MT =5 sin t-cos 1. Etudier le signe de sin
' et cos 1. Le vecteur vilesse s'annule en
.' du gl w o w ' r=ﬂ|r=7f el i=2xm.
- t décrit [l]; -2—] : M décrit [BC] d'un mouve- _
o Deladate f=04 t ==

ment accélére. 3 la norme
pl-.-l“" " 201
k_ -—EEL.L Lo
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1. FONCTIONS VECTORIELLES

I décrit E, -rr]: M décrit [CA] d'un mouve-
. ment retarde.
T Inm . i aE
I décrit ['n'; -2—] i M décrit [AC] d’un mouve-
ment accelére,
g KL _—_— ’
f décerit [—z—; 217] : M déerit [CB] d'un

mouvement retardé.

Enoncé

de la vitesse est croissante, puis

F .
décroissante de r=§ at=m

[MV | est maximum en ;:%r
i oF
ett= 5

Ce maximum est VS,

Dans un mouvement rectiligne, I’
temps @ x=(f) avec {>0. La vi

abscisse x du point M est une fonction du_|
lesse v est la dérivée de f, et I'accélération
i, - 1
¥ la dérivée seconde. A tout instant ¢, on a : Y=3t——

Déterminer f, sachant que a I'instant t=1, on a X;

s
3 7
=§ et U,ZE. "

Solution

La fonction f cherchée est solution de I’équation
différentielle : [(t)y=3¢~- %

' est une primitive de s
d’oli f’(r)=% !2+%+A.
[ est une primitive de [ d’ol

1
f(r)=§r3+lnr+Ar+B_

Les constantes A et B sont déterminées
lenant comple des conditions initiales -

_ 7
Ent=1: pn=L d’oi §+|+A=E
2 2
donc A=1.
Ent=1:
" ] £ - 1 3
fth== d'oi s+t0+A+p=2
z 2 5
donc B =,

La fonction f est donc définje —

1
x=f()=5C%In ¢4,

202

[ et f" existent.

Prop.
136

A el B sont des constantes.

10,
!
!
1
“I
Cest’ ge que  'on appelle 5
lequation horaire, - &
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11. FONCTIONS VECTORIELLES

jinoneé
| On considére la fonction vectorielle : ¢ — (x; y) telle que
{x =sin t+cos t +2

y=sint=cost=1
Dans le plan muni d’un repére orthonormé, le point mobile M a pour
. coordonnées (x, y); t est le temps.

1) Calculer (x—2P+(y+1)%. En déduire la trajectoire de M. Construire
cette trajectoire.

2) Déterminer V(1) et T(7); construire M, ainsi que les vecteurs vitesse el
7 3w

"2", I’——4-.

) Montrer que le mouvement de M est circulaire et uniforme.

(t décrit R).

accélération pour 1=0; (=

Solution
1) fi:t —> x=sint+cost+2, i
fo:t — y=sint—cost—1 48

f, et f, sont des fonctions périodiques de période
27, le mouvement de M est donc périodique, 1l suffira de faire une etude pour
de période 2. ¢ décrivant [0; 271
(x —=2)+(y+1)2=(sin { +cos 1)’

+(sin t—cos t)*=2.
Soit A le point de coordonnées (2; —1).
(x—2) et (y+1) sont les composantes de AM

(x=2P+(y+1)= [ AM |*=2

donc, quel que soit f :

| AM || = V2.
Le point M_est un point du cercle de centre A, Mouvement circulaire.
de rayon V2.
Pour préciser cette trajectoire et le déplacement Del.
de M, il nous faut étudier les variations de f,(f) 54
et celles de fy(1).

sinr+cnsr=sin£+sin(%—!)=\/icns(r—f)

4
sin t —cos { =sin { —sin (%— .r)=\/§ sin(r ~%T)
x=f,(t)=V2 cos (I—E)H On peut également étudier les
d'ou : 4 . variations de
m
}'=f;(l)=\/'isin(l——4-)-l t— fi(t)

- , 1 +—= f(t) sur [0; 27r].
~ Les fonctions cos et sin sont conlinues sur R et
- majorées par | en valeur absolue.

203
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II. FONCTIONS VECTORIELLES

Si a décrit R, cos a et sin o décrivent [—1, 115

d’on
“V242<V2 cos a+2<V2+2
~V2-1=V2sina—1<V2-1
donc x =f,(t) décrit I'intervalle
[2-V2;2+V2]
et y=f(t) i‘intermlle
[-1-V2; —1+V2].
Donc le point M decnt le cercle tout entier.

Pour t=0: x=3 et y=-2: M est en M,. Si ¢ décrit [a; @ +27L.

M décrit un cercle entier.
Pour t=—: x=V2+2 et y=—1: M en M,.

&5

Pour r=T x=2 et y=\/§—| ' M en M,.
§7

Pour t=—;: x=2-V2 et y=-=1: M en Mj.
Tar

Pour r=T: x=2et y==V2-1: M en M,

ete.

2) Composantes du vecteur vitesse : On peut utiliser 'une ou 'autre

des f ]
- dOM x'=f;(f}=—\/§sin(t—f) es formes de fy(t) et fo(1).
V=g :
P P N = /P = A%
y=£f({t)=V2 cos(r 4).
Composantes du vecteur accélération :
A (X =f{()=—V2 cos (¢
) = dd?z { ( 4)
Y= f2(t)=—-V3 sin (:—%’)
t=0 M en My V(0)(1; 1), T(0)(—1; 1),
:=%’ M en My(3;0); V(m/2)(~1; 1);
[(7/2)(—1; —1)
::E‘-‘-ﬂ- M en My(2;V2-1);
V@3 /4): (-V2;0); TGw/4) : (0; —V2).

Calculons les composantes de AM

W(\@cus(t—f); '\/_sm( _"I) |

4 4
) e Faire un dess; ; —
On remarque que, pour tout ¢ : I'(f)=-AM, o ::I?::-::T:fct précis qui
Ce qui facilite le tracé de T(1). vement de M allure du mou-
204
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1I. FONCTIONS VECTORIELLES

X
3 3
3) On peut procéder de deux fagons. -
o Calcul de [V : [V(D)]*=2. “
Le mouvement est donc circulaire et uniforme. 7 E - TG est constne e
e meme est con (=
e Calcul de V()-I'(¢) : V(t)-T(t)=0. égale 3 2.
On retrouve les propriétés qui caractérisent un
Revoir le cours de physique.

mouvement circulaire et uniforme.

@ Enoncé

Construire la courbe C de représentation paramétrique ¢ décrivant R
{.t =sin {
y=In(cos® t)

Solution
- Posons f(t)=sin ¢ et §{I]=ln(cosz t).
E . g est définie pour cos” 1 #0. Compte tenu de la y
k. périodicité de la fonction sinus et de la fonction
£ cosinus, il suffit de faire varier ¢ sur [—w; 7[, i
i 4 - t (=t f :
f T a privé de ~g et +12—T. £ - t 45 t :
& est paire et f est impaire | 'I
—_— - i e ke
f(=t)=~f(1) et g(—t)=g(t) donc I'axe yy' est ®
P

axe de symétrie pour la courbe.
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II. FONCTIONS VECTORIELLES

* - L3 ﬂ W Tr
Il suffit de faire varier t sur ]——; ‘[- o 0 -
22 t B 2
Sur cet intervalle :
| sin t|<l et O<cost=sl donc y=<0 ¥ |1 0 1
cos’ r=1—-x* d'ol y=In(1-x%. L
C’est I'équation de la courbe C avec |x|<1. h' + 0 -
Il suffit alors d'étudier la fonction
h:x — In(1-x2%). h|lFe 2 0 N —%
Elle est définie sur ]—1; 1[ et paire
—-2x
h(x)=
Lod 1—x2

lim h(x)= lim h(x)=—0o,
g5 Rty

D’ol les variations de h.

Les droites d'équation x=1 et x=-1 sont
asymptotes & C.

YA

L'axe yy' est axe de symétrie. C est tangente

en O a x'x.
En cinématique, si t est le temps, décrivant
courbe C

Le mobile M décrit C dans le sens indiqué par
les fleches

MV (cos t; =2 tan t):

MT (—sin t; —2(1 +tan? t)).

1
|
|
]‘% ’2—7[ le point M (f(¢), g(t)) décrit la } {
I
|
|

On_remarque que la premiére composante de ot | [pat
MT est I'opposée de I'abscisse de M : donc I’ 55' 56'
est un point de I'axe yy' pour tout t.

264 Enoncé

Soit F la fonction vectorielle de R dans R® définje par :
x=acost—bsint

4 .
¢ J"'_“E{a sin t +b cos t)

z.r_-g-(a sin £+ b cos t)

—

I"indicatrice de F rappgrtée au point 0. Démontrer
I'intersection d’une sphere et d'un plan.

[e projeté orthogonal de M sur le plan xOy, étudier

3) Si N est

Can

206

1) L'espace affine étant muni d'un repére orthonormé (0, i, )
Que cette courbe est

2) Si f est le temps, étudier le mouvement de M tel que Opf =F(1)

T oas

» determiner

le mouvement
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II. FONCTIONS VECTORIELLES

II suffit de faire varier t sur ]-%T: g[
Sur cet intervalle :

Isinf[<1 et O<cost=<l donc y=0
cos®t=1-x* dot y=In(l-x?.
C’est 1'équation de la courbe C avec M <l
Il suffit alors d’étudier la fonction

h:x — In(l-x%).
Elle est définie sur ]—1; 1[ et paire
—2x

| —x?

h'(x)=

lim h(x)= lim h(x)=—c.
X=-1 x—+=1
x=1 x>==1

D’ou les variations de h.

Les droites d’équation x=1 et x=-—1 sont
asymptotes a C.

L'axe yy’ est axe de symétrie. C est tangente
en O a x'x. .

En cinématique, si ¢ est le temps, décrivant
]——g; g[, le point M (f(t), g(t)) décrit la
courbe C

Le mobile M décrit C dans le sens indiqué par
les fléches

MV (cos t; —2 tan t);
MT (—sin t; =2(1 +tan? 1)),
On remarque que la premiére composante de

MT est I'opposée de 1'abscisse de M : donc T
est un point de I'axe yy' pour tout .

Enoncé

( —%r 0 "g
ol —1 0 !
I + 0 -

h|lFe 2 0 N —=

Dél.
55

Déf.
56

x=qgcost—bsint

4 .
f —> y=§(a sin f+b cos t)

.
Z=§(ﬂ sint+b cos t)

I'intersection d’'une sphére et d'un plan.

2) Si t est le temps, étudier le mouvement de M tel
3) Si N est le projeté orthogonal de M sur le plan xOy,

de N.

Soit F la fonction vectorielle de R dans R* définie par :

1) L’espace affine étant muni d'un repére orthonormé (0, i, |, £
I'indicatrice de F rapportée au point O. Démontrer que cet

que OM =F(1).
etudier le mouvement

), déterminer
te courbe est

206
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1. FOMCTIONS VECTORIELLES

il
a9

_ Solution
f 1) I est définic, continue sur R el périodique de
période 27 Pour toul ¢ : 3y =4z L'indicatrice
cherchée est incluse dins e plan d'equation @ Wevoir volre cours
3y —4z =0, contenant x'x.
Calculer x*, y* et 2% % 9
On (rouve, pour tout f: .2_€+E.-_;|,
OM*=x*+y*+ 7%= a b,
[indicatrice cherchée est incluse dans I sphere
Jo centre O et de rayon R =Va®+b>. Le plan
ci-dessus passe par le centre de la sphere. Donc
l'intersection de ce plan et de la sphere est un
cercle ' de centre O et de rayon R,
2) Le mouvement de M est un mouvement circu-
laire périodique.
Vecleur vitesse
x'=—asinl—bh cost

‘ WV y'=§{a cos I —bhsint)

z’=§(a cos t — b sin t)

If2+yl2+zl'2=az+b2= Rz
— Dél.
| AV || est constante : le mouvement de M est s
un mouvement circulaire et uniforme.
3) Dans_le plan xOy, muni du repére orthonormé
(O, 1, j) le point N a pour coordonnées : y
{x=a cos t — b sin !

4
y=§(a sin t+ b cos t).

: 25

! - T T

; Pour tout 1 : x+]6y 1. o
Le point N’ décrit, dans le plan xOy, une ellipse
de grand axe porté par x'x, et de petit axe porté
par y'y.

Ce mouvement n’est pas un mouvement
uniforme.

Vaoir coniques

C, ensemble des nombres complexes, est un espace vectoriel de dimension 2
sur R. On considére la fonction vectorielle g de R dans € définie par :
2 cos I
. git)=——+3i =
f i 0 & e sin [ sin f
.' O ctant l'origine d'un repére du plan
| s au point O, ¥ s

{ décrivant 10; [.

construire I'indicatrice de g relative

'T"Mr
gl 207 i
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1. Fonerions VECTORIELLES

Solution

£ est continue sur 10: #[. Posons

2 3cost
i :;-—.__.! = -
hi(t) St fa(t) S

et soit M le point de coordonnées :
X=fi(t) et y=fit).

Cherchons une relation simple entre y et x :
: 2 4
ST ol | eol® el  avee  youd
X x2
YSInt=3cost dou y?sint=9 cos? ¢
4 X =
"_f — -
7% =9

= ) d’oll 4y*=9x2 - 36 ayec x =2

X2y

T‘E_lzﬂ avec x=2.

I{indicatrice est donc une branche d’hyperbole
d‘axe focal x'x, de sommet A(2; 0) sur x'x,
d’asymptotes les droites d’équations

“3.1‘ " 3
y 3 e }T——'E.\'.

Si ¢ déerit 105 #[, sin ¢ décrit 10; 1]

et lim fult)=+oo:
=
Hm fi(t)= 4+ of fi(§)=2
lim fz(t)=+au;
fia
im fo(t)y=—o gt fz(l;)=0'
Xy

pecssy) T .
Lorsque ¢ décrit ]0; 5[’ le point M décrit ’arc

“BA” de I"hyperbole et lorsque 1 décrit [E Tr[
# . i
M décrit I'arc AC .

208

x=Re(z) et

y=Im(z)

sin 10 sur J0; #[

d'on x=2

-‘.
B

A

(9] X
C

yi

! 0 = T
2

X oo N, 2 A F=

¥ + '\_ﬂ 0 N —x -

L8 0
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1. FONCTIONS VECTORIELLES

D'AUTRES POUR CHERCHER

Dans les exercices L"ﬁﬁl i |"’TI\ on considére le mouvement d'un point M donl
les coordonnées dans un repere orthonormé (0, i) | ] sont données en fonction
du temps .

Pour chacun de ces exercices, on (racera la trajectoire, on déterminera le vecteur
accélération, le veeteur vilesse et lorsque c'est possible, on déterminera les
intervalles de temps pendant lesquels le mouvement est acecléré ou retardc.

x=1+2; y=—1*+7 avec -1=t=
Placer M. construire le vecteur vitesse et le vectenr accélération en = 1.

M g Enoncé

Indication

e

On trouve un arc de parabole. Pour tout ¢ : I'(¢)= -2j.

'TJJ
=53
~1

Enoncé
x=t+1l; y=t*-2t avec 1ER", o
Placer M, construire le vecteur vitesse et le vecteur accélération en t=1.

—

Indication

Quel que soit t, T(1) est colinéaire A j
Pour la nature du mouvement, on sera amené a faire une étude sur trois

; ! [ 2 2 [
gt b= I —: el
intervalles [0, 3[, ]3 3[ et ]3 o

L -
!2@ Enoncé

=

1
x= y=t* avec t€R:.

Placer M, V et T a Uinstant t =2.

| i b,
269 Enolm:e
-"'=‘2'1"f; y=In(t=1) avec t>1.

Donner une équation de la trajectoire sans chercher a la tracer.
Indication

’ Equation de la trajectoire : y=In(e>* —1). J

- 2

— Enoncé

' =SIn{;  y=sin 31,

M""“f?‘ que le mouvement est périodique.

l.-a..,— e— "1.. i
- 209 1

i 4
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II. FONCTIONS VECTORIELLES

Indication

Exprimer sin 3¢ en fonction de sin ¢ en écrivant sin 3¢ =sin(2¢ +1).

]27_1| § Enoncé

Tt
Lo

273

¢ temps t, par:

V2. \3 . . M3
=1 +_2_5|n {4—cos I} y=——sm!~-3— cos t;
2

On considére dans le plan P le mouvement du point M(x; y) tel que
= 5 = 1
" cos (21) RV
a) Montrer que la trajectoire T est une partie d’une hyperbole a préciser.

b) Déterminer les composantes du vecteur vitesse V et du vecteur accélération T’
dans la base (i, [ ). Vérifier que le mouvement est accéléré.

\ m
X tan(2t) on rE[U;E[-

Indication

Hyperbole d’équation x*—2y2=1.

Enoncé

On considére un point mobile M de coordonnées (x(r}, y(t}) dans le plan muni
du repere (O, i, j') out t décrit Uintervalle [0, .

. Bh . 1
A Uinstant t =0, M coincide avec le point A de coordonnées (5’ %) et son vecteur
vitesse V (0) a pour coordonnées (0, 1).

A toul instant t(0<t<) le vecteur accélération T'(t) de M a pour coordonnées
1 1 .
——Cos [} —= -~ .
( 5 5 €os f —sin I)

1) Déterminer le vecteur vitesse V(D) puis les coordonnées de M a I'instant t.
;2} Déterminer la trajectoire du point M par une équation.

Indication

On trouve les composantes de V(f) en cherchant des primitives des
composantes de I'(t), sans oublier les conslantes, que I’on détermine par les
conditions initiales. De méme, on obtient les composantes de OM 2 partir de
celles de V(r). Equation : y=x+V1-4x2 Attention : sin =0,

4 Enoncé

Dans lespace affine euclidien, muni du repére orthonormé (0, i, j, k), on

considére un point mobile M dont les coordonnées §'expriment, en fonction du
V2

= cos L.

3 2
a) Démontrer que le mouvement est périodique.

E)

o . - T
b) B et C sont les positions respectives de M pour (=0 ¢t .r—-z—-

1

.
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I, FONCTIONS VECTORIELLES

A a pour coordonnées (1,0, 0),

Calculer AB et AC en fonction de i) j. £ On pose AF ~ T et AC =1

Démontrer que [ﬁl. J) est une base orthonormee du plan AB(C .
¢) Montrer que AM s"exprime en fonction de T et T,

En déduire que la trajectoire est un cercle du plan ABC,

Que pouvel-vous encore dire de ce mouvement?

274 ! Enoncé
A Dans espace affine euclidien rapporté au repére orthonormé (O, i ;",' k), on
considére un point mobile M dont la position au temps t, est définie par ses
00 1 :1‘- .
coordonnées S=1 +cos 28
v(#)=cos 2t (rER)
(D) =sin" 1.
1) Déterminer le vecteur vitesse V(1) et le vecteur accélération U(t) au temps
t. Ces vectenrs sont-ils lics?
2) Démontrer que la trajectoire est un scgment de droite. Décrire le mouvement.
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DES PROBLEMES DE DENOMBREMENT i—— i

DES EXERCICES CORRIGES

75 Enoncé

Dans une chaine de fabrication, une picce doit passer s

B} C-» D'| E.

\” ombien y a-t-il de trajets possibles si I'ordre de passa

machines est indifférent?

2) Combien de trajets si la piece doit passer en A avant B et Deten C

avant E?

ur cing machines A,

ge sur les diverses

Seolution

1) ABCDE est un trajet possible, ACBED en est
un autre. Pour trouver le nombre de trajets
possibles, il faut donc trouver le nombre de
bijections de I'ensemble {I,2,3,4,5} dans
Iensemble {A, B, C, D, E}.

Un arbre permet de visualiser ces choix : pour
la premiére machine, 5 choix possibles, d’ou les
5 branches.

La premiére étant choisie (ex. : B), il ne reste
que 4 choix possibles pour la seconde. La
premiére et la seconde étant choisies (B-C), il
reste 3 choix, etc. Au total :

§x4x3x2x1=5'=120.
Vous savez que le nombre des bijections d'un
ensemble 2 5 éléments sur un ensemble de méme
cardinal est 5!=120.
Parmi les 120 bijections trouvées précédemment,
il faut choisir celles qui conviennent. On peut

faire un arbre pour dénombrer les trajets
possibles, et, ici, c'est le seul procédé utilisable.

La 1™ machine ne peut étre que A ou C...
1l n'y a que deux branches au premier niveau.

Nous vous laissons le soin dc: dessiner |'arbre
complet. Il y a 20 trajets possibles.

(RS ]

35
ek
£
L

Trajel BCDEA.
Permutations.

neéf. Prop.

60 147

Trajet ADCER,

e~

-
|
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11, DENOMBREMENTS

| pEnoneé
l'l“'rl f."

Un nombre est une suile de chillies,

On n'utilisern dans cet exercice que les chiffres de 1 a 9 (0 est exclu),

1) Combien peut-on former de nombres de 3 chiffres distinets? C'ombien de
qombres de 6 chiffres distinets? de 9 chiffres distincts? de 11 chiffres
distine(s?

| 7y Combien peut-on former de nombres de 3 chiffres, distincts ou non’!
i Méme question pour des nombres de 6 chiffres? des nombres de 11
_ chiflres?

1y On veat former tous les nombres de 3 chiffres contenant 2 fois le chiffre
I, et denx fois seulement @ combien y en @ (-i1? Combien y a-t-il de
nombres de 3 chiffres ayant deux fois exactement le méme chiffre?

Solution
1) Posons [IY {I; 2:3:4:5:6;,7.8; l)|», E est P'ensemble des chiflres
e Un nombre de 3 chilfres distincts  estune utilises.
application injective de I'ensemble {15 2; 3¢ dans =
I'ensemble F, puisque les chiffres sont distinets. eEys
oil le nombre de ces injections 146
Yo xR xT=50. .
‘4‘_ Pxh .?_ S0 Exemples
Nombres de 6 chiffres distincls
6.9 %8 xTx6x5%x4=60480. 1]5]9,
o Nombres de 9 chiffres distincts les 9 chiffres Tols
de I sont utilisés. 11 s'agit donc d'un nombre
de hijections de £ sur lui-méme :
P, =91 = 362880. Al
e 1l n'est bien siir pas possible d'obtenir un I_";
nombre de 11 chiffres différents  avec les i
9 chiffres de I'ensemble [ o
2) e Les 3 chiffres sont distincts ou non : le nombre Bien savoir Taire T différence
fanmc esl associé & une application de entre une  application ¢t une
I'ensemble {|'. 2 3} dill‘l_s I _i.‘.ﬂﬁﬂlllhlll' E. application injective.
Le nombre de ces applications est :
K =9'=1729, Prop. Prop.
Nombres de 6 chiffres, distinets ou non : 145 146
K'=9"=531441.
e Nombres de 11 chiffres :
iyl .
K" =931 x 10” environ.
3) Un nombre de 3 ¢hi
e :ud:: 3 chiffres contenant deux fois le
L resente sous 'une des -
- M 1x1: x11. sous 'une des formes :
W o — - 2]1
.
—_— e r"
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I, DENOMBREMENTS

x peut prendre huit valeurs : 2; 3; 43 3 6; 7
8 5

Il y a donc : 3x8 soit 24 nombres de celte
nature. ;

Si I'on envisage tous ces nombres de 3 chiffres
ayant deux [ois le méme chiffre, il y en a 2‘?
qui contiennent deux fois le chiffre 1, 24 qui
contiennent deux fois le chiffre 2, etc.

Le nombre cherché est donc :

24 x9=216.

@ Enoncé

1] 1] »
1 ° 1
. 1 1

a) Sur un bateau, on dispose, pour faire des sigqaux, de flp:awllﬂns, dont
2 rouges, un bleu et un vert : combien de signaux différents peut-on
former en alignant verticalement ces quatre pavillons?

b) Méme question si I’on dispose de 3 rouges, 1 bleu et 1 vert, tous alignés

verticalement.

¢) Méme question si I'on aligne 4 rouges, 2 bleus et 2 verts.

Solution .
a) Appelons R, et R, les deux pavillons rouges, B

le bleu et V le vert; RiR,BV est un signal;
R,BR,V en est un autre; quant & R.R,BV, c'est
le méme que le premier. :
Si Pon distinguait les deux rouges R, et R, il y
aurait autant de signaux que de bijections d'un
ensemble de quatre éléments dans lui-méme,
c'est-a-dire (4!).

Mais les deux arrangements R;BR,V et R,BR,V
donnent le méme signal.

Chaque signal est donc compté 2 fois. Il y a :

41

?‘z 12 signaux différents.

b) Un signal est maintenant formé de 5 pavillons :

3 rouges, | bleu et 1 vert. Appelons R,, R,, R,
les trois rouges.

R,R,BR,V est le méme signal que R\R;BR,V
et que R,R:BR,V...

Si ’on distinguait les trois rouges, il y aurait (51)
signaux différents.

Il y a (3!) fagons de permuter les 3 rouges R,,
Rz, R31

Chaque signal est donc compté (3!) fois.

Il y a donc :

51_5x4><3x2><l

2 =20 signaux différents.
3! Ix2x1

R, R,
R, IB
B R,
v Vv

On sait que le nombre cherché
est inférieur & 24, On peut donc
essayer de les éerire  fous
empiriquement. Il faut trouver
une methode rationnelle de cons-
truction de la liste. Par exemple,
le 157 est R, et trouver tous les
signaux dont le premier pavillon
esl rouge..,

RRBV  BRRV  VRRB
RRVB
RBRV  etc. ele.

On en trouve 12,
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I1. DENOMBREMENTS

8! : : Les 4 rouges R,, Rs, R,, K

c) 1l ya signaux, soit 420. SRS Sn, B2y Ny T4

T 4R donnent (4!) signaux identiques.

Remarque : : De méme les 2 bleus donnent (2!)

On appelle quelquefois  «arrangement  avee signaux  identiques et les
repetition » de tels groupements. 2 verts...

278 Enoncé

On dispose d'un jeu de belote de 32 cartes : il comporte 8 ceeurs, 8 carreaux,
8 piques ¢t 8 trefles.
1) Je tire une premiére carte, je note la carte tirée et je la remets dans le
jeu, et je procede de méme (rois autres fois (quatre tirages).
a) Combien y a-t-il de fagons de tirer ces quatre cartes?
b) Combien de tirages commencent par un ceeur?
¢) Combien de tirages ne contiennent qu'un ceeur?
2) Je tire quatre cartes a la fois sans tenir compte de |'ordre.
@) Combien v a-1-il de tirages distincts?
bh) Combien de tirages ne contiennent qu'un ceeur?

Solution
1) A chaque tirage d'une carte, on choisit une carte
parmi 32 : il n’est pas exclu de choisir deux fois yeu:
la méme carte, puisque chaque carte est remise 2.
dans le jeu.
a) Chacun des choix de 4 cartes est une application 1 ]2]3]4

de {1; 2; 3: 4} dans I’ensemble des 32 cartes.
Le nombre des choix est donc : 32% soit
1048 576.

b) La premiere carte est un cceur choisi parmi 8.
Les trois autres carles peuvent étre des ceeurs,
ou autre chose : elles sont choisies parmi
32 cartes,

Le nombre de ces choix est donc :

8 x 32° =262 144.
¢) Le ceeur peut occuper I'une des 4 cases : ce
cceur est choisi parmi 8.
Les autres cartes, qui ne sont pas des ceeurs,
sont choisies parmi 24 cartes.
Le nombre de ces tirages sera :

4 % 8 x 24% = 442 368.

"‘ - - . - ] - "
2) ‘lzlr}rtel irage équivaut & choisir une partie 2

cicments dans un ensemble de 32 éléments.
a) Nombre de ces tirages :

- I 32 4
k ( _32x31%x30%x29 A
¥ e ol _ a3y
— 4) 2 =53 =35960.
o 215
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II. DENOMBREMENTS

b) Pour le ceeur, il y a 8 choix possibles. '
Les trois autres cartes sont choisies parmi les
24 cartes qui ne sont pas des ceeurs.

Nombre de ces tirages :

] i)
8 (2:) Lt U ’:T"‘"’ X22) . 16193,

‘ @ Enoncé

¢) Combien contiennent la lettre T7?

a) Déterminer le nombre de «mots» de quatre lettres différentes que I'on
peut former avec les lettres du mot CONFLIT.

b) Combien de ces mots conticnnent seulement des consonnes?
¢) Combien de ces mots commencent et se terminent par une consonne?
d) Combien de ces mots commencent par une voyelle?

/) Combien commencent par F et finissent par une voyelle?

Solution

Remarquons d’abord que les sept lettres de ce mot
sont différentes.

On appelle mot toute suite de quatre lettres, que
cet assemblage ait un sens ou non dans notre
langue.

a) 1l s’agit de trouver le nombre des injections d’un
ensemble a quatre éléments dans un ensemble
a sept éléments.

ny=A3=7X6X5x4=840.

b) Il y a cinq consonnes : C, N, F, L, T.
Il s’agit ici du nombre d'injections d’un ensem-
ble & quatre éiéments dans un ensemble 4 cing
éléments.

n,=A3=5x4x%3x2=120.
c) Une consonne comme premicre lettre : §
possibilités.
Une, consonne comme derniére lettre : 4
possibilités.
Il faut ensuite choisir deux lettres parmi les §
qui restent. .
Il y a A3 possibilités.
Ny =35X AIX4=5%(5%4)x4=400.

d) Premiére lettre : une voyelle parmi 2; deux
possibilités. ' _

[l reste & choisir 3 lettres parmi les 6 qui restent,
ng=2%xA3=2x(6x5x4)=240.

216

Noter ici la différence avee y
I'exercice 278, |

77X

CONTFULIT

Prop.
3

5o

consonnes

voyelle
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281

¢) La lettre T peut étre placée a 'une des

4 positions,
Il reste a choisir (rois autres lettres parmi 6,
Ne=4% Al=4 X% (6% 5% 4)=4a80.

) F est placée; restent & placer 3 lettres dont une
voyelle.
Pour la wvoyelle finale, il y a deux choix
possibles.
Il reste & choisir deux lettres parmi 5 :

ng=2x A3=2x(5x4)=40.

Enoncé

[, DENOMBREMENTS

voyelle

'

-
I

Résoudre : n€N*  C), + C3, + C3, =387n.

Solution

Remarquer d'abord que I'on doit avoir 2n=3 donc
n =2, L’équation s’écril :

2n + % 2n(2n—1 )+é 2n(2n —1)2n —2)=1387n.

D’ou (multiplication par 3)
6n +3n(2n—1)+n(2n-1)2n=3)=1161n.

On obtient une équation équivalente en divisant par
ncar n=2

6+6n—3+4n*—6n+2)=116l1
d’oli 4n?=1156 n*=289=17%
Avec n €N*, la solution unigque est 17.

Enoncé

Dans C0 : p=n.

Prop.

149

Surtout, ici, ne pas utiliser C%
sous la forme

n!
pin—p)

Cela devient inextricable!

1l y a deux solutions dans R mais
une seule dans N (n>0).

2) En réduire les sommes :
p=10 ﬂ:-[ﬂ

P:ﬂﬂ pl"l'l

1) x étant un réel, développer (1+x)" puis (1—=x)", puis (1+x%)"

A=3 Ch, et B=2 (-1)VGi.

Seolution

1) Le développement de (1+x)" contient les
mondmes :

CII'I.'II ¥ |10-p ¥yl = Cll'l'.'l X x",

Prop.
153

I*=1si KEN.
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Pour déterminer les coefficients C¥, vous dispo-

sez de deux méthodes.

e Construire le rriangle de Pascal jusqu'a la
ligne n=10.

o Faire un caleul direct le plus astucieusement
possible : '

Ch=Cli=1;  Clo=Clo=10;
10%9
C%I]=C?l}= =45;
Cly= =2 %8 _ 1o

0T Tx2%x3
Cho=C$=210; C3,=252.
(1+x)2=1+10x +45x2+ 120x> + 210x*
+252x% + 210x% + 120x7 + 45x% + 10x° + x 1,
e Pour le développement de (1—x)', il suffit
de remplacer x par (—x) dans I’égalité
précédente :
(1-x)""=1-10x +45x2— 120x® + 210x*
—252x% 4+ 210x5 — 120x7 + 45x% — 10x° + x1°.

e Pour le développement de (1+4x%)', on
remplace x par x* dans la premiére égalité
avec :

(X2 =57r,
2) Pour obtenir A, qui est la somme :
Clo+Clo+Ch+...+CY
il suffit de donner a2 x la valeur 1 dans |e
développement de (1+x)'°.
On obtient : A=(]+1)""=219,
Dol Clo +Clo +Clo +... + CI9 =210 =1 924
Dans un ensemble E a 10 éléments, CY% est le
nombre de parties ayant 0 éléments — |g partie
vidle — C|, le nombre de singletons, 2, Je
nombre de paires, etc.
Donc A est le nombre de toutes les parties de E.
Si card E =10, alors card T(E)=1024.
e B=Cj,— lll]+C%0_‘C:1'D+C?D_---"C?D
. . + e,
Pour obtenir B, il suffit de donner 4 v la
valeur | dans le développement de (1=x)'o
B=(1—-1)"°=0"=,
Il en résulte :
Clo+Clo + Clo+ Cfy + Cy + CJ3
=Cip+ Cio +Cio + Cly + Chy,.
218

Prop. Prop. Prop.
150 151 152
Attention a la parité de p

Si p pair : (—x)"=xP.

Si p impair : (—x)7 = —x",

Prop.
153

: {_,_J]Z___xd.;

(x2)P=x5, etc. -

2% est épalement le
Cardinal de J(E)

avec Card E =10,

Singleton -

partie & 1 élément.

R i o e
Paire : partic 4 2 elements.,

Prop,
148
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| | - 3
[,!H?.[ Enoncé

1) Calculer A=C§,+2C§+3C‘E+4C§+SC§+6C§ et B=6x2°

2) Démontrer que, pour tout naturel k avec I<sk=n: C(C* =21 ket

k
k=n

En déduire que kzﬂ kCh=nx2""" et retrouver le résultat de la premiére

question.

Solution
1 1 5 _ 6 7. R VA, . 2
) gfoﬁcs 63 & 13 Cﬁ 6= 15; Cﬁ 20. Prop. Prop.
- 151 152
A=6+(2X15)+(3%20)+(4X15)+(5%6)+6
A=192
B=192 d'ou A=B. o
'
3) Ck = n: 150
) Ca k!x(n—k)!
or n!l=nx(n ""13(!(” Et] y k!=kﬂ>{(k - DL = x(n—1)

PN k s ¥ = k—1 o= T A e 2
D'ou C, kX (k—Din =) i Cneie (=1 ~tk—D=n-k
Donc kCr=nC:"1,
k=n '
>, kCE=0+1CL+2C2+3C2 +... 4+ nC"
k=0 X i )
k=n k=n k=n
Y, kC¥=F nCkli=n+3, C:L En utilisant I'égalité démontrée
k=1 k=1 ; k=1 ci-dessus.

k=1 _ gn=—1

Or E] Cn-—l 2 . Prop.

n 163
Donc . RCE = psenl,

k=0

A la premiére question, on avait n =6

k=6 -

k=1

1
Z
B

Enoncé

-

1) Un sac contient 24 grains de haricots : 8 rouges et 16 blancs. _
On tire au hasard 3 grains dans le sac. Quelle est la probabilité d'obtenir
3 rouges? Celle d’obtenir 3 blancs? Celle d'obtenir un rouge ct 2 blancs?

2) Le Il Contient n grains rouges et 2n grains blancs. On (e 3 grains.
E'lle le est la probabilité p, d'obtenir un rouge et 2 blancs?
@ Suite p, est-elle convergente?

o e =

. 219

e e LI

[ - e oY . Thes
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DENOMBREMENTS

Solution

1

2)

On choisit an hasard 3 éléments dans un
ensemble de 24, Le nombre de ces choix est le
nombre des parties & 3 éléments dans un
ensemble & 24.
(24) 24 x23x22 ” '
3 _W_"UM' card E =2024.

Evénpmnnl A : «Tirer 3 rouges ».
On tire 3 rouges parmi les 8 rouges.

8\ 8x7x6

Card A =( )=——=56.

3/ IxX2x3
Nous sommes dans [I'hypothése d'équi-
probabilité, d'ou la probabilité de I'événement

A 56
P(fl)-2024~ﬂ,028.

Evénement B : « Tirer 3 blancs » {parmi 16)

16y 16%x15%14
C dB=( )=____=
e 3 1 x2x%3 S0

560
2024
Evénement C : « Tirer | rouge et 2 blancs ».
Ce tirage bicolore se présente comme un
couple :

(Tirage d’un rouge; Tirage de 2 blancs).
Nombre de maniéres de tirer 1 rouge :

n-()-s

Nombre de maniéres de tirer 2 blancs :
_(16\ 16%15
"2‘(2)“2—“ e

A chaque tirage de 1 rouge on peut associer 120
tirages de 2 blancs.

d’ob p(B)=

=10,277.

Donc Card C=8x 120 =960
. 960
d'ou ;){C‘}—ZUM 0,474.

C'est toujours I'événement : C = «Tirer | rouge
et 2 blancs». On tire un rouge parmi n - |e
nombre de ces tirages est

=()-n

On tire deux blancs parmi 2n : le nombre de
ces tirages possibles est
2my 2n(2n-—1)

7% 7

=n(2n-1).

« Firpge an lasard o siemilie (ue
tous les grains onl o méme
probabilite d'¢lre tirés, ¢'est-i-
dire gue T'on se plice  dans

I"hypothese d'equiprababilité.

Prop.

159

Prop.

154

Prop.

Prop.
149

=
2
7

154

-
-
—

MIppose  loujours  vénfice

"hvpotiese 11'-_-|1|n,'~rw|'=I|:'i:.'

3__

151

_Zgir
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Dot Card C=n X ny=n*X(2n-1).
Le nombre de tous les tirages possibles de
3 grains parmi 3n est alors :
Iy 3n(3n—1X3n-2)
o 3 [x2x3

|
Card E=5 n(3n—1)3n—2)
Card C
done  PlCOV=Eg E
m*2n—1) 4nt—2n°
)= =
pulC) n(3n —1)(3n-2) Ot —On+2n

Considérons la suite p,.
2
. -
PR n
On peut écrire Py ==
Q——+—
n n-

im (2) -0 tim (7) =0 et 1m (G) =

n

1 bt - 4
dou lim(p,) ==
s 9 4

La suite p, est convergente el sa limite est 5

Enoncé

II. DENOMBREMENTS

Pour n=8. on retrouve piC)
dans le cas particnlier de la

question précédente.

Voir volre cours de Premigre sur
les suiles ou bien

Dél, Prop.
41 104

Dans une urne il
deux boules I'une aprés l'autre.

a) Quelle est la probabilité de |’événement A :
la deuxieme est noire» dans cha

1) On tire la boule, on lit la couleur et on la

b) Quelle est la probabil
couleurs différentes »,

y a 3 boules blanches et 2 boules noire

«la premiere est blanche,

cun des deux cas suivants :
remet dans 1'urne.

2) On tire la boule, on ne la remet pas dans l'urne a
ité de I’événement B : «les
dans chacun de ces deux cas.

5. On tire au hasard

prés ce tirage.
deux boules sont de

Solution
@) L’urne contient cinq boules.
e Cas 1: L'univers E est I'ensemble des 25
couples de deux boules, distinctes ou non.

La boule blanche est choisie parmi Jetla
noire parmi 2 ;

Card (A)=3x2

donc

Fi ceci dans le cas oi la premigte
houle firée  esl remise  duns

["urnc.

Frop-
154
221
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Il. DENOMBREMENTS

e Cas 2: L'univers E' est I'ensemble des
couples de 2 boules distinctes.

Card E'= A3=20.
Card(A) ne change pas, donc

¥ e ﬁ —
P(A)=35=03.

b) B est la réunion de deux événements
incompatibles : (la 1™ est blanche, la 2¢ noire »
ou «la 1" est noire, la 2° blanche ».

6 6 12
e Cas 1: p(B]=E+ﬁ=E=ﬂ’4&

e Cas 2: p'(B)=0,3+0,3=0,6.

Enoncé

Puisque la boule n'est pas remise
on ne petl pas avoir deox fois g

meme: boule

Prop.
BN ou NB 155

Somme de probabilites,
Le lecteur expliguera ces calculs.

identiques.
NUMEro »,

un procédé de caleul de p,(B).
Si m =10, calculer p,(B) pour l<n<7.

que cette probabilité soit au moins é
supérieure a 0,9.

1) On dispose de m jetons, numérotés de 1 a m. On tire un jeton au hasard,
on note le numéro marqué, puis on remet ce jeton dans le sac; tous les

jetons ont la méme probabilité d’étre tirés. On procede a n tirages

On envisage I'événement B : «Deux jetons au moins ont le méme

Trouver une relation entre les probabilités p, . ,(B) et p.(B) et en déduire

2) Comment utiliser le modéle ci-dessus pour résoudre le probléme suivant :
dans une assemblée de n personnes, quelle est la probabilité pour que
deux personnes au moins aient le méme jour anniversaire? Trouver n pour

gale a 0,5; puis pour qu’'elle soit

Solution

1) On peut envisager comme univers Q) I'ensemble
des n-uplets dont les €léments sont choisis dans
I"'ensemble E des m jetons.

Q=E" dou Card(Q2)=m".
Soit I’événement contraire de B :

B: «Les n jetons tirés portent des numéros
tous distincts »

- " An
Card(B)=A:. d’ol pn{"z'-)znln
] A:,+]
de méme P.-:+|{B)=F-
222

it lirages -
(e ez ..., 0,)

m choix pour g

Prop. Prop.
145 | | 146
Prop.

156
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pn+l(§J=A:,l,+':< m"

y Donc : —
p(B) AL m"!
p,,+|(JB_)_ m(m—=1)m—2)..m-—n) 1
\ pB)  m(m—=1)(m—=2)...(m—n+1) m
Pui—l(g)_ =1
pa(B) m
- — M=N =
d’ou .er-I(B}: m pn(B)
Le nombre m é€lant fixé, cette relation de
récurrence permet de calculer p,(B), de proche
en proche, & partir de n=1, avec:
- . — m—1
pi(B)=1 puis pZ(B)=T, etc.
On obtient p,(B) avec |'égalité :
| P,;(B)=I“P,,(B)
on trouvera ci-contre les résultats pour m =10.
: 2) Une année «banale» comporte 365 jours... Les
i jours anniversaires de n personnes sont des
tirages de numéros parmi ces 365 : on utilise le
modéle ci-dessus avec m =365 jetons,
Alss
B)=1——=; B)=1
Pa(B)=1-35  pi(B)
— 365 —n -
PH+I(B}=W'P'H(B}
et pa(B)=1~p.(B).
Organisez votre calcul au moyen d'une
} calculatrice, par exemple.
On trouvera :
n=23: p,(B)=04927 et p,(B)=0,5072
1 n=41: p,(B)=0,0068 et p,(B)=09031.
! .,De“ qu'un groupe de personnes alteint
_ 23 mdwuius: la probabilité pour que 2 d’entre
! elles, au moins, aient le héme jour anniversaire,
| gﬂpasse 50 %,
{ our 41 indivi T .
50 .. I individus, cette probabilité dépasse
;
-
y
|
[ D —————.

II, DENOMBREMENTS

On pourrait, bien siir, calculer
p.(B) directement, par
n

m"

pa(B)=1-

=10 |

[ pa(B) PalB)
1 | 0
2 0,90 0,10
3 0,72 0,28
4 0,504 0,496
5 0,302 0,698
6 0,151 0,849
7 0,060 0,939

p.(B) est décroissante et p,(B)
croissante.

o Sur 29 rois de France dont on
connait les dates de naissance,
2 ont le méme anniversaire :
Charles IX et Louis XII nés le
27 janvier,

e Sur 28 empereurs de la maison
de Habsbourg : deux sont nés
un 21 septembre et deux sont
nés un 24 février.

e Par contre, sur les 32 souve-
rains anglais, il n'en existe pas
deux qui ont la méme date de
naissance.

223
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x II DENOMBREMENTS
. D’AUTRES POUR CHERCHER

m Dénombrements

Enoncé
Simplifier les expressions :

n! (n—1)!

286

n!

(n—p-i-l)!_

_(nﬁl)!

=" @+’ (m-p-HI' (D!

Indication

n!

n!  1Ix2x3x:.x{(n-=-2)n- |)ﬂ=
(n=2) 1x2%x3x..%(n-2)

(n—1)n.

287 Enoncé

. Résoudre dans N les équations suivantes :
a1 3_ g 4

| ) G-G=1" s b Sien;

¢) Cl+C2+Ci=1X

d) C:75 =3C:2]

2 7

il Indication

a) n=6. b) n=15. d) Voir I'exercice |290 |,

Enoncé

Cox C3,
. C3,
3 Trouver la limite de ce quotient si n tend vers I'infini,

Indication

Calculer la valeur du quotient

La limite est g

Enoncé
Développer :

A=(2x +J')3: B=(2x+y)%

224

C={2x—_-,w)-‘
D=(x*=3y)y E=(Qa*-b), F:(g+ b)a,
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II. DENOMBREMENTS

v P29 ¢Enoncé -
a est un naturel fixé supérieur a 1. On considere la suite u,=C? (0=p=
2 1) Etudier ses variations. Y a-t-il des termes égaux? 1, «U=p=a).
v 2) En déduire que C% = C? équivaut a p+g=n,

Indication

LA - l‘p “+1 5 . ~
M C . [.r S 11 lI e

L
de p par rapport i i(“ —1). Deux cas selon la parité de q.

!2*) _ll Enoncé .

a) On doit chm':s‘fr trois éleves parmi neuf éléves pour jouer les réles de Tartuffe,
Orgon et Cléante : combien de choix possibles?

b) Méme question si l'un des éléves, André, refuse de Jouer le réle d’Orgon?

: Indication

a) 504. b) On peut utiliser deux méthodes différentes.
Il v a 8 possibilités pour le choix d'Orgon, 8 encore pour celui de
} Tartuffe et 7 pour celui de Cléante.
Si André joue Orgon, il y a 56 possibilités de choix pour les 2 autres
roles. On calcule alors une différence.

E'Jz‘ Enoncé
' Calculer le nombre de possibilités qu’il y a de rgnger sur une étagere de bibliothéque
5 gros livres, 4 livres de grosseur moyenne et 3 livres beaucoup plus minces,
sachant que les livres de méme dimension sont placés les uns a coté des autres.

Indication

Il faut )

— ordonner les 3 catégories (gros, mince, moyen) : 3! soit 6 facons;
— pour chaque catégorie, ranger les ouvrages de cette catégorie

i (51) % (4!)x (3!)=17280. Achever le calcul.

1293) Enoncé . ;
: On veut élire un comité de 4 personnes choisies parmi 12.
b Gyl a) De combien de maniéres peut-on former ce comité? ’
- b) De combien de maniéres si Monsieur X refuse de siéger avec Monsieur Y
¢) De combien de maniéres si Monsieur Z ne veut siéger qu’en presence
Monsieur T?
; ; i i T &)

: d) Parmi les 12 personnes, il y a 7 hommes et 5 femmes, combien de ;.?T:;::;;r
y s de former un comité composé de 2 hommes et 2 femmes? et si eh plus Me
- A ne veut pas siéger avec Madame B?

de

225
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Indications

b) Deux méthodes : i \ A ; ;
(M) X sitge mais pas Y (C}y). Y sicge mais pas X (Chy). Ni X ni Y
nL_'-*.:il‘.'gcnl {C?u)- a T T ——

(M;) X et Y siégent en méme temps (Cy) puis Taire une différence.

Z]

294 Enoncé

On écrit sur 26 cartons les 26 lettres de notre alphabet. On lire simultunément
S de ces cartons.

) Combien y a-t-il de tirages différents?

2) Combien de tirages contiennent 3 consonnes et 2 voyelles?
3) Combien de tirages contiennent la lettre B?

4) Combien de tirages contiennent les lettres A et BY

5) Combien de tirages contiennent au moins une voyelle?

Indication

Pour la question 5, pensez aux tirages ne contenant aucune voyelle,

295 Enoncé

ABCD est un rectangle. On trace 5 droites paralleles @ AD coupant [AB] et
3 droites de direction AB coupant |BC1.

Combien peut-on dénombrer de rectangles sur cette figure?
Indication

Choisir un rectangle du dessin, c’est choisir d’une part 2 paralleles & AD,
parmi 7 et d’autre part, 2 paralléles i AB, parmi 5.

&
@ (Enoncé '
Douze personnes se retrouvent le matin. Chacune

d’elles serre la main 4
wain a chacune
des autres. Quel est le nombre de toutes les poignées de mains échangées?

[297] Enoncé
—— Combien y a-t-il de maniéres de garer trois voity

+ 4 / i res dans un
cing places? Et cing voitures? et quatre voiture

i parking qui comporte

i [{?8/ Enoncé e

On part de M pour aller en N, en suivant ?
les lignes du quadrillage, en se déplacant
sentement vers la droite et vers le haut. I

Combien d'itinéraires possibles?
Combien d'entre eux passent en [?

M 1
226 T2 M 2
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IL. DENOMBREMENTS
|-. l Enonﬂé n 1 eri ri
!Jf._,t_;l (=Ll +x)". Développer [(x) et écrire la dérivée de [ de 2 facons,
En déduire —,_, o
> kChi=n2""" et pour n=2: Y (=1)ck=,
k=1

k=1

| ) Enoncé ) :
h““l ¢ ef v étant des naturels résoudre le systéme :

| ()=(,)) o o()-s(_)

Indication

n ; - 4
Penser que dans ( ) on doit avoir n=p. Réponse : x=17 et y=8,.
P

Voir ex. | 290 |-

El_]T EﬂOﬂﬂé 1 |
] CEi=— €%
Démontrer que  ~— =gt
% k=n-1 1 o) n
I En déduire que Eﬂ e X =m(2 1).

302 )Enoncé .
Démontrer que AL =Ah_,+PAL"I.

En déduire, pour les Af, un «triangle » analogue au

- w | —
EEe— —
= = ~ = ———

triangle de Pascal pour les Ch.

|
m Probabilités
(- Em.?j Enoncé a1 a6 et cing boules
L Dans une urne se trouvent six boules blanches numérotées de 1 d 6.¢ 1

I

rouges numérotées de 1 a 3. rne: on admet que

On extrait, au hasard et simu 1
tous les tirages de quatre boules sont equ
Calculer la probabilité de chacun des événement

[tanément, quatre boules de 1'u

uiprobables.
§ suivants :

A ! les quatre boules sont blanches.
. . nche.
| - B: il y a, parmi les quatre boules, au moins unc h:;)ulcl :fgmnche et exactement
S C : parmi les quatre boules, il y a exactement une ou
3.«,{# une boule numérotée 3.
Indication
R e ———
.

|
El...-iE“- . R PLB) 66° P(C) 55
P

L] - -
=3 baur| Evénemen B, penser & I'événement contraire.
‘__-____‘_-__‘-———_

:l’r“"ﬂq.
L
’ Ll

R .
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p—— = e

D)

;)

¥
=
N

306

!i l[’f(l'ﬁ

Eﬂﬁgﬁﬁn.\'e d’un jeu de 32 cartes. On en tire 3 simultanément, on suppose
I"équiprobabilité des tirages de 3 cartes. Quelles sont les probabilités des
E événements suivants -

A 1 Obtenir exactement un ceeur.
i B : Obtenir exactement un valet.

C : Obtenir exactement un ceeur et un valet.

Indication

8C2,

A)y=-=
p(A) c,

valet de cceur, soit un autre valet.

Pour I'événement C, envisager deux cas : soit que I'on tire le

éEnoncé
Dans un tiroir, il vy a quatre chaussettes noires. six rouges et deux blanches,
§ toutes indiscernables au toucher.

¢ Lors d'une panne d'électricité, le savant Cosinus choisit deux chaussettes au
¢ hasard.

$ Quelle est la probabilité pour qu’il aille faire ses cours avec deux chaussettes de
{ couleurs différentes?

Indication

| Penser a I'événement contraire A: p(A4)=

| =

’5 Enoncé
Un joueur tire I'une ap
remise).
a) Quelle est la probabilité p, pour que les 4 cartes soient des piques?
b) Quelle est la probabilité P2 pour que les 4 cartes soient des cwenrs?
::c:) Quelle est la probabilité p, pour qu’il ait un ceenr exactement ?
¢ d) Quelle est la probabilité p, pour qu’il ait un cenr of un pique?

res l'autre 4 cartes d'un jeu de 52 cartes (tirage sans

$ Enoncé
a) Soit [ la fonction numérique de la variable réelle x définie par f( Y x2=1
, : s S S -
Etudier ses variations et tracer sa représentation graphique -
b) 1) n désignant un nombre entier strictement iti .
; Positif, un ; :
n—1 bulleting « NON» et n+1 bulletins «O[{‘In ¢ tirme electorale contient
Pour réaliser un sondage sommaire, on T8
_ A san ' préléve deyy : :
g bulletin ayant la méme probabilité d'éire préleve. C‘f:&,‘?“”}-nm' S
P(n) de I'événement : «on a prélepé dewx bulleting (:1;; 0 petanitie
§ différents ». © Portant des_votes

228 'Q'“--
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. D|‘zmrmum-:m.;m.s

2) Utiliser la partic a pour délerminer Iy vale

= : il 3" ur n I L] ¥ 2]

; la probabilité’ P(n) prend s plus gr o de |’

ntier
ande valeyyr. P pour laguell,

Caleuler P(ng)

Indication
- Pin)= n-1 . P(4) maximum
' b) 2n*—n '
E—""’ﬁ! Enoncé ) )
st 20 rI{t’UdHI mnf.au départ d’une course. Seule noys intéresse | ‘arrivée des trois
premiers chevaux.
a) Je joue 3 numéros. Quelle est la probabilité Pour que je gagne «dans I'ordre, -
«dans le désordre»? '
b) Je joue maintenant 5 numéros. Quelle est la probabilité pour que ie agne le
tiercé dans Uordre; dans le désordre? e
Indication
.S
a) Dénombrer d'abord toutes les arrivées pour les trois premiers dans |'ordre
(arrangement). p,=0,000 146.
[ # LT .
4 b) Dénombrer. les arrivées des 3 premiers dans un ordre quelconque. p,=6p,.
309 ?Enoncé
Une urne contient 100 billets numérotés de 1 a 100,
1) On extrait de | ‘urne 1 billet,
Sacham_que chaque billet a la méme probabilité d’étre extrait, quelle est la
probabilité d’obtenir un billet dont e numeéro est terminé par le chiffre 2.
2) On tire deux billets de I'urne simultanément. Donner le nombre de tirages
. différents pogsibjes.
3) fﬂ'f billets sont utilisés pour une tombola. Chaque billet dont le numéro est
EMINE par yn chiffre 2 donne droit a un lot. On extrait simultanément deux
i billets de | ‘urne.

: Les événements élémentaires attachés a celte expérience sont
€quiprobaples.

G{{ Al fvéﬂemenr: «gagner un lot et un seulement ».
€vénement

Soit € P «gagner deux lots ».

cvénement - oy ' lot ».
! oo gagner au moins un
- dleuler 1 Probabilité des événements A, B, C.
- --.;-5';'“llicatilnn
900 _Ci
(A)=75550  PB)= 7950

229
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STIQUES |—

Sratistigues el
revisions

—_

= Pourcer
L " - Q
des 63 uns

0]

A ELH

age
et plus

L B

il ALY

Duns la vie quotidienne, nous ne

luisons pas un pas s
des lois statistiques
hase & nos actions
Heisenberg. Physic

T e\
55?{‘?((”2

ans rencontrer
qui servenl de
pratigues,

ien

ricdeine e

_— -

Déja, 4 Rome |'p
enquéles sur | r'
soldats, des Navires
des statistiyue
En France,

'\“l{fl!flc fit procéder 3 des,
e Td:: ll*fmpirc._ le nomhre ges
5 remonte "j"-‘"ffmh e it g I-"usage
Ay one i a pllus haute antiguiré,
recensement de |y el ‘:':nuhun e teniiverdy
b iy - “ntfpululmn. Le premier burean des
o ‘q > W Créé A la fin du xyye el le premi

recensement séricux eut Jiey en 1801, & Vinitin &
Chaptal, ministre de Nupoléon =, i .

Au i y o

i Ix‘-'tl. lltpari:!cux {France) ef Wargentin  (Suede)
essent les premieres tubles de mortalité, indispensables

aux assurances, |

Ala .I:m du mé::m: sitcle, Bernoulli et Laplace étudient Jes
PI”?TI'ER:I"-‘S applications du calcul des probabilités  gux
prévisions stalistigues.,

Cest en 1946 qu'est créé en Fran

ichesses

) . ce I'l.N.S.E.E.,
organisme public chargé en particulier des recensements
(du latin «recenscres» : dénombrer), Le premier recense-
ment chinois n'eul lieu qu'en 1953,

1;“-“ premiers sondages importants furent pratigués aux
Etats-Unis vers 1930 par Gallup. L'LF.O.P. ful créé en
France vers 1938. Deux prandes méthodes sont utilisées
pour les sonduges d'opinion,

Dans la méthode des guotas, on interroge un échantillon de
la population (500 & 2000 personnes): cet échantillon doit
avoir les mémes caractéristigues que la population totale
considérée ; proportion hommes-femmes, répartition par
fipes, catégories socio-professionnelles, etc.

Encore faut-il que ces caractéristiques soient bien connues.
par référence par exemple, it un recensement récenl. Le
nom des personnes inlerrogées n'est pas connu.

Dans la méthode probabiliste, on interroge des personnes
prises au hasard sans se préoccuper de la constitution de
1*échantillon « sondé ». Mais dans ces conditions, le nurnhrc
des personnes interrogées doil tre beaucoup plus éleve que
dans In méthode des quotas. Ces choix «au hasard » '.«t_ml
en réalité faits sur une liste générale de la population
détenue par 1'organisme sondeur (1.N.S.E.E.),

C'est le mathématicien Barréme qui a donné son nom @
nos barémes actuels. =
En 1671, il publiait un livre et des tables numer
nécessiire i toutes sortes de conditions = © =
«Le Sieur Barréme, arithméticien demcurant att bm]\l =
Pont Neuf. enseigne bricvement I'ur_ilhmcilqulf 1?‘1 I:': b
quatre livres utiles. Le premier est le Inﬂ-rc L!cﬂ 'llt:“ I:“-nm!
Multiplications, dédié a Mnn_sf_:igrrcur _Loll‘_u:énw o il
permet d'apprendre Iarithmetique p;.rll wl-il o roiine
méthodes les plus courtes qu'on ait jamais vies. 1

est le petit livie du Grand Commere

qucg. - lf'\r"l'f

¢ el des Changes- =
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I1. STATISTIQUES

DES EXERCICES CORRIGES

Enoncé

Durant |
d’observations quotidiennes : x désigne, en degrcs,
extérieure de la journée, el y la consommation cn fue
chaudiere, le méme jour.

1)

1)

3)

4)

Dupont dresse un tableau
la température moyenne
| — en litre — de sa

une période d'hiver, monsieur

X -6 -4 0 5 10

y 40 36 32 24 18

F
Construire le nuage de points représentant ces couples et déterminer le
point moyen G (les points sont désignés par A, B, C, D, E).

Ecrire I'équation d'une droite A passant par G et de pente m.
Chacun des points A, B, C, D, E se projetant en A’, B', C', D', E' sur

D, parallelement a y'y, calculer les coordonnées des points A'B'C'D'E’
en fonction de m.

Calculer F(m)=AA"”+ BB"*+ CC”?+ DD"*+ EE".

Etudier les variations de F et en déduire la valeur de m pour laquelle
elle est minimum. Donner I'équation de la droite A, correspondant i cette
valeur de m et la tracer.

Point A B C D

-

formules de votre cours.

Ecrire une équation de la droite de régression de y en x en utilisant les

Solution

1) Les points A, B, C, D, E sont représentés sur
la figure ci-dessous. Nous n’avons pas pris la
meme origine pour les deux axes. Le point

On n'a pas la méme unité sur les
deux axes.

S —— e gy

moyen G a pour coordonnées (¥, y) :

G est e baryeentre pour les
points du nuage de points.,

X

1
5 (~6—4+5+10)=1;

1
F=7 (40+36+32+24+18) =30,

G est le point de coordonnées (1: 30). Dér.
2) Une droite A de coefficient directeur m passant 67

par G a pour équation
Point A’ : son abscisse est celle de A : —¢

d’ou y=—6m—-—m+30=30-Tm

232

y=30=m(x—-1) dou y=mx—m +30.

A'EA

A n'est pas paralléle & I'axe yy'

A'(—=6; 30—=Tm).

o

.. l:.'+_~°. ﬂ‘-‘-'ﬁ]

—

-
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I1. STATISTIQUES

Point B' : x=—4 d’ou y=-—5m + 30;
B'(—4; —=5m +30).

Point C' : (0; 30—m).

Point D' : (5;30+4m).

Point E' : (10; 30+9m).

A A 0 oo/ 0
e (—7m— ]0)’ 56 (ﬁﬁm—ﬁ)’

e O 7 0 i
¢C (—m—E)' 1 (6+4m)’ B (9m+12)'
F(m)=(=Tm =102 +(=5m —6¥+(—m —2)*+
(6+4m)+(9m+12)
F(m)=172m?+468m + 320.
La fonction dérivée: F'(m)=344m +468

s‘annule pour my= ———=~—1,36.

La fonction F est minimum pour cette valeur
de m et I’équation de A, correspondante est

y=-—1,36x + 31,36.
Ay est tracé en rouge sur la figure.,

Cette droite Ay passe par G : pour la construire,
il suffit de déterminer un second point.

La droite de régression de y en x a pour
équation : G 5
X, ¥y

}’_}'="h(.l‘-f] avec m;= V-
X

On remarque que
AA'+BB'+CC'+DD'+EE'=0.

Variations d'une fonclion du
second depré.

m —1,36-

F \T //"
Dei.

67

¥ " i
Pour orguniser vos calenls pour g

Clx, ¥), V, et V., préparer un
tublean avee les valeurs de

(%, —x) et (y—¥)
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A My
m, Vx+Vy
d'oll |r|=0,998
Enoncé

« STATISTIQUES

La covariance de (x, v) est

lxi— %) —=7) —46.8

C(x, W)=

N
La variance de x :

|
‘;\___214{)1}354{ I + “'3 |HI I:_T

—46,8
Y344

L equation s'éerit :

d’on m

-
l‘?- o 34;4

-—1,36.

v=30=—=136(x-1)

d’ou

y=—1,36x + 31,36,

Remarque : On pourrait aussi déterminer une
equation de la droite de régression de v ¢en v

(Ay) :

y=y=ms(x-x)

avec VJ'
Clx, ¥)

my=———=—| 137,

On trouve |'équation : y=—1,37x +31,7.
Les deux droites Aj et A, sont tres proches 'une
de Pautre @ ce qui est confirmé par le calcul du

coefficient de corrélation r :

n—=x Yi=¥
7 1]
5 f
| 2
4 fi
i} -12
1. néf. | [Prop.
Hhd 65 160

On trouve bien sir la méme
équintion (voir le cours),
Comme # la question 3, on
pourrail calculer en fonction de
ne, I osomme des
distinces de chacun des points &
sivprojection sur A, parallelement
a x'x, el déterminer la valeur m,
pour laquelle celte somme est
minimum.

Déf.
68

|| est trés proche de | d'oi une
trés forte corrélation linéaire
entre ces deux variables,

Pour 15 especes d'oies sauvages on a noté le poids
le poids correspondant de leurs ceufs (PO) (en g).

des oies adultes (PA) et

PA | 3500 3250 2180 1500 3100 2500 212

PO | 145 160 125 100 146 120 13 ey 2in
PA [ 2000 209 1280 1600 1400 1400

PO | 141 144 oI 107 90 g5

le point moyen.

1) Donner une représentation graphique par un nuage de points
2) Calculer la valeur moyenne de chacune iy

3) Calculer la covariance de PA et PO, ainsi que le coeffic
4) Ecrire les équations des droites de régression de

des variables PA et PO. Marquer

ient de corrélation.
En X ¢t de x en .

234

carres ddes
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On placera les points sur papier millimétre : X étant

le poids des adultes (1 cm pour 200 g), origine a

1000 g; Y étant le poids des ceufs (1 cm pour 10 g),

origine & 70 g. Il est bien évident que I'on ne peut

prendre li méme umit¢ sur les deux axes, ni la
valeur 0 comme originge commune.

2) Désignons respectivement par x; ct y; les poids
des oies (en g) et les poids de leurs ceufs (en g).
On trouve : x=2120; y=119,7.

Le point moyen G, isobarycentre des 15 points,
a pour coordonnées (2120; 119,7).

3) Covariance :

1 & - ,
C(x, y)=15 2 (5 =X) (i~ 5)=13914.
i=1
Variances : [ 13
V=13 > (% —X)?=476777
i=1

o, =690,5

1 15
3c E (: _)7)2’*:546175
15 i5)
d'ol o, ~23,38.
Coelficient r de corrélation :
- Cl(x, y)
o ST N
Ce réel r n'est pas tres ¢loigné de 1, ce qui
indique une assez bonne corrélation lincaire
entre les variables x et y et justifie la recherche
des droites de régression.
A premiére vue, sur la représentation graphique,
I'ajustement lin€aire ne parait pas justific. Mais
il ne faut pas perdre de vue |'importance du
choix de l'origine et de I'échelle pour I’allure
d’une représentation.
4) Droite de régression de y en x :

d’on

V,=

=0,861.

y—y=m(x—X) avec m,=C(':,’ 2
13914 %
m|“-m~0,029

d’ol I'équation
y=0,029x +57,79 (D,).
Droite de régression de x en y:

|

,.i - y"'}’:ﬂ[a(x-_f} avec My = V:

;‘t'"" my=~0,039 Cx, y)
. : ¥ =0,ﬂ39x +33,36 (Dz).

I"i[——' — ‘-‘-"’

II. STATISTIQUES

LY

70

=y

1 001

Préparer un tableau.

H—Xx ey

1380
1130

25,3
40,3

Déf. Déf,

Déf.

Si I'on avait sur +'v la méme
unité que sur vy et ki meéme
origing, 'alignement des points
serait plus probant.

EERRge e e

Prop.
160

| Prop.
161 | ‘

On tracera la droite D, en noir
et la droite D, en rouge.

On retrouve
m

|r|?=—2=0,743 =
my

el

V0,743 =0,861.
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1. STATISTIQUES !

: | @ Enoncé f

Voici des informations météorologiques pour la ville de Cherbourg (Le climat
de La France par R. Arlery). Les températures 7' sont les moyennes .
mensuelles calculées i partir des relevés pendant 30 ans environ. Lcsrhaulcurs )
de précipitation P (en mm) sont les moyennes mensuelles calculées de la
méme fagon.

] F Ma A Mai Ju Jul Ae S O N D

T 6,5 63 77 96 12,1 14,8 164 168 158 129 97 7,5

P(mm) |109 75 62 49 41 39 S5 71 79 99 133 119

1) Pour la variable T, calculer la valeur moyenne et I’écart type.
Mémes calculs pour la variable P.

-' 2) Représenter chaque mois de I'année par un point de coordonnées (#;; p;).
Vous obtenez un nuage de points. Placer le point moyen G.

3) Tracer la droite A’ passant par G et paralléle & I'axe yy'. Calculer I'inertie
du nuage par rapport a A'.
Méme question avec la droite A passant par G et parallele a4 I'axe xx'.

4) Quelle est I'inertie du nuage par rapport a G? |

Solution

1) Moyenne pour T :
_ 6.5+63+7,7+...+7,5

T= T =11,3.
! Variance : <
, (11,3-6,52+(11,3-6,3P+...+(11,3-7,5° | | ¥
| Vi= 12 .
h V,=14,40. !
| . L’écart type pour T est donc Vous obtiendrez une courbe fer-
o=V14,4=38. mée appelée climogramme du
Pour la variable P, on trouve : lieu, qui caractérise un type de :
P=716; V,=8%0; =298 - | cimat

2) 11 n’est pas nécessaire que les deux axes aient
la méme origine. Les unités choisies ne seront
pas les mémes, puisque T variede 6 a 17 et P

de 40 a 140. . .
Il n'est pas question de parler ici de repére

orthonormé. ey . :
Le nuage de points est facile a dessiner. En ——— N
climatologie, mzijoint les points 2 a 2 dans 'ordre -~ -
chronologique des mois. ' ¥ o -
e point moyen G a pour coordonnées (T P). |
— ’“—-—\‘
236 ; g
»
A
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II. STATISTIQUES

3) Envisageons la projection orthogonale sur A" de
chacun des 12 points du nuage : J en J', O en
0, elc.

L’inertie du nuage par rapport a A’ est la somme
des carrés des distances :

JI?+ 007+ 8582+ ...

Or : J?=(T-1,) o
et de méme pour les autres points.
12 P

¥ - T 2
Dol : Li=> (T-4)=12V,
i=1
De méme, linertie du nuage par rapport a A =
paralléle & x'x est la somme des carrés des
distances des points a A.

12

= 2 (F_P:')zzuvz-

Déf.

Inertic du nuage par rapport a4 G : 5

12 12
Io=2 (T-t}+ 2 (P—pi )
i=1 i=1
l'G = [2( VI . Vz).
Or AG?=AA”+ AA™, donc I'inertie du nuage | La valeur de I rend compte de

est la somme des carrés des distances a G des la dispersion du nuage autour du
12 points du nuage. point moyen.

. 23?
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11. S'mﬂanuas

D’AUTRES POUR CHERCHER

Enoncé

Le nombre d'eufs pondus ¢
i Voici les résultats.

313! §

noun an par une poule a été relevé pendant 8 ang.

Représenter 1o Année (1) I
nuage de points.

Un djustement
linéaire vous sem-

ble-1-j Justifié?

2345678

Nombre
d’aeufs pondus (n)

160 140 122 112 9¢ 88 72 62
ans - Uaffirmative, écrire les équations des droites de régression.

Enoncé
Voici le prix annuel moyen du metre carré de logement vendy dans
(en francs) entre 1972 ¢f 1978, d'une part a Paris et d’autre pa

|3_ 1_41;

le secteur libre
rt en province.

1977 | 1978

Province

2080 | 21340 2700 | 3140 3650 | 4360
3860 | 4540 5210 | 5790 6470 | 7420
i 1) Représente; I’évoly,

tion de ce prix moyen en
pour chaque ann

province de 1972 4 78. Calculez,
ée, le pourcentage
précédente.

d’augmentation Par rapport a ["année
2) Mémes questions pour |le Prix movyen g Paris. On Pourra utiliser |[p méme
graphique.

points pour ces Sept années : en abscisse, e prix X en
nnée le prix Y Paris. Déterminer le point moyen,
ent de corrélation linéaire,

province et en ordo
Calculez le coeffici

Indication

T s

L3) Point moyen : (_=28?3; ?‘—-5253)* Coefficient r~

: E_l_sl

| Enoncé

—————
- - i 2 NERVURE PETIOLE
Sur dix feuilles de lierre, on a mesure
!. la longueur x de [a nervure principale et '___;8‘5“--—-'—-—-——-___
F la longueur y du pétiole (en mm), TG‘S 27.0
. Représenter par un nuage de points. 81’5 345
Calculer e coefficient de corrélation 82'{] 33,5
entre x et y. » 7.0
67,5 32.5
67,0 35.5
86,0 42.0
?6,5 4] ,U
66,5 44,0
64.0)
' LY | 38,0
238

-
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1. STATISTIQUES

Indication

[;:}13;v1=53ﬁ1:f=3&5:V}$219i |r[=0,01086.

316 Enoncé mil i _

7“ Entre 1975 et 1981, frf d:rfc!mf: d’une entreprise a augmenté ses dépenses
publicitaires chaque année et établi une comparaison avee la progression du chiffre
d'affaires. , .

Représenter par un nuage de points, trouver une equation de la droite de régression
de Y en X, de la droite de régression de X en Y et calculer le coefficient de
corrélation linéaire.

{

{ Aiinids Dépenses publicitaires Chiffres d’affaires

; L x (en francs) y (en milliers de francs)

¢ 1975 73200 35261

§ 1976 74700 35771

{ 1977 76 200 36791

! 1978 77700 37301

¢ 1979 79200 37536

4 1980 80700 38066

¢ 1981 82200 38831
Indication
X=77700; Y=37082; r=0,99.

Ibl?" Enoncé

Voici des i '
vici dc:, relevés pour deux variables X et Y. x| 112 (3lals|7
1) Représenter les couples (X, Y)
par un nuage de points et Y |19 [12]|7|4([4]3
calculer  le  coefficient  de
- corrélation.
| "
: 2) On pose Z = X Expliquez en quoi le premier graphique suggére ce changement
! . .
de variable. Dressez un tableau de valeurs pour les couples (Z: Y). D.*"""“."cr
- ;:;:”rm':frm.-a nuage de points. Calculez le nouvean coefficient de corrélation.
mez les équations des droites de régression.
Indication
1) Le coeffio:n
A cudrEu-.m ¢Sl environ 0,87,
=) Le coefficien o -
€St environ 0,97,
o S

-

IIIIIIIIIIIIIl||||IIIIIIIIIIII||--..__
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T :

E._-' II. Stanstiguis

¥ Elﬂi ¥ Enoncé _
o 8 L'évolution du pourcentage des frais de
santé par rapport au budget des ména-
ges (documentation francaise - 28 mai _ 959 | 1970 | 1975 | 197%
1980) donne lieu au tableau swivant ; X | 195

1Y Donner une re wésentation eraphique.
g

2) Caleulez le coefficient de corrélation
et écrive I'équation de la droite de
regression de y en x,

Vi ) | 9.8 11,8 12,6

3) En 1985, [es experts prévoient pour
les frais de santé, un taux de 14,5 %
par rapport au budget des menages.
Justifier cette prévision.

Enoncé

Pour 11 espéces de goélands du genre Larus, on a fait les relevés suivants : x
est le poids adulte ¢

hgrammes et y est la duréde d’incubation des ceufs en jours,

x| 1050 | 770 | 400 | 500 800 | 1500 | 1700 | 120 | 320 300 | 360

Y| 2B 12512 |25 |2 | 28 | 27 | g

24 23 21
Trouver les équations des droites de régression de y en x ef de x en y.
! Indication
y=0,004x +222 et y=0,006x +20,6: |r|=0,794.
L0 - .
C—
240 . Ry T
i il
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PARTIE III

INDEX

En face de chaque mot important, on trouvera des références aux pages pour ce

qui concerne les définitions et

les propriétés essentielles, puis des exercices signales

par leurs numeéros. Certains d'entre eux, notés en rouge, nous scmblent les plus

caractéristiques.

Mots

Délinitions et

Exercices signalés par le numéro

A

Accélération

Accéléré (mouvement)
Accroissements finis
Aires (calculs d7)
Ajustement linéaire
Arithmétique (suite)
Arrangement

Asymptote (2 une courbe)

B
Bijection
Bindme (développement)

C

Caractéristique (équation)
Cardinal (d'un ensemble)
Cinématique

Combinaison

Composée (fonction)
Continuité (d'une fonction)

Contraires {événcments)
lCun\.'crgcnce (d"une
Corrélation (coe
Covariance

Suite)
fficient ge)

e

propriétés

page n°

45 |D57

45 |D57-P143

19 |P52-53 .

38 |P126-127

51 |P160-161

35 |D43-PI08

46 |Pl46

62 |D29-30-31
4-17 |D7-P44

47 |PI153
36-41 [P138

45 |D59

44 | D54-55

47 |P149

6 |DI3-P5

16 |D25

49 D62

33 D41

51 |D68B

50 [D6S

260-261-262-263-264-265-266 a 274

260
28-29-55-56-57-90

204-205-206-207-215-216 a 225

310-311-313-2-319

278-279-285-291

|-2-4-15-16-18-31-32-33-34-81 a 86

26.27-58-59-74 & B80-86-95-142-275-176

281-282-289-290-299

242-243-254 a 259
275 a 285-286 a 309
260-261 i 265-266 a
278-280-282-283

210

127
285-303-305

|44-145- 146-147-148-

310-311-313 a4 319
110-311-313 a 319

2(.91.32.23.24-26-27-28-29. 51 & 61-73 & 8021

274

- A1
140.150-154 a (72-211:212

-
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e

1L INDEX

—

Deéfinitions et

oprictés : ,
Mots r Exercices signalés par le numero
page n®
“ a 86
Définition (ensemble de) 4 D2 1-8- I.il-!c1-3{} a i
Dénombrement 45 | D59Y-60 275 i1 285-286 A 309 i sodi Rl
Développement Timité 20 |D28-P58 I*)-Eﬂ—l1-36-3?'33'22'?"7" b
Dérivabilité-Dérivées 13 1D19-20 II-M-!5~Iﬁ-l?—lﬁu—‘;}ﬁ" ;‘. 2'59 .“,”
Différenticlle (équation) 41 | D47 239.240-241-242-243-244-245 a -26
1T
Ecart type (statique) 50 |Do4 310 & 219
Equation différentielle 4] | D47 Voir différenticlle
Equiprobabilité 49 |P154-159 |Voir probabilité
Etude d'une fonction 21 |PS9 i 64 |15-16-17-18-25-74 a 86-95 a 143
Evénement (en probabilité) 49 | D62-63
Exponentielle (fonction) 27 | D35-36 120-121-122-123-124-125-126-128 a 143-244-250
F
Fonction vectorielle 42 | D48 i 58 |260-261-262-263-264-265-266 a 274
G
Géométrique (suite) 35 | D44-P109 | 144-145-147-151-183-203
I
Incompatibles (événements) 49 |D62-P155 |284
Indicatrice 42 | D49 260-261-262-263-264-265-266 a 274
Injection-Injective 4-46 | D5-P146  |276-278-279-285-291
Intégral (calcul) 36 |D4as-46  [173 & 184-185 & 203-204 & 215216 & 238
Impaire (fonction) 5 |D10-P4 8-26-27-47-83-96-174-178-181
L
Limite d'une fonction 9a13|P18 a 35 |[I-2-3-4-9-10-15-16-18-19-20-21. 30 & 86-93-94
Limite d’une suite 33 |D41-P102 |Voir convergence (d une suite)
Logarithme népérien 25 [D33-34 87-88-89-90-95-96-97-101 & 119
M
Majoration 533 |DI2-D40  |24-29-90-123-133146-147-21 1-215-230
Moyenne (statistique) 50 | D64 A10-311-312-313 &4 319
| Moyenne (valeur) 38 D46 197
N
Nua re e points 50 | D66-67 SI0-311-312-313 & 319

242

L |

-—yr-—T

B

¥
—
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e

Définitions et

propriétés
Mals
page n"
'[)
Paire (fonction) 5| D9-P3
Parties d'un ensemble 47 | Pl4Bi 153
Parties (intégration par) 38 | P124
Partielles (dérivées) 15 | D24
périodique (fonction) 5 (bl
Primitives 23 | D32
Probabilités (caleul) 48 | D61 & 63
Prolongement (par continuité) | 17 | D26
R
Radicaux (dans R) I8 | D27
Réciproque (bijection) 5-17 | P45-46
Récurrence (démonstration) 33 | P101
Régression (droite de) 51 | PI60-161
-| Restriction (d'une fonction) 6 |DIS
Retardé (mouvement) 45 | D57-P143
S
Statistiques 50 | D64 a 68
Suites réelles 32 | D37
Symétries (d'une courbe) 5-22 | P3-4-64
T
Tangente & une courbe 21 | P61-62
Trajectoire (cinématique) 44 | D54
Trigonométrie 69 |P74al7
v
Variance 50 | D64
Variation (d'une fonction) 21 | P60
Vectarielle (fonction) 42 | D48 i 58
i::f;:ne (vecteur) 45 | D55
¢ (caleul de) 40 | PI134

1L Inppy

T

Exercices signalés PAT le numir,

\

¥-47-97-178

2T8-183-293-294.295

F76-177-179- 180 IH3.184-185 3 203
12-13-69-70.7] '
8-47-1 54-26[]-26}263-264-2?[1-2?2
0-89-122-173 & 238. Voir calcul intégral,
283-284-285-303 & 309

4-23-54

2-3-4-153
26-27-74 i 80-92
[1-147-148
3O-311-313 a 319
92

260

310-311-312-313 a 319
1443 153-1542172-211-212-213-214-229-237-238
26-83-96-97

15-16-18-239-240
260)-262-263-264-265-266 & 274
5.6-7-8-9-10-41 a 50-205

3110-31 [-312-313 i ?19 .
15-16-17-18. Voir Ftude d’une fonction

Voir Fonction vectorielle il
"ﬁﬂ—"ﬁ]-:h:-:fﬁ-:ﬁ-l—?hﬁ-?ﬁ-ﬁ o 27

2(7-208.209-231-232-233

-
- d
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2 Pour s'exercer : des exercices progressifs entierement
resolus. avec des astuces. d'autres avec des indications
de solution.

-\- -
3 ) Un index.

&
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