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PREFACE

%u nom & %ffaﬁ" / ’z'nﬁnz'me:nt miséricordieux et Je trés miséricordieux

Vous avez choisi ce fascicule parce que vous avez un objectif a atteindre. C’est un instrument
réellement utile et efficace pour aider les apprenants de classes de terminales scientifiques et
techniques, quel que soit leur niveau, a améliorer leurs performances en mathématiques.
Inspirée de la pédagogie nouvelle, la conception de ce manuel se fonde sur les exercices et
problemes corrigés.

Les exercices résolus et commentés, soutenus par des méthodes de résolution permettant a
I’apprenant d’acquérir 1’esprit scientifique et les principaux modes de raisonnement qu’il devra
savoir developper.

Notons cependant qu’il ne sert a rien de lire a priori la solution d’un exercice, mais qu’il faut
chercher cette solution apres avoir lu I’énoncé en entier et ne consulter la solution proposée dans le
fascicule que pour contréler son propre résultat ou en cas d’hésitation.

Nous attendons avec plaisir toutes les remarques et suggestions. Merci

Facre lee mathématigues, ¢ 'eot augmenter son guoticnt intellectuet.
BON COURAGE

Remerciements a tous mes enseignants, collégues et amis qui par leurs remarques m’ont
accompagné durant 1’élaboration de cette collection.

Attention : Toute représentation ou reproduction intégrale ou partielle, faite
sans le consentement de ’auteur ou des ayants droit cause, est illicite. Cette
représentation ou reproduction, par quelque procédé que ce soit, sans
autorisation de I’éditeur, constituerait donc une contrefacon sanctionnée par les
articles 425 et suivants du code pénal.
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DES CONSEILS

10 conseils pour réviser utile

1.

2.

8.

9

Ne pas accumuler les legons, faite un planning d’étude personnel.
Travailler dans le calme.

Fixez-vous des objectifs.

Alternez matiéres littéraires et matiéres scientifiques.

Pour réviser faites des fiches.

Pour relire les fiches, faites- le a haute voix.

Pour vous controler, testez-vous.

Si vous étes saturez, révisez a deux ou trois.

Si vous manquer du temps autoriser vous a passe plus rapidement sur certains

thémes.

10. Pour tenir bon, restez positif.

10 Conseils pour réussir a I’épreuve de mathématiques au BAC

1) Prévoyez une copie double et deux autres copies (fournies lors des
épreuves): Une pour chaque exercice afin d’éviter de compléter la solution d’un
exercice a la suite d’un autre exercice, ce qui compliquerait la tdche du
correcteur.

2)Ce qu’il faut faire dés la réception du sujet.
Lire lentement le sujet en entier une premiere fois.

Relire encore plus lentement le sujet, ligne apres ligne, en notant cette fois au

brouillon, a chaque mot-—clé la ou les formules, théorémes qui pourraient servir.

3)

< 15 minutes apres, en route !

Choix du premier exercice a traiter. Il est conseillé de commencer par

I’exercice le plus abordable pour vous. Cela vous donnera une motivation a
poursuivre avec beaucoup de quiétude votre épreuve.

4)

Attitude important pendant la composition

. Certaines questions nécessitent une recherche approfondie : un brouillon
est nécessaire mais pas pour faire une rédaction détaillee.

. Si vous n’avez pas pu traiter une question, ne vous en voulez pas : vous
risquez de perdre votre sang froid et commettre ensuite des erreurs dans
des questions simples. Laissez un espace et continuez en supposant le
résultat acquis.



5)  Bon a savoir pendant I’épreuve

. Sachez-vous arréter lorsque les calculs deviennent trop complexes.

. N’oubliez jamais que les questions sont liées dans un exercice.

. Toute question qui commence par « en déduire... » trouve sa solution
dans ce qui vient d’étre traité, toute autre chemin n’est pas valable et vaut la
note 0.

. Un raisonnement ne peut se baser sur la phrase « la calculatrice donne...

» Ou bien «on lit... ».
6) Apres le brouillon.

Rédiger correctement, avec des explications appropriées sans discours inutile et
encadrer vos réponses.

7) Apres chaque question.

Vérifier que vos résultats sont vraisemblables : une probabilité est un réel compris
entre 0 et 1, une aire est un nombre réel positif, le module d’un nombre complexe est
un réel positif, une fonction ne peut croitre vers —oo, un vecteur ou un point ne peut
étre égal a son affixe...

8) La fin de I’épreuve.

15 minutes avant la fin de 1’épreuve, relire votre copie afin de corriger les erreurs
éventuelles et assemblez toutes les feuilles a remettre au surveillant.

L’auteur



NOMBRES COMPLEXES ET SIMILITUDES DIRECTES

Exercice N°1 :

On considére un polynéme P(Z) défini par :
P(2)= 28 + 9i7%+2(6i — 11)Z-3(4i + 12)

1) Démontrer que I’équation P(Z)=0 admet une solution réelle Z, a déterminer.

2) Déterminer un polynéme Q(Z) tel que I'on ait P(Z) = (Z—Z)Q(Z)

3) Démontrer que I'équation Q(Z)= 0 admet une solution imaginaire pure Z, a déterminer.
4) On note Z; la troisiéme solution de I'équation P(Z) = 0. Démontrer que les points du plan
complexe A, B et C d’affixes respectives Z1; Z, et Z5 sont alignés.

Exercice N°2 :

Dans le plan complexe muni d’un repére orthonormé (Ou;v ), on considere les points A,
B, Cet D d'affixes respectives : —1—5i; 4—3i; 3 + 3i; =2 +i.

1) Déterminer la nature du quadrilatére ABCD.
2) Déterminer l'affixe du point C'qui est symétrique du point C par rapport a D.

3) Déterminer l'affixe du point A’ qui vérifie la relation : DA'=DB +DC .
4) Quelle est la nature du quadrilatére A’‘BC'D ?

Exercice N°3 : (Bac Blanc)

Soit 8 un réel de l'intervalle] 0 ; |
1) Résoudre dans C I'équation :

77— (2°%1 cos 8)Z+2%% =0

2) Mettre sous forme trigonomeétrique les solutions obtenues.

3) On note A et B les point imagesdes solutions précédentes et Z, etZy leurs affixes
respectives avec Im(Z,)=1ImZg)

a)Pour quelles valeurs de 8@le triangle OAB est-il équilatéral ?

b) Pour quelle valeur de 8 les points O, A et B sont-ils alignés ?

Exercice N° 4 :

Déterminer dans chaque cas I'ensemble des points M du plan dont I'affixe vérifie la
relation dennée :
1) |Z-3i|=]Z-3];

2)|2-3i+Z|=|2+3i|;
3) |7—4+i|=1,

4) Arg (z) = Arg (-Z) (2m)
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Exercice N°5 '

Mettre sous forme algébrique les nombres complexes suivants :

1.2, =3—iV3 et Z =——

—-1-2i"

2. 21 =(z+2)(2z— i) et Z, = Z;_lz (on poseraz=x+iyoux y€R).

=1

Exercice N°6 :

Ecrire sous forme trigonométrique et sous forme exponentielle les nombres complexes
suivants :

Dz=1-A3,;, 2)z=-1-i; 3)z=—6+i2
4) z =— sin268 + 2icos?f, 6 €] 0; 7).

5)7Z =1+ cosx +isiny, x €| ;21 |.

Exercice N°7 :

Dans le repére (O, v ), soit les points A (1+1), B (—3-i) et.C (21)

1. Placer les points A, B, C et déterminer la nature du triangle ABC.
2. Déterminer le point D tel que ADBC soit un parallélogramme.
3. Déterminer l'ensemble des points M(z) du plan tels que:.a) |z - 2i| = 3.
b)lz—1—i|=|z+3+i|. c) |Z—1+d|=1. d)liz +2| = 3.

Exercice N°8 :

. . Z+1
A tout complexe z # 27, on associe le complexe Z= Pyl

Déterminer I'ensemble des points M(z) tels que :

1. Z soit un réel.

2. Z soit un imaginaire pur.

3. Z soit un réel strictement positif.

4. Z soit un imaginaire pur dont.la partie imaginaire est négatif.
AVAERP

Exercice N°9 :

1. Exprimer sin(5x) en fonction de sinx
2. Linéariser cos(3x)sin(2x).
Exercice N°10 :( Bac 2005)

1. Résoudredans C: 2= 1

2. a) Développer (N2 — iN2P.

b) Soit I'équation (E) : 2 = #2 (-1 - i). En posant u :ﬁ

déterminer sous forme algébrique puis sous forme trigonométrique les racines de
l'équation (E).

, . 51 . 5m
3. En déduire les valeurs exactes de cos Py et sin -
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Exercice N°11 :

1. Résoudredans C, 77 — 1 = 0.
2. Soit u =e*™7 | calculer 1+ u +u?+ ... +u®.

3. En déduire que 1+ Zcos 27” + Zcos 47" + 2cos 67” =0.
Exercice N°12 :

1. Démontrer que I'équation 2Z? — 2(1— cos2a) Z+1 — cos2a =0, a €] 0; g[ n’admet pas
de solution réelle.

2. Déterminer alors les solutions complexes de cette équation.
3. Calculer en fonction de a, le module et un argument de ces solutions.

Exercice N°13 :

1. Montrer que la somme des racines cinquiémes de I'unité est nulle.
. . 2 4
2. a) En utilisant la question (1), montrer que 1+ 2cos?” + 2cos?n =0.

b) En déduire que cosg est solution de I’équation 417 —2x—1=0.

. . T 2T s
c) Déterminer les valeurs exactes de cos_ ; COs— et cos_.

Exercice N°14 :

Soit f I'application du plan qui a tout point'M(z), associe le point M’(z’) tel que : 2’ = —iz + 4i
1. Montrer que f admet un unique pointinvariant Q dont'on déterminera son affixe w.

2. a) Exprimer 2’ — w en fonction dez — w.

b) Reconnaitre I'application f et déterminer sa forme analytique.

3. Déterminer I'image par f de la droite (d) : y = 2x — 1 et celle du cercle.

(C): P+ 2x+y2—y=1.
4. Déterminer I'ensemble des points M(z) dont les images M’(Z’) par f est sur I'axe (x'x).

Exercice N°15 :

1. Soit I'application f : M(z) - M’(z’). Déterminer la nature et les éléments caractéristiques
de f dans les cas suivants :
a)Z=(=\3+i)(z=i). ;b)z-3i=2+2z
c) 2= —5iz. ;d) 2 =i+e ™3 2
x' =x—yV3 '
y' =xV3 +y—2V3’

2. Soit la similitude directe f définie analytiquement par: {
Déterminer I’écriture complexe de f.

Exercice N°16 :

On définit les nombres complexes Z,, de la maniere suivante : Z,=1 et, pour n entier naturel
supérieur ou égal a 1,
1 2,
= - +-27
Zn+1 3 Zn 3 ’
1. Pour tout entier n, on pose U,=Z2, - L
a) Exprimer U, 1 en fonction de U,, et en déduire la nature de (U,,).
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1 n
b) Montrer que V722 1, =(1—1)(§) .

2. a) Exprimer en fonction de n la partie réelle x,et la partie imaginaire Yy, de U,, et calculer
les limites des suites (x,) et (y,).

b) Soit A,, le point d’affixe U,,. Montrer que les points A,, sont alignés.

Exercice N°17 :

Soit f 'application du plan complexe qui a tout point M(z), associe le point M’(z’) défini par
Z’=(1+i)z—-1.

1°) Montrer que f est une similitude directe dont on précisera ses éléments caractéristiques.
2°) Soit la droite (d) : x—y + 2 =0 et (C) le cercle de centre I(1— i) et de rayon 2.

Déterminer (d’) et (C’) les images respectives de (d) et (C) par la similitude f.

Exercice N°18 :

Soit A(-1), B(-2+ i), C(i) et D(1-2i) des points du plan,

1. Déterminer I’écriture complexe de la similitude directe S tel ques(A) =B et s(C) = D.

2. Déterminer les éléments caractéristiques de la similitude directe S’qui laisse invariant A et
transforme B en C.

3. Déterminer I'expression analytique de la similitude S”’ de centre C, d’angle % et de rapport
K=2.

Exercice N°19 :

1°)Onpose Z = x + iy = avec X, y, @ de nombres réels.

2+cos@+isin 6

a) Exprimer x et y en fonction de 0
b) Montrer que si B varie le pointiM(x;y), image du nombre complexe Z dans le plan

complexe décrit le cercle de diamétre [BC] avec B ( é; 0)etC(1;0).
2°) Résoudre dans Cl’équation :

(E) : 22 +2Z 2 +Z—7 +9.= 0avec Z le conjugué de Z

Exercice N°20 : (Examen Blanc Lycée Saint Frangois Xavier)

-

Le plan complexe est rapporté au repére orthonormé direct (O, U,V ).
1°) On considére dans CI’équation :

(E) 22— 6iZ%—18Z + 40i = 0.
a) Développer et réduire I'expression :
U(x) = (x —4)(—x? + 2x — 10)

b) Démontrer que I’équation (E) admet une solution imaginaire pure Z, que I’on précisera.
c¢) Résoudre dans CI’équation (E).

2°) A, B et C sont trois points du plan complexe d’affixes respectives Z, = 4i; Zg = 3 + i
et ZC == _3 + l .
Soit f la similitude plane directe de centre A qui transforme B en C.
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a) Déterminer la nature du triangle ABC.
b) Déterminer I’écriture complexe de f
¢) En déduire la nature de la similitude f ainsi que ses éléments caractéristiques.

3°) On considére les transformations g et ¢ du plan dont les écritures sont respectivement :
Zi=—-2Z+12ietZ, =—iZ —4+4ietonposeS= gop

a) Déterminer I'écriture complexe de S
b) Donner la nature et les éléments caractéristiques de S.

Exercice N°21 :
Soit Z un nombre complexe défini par :
222 (1+1)
On considere deux entiers naturels n et p et on pose A= Z"
Démontrer que A ne peut prendre que quatre valeurs :
a) La valeur A; = (=1)P
b) La valeur A, = ( —1)P(1+i) g
c) Lavaleur Az = (—1)Pi
d) Lavaleur A, = (—1)? (-1+1) g .
Exercice N°22 :(exos mixtes)

L’éléve GUETNA fils de la terminale scientifique veut bien s’autoévaluer et avait du mal a
résoudre I’énoncé ci-dessous donc il demande l'aide des éléves de la TS.

A-Soit P un polynéme complexe a coefficients réels.
1) Montrer que P(Z)=P(Z).
2) En déduire que, si-Z est racine de P, alors Z est aussi racine de P.

. , T 37 . . .
B —Soit ¢ unréel dans ]; X ?[, écrire sous forme trigopnométrique, chacun des nombres
complexes suivants.:
.. . T . T . . .
a) =cos . —ising; b)sm;+lcos7; c)—cosp+ising, d)—sing—1icose;

e) cos@ + icos ¢ .

C- Résoudredans C :

3 N2 .
DAR=7; 2)(1+i2)5 = (1—i2)5; 3(Z) +(2) +Z+1=0;
49)Z+D)""=CZ-1)"; 5)(Z+i)"=(Z—-i)™ Vn entier naturel non nul ;
6) {x :yy==21_+il.
D- Calculer pour ¢ € 10 ;2| etn € IN :

M =Y _o(cos k) ; N =Yy _o(sinkp) etpour O elRetnelN; R =

k=o(}) cos ko ; S = Yroo(}) sinke
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E- Soit x un réel, x+ 0[2m]. On pose :
A(x) =14+ cosx+cos2x+--+cosbx; B(x)=sinx+sin2x+ -+ sin6x et
S(x) =1+ e +e?¥ 4 ... 4 g6

i) Exprimer S(x) en fonction de A(x) et B(x).
2i) En déduire I'expression de A(x) en fonction de S(x).
3i) Déterminer, uniquement en fonction des lignes trigonométriques de

%x et de g;une expression de A(x), B(x) et S(x).
2T
F-Soit Z=e'7 ; S=7+7%+73 et T=7Z%*+4 75+ 75;
a) Montrer que S = T et que Im(Z) > 0; b) Calculer S + T et ST:En déduire S et T.

G-soit pour tout n € IN* ; S,, la somme définie par : S, = smg + sm%ﬂ + szn% + -+

. (n-1)m
sm( )

1-Posons Z=cos§ + isin% i) Donner une expression simplede :P =1+ 7Z + -+

Zn—l

2i) Calculer la partie réelle et la partie imaginaire de P. 31) En déduire l'égalité: S,, =
1

tan—
2n

2) Quelle est la limite de la suite ( Sn).

1

n
H- Déterminer I’écriture complexe de la similitude S qui transforme le bipoint (A, B) en bipoint
(A’, B’) dans les cas suivants :

1)A(1,2) et B(3,-1)en A0, -3)et BY(1, 1) 2)A(1, 0)etB(1, 1)en A0, -1) et B/(3, 3)

I- Dans chaque cas, donner I’écriture complexe de la transformation f du plan complexe
donnée :

1°) f est latranslation de vecteur w(1,—5).

2°) f est l'homothétie de centre 0(0,0) et de rapport 3.
3°) f estune homothétie de centre A (1—i) et de rapport —2.

4°) f est une rotation de centre A (1, 1) et d’angle Z?n
5°) f est une rotation d’angle g qui transforme B (1—i) en B’(—i).

2im

J-Soit j=e 3, et soient a, b, ¢ trois nombres complexes donnés. Résoudre le systéme suivant :
x+y+Z=a
x+jy+j’z=b;
x+jly+jz=c

2im

K-1°)onposew=e7;A=w+w?+w* etB= w3 +w®+wb

i) Calculer A+B et AB ; ii) En déduire A et B
2°) Déterminer le module et argument des nombres complexes suivants :
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i
1—e3 1—cosO +isin@

iT[l _. .
14e3 1+ cosO —isin@

a)

avec 0 € [0, [

Exercice N°23 :

On considére I'application S qui a tout point M de coordonnée (x, y) fait correspondre M’de
coordonnée (x’, y’) telle que :

{x’=x+y\/§—2\/§
y' =—xV3+y++3

1) La transformation S est-elle bijective et a-t-elle des points invariants ?

2) Calculer x” et y”” en fonction de x et y, puis x””’ et y’”’ en fonction de x et y.

3) Démontrer que S est une similitude plane directe et déterminer ses-éléments
caractéristiques.

77

4) Déterminer la nature de SoS et celle de SoSoS.

5) Quelle est I'image par S de la droite (0u)?

6) Quelle est I'image par S de la droite (00)?

7) Quelle est I'image par S se la droite (d) d’équation : x-y+2=0?

8) Quelle est I'image par S du cercle de centre | (-2, 1) et de rayon 2 ?

Exercice N°24 :

On considére les nombres complexes suivants :
a=—V3+i, b=3+2i, c=7-2i

1. a) Déterminer de deux fagons différentes les racines carrées de a. En déduire les valeurs de
51 . 5m

cos— et sin—.
12 12

b) Déterminer les entiers relatifs n pour lesquels a™ sont un nombre réel.

c) Déterminer les entiers relatifs n pour lesquels a™ est un nombre imaginaire pure.

2) Déterminer et.construire les ensembles de points M d’affixe z tels que :
D|z—b|l=lz=cl; i)lz—>b|=|al.

Exercice N°25 :

On définit, pour tout entier naturel n, les nombres complexes z,, par:

1+
Zpi1 = TZ" pour tout n e IN

Zy = 16
On note r;,, le module de z,: 1, = |z,| Dans le plan muni d’un repére orthonormé direct
d’origine 0, on considere les points A,, d'af fixe z,
1-a) Calculer z; ; z, et z5.
b) Placer les points A, et A, sur le graphique
. 1+i ) Y
c) Ecrire le nombre complexe —~ sous forme trigonométrique
d) Démontrer que le triangle 0A,A, est isocéle rectangle en A,
2) Démontrer que la suite (1;,) est géométrique de raison q=§ . La suite (1) est-elle
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convergente? Interpréter géométriquement le résultat précédent. On note I,, la longueur de
la ligne brisée qui relie le point

A, au point A, en passant successivement par les points A;, Ay, A3 -+ Ainsi

Iy = X0 A

3-a) Démontrer que pour tout entier naturel n : ApAn1 =1,
b) Donner une expression de I, en fonction den
c) Déterminer la limite de la suite (I,,)

Exercice N°26 : (06 points)
Soit la suite (Z,) définie par :

{ Z():l
Zp=0A+1)z, +2i

1. Calculer Z, et Z,. (02pts)
2. On consideére la suite (/n) définie par U,, = z,, + 2.

a) Montrer que : U,, = (2+i)(1 + i)™ (01pt)
b) Exprimer Z7 en fonction de n. (01pt)

3. Soit M,,+,,M,, A et B les points d’affixes respectives .z, +1; Z,; et _71 - %

Démontrer que : % = V2 et que (BM,,, AMy,4;) = %. (02pts)
n

Exercice N°27 :

P est un plan affine euclidien. A chaque point M(Z) associe M’(Z’). On consideére la
transformation T définie par : T:Z' = (a +i)Z + 1+ bi; a,b € IR

1. Calculer la valeur de a pour que T soit une similitude directe d’angle %n.

2. Soit | le centre de la similitude S, o étant trouvé.
i) Calculer les coordonnées de I'en fonction de b.
ii) Déterminer une équation del’'ensemble décrit par | quand b varie.

3. Montrer que:pour.a = 0, T est une rotation. Quelle est la nature de 'angle de T ?
Exercice N°28 :
On considere les nombres complexes : Z; = (\/§ + 1)(1 +i); Z, = (\/§ — 1)(—1 + i)

1-Calculer le. module et 'argument des nombres complexes Z, et Z,

Z , . ’
2-Onposeu =Z,.Z, etv = Z—1 Déterminer le module et I’'argument des nombres complexes
2

uetwv.

3-Onposea =7, + Z, et p = Z, — Z,. Déterminer le module et I'argument des nombres
complexes a et . En déduire le module et I'argument du nombre complexe y = Z,* — Z,*
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Exercice N°29 :

Soit P(Z) = 2Z* — 6Z3 + 9Z% — 6Z + 2. On va chercher a calculer les racines de P.
1- Calculer P(1 + i)

2- Comparer P(Z) et P(Z)

3- Montrer que si Z, est racine de P alors Z, est aussi racine de P.

) . 1 _
4- Montrer que si Z est racine de P alors - est aussi racine deP.
0

5- Déterminer toutes les racines de P.

Exercice N°30 :

On consideére la fonction polynéme P a variable complexe par :
P(Z)=273—(6+6i)Z%+ 21iZ + 15— 5i

1- Calculer P(i)

2- En déduire que P(Z) = (Z — i)(aZ? + BZ + v) ol @, B et ¥ sont des.nombres complexes
que I'on déterminera.

3- Résoudre dans C I'équation Z? — (6 + 5i)Z + 5+ 15i = 0; En déduire les solutions de
I’équation P(Z) = 0

4- A, Bet Csont les points du plan complexe d’affixes respectivesa = i,b =3 +ietc =
3+ 4i

i) Calculer le rapport g.
ii) Quelle est la:nature du triangle ABC ?
iii) Donner I'angle de la rotation de centre B qui transforme A en C.

Exercice N°31 :

Soit S est la transformation du plan dont I’écriture complexe : Z' = (L' - \/§)Z ++/3+i
1) Déterminer la nature et les éléments caractéristiques de S

2) Déterminer I"expression analytique de S

3) Déterminer I'image par S de la droite (D) de repére (4,1) ou A (1_(2)‘/3) etu (‘/15)

Exercice N°32 :
f est la transformation dont I’écriture complexe est : Z' = a*Z + a — 1

1) Déterminer I’ensemble des nombres complexes a pour lesquels :
(i) f est une translation
(i) f est une rotation d’angle g

(iii) f est une homothétie de rapport 2.

2) On suppose que a = 1 + i; déterminer la nature et les éléments caractéristiques de f.
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Exercice N°33 :
Soit P le polynéme complexe défini par : P(Z) = Z3 — (3 + 4i)Z?> + (=3 + 7i)Z + 4

1. Montrer que I’équation P(Z)=0 admet une unique solution imaginaire pure ia que I'on
déterminera.

2. Démontrer qu’il existe un polynéme Q du second degré tel que
VZ €eCP(Z)=(Z-ia)Q(2)

3. i) Résoudre dans C, I’équation Q(Z)=0
ii) En déduire I’ensemble des solutions de I’équation P(Z)=0
iii) Mettre chacune des solutions sous formes trigonométrique et exponentielle.

4. Le plan est muni du repére orthonormé (0, e;, e;) On désigne par A, B et C les points
d’affixes respectives i,i + 1 et 2 + 2i

Placer les points A, B et C dans le plan.

5. i) Montrer qu’il existe une unique similitude directe S qui transforme A en B et B en C.
ii) Déterminer les éléments caractéristiques de S.
iii) Déterminer I’expression analytique de S.

6. i) Déterminer I'équation du cercle C’, image du cercle C de centre I(7*) et de rayon 2.
ii) Quelle est I'image de la droite (AB) par'S ? Donner une équation a cette droite.

Exercice N°34 :

On consideére I'application f définie par : Z' = (1 - i\/§)Z + V3
1. Déterminer la nature de f

2. Déterminer les éléments caractéristiques de f

3. Déterminer I'image du point A(-1, 1) par f.

Exercice N°35 :

1. Résoudre dans Cl’équation : Z* = (1 + \/E)Z -2

2. Résoudre dans'C les équations : Z + % =letZ+ % =42

3. Soit P(Z)de polynéme définie par :P(Z) = Z* — (1 +2)Z% + (2 +V2) 2% -
(1++v2)z+1

1) Exprimer PZ(? en fonction deu = Z + %
i) Résoudre PZ(? = 0.
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Exercice N°36 :

Le plan complexe P est muni d’un repére orthonormé direct (0, w’; V). On considére le
polynéme complexe P définie par :

P(Z)=2Z*-4(1+1)Z3 +12iZ% + 8(1 —i)Z — 20
1. 0On donne A, B, C et D les points d’affixes respectives : —1 + i; 1 —i;3+iet1+ 3i

i) Placer dans le plan complexe P, les ponts A, B, C et D.
ii) Montrer que les affixes respectives de ces points sont solutions de I’équation P(Z)=0
iii) Montrer que le quadrilatére ABCD est un carré

2. Soit h I'application du plan dans lui-méme qui a tout point M d’affixe Z, associe le point M’
d’affixe Z’ telle que : z' = gz + g +i

(a) Déterminer I'affixe de Q) telle que h(Q)=0Q

(b) En déduire la nature exacte et les éléments caractéristiques de h

(c) r est la rotation de centre Q et d’angle 15°. Donner la nature et les caractéristiques de

S= hor.

Exercice N°37 :

Le plan complexe (P) est rapporté & un repére orthonormal.direct (0 ; u’; V) ayant comme
unité graphique 1 cm.

On note A et B les points d’affixes respectives ;i et — 4 — 2i.

Soit Z un nombre complexe différent.de i, onpose : Z' = i%

1) Donner une interprétation géométrique de I’argument et du module de Z'.

2) Déterminer et représenter I'ensemble E des points M du plan complexe (P) d’affixe Z
tel que Z’ est nombre un.réel.

3) OnposeZ, =7 —ietZ' =7 —i
Montrer que Z,Z'y =—3 + 4i. Calculer |Z,Z'|

4) a) Prouver que si M appartient au cercle (C) de centre A d’affixe i et de rayon r, avec
r > 0; M’ appartient a un cercle (C’) de centre A.
b) Déterminer r pour que (C)=(C’).
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LES FONCTIONS

Probléme N°1 :

Soit les fonctions f, g, h,i et j définies par:  f(x) = —3x% + 2x + 1;

900 =2 h) =E 2 i) =V 1 - 2x j() =x VX — 1.
1.) Pour chacune de ces fonctions, déterminer I'ensemble de définition, les limites aux bornes
de I’ensemble de définition et en déduire les éventuelles asymptotes.

2.) Montrer que la droite (d) d’équation y = 2x + 1 est une asymptote oblique a Cy, la

courbe de h.
Probléme N°2 :

On considére f une fonction numérique a variable réelle x définie par :
f(x)= J(x +VT+x2)° + (x — 1+ x%)°

Dans le plan muni d’un repére orthonormé on désigne par Cs la.courbe représentative de la
fonction f.

1°) Démontrer que la fonction f est définie.sur I'intervalle [0; +oof .

2°) Calculer lim, o+ f (x) et limy_ ;o f(x)

3°) Déterminer la limite quand x-tend vers 4+ de %

4°) En déduire une interprétation graphique qui concerne la courbe représentative Cy.
5°) Etudier la dérivabilité de la fonction f aupoint d’abscisse x, = 0.
6°) En déduire le lien qui existe entre la courbe représentative de la fonction f et les relations

{ x=0

y = f(0)

7°) Etudier le sens de variation de f et dresser son tableau de variations.
8°) Tracer la courbe de f.

Probléme N°3 : (Bac)

8
lx|+2 °

Soit la fonction numérique f, de variable réelle x, définie par : f(x) = |x| —

On désigne par Cs la courbe représentative de f dans le plan rapporté & un repére
orthonormé (0; T;J);

(Unité de longueur : 1 cm)

1°) Déterminer I'ensemble de définition de la fonction f ainsi que les limites aux bornes de
cet ensemble. Etudier la dérivabilité de f pour x, = 0 ; qu’en déduire pour C?
Démontrer que la droite d’équation x = 0 est axe de symétrie de la courbe Cy.

2°) Etudier les variations de f.
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3°) Démontrer que les droites : (D) d’équation y = —x et (D,) d’équation y = x sont
asymptotes a la courbe de la fonction f. Préciser la position relative de Cy et de (D,) quand
X est positif.

4°) Chercher les coordonnées des points d’intersection de c; avec I'axe des abscisses et
donner les équations des tangentes en ces points.

5°) Construire, dans le méme repere, la courbe Cy, les droites (D) et (D;) et ainsi que les
tangentes trouvées au 4°).

Probléme N°4 :

Soit la fonction numérique U définie sur IR par : U(x)=NVx? + 1 -x et (C) sa courbe
représentative.

1-a)Déterminer la limite de U en 40 et — co.
b) Etudier les branches infinies de (C).
¢) Montrer que pour tout réel x, on a U(x) > 0. En déduire le signe de U(x)+2. Interpréter

géométriquement le résultat.

2- a)Montrer que la dérivée de U est définie par : U'(x).= %

b) Etudier les variations de U.

c) Tracer la courbe de (U) et ses asymptotes.

3-a) Justifier que U est bijective de IR vers.un intervalle J a préciser. Donner le sens de
variation de sa réciproque.

b) Tracer la courbe (1) de U~ dans‘le méme repére que (C).

c) Montrer que pour tout x de J, on.a : U™ (x) = _71x + %

Probléme N°5 :

On considére m un entier naturel quelconque. Soit f,,, une fonction définie sur [0 ; 1] par :
fn = ™2 (T =20,

On note Cy; sa.courbe représentative dans un repére orthonormé (on prendra 10cm pour
unité graphique).

1°)Démontrer.que la courbe C, représentative de la fonction f, est un demi-cercle de rayon

1 -
3 donton précisera le centre.
2°) On consideére dans cette question quem > 1.

a. Calculer f' (x) pour 0 < x < 1 et montrer que f'_(x) et (m +%) —(m+ Dxontle

méme signe.

b. Etudier la dérivabilité de f,, en O et en 1.
c. Dresser le tableau de variations de f,,.
3°) a. Etudier le signe de f,,.1(x) — fm(x) pour x un élément de I'intervalle [0, 1] et m > 1

b. En déduire les positions relatives des courbes C,,41 et Cp,
4°) Tracer dans le méme repere les courbes C,, C; et C,.

Page | 13




2_
Probléme N°6 : Soit la fonction f : x— yix*-

1) Etudier la fonction f et tracer la courbe représentative (C) de f dans le plan rapporté a un
repére.

2) En déduire I’'ensemble t des points M du plan dont les coordonnées (x ; y) satisfont a :
4y?=|x? — 1|

Probléme N°7 :

Soit la fonction numérique f d’une variable réel strictement positif, définie par : f (x) = x*
Calculer sa dérivée en x = 1.

Probléme N°8 :

Soit la fonction numérique f définie sur IR par : f(x) =sinx.E G)

fx) —

sinx

1-a) Montrer que V¥ x € IR,
b) En déduire lim,_,,f (x)
2-a) Montrer que ¥ x € IR*; |f (x)| < %

b) En déduire la limite de f (x) quand x tend vers +o0

| < |sinx|

3-a) Montrer que lim,,_, ; ., xE (i) =1

b) Retrouver lim,_,,f (x).

Probléme N°9 :

On considére la fonction f définie par. f (x)=%€3

1) Déterminer le domaine de définition de f .

2-a) Donner une expression simplifiée de f sur I'intervalle 10, 1]
x+1

b) Montrer que ¥V x € -1, O[,f(x) = —

c) Etudier la limite de.f en xg.= 0

3-a) Montrer queY x € J1,+[ : 0 < f(x) < E
b) En déduire la limite.de f(x) quand x tend vers +co

c) Caleuler la limite de f(x) en —oo

Probléme N° 10 :

Pour tout entier naturel n = 2 on considére la fonction polynomiale
P, definieV x € IR, par P,(x) = —1 + Y3_; x*

1) Etudier le sens de variation de P, sur IR, et préciser P,(0) et B,(1)

2) En déduire que, pour n supérieure ou égale 2,

P, admet un racine unique a,, dans |0, 1[.

Donner la valeur exacte de a,

3) Démontrer que pour tout n supérieure ou égale 2 on a P,(a,41) <0

4) En déduire le sens de variation de la suite (a,). La suite (a,) est-elle convergente ?
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Probléeme N°11 :

Soit g une fonction définie par : g(x)=In(ax + b)

On précise que a et b sont de nombres réels. Soit (C) la courbe représentative de la
fonction g dans un repere orthonormé.

1°) Déterminer a et b pour que : g(2)=0 et g’(3)=%

2°) Déterminer I'ensemble de définition de g.
3°) Etudier les variations de g.

4°) Déterminer o et b pour que la courbe (C) passe par le point B(2 ; 0) et qu’elle admette au
point B une tangente de coefficient directeur -2.

Probléme N° 12 :

Partie A :

On consideére la fonction g définie sur 0, +[ par: g(x) = x* — 2xlnx
1° Etudier le sens de variation de la fonction g.

2° En déduire le signe de g(x) sur l'intervalle 10, foo[ .

Partie B :

On considére la fonction f définie sur ]0;+[ par : f(x) = g + tﬂ

On désigne par (C) la courbe représentative de la fonction f dans un repéere orthonormé (O
; 1, J) avec 2cm d’unité

1°) Déterminer la limite de f en 0. Donner une interprétation graphique du résultat obtenu.

2°) a. Déterminer la limite de f en +oo. .
b. Montrer que la droite (A) d’équation y = g est asymptote a la courbe (C).

c. Etudier la position relative.de (C) par rapport a (4).
d. Montrer quela droite (A) coupe la courbe (C) en un point A dont on déterminera les
coordonnées.

3°) Etudier le sens de variations de la fonction f et dresser son tableau de variations.

4°) Montrer qu’il existe un point unique B de la courbe (C) en lequel la tangente (T) est
paralléle a (A) et déterminer les coordonnées du point B.

5°) a. Montrer que I’équation f (x)=0 admet une solution unique 8

b. Exprimer In([3) en fonction de 8

c. Montrer que le coefficient directeur de la tangente a (C) au point d’abscisse 8 est supérieur
al

(On admet que 0,31< 8 < 0,35)

6°) Représenter la courbe (C) et les droites (A) et (T).
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Probléeme N°13 : (Bac)

On consideére une fonction g définie sur IR par : g(x) = xe* — 1
1°) a. Etudier les variations de la fonction g.

b. Démontrer qu’il existe un réel unique a tel que ae* = 1 et donner un encadrement de a
d’amplitude 1073,

c. Déterminer le signe de g(x) suivant les valeurs de x.

2°) On consideére une fonction f définie sur 10; +oo[ par: f(x) = e* — Inx

a. Déterminer la limite de f en +oco

b. Etudier les variations de la fonction f et dresser son tableau de variations.

c. Démontrer que f admet un minimum m=a + a~! et démontrerque 2,32< m < 2,34.

Probléme N°14 :

Le plan est rapporté a un repére orthonormé (unité 2 cm).
Soit E le point de coordonnées (In2 ; In2).
I° On considére a et b deux nombres réels et on désigne par g.la fonction de variable réelle x

4e*
e*+2

définie sur IR par: g(x) = ax + b —
1°) Calculer la dérivée de la fonction.g

2°) Déterminer o et b pour que la courbe représentative de g passe par le point E et admette
en ce point une tangente paralléle a I’axe des abscisses

4e*
eX+2

II° Soit f une fonction définie par: f(x) = x + 2 —

8
eX+2

1°) Montrer que pour toutréel xona: f(x) =x—2 +

2°) Calculer'les limites de f en +oo et en —oo et montrer que les droites d’équations
y =x— 2 ety = x+ 2sont asymptotes a la courbe de f.
3°) Etudier les variations de f.
4°) Construire la courbe de f, sa tangente en E.

Probléme N°15 :

Soit f la fonction numérique d’une variable réelle x définie sur IR par :
flx) = ln(2x + V4x? + 1)

1-a) Montrer que la fonction f est impaire
2

4x2+1

b) Montrer que f est dérivable sur IR et vérifier que f'(x) =

c) Dresser le tableau de variation de f.
d) Etudier les branches infinies de la courbe (C) de f
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2-a) Montrer que la fonction f admet une fonction réciproque g définie sur un intervalle |
que l'on précisera

b) Montrer que g(x) = %(ex —e™)

Probléme N°16 :

Soit n un entier naturel non nul et f,, la fonction définie sur 10; +oo[ par :

fn(x) = (x —D"inx
On désigne par C, la courbe représentative de f,, dans un repére orthonormé R= (0, I, J)

1) On pose pour tout x € IR*,, @p(x) =ninx + 1 —%

a) Etudier les variations de ¢,
b) Calculer @, (1) et en déduire le signe de ¢,,(x) pour tout x strictement.positif.

2)

a) Etudier les variations de f,, et dresser, suivant la parité de n, son tableau de variation.

b) Tracer dans le méme repere R, les courbes C; et C, en précisant les positions relatives de
ces deux courbes.

Probléme N°17 :

Soit la famille de la fonction f,,, définie par f,,(x) = (x + 1)e™* et C,, sa courbe
représentative dans le plan rapporté a un repére orthonormé d’unité : 2cm

1) Montrer que toutes les courbes de C,y de f,,, passent par deux points fixes A et B dont on
précisera les coordonnées.

2) Etudier les variations des fonctions f; et f_;.

3) Donner les équations.des tangentes aux courbes C; et C_; aux points A et B.

4) Tracer les courbes.C; et C_4

5) Calculer en cm?¥aire.du domaine plan limité par les courbes C; et C_,, les droites
d’équations x==1 et x=0.

Probléme N°18:

On considére la fonction g définie sur 10, +oo[ par: g(x) = —1 + xe*

A. Etudier les variations de g.
a) Montrer que I’équation g(x)=0 admet une solution unique a € 10,5 ; 0,6].
b) En déduire le signe de g(x) sur les intervalles 10; a] et [a; +oo[

B. Soit la fonction f définie sur ]0; +oo[ par: f(x) = x* — Inx — 2

On désigne par (C) sa courbe représentative dans un repére orthonormé (0, I, J) ot I'unité est
4cm.
1) Calculer la limite de f en 0.

X
2) En remarquant que f(x) = (e? - %) ; calculer la limite de f en +oo, préciser la

branche infinie en +co.
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3.
a) Calculer f'(x) et vérifier que f'(x) = % (ol f” est la dérivé de f)
b) En utilisant A.b) dresser le tableau de variation de f.

4.a) Montrer que e* = i puis a = —Ina.

_ (a—1)?

b) En déduire que f(a) =
5) Tracer (C), on prendra a = 0,55

6.a) Montrer que la fonction F définie sur ]0; +oo[ par: F(x) = e* — xlnx — x est une
primitive de f.

b) En déduire I'aire du domaine plan délimité par la courbe (C), I'axe des abscisses et les

droites d’équations x = % et x =1.

Probléme N°19 :

Pour tout entier naturel n > 1, on considére la fonction f,, définie sur I =
1 (lnx)™

[1;+0o[ par: f(x) = =2

On note C, la courbe représentative de f,, dans un repére orthogonal (0, 1, J) (unité : 1cm sur
(0X) et 10cm sur (0Y)).

Parie A : 1) Etudier f;

2) Tracer la tangente a C; au point d’abscisse 1 puis tracer la courbe Cy
3) A I'aide d’une intégration par partie, calculer pour tout x dans I, 1;(x) = |. 1x fi(t)dt
Partie B : Comportement des fonctions f,,n > 1.

(In)™ _

n

l 2 . .

1) En remarquant == (L;) , déterminerla limite de f,, en + oo.
xn

2.a) Calculer f’n(x) et vérifierque f', (eE) =0

n
b) Vérifier que la valeur maximale de f,, sur I est y, = (%)

3.a) Soit x appartenant a I. Etudier suivant les valeurs de x le signe de f,(x) — f1(x)

b) Déterminer la tangente a Cy au point d’abscisse 1. Préciser les positions relatives de
Cy et Cy

4) Soitn.un entier strictement positif.

Jnr1(x)
Calculer | >1, —/———
a) Calculer lorsque x D

n+1

1
) et que Yn41 < Eyn

c) Déduisez-en que y, .1 < e%n Quel est la limite de la suite (y,)?

b) Montrer que y,, ;1 = %fn (

eZ

Partie C : Etude de primitive y, sur I. Pour tout entier

n= 1 et tout réel x de I, on consideére l'intégrale I,(x) = flx f (O)dt ; soit B =
1unréel fixé.

1) Montrer que 0 < L,(B) < (B — 1)y,  2) Déduisez en liml,,(B) quand n tend vers +
oo (on utilisera B.4.c)
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Probléeme N°20 : (Bac)

A. Soit la fonction g définie sur ]JO; +oo [ par: g(x) = 1+ x + Inx.

1. Dresser le tableau de variations de g.

2. Montrer qu’il existe un unique réel @ solution de I'équation g(x) = 0. Vérifier que a
appartient a ]0,2 ; 0,3].

3. En déduire le signe de g sur JO ; +oo [.

4. Etablir la relation Ina=-1 - .

x(Inx)

six>0
Osix=0

B. On considére la fonction f définie par f(x) = {

1. Montrer que f est continue en 0, puis sur ]JO ; +oo [.
2. Etudier la dérivabilité de f en 0. Interpréter graphiquement ce résultat.

3. Déterminer la limite de f en +oo.

4. Montrer que quel que soit x élément de JO ; +oo [, f'(x) = Y 8 puis en déduire le signe

a+x)?
de f'(x) sur]0; +oo [.
5. Montrer que f(a) = - a.
6. Représenter la courbe de f.

Probléme N°21 : (Bac 2008)

A. Soit la fonction f définie par :

x+2+ln|$—:| six<0

f(x)={ lx+l
2+x)e™* six=>0

1. Montrer que f est définie sur R-{-1}.

2. a) Calculer les limites aux bornes du'domaine de définition de f. Préciser les asymptotes
paralléles aux axes de coordonnées.

b) Calculer lim, _ 2o [f (1) - (¥ +2)]. Interpréter graphiquement le résultat.

3. a) Etudier.la continuité de fen 0.

—X-1 In(1-x)

b) Démontrer que:: lim,._,q eT = —1et lim,, -1

X

c¢) En déduire que f est dérivable en 0 a gauche et a droite. f est-elle dérivable en 0

4. Calculer f"(x) pour: a) x €] 0; + [.

b) x €] — ;=1[U] -1; O].

5. Etudier le signe de f'(x) pour x €]0; +oo [ et pour x € ]—oo; -1[U]- 1; O].

6. Dresser le tableau de variation de f.

7. Montrer que I’équation f (x) = 0 admet une unique solution @ appartenant a -3 ; -2/.

8. Tracer (C) la courbe représentative de f dans un repére orthonormé (0, I, J) d’unité 1cm.
(Mettre en évidence I'allure de (C) au point d’abscisse 0 et les droites asymptotes).

B. Soit g la restriction de f a ]—oo; -1 [.

1. Montrer que g définit une bijection de |]—oo; -1 [ sur un intervalle J a préciser.
2. On note g~ sa bijection réciproque.
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a) Calculer g(-2). Montrer que g~ est dérivable en In3.
b) Calculer (g~1)’(In3).
c) Représenter la courbe de g~ dans le repére précédent.

Probléme N°22 :

Soit la fonction f, f(x) = In(cos x) et Cr sa courbe.
1. Etudier les variations de f sur ]-g ; g [ et dresser son tableau de variation.
2. a) Résoudre dans R I'équation : cosx +~/3sinx = 0.

b) Soit la fonction g telle que : g(x) = In(cosx +\/3sinx) ; montrer que Cy la courbe de g peut
se déduire de Cy par une transformation simple a préciser.

Probléme N°23 :

A. Soit la fonction f définie par f (x) = %xz — x2%Inx.

1. Déterminer Dy I'ensemble de définition de f et calculer lesdimites de f aux_bornes de Ds.
2. Montrer que f peut étre prolongée par continuité en 0. Définir ce prolongement.

B. On considére la fonction g définie par :

glx) = Exz — x%lnx six >0

g(0)=0

et (C) sa courbe dans un repére orthonormé d’unité 2 cm.

1. Etudier la dérivabilité de g sur [0 ; +0o.[.

2. Etudier les variations de g et dresser son tableau de variation.

3. a) Montrer que la restriction h de la fonction g a l'intervalle [1 ; +oo [ admet une fonction
réciproque h™ dont on.préciseral’ensemble de définition.

b) Sur quel ensemble:h™t est-elle dérivable ?

c) Résoudre dans RI’équation h=%(x) = e.

d) Construire la.courbe de g.et celle de h™! (on représentera les points d’intersection de (C)
avec I'axe des abscisses et la demi-tangente en 0).

Probléme N°24 :

On considere la fonction f définie sur R par f(x) = (2x + 1)e* et (C) sa courbe dans un
repére (0, i, j).

1. Etudier les variations de f et dresser son tableau de variation.
2. Montrer que (C) coupe la droite (A) : y = x en un unique point d’abscisse @ appartenant a

(1]

3. Tracer (C).

4. a) Montrer que f admet une bijection réciproque f~ sur ]% ;+ oo

b) Déterminer I'image de I'intervalle J0 ; ] par 1.

5. Déduire du tracé de (C) la courbe de la fonction g définie par g(x) = [2x+1]e*.
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Probléme N°25 :

Soit la fonction f définie par : f(x) = (2x + 1)e ™ et (C) sa courbe.
1. Etudier les variations de f et dresser son tableau de variation.
2. Montrer que (C) coupe la droite (d) : y = x en un unique point A d’abscisse @ appartenant

< i_1q.5
al=[1; 4].
3. Tracer (C).

4. Montrer que pour tout x appartenant a |, /f’(x)/s% )

5. En déduire que pour tout x appartenant a lona :|f(x) — a| < % |x — «af

Probléme N°26 :

L’éléve GUETNA FILS veut résoudre ce probléme et se confronte a un souci.élémentaire puis
implore I'aide de ses camarades de TS.

Dans ce probleme, n est un entier naturel différent de zéro et.on considere:la famille de
fonctions f,, définies sur [0; +oo[ par :

fn(x) =x"n (1 + 1)
n x six+0
fn(o) =0

Pour les représentations graphiques, le plan est muni.d’un repére orthonormé d’unité
graphique 2cm et on note C,, la courbe représentativede la fonction f,.

Partie A :

Dans cette premiére partie, on se propose d’étudier la fonction f;.
1-a) Etudier la continuité de f; en 0 et son.comportement en + o
b) Etudier le comportement du rapport :

% lorsque x tend vers 0. Que peut on conclure pour la fonction f; et la courbe C;?
2-a) Justifier la.dérivabilité defy sur 10; +oo[. Calculer f' (x)et " (x) Vx € ]0; +oo|
b) Etudier successivement les variations de

f'1 et de f; et dresser le tableau de variation de f;.
3) Tracer la courbe C;, son asymptote et la tangente au point O.

Partie B :

La seconde partie est consacrée a I’étude des fonctions f,, lorsque n > 2.

1) Etudier la continuité et la dérivabilité de f,, en 0 puis le comportement de f,, en + oo.
2-a) Justifier la dérivabilité de f,, sur + oo

Démontrer que :

f' (x) = x"1g,(x) ol g, est une fonction définie sur ]0; +oo[ que l'on determinera
b) Etudier les variations de la fonction g,, et en déduire le signe de g, (x)
c) Dresser le tableau de f,,.

Partie C :

La troisieme partie porte sur les courbes C,, lorsque n = 2.
1) Quelle est la tangente a
Page | 21




C,en0origine durepere? 2) Etudier la position relative de C, et C,,.1 pour n = 2.
Quelle est la position de C; par rapport a toutes les courbes de C,?

3-a) Déterminer lim,._, ; [len (1 + i) - (x - %)] . Que peut-on en conclure pour C, ?

b) Préciser la position de C, par rapport a la droite d’équation y = x — %

4) Tracer C, et C53 dans le meme repere que C;.

Probléme N°27 :

L’éleve DANAMOU de la terminal scientifique (TS) veut résoudre ce probléme et se confronte
dont a un souci élémentaire puis implore I'aide de ses camarades de TS.

1

Soit f la fonction définie par : f(x) = 2% six#0
fx)=0
1) Déterminer I’ensemble de définition de f. Vérifier si f est continue et dérivable en.0
Déterminer les limites aux bornes de Df .
2) Déterminer le sens de variation de f. En déduire le tableau de variation de f.
3) Déterminer les branches infinies si elles existent.
4) Tracer la courbe de f et ses asymptotes.

Probléme N°28 : (11 points)

Partie A :

Soit la fonction numérique f définie sur R par:

-1
ex? six € |—oo; Of
x=1

fx)=
ln|x X sixe[0;1[U]1; +oof

Soit (C) la courbe de'f dans le plan rapporté a un repére orthonormé (unité graphique 2cm).

1. Etudier la continuité de f en.0.

f(x) _ In(1-x) _ In (1+x)

X X X

2. a) Montrer que pour tout x €]0;1],

b) Etudier la dérivabilité de f en 0.

¢) Endéduire que(C) admet au point d’abscisse 0 deux demi-tangentes dont on donnera les
équations.

3. Etudier les'variations de f.

4. Tracer la courbe (C).

Partie B :

Soit g la restriction de fa J1; +oo [.

1. Montrer que g est une bijection de ]1; +oo [ sur un intervalle J a préciser. On notera g-1 la
bijection réciproque de g.

2. Montrer que I’équation g(x) = - e admet une solution a sur l'intervalle] 1 ; +oo [ (on ne

demande pas de calculer a).
2e*

ex—1"

3. Montrer que pour toutx €J, g~ 1(x) =1—
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4. Tracer dans le repére précédent la courbe de g~1.
5. Calculer en c72? I'aire A de I'ensemble des points M(x ;y) défini par : —In7< x<-1 et0< y

<g (")
Probléme N°29 : (07 Points)

1.a) Etudier les variations de la fonction f définie sur ] -1 ; +oo [ par : f(x) = 2In(x+1).
(01,5pt)

Tracer sa courbe (C) dans un repére orthonormé. (01pt)

b) Démontrer que sur [2 ; +oo [ I’équation f(x) = x admet une solution unique A.

(01pt)

Uy=5
2. On considére la suite (Un), n € Ntelle que { 0

Upsy = 2In (14 Uy

a) Sans faire de calcul, représenter les quatre premiers termes de la suite sur.le repére.

(0,5pt)
b) Démontrer par récurrence que pour tout n, /n>2. (0,5pt)

c) Montrer que pour tout x de l'intervalle [2 ; +oo [, [ f'(x)./ _<§.

(0,5pt)

d) En déduire que pour toutn,ona: [ Uy -1/ s%/ U,-4,que | U,;1- 1|5 Z(E)n et que
la suite (Un) converge vers A. (0,5+0,25pt)

e) Déterminer le plus petit entier naturel p tel que [U, -A| 51072,

Que représente Up pour A?  (0,5+0,25pt)

Probléme N°30 :

Partie A

On consideére la fonction f définie sur IR par: f(x) = x(1 + e?>™¥). On note (C) sa courbe
représentative dans le repére (0 ; T; J) ‘avec unité graphique: 2cm)

1°) Soit h la fonction définie'sur IR par : h(x) = 1+ (1 — x)e?™*

a) Etudier le sens.de variation.de h sur IR

b) En déduire le signe de h(x) sur IR

2°) a) Etudier les limitesde f en — o et en 4+

b) Calculer lim % puis interpréter graphiquement le résultat obtenu

X——00
c) Soit (A) la droite d'équationy = x
Calculer liT (f (x) — x), puis interpréter graphiquement le résultat obtenu
X—+ 00

d) Préciser la position de (C) par rapport a la droite (A)

3°) a) Déterminer f'(x) puis étudier son signe

b) En déduire le sens de variation de f puis dresser son tableau de variation

¢) Montrer que f réaliser une bijection de IR vers un intervalle J & préciser on note f~! la
bijection de réciproque de f

d) f~1 est-elle dérivable en 4 ? Dresser son tableau de variation

e) Construire la courbe (C), et (A) puis déduire la courbe (t) de f~! dans le méme le repére
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Partie B

1) Calculer I'aire A(0) de la partie délimitée par (C), la droite (A) et les droites d’équations
x=0etx=0avecOelR,”
2) Calculer gliT A(0) puis interpréter géométriquement le résultat obtenu.

Probléme N° 31 :

Partie A

On considére la fonction g définie par g(x) = (1 —x)e* — 1
1) Etudier les variations de g
2) Calculer g(0). En déduire sur IR que Vx # 0; g(x) <0

Partie B

e*—1

f(0) =3

On désigne par (C) la courbe représentative de f dans le plan muni d’un repére orthonormé

(0; 7; J) (unité graphique 2cm). On admet que f estdérivable en 0 et que f'(0) = —%

X
x) = +2 six+0
Soit la fonction définie sur IR par : {f( )

1) a) Déterminer la limite de f en + oo

X X

eX—1 e*¥ 1-e7¥

b) Etablir que puis déterminer la limite de f en + oo

En déduire que (C) admet une asymptote horizontale en +oo dont on donnera I’équation

2) Montrer que la droite (D) d’équation y = =x + 2 est asymptote oblique a la courbe (C) en
-00
3) Calculer pour tout x # 0, f'(x) et montrer que f'(x) = %

4) a) Donner le sens de variation de f

b) Dresser le tableau de variation de f

5) Soit (T) la tangente a (C) au point d’abscisse nul, écrire I’équation de (T)
6) Tracer (D), (T).et (C).

Partie C

Soit h'la fonction définie sur IR par h(x) = f(x) — x

1) Montrer que I’équation h(x) = 0 admet une unique solution @ € ]0; g[
2) On pose I = [O; g]

a) Démontrer que pour tout x € I,on a: g(x) = —20 et (e* — 1)? = 40
b) En déduire que six € I, —% <f'x) <0

UO == 2
Unt1 = f(Uy)

a) Montrer par récurrence que pour toutn € lona U, € |

3) Soit (U,,) la suite définie sur IN par : {
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b) Montrer que pout tout n € IN, U1 — a| < %IUn —aletque |U, —a| < (%)n+1
c) En déduire que (U,) converge vers a
d) Déterminer le plus petit entier nytel que pour tout n > ngy; on ait |U, — a| < 1073

Probléme N°32 :

—In|x|

+x—-2

On considere la fonction de la variable réelle x définie sur IR* par: f (x) =

On désigne par Cf sa courbe représentative dans le plan muni d’un repére orthonormé
(0; T; )) d’unité graphique 2cm.

Partie A :
Soit la fonction g définie sur IR* par g(x) = —x* + 1 — In|x|

1. Etudier les variations de la fonction g et dresser le tableau de variations
2. Calculer g(—1) et g(1) puis déduire le signe de g(x) suivant les valeurs de x

Partie B :

1. Calculer les limites de f aux bornes de son ensemble de définition. En déduire que la
courbe Cf admet une asymptote verticale

2.
(a) Montrer que la droite (D) d’équation y = x = 2 est asymptote a la courbe de la fonction f
(b) Etudier les positions relatives de Cf.par rapport (D)

3.
(a) Calculer f'(x) et exprimer f'(x) en fonction de g(x) et en déduire le sens de variation de

f

(b) Dresser le tableau de variation de f

4,

(a) Montrer que le point |, intersection des deux asymptotes est un centre de symétrie pour
la courbe Cf

(b) Construire la courbe Cf ainsi que les asymptotes

5. Discuter graphiquement et en fonction du parameétre m, le nombre de solutions de
I’équation dans IR, f(x) = m (m € IR)

Partie C :

Soit a un réel tel que —1 < a < 0 et soit (A) la région du plan délimité par la courbe Cf,
d’équations respectives x = —1;x =a;y =x — 2

1.
(a) Calculer en fonction de a l'aire A(a) de (A)

(b) Calculer ‘lli_r)r(% A(a) et interpréter graphiquement le résultat
a<o0

2. On donne la suite définie pour tout entier n > 0 par: u,, = flnf(x)dx
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(a) Calculer u,, en fonction n
(b) La suite (u,) est-elle convergente ? Justifier

Probléme N°33 : (Bac Tchad 2024 série D)

Partie A
On définit la fonction g sur l'intervalle |1 ; +o[ par: g(x) = 2x — (x — D)In (x — 1)

1. On admet que : lin&(xlnx) = 0. En déduire la limite de g lorsque x tend vers 1.
X—

2. Calculer g'(x) pour x € |1 ; +oo].
3. Résoudre I'inéquation : 1 — In(1 — x) > 0, d’inconnue x € |1; +ool.
4. Etudier le sens de variations de g sur 'intervalle |1 ; +oo|.

5. Montrer que I’équation g(x) = 0 admet une solution unique notee a dans.l'intervalle
[e + 1;e? + 1] puis étudier le signe de g(x) sur |1 ; + oo

Partie B

In (x%=1)

Soit ¢ la fonction définie sur l'intervalle |1 ; +oo[ par.p(x) = -

1. Calculer linll @ (x) et prouver que liT p(x) =0.
X— X—+ 00
2. Calculer ¢’(x) et montrer que ¢'(x) a lememe signe que g(x*) sur]1; +oo[

3. Montrer que ¢ est croissante sur I'intervalle |1 ; va| et décroissante sur [Va ; +oo|

Partie C

In(e?*-1)
ex

On définit la fonction f sur 10 ; +oo| par.: f(x) =
1. Vérifier que pourtout x € 10 ; +oo[ f(x) = @(e¥)
2. En déduire :

a) La limite de f lorsque x tend vers 0
b) La‘limite de f lorsque x tend vers +oo
c) Le'sens de.variation de f sur 10 ; +oo| et que f admet un maximum en In (\a)

3. Montrer.que pour tout x € 10 ; +oo[; f(x) < Z—f
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Probléme N°34 : ENSTP 2024

Partie A

1) Résoudre I'équation différentielle : y"' + 2y' +y =0
2) Déterminer la solution particuliere u, sachant que u(0) = 1etu’'(0) =0

Partie B

Soit f, la fonction numérique de la variable réelle x définie par :

(x+1)e™ six<0
—2x+xlnx six <0

fe =1,

On désigne par (C) la courbe représentative de f dans le repére orthonormé (0,1,.J) du plan
d’unité graphique : 2 cm

3) Préciser I'ensemble de définition de f.

4) Etudier la continuité et la dérivabilité de f en x = 0

5) Etudier les variations de f. On dressera un tableau de variation de f

6) Pour x < 0, déterminer les coordonnées du point d’intersection de la courbe (C) avec
I'axe des abscisses et écrire une équation cartésienne de la tangente (T) a (C) en ce
point.

7) Démontrer que I’équation f(x) = 0 admet unewniguesolution @ € 16 ; 7[. On ne
demande pas de calculer «.

8)
a) Etudier les branches infinies a (C)
b) Tracer la courbe (C) de f et la droite (T).

Probléme N°35 :

Partie A

Soit f la fonction définie sur.IR par:f(x) = %xze"". On note C la courbe représentative de f

dans un plan P rapporté.a un repére orthogonal (0 ; 1; ). Unité graphique 1 cm sur Ox et 10
cm sur Oy:

1-a. Déterminer la limite de f en —co.

—x12
b. Déterminer la limite de f en +oo (on pourra noter que f(x) = 2 E eT] )

2-a. Expliciter la dérivée de f” de f et étudier le signe de f’(x).
b. Etudier les variations de f

c. Construire la courbe C de f dans le plan
3- On considere la fonction F définie sur [0 ; +oo [ par: F(x) = foxf(t)dt

a. Utiliser une intégration par parties pour calculer : 1(x) = f Ox te~tdt
b. Montrer en utilisant 3-a.) et une nouvelle intégration par parties que :
2
Flx)=1—e7t(1 +x+x;)

c. Montrer que F est une fonction strictement croissante telle que 0 < F(x) <1 V x.
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d. Montrer en utilisant 1-b), que F admet en +oo une limite que I'on déterminera. En
déduire que I’équation F(x)=c, avec 0 < ¢ < 1 admet une solution et une seule
dans [0 ; +oo [.

Partie B

Dans cette partie, on se propose de résoudre I’équation F(x)=0,95. Pour cela, on introduit la

fonction auxiliaire : g(x) = In(1 + x + x?) +1n20

1- Montrer que l'unique réel a tel que F(a)=0,95 est aussi I’'unique solution de

g(x) = x.
2- Montrer que g est une fonction strictement croissante sur IR. En déduire que I'image
de g([5;10]) est inclus dans [5 ; 10]
3- a. Justifier que |g'(x)| < épour tout x dans [5 ; 10]
b. En déduire que |g(v) — g(w)| < élv —u|Vx €[5;10]
¢. Montrer que @ x € [5;10]
o : . e U,=5
4- On considere la suite (U,,) de nombre dans l'intervalle [5;10] définie par : .
Uns1 = 9g(Uy)

5

a. Utiliser 3-c°) pour montrer par récurrence sur n que U, — a| < m

b. Déterminer ny, tel que |U,, — a| <1072

c. Donner une valeur décimale approchée a 10~2 pres de a.

Probléme N°36 :

f est la fonction définie sur IR par :f (%) = x = i (x+1e™™*

C est sa courbe représentative dans un repére orthonormal (0 ; T; ), (on prendra sur chaque
axe 3 cm comme unité)

Partie A
1. a) Calculer pour tout réel x, f'(x)et f'" (x).
b) Déduire les variations de f’.

c) Démontrer que.l’équation f'(x) = 0 a une unique solution < dans IR. Donner une valeur
approchée de' e« & 1072 prés.

2. a) Déduire de la question précédente, les variations de f et dresser son tableau de
variations.

b) Démontrer que la droite (A):y = x est asymptote a C. Etudier les positions relatives de
(A) etC

Partie B

On définit la suite (Uy) par U,, = 0 et pour tout entier naturel n, U, = f(U,)
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1. En utilisant la représentation graphique de la question de la partie A 2. c). Que
pouvez-vous conjecturer concernant le sens de variation et la convergence de la suite

(Un) ?

2. a) Démontrer que pourtoutn>1, —1<U, <O.
b) Démontrer que la suite (U,,) est décroissante. Puis déduire que cette suite a une
limite | (que I'on ne demande pas de calculer)

3. a) Démontrer que pour tout entier natureln,on : 0 < U1 +1< %(Un +1)

n
b) Déduire pour tout entiernque : 0 < Upy 1 +1 < G) .

Quelle est la limite de la suite (U,,)?

Probléme N°37 :

Partie A
Soit h la fonction définie sur |—oo ; O] par: h(x) = 2In (—x)
1) Etudier le sens de variation de h et dresser son tableau de variation.
2) Calculer h(—1) et déduire le signe de h sur |—oo ; 0]
Partie B
—2x+ 1+ 2xIn|x|; six <0
(x+2)e™*—1; six=0
On désigne par (C) la courbe représentative de la fonction f dans le plan rapporté a un
repére orthonormal (0 ; t; J) d’unité graphique 1.cm.

Soit la fonction f définie sur IR par :f (x) = {

1) Calculer les limites de f en —eo et +oo. Calculer la limite de la fonction x — % en

—oo et interpréter graphiquement le.résultat.
2) Etudier la continuitéde f en 0.
3) Etudier la dérivabilité de f en 0 et en'déduire que la courbe (C) admet deux demi-
tangentes au point d’abscisse 0 dont on précisera les équations.
4) Calculer lafonction dérivée f'(x) (on pourra exprimer f'(x) en fonction de h(x) sur
|—o0;0]).
5) En.déduire le sens de variations de f et dresser son tableau de variation.
6) Montrer que I’équation f (x) =0 admet deux solutions « et [ tels que: 1 < a <
S et—4<f < -3,
7). Construire-la courbe (C).
8) Soit A un nombre réel positif inférieur ou égal a 1.
a) Alaide d’une intégration par parties ; calculer en cm? I'aire de la partie du plan
A<x<1
0<sy<f(x)
b) Calculer la limite de A(A) en O.
Partie C
Soit g la restriction de f a l'intervalle | —oo; —1]
1) Montrer que la fonction g admet une fonction réciproque g1 sur]—oo0; —1]
2) Dresser le tableau de variation de g~*
3) Tracer la courbe (C’) de la fonction g~1.

définie par :{
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Probabilités

Enigme N°1 :

8 athletes parmi lesquels Chérif, s’alignent pour la finale de 100 m des jeux olympiques.
Sachant qu’il n’y a pas d’ex aequo.

1. Quel est le nombre de podiums possibles ?

2. Quel est le nombre de podiums dans lesquels

a) Chérif est premier ?

b) Figure Chérif ?

Enigme N°2 :

Dans un jeu de 32 cartes, combien de « mains » de 5 cartes peut-on avoir comportant :
1) Exactement 2 valets ? 2) 3 carreaux ?

3) Plus de 2 dames ? 4) Au moins un roi ?

Enigme N°3 :

On tire au hasard une carte dans un jeu de 32 cartes. Calculerlaprobabilité d’obtenir :
1) le roi de tréfle. 2) un roi.

3) un tréfle. 4) un roi ou.un tréfle. 5) ni roi, ni tréfle

Enigme N°4 :

Une urne contient 5 boules rouges (BR), 3 boules blanches (BB) et 2 boules noires (BN).
A. On tire simultanément 3 boules de l’urne.
1. Quel est le nombre de tirages possibles ?
2. Quel est le nombre de tirages comportant :
a)3BR ? b) 3BN 2 c)2BBet1BN? d)2BB? e) Au moins 1BB ?
f) des boules de méme couleur ?
g) des boules tricolores ?
B. On tire successivement sans remise 3 boules de I'urne.
1. Quel est le nombre de tirages possibles ?
2. Quel est le nombre de tirages comportant :
a)3BR ? b) 3BN ? ¢) 2BB suivies d’'une BN ? d) 2BB et 1BN ? e) 2BB ?
f) au moins 1BB ?
C. On tire successivement avec remise 3 boules de I'urne. Répondre aux mémes questions que
dans (B)

Enigme N°5 :
Un sac contient 5 jetons verts numérotés de 1 a 5 et 4 jetons rouges numérotés de 1 a 4.

1) On tire successivement et au hasard 3 jetons du sac sans remise du jeton tiré.
Calculer la probabilité :
a) De ne tirer que 3 jetons verts b) De ne tirer aucun jeton vert
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c) De tirer au plus 2 jetons verts d) De tirer exactement 1 jeton vert.
2) On tire simultanément et au hasard 3 jetons du sac.

Déterminer la probabilité :

a) De ne tirer que 3 jetons verts b) De ne tirer aucun jeton vert
c) De tirer au plus 2 jetons verts d) De tirer exactement 1 jeton vert.
Enigme N°6 :

Une urne contient 10 boules : cing blanches numérotées 1, 1, 1, 2, 4. Trois noires numérotées
1, 3, 5 et deux rouges numérotées 6, 6.

1) On tire simultanément deux boules de I'urne :
a) Calculer la probabilité des événements suivants :

A : les deux boules ont la méme couleur
B : les deux boules sont de couleurs différentes
C: les deux boules portent le méme numéro

b) Sachant que les deux boules ont la méme couleur calculer la probabilité qu’elles portent le
méme numéro.

c) Les événements A et C sont-ils indépendants ?

2) On suppose maintenant que chaque boule tirée portant un numéro impair fait gagner 5F
et 10F dans le cas du numéro pair.

a) Déterminer la loi de probabilité de la.variable.aléatoire X associée a ce tirage.

b) Calculer I'espérance mathématique E(X) de la variable aléatoire X

Enigme N°7 :

Soient deux urnes U, et U, contenant des boules indiscernables au toucher. L’urne U,
contient trois boules blanches et.cing boules noires, L’urne U, contient deux boules blanches
et trois boules noires.

On tire une boule de I'urne U, puis une boule de I'urne U,.

1) Déterminer la probabilité pour que les deux boules tirées soient noires.
2) On considere.I’événement :

A : les deux boules tirées sont de couleurs différentes
Déterminer P(A) la probabilité de réaliser I'événement A

3) Sachant que les deux boules tirées sont de couleurs différentes, déterminer la probabilité
pour que la boule noire provienne de I'urne Uj.

Enigme N°8 :

On considére une urne qui contient n boules noires et trois boules blanches avec n un entier
naturel non nul. On extrait simultanément deux boules de I'urne a savoir que les boules sont
totalement indiscernables au toucher et que tous les tirages sont équiprobables.
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On désigne par X la variable aléatoire qui associe a chaque tirage le nombre de boules
blanches obtenues.

1.a) Déterminer en fonction de I’entier naturel n I’expression de la variable aléatoire X

b) Exprimer I'espérance mathématique E(X) ainsi que la variance V(X) en fonction de I’entier
naturel n.

c) Résoudre dans IN I’'équation P(X=0) =P(X=2)

2. On suppose maintenant que n=3; on procede a trois tirages consécutifs de deux boules, les
deux boules étant remises aprés chaque tirage.

Sachant que les tirages sont indépendants calculer la probabilité de titrer une fois et une
seule deux boules blanches.

Enigme N°9 :

Une usine fabrique des ampoules électriques a I'aide de troisimachines A, B'et C. La machine
A assure 20% de la production et 5% des ampoules de A sont défectueuses. La machine B
assure 30% de la production et 4% des ampoules de B.sont défectueuses. La machine C
assure 50% de la production et 1%des ampoules produites par C sont défectueuses.

1°0On choisit au hasard une ampoule. Calculer les probabilités::

a) Pour que I'ampoule soit défectueuse et produite par.A

b) Pour que I'ampoule soit défectueuse et produite par B

c) Pour que I'ampoule soit défectueuse et produite par C

d) En déduire la probabilité pour qu’une ampoule prise au hasard soit défectueuse.
2° On choisit au hasard une ampoule. Elle est défectueuse.

Calculer la probabilité pour.que cette ampoule :

i) Provienne.de la machine A
ii) Provienne de la. machine B
iii) Provienne de la machine C.

Enigme N°10 :
On considére I’équation du second degré :
(E): x*+yx+ L =0
Les coefficients y et 8 sont I'un des entiers naturels 1, 2, 3, 4, 5 et 6.

Le coefficient y est déterminé par un premier jet de dé parfait dont les faces sont numérotées
de 1 a 6 et ont toutes la méme probabilité d’apparaitre

Le coefficient 8 est déterminé par un deuxiéme jet de ce méme dé.
Déterminer la probabilité des événements suivants :
i) L’équation (E) admet deux racines réelles distinctes
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i) L’équation (E) admet deux racines réelles confondues

iii) L’équation (E) admet deux racines complexes conjuguées.

Enigme N°11 :

On dispose de 2 urnes U; et U,. U, Contient 4 boules blanches et 1 boule noire. U, Contient 2
boules blanches et 3 boules noires. On choisit une urne au hasard, puis une boule dans I'urne
choisie. 1.
Quelle est la probabilité de tirer une boule noire :

a) sachant que l'urne choisie est U, ?

b) sachant que I'urne choisie est U, ?

2. En déduire la probabilité de tirer une boule noire.

Enigme N°12 :

On jette deux dés ayant la forme d’un tétraédre régulier dont les faces sont numérotées de 1
a 4. On note X la somme des numéros obtenus.

1. a) Déterminer la loi de probabilité de X.

b) Représenter la loi de probabilité de X.

2. a) Définir F la fonction de répartition de X.

b) Représenter F.

Enigme N°13 :

Pour prévenir I’extension d’une certaine maladie, on vaccine 60% d’une population a risque.
Le vaccin n’étant pas totalement infaillible, 10% des personnes vaccinées attrapent la
maladie. En revanche 30% des individus non vaccinés ne sont pas malades.

1. On choisit une personne aurhasard. Quelle est la probabilité :

i) qu’elle soit malade sachant qu’elle est vaccinée ?

ii) qu’elle soit malade et vacciné ?

i) qu’elle contracte la maladie ?

2. Calculer la probabilité qu’unvindividu bien portant soit vacciné.

Enigme N°14 : (Bac)

Une urne contient 6 jetons numérotés de 1 a 6. Lorsqu’on tire au hasard un jeton de I'urne,
on'note pi, i €{1, 2, 3, 4, 5, 6} la probabilité de tirer le jeton numéroté i. On suppose que les
probabilités p1, p2, p3, p4, p5 et p6 sont dans cet ordre en progression arithmétique de
raison %.

1. a) Montrer que p1=% .

b) En déduire p2, p3, p4, p5 et pé6.

2. On tire 3 fois de suite et avec remise un jeton de cette urne et on désigne par X la variable
aléatoire égale au nombre de jetons portant un numeéro pair.

a) Déterminer la loi de probabilité de X.

b) Déterminer I'espérance mathématique de X puis son écart-type.

3. Un joueur tire simultanément 2 jetons et note S la valeur absolue de la différence des
numeéros que portent les deux jetons tirés.

a) Déterminer la loi de probabilité de S.

b) On gagne a ce jeu lorsque S = 4. Déterminer la probabilité de gagner.
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Enigme N°15 : (Bac)

1. On considere Q I'univers associé a une expérience aléatoire, A et B deux événements. Dans
le cas d’équiprobabilité rappeler les probabilités des événements suivants : A, A sachant B,
ANB et (AnB)UANB,).

1. Une société de distribution d’électricité ayant une production insuffisante en électricité
pour assurer une alimentation continue dans tout le pays, procéde a des délestages. Ainsi a
partir d’un certain jour les délestages ont débuté dans une ville Ndjamena a un rythme décrit
comme suit :

- Le premier jour la ville est délestée.

- Si la ville est délestée un jour, la probabilité qu’elle soit délestée le jour suivant est 5

- Si elle n’est pas délestée un jour, la probabilité qu’elle soit délestée le jour suivant est %‘

On désigne par D,, 'événement « La ville est délestée le n-iéme jour » et P, la probabilité de
I’événement D,, ; B, = P(D,,).

1. Montrer les égalités suivantes : P(D,))=1; P(Dy.+1/Dn)=2/9,;% P(Dyys1/D,)=5/6.
2. Exprimer pn+1 en fonction de P(D,., N D,,) et P(D,,+1 N D, ).

3. En déduire que V72 € N*, ona P, 1 = —i—; P, +§ .
4. On pose Un = 6P, - %, pour n € N,

a) Montrer que la suite ({/72) est géométrique. Préciser sa.raison et son premier terme.

b) Exprimer Un puis p,, en fonction de n.

¢) Un match de football doit se jouer le 20ieme jour. Quelle est la probabilité pour que les
habitants de la ville le suivent sans délestage.

Enigme N°16 : (Bac)

Un tiroir contient péle-méle, 5 paires de chaussures noires, 3 paires de chaussures vertes et 2
paires de chaussures rouges. Toutes les paires de chaussures sont de modeéles différents,
mais indiscernables au toucher.

1. On tire simultanément 2.chaussures au hasard et 'on admet I’équiprobabilité des tirages.
a) Calculer la probabilité de I'evénement A : « tirer 2 chaussures de la méme couleur ».

b) Calculer la probabilité de I'événement B : « tirer un pied gauche et un pied droit »

c) Montrer que la probabilité de I’événement C : « tirer les deux chaussures d’'un méme
modeéle »est 1/19

2. Onne conserve:plus dans le tiroir qu’une paire de chaussures noires et une paire de
chaussures rouges. On tire successivement et sans remise une chaussure du tiroir jusqu’a ce
que le tiroir soit vide. On note X la variable aléatoire égale au rang d’apparition de la
deuxiéme chaussure noire.

a) Justifier que X prend les valeurs 2, 3, 4.
b) Montrer que la loi de probabilité de X est : P(X = 2) =%; P(X=3)= %; P(X=4) =%
c¢) Calculer son espérance mathématique et son écart-type.
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Enigme N°17 :
Un sac contient 5 jetons verts numérotés de 1 a 5 et 4 jetons rouges numérotés de 1 a 4.

1) On tire successivement et au hasard 3 jetons du sac sans remise du jeton tiré.
Calculer la probabilité :

a) De ne tirer que 3 jetons verts

b) De ne tirer aucun jeton vert

c) De tirer au plus 2 jetons verts

d) De tirer exactement 1 jeton vert.

2) On tire simultanément et au hasard 3 jetons du sac.
Déterminer la probabilité :

a) De ne tirer que 3 jetons verts

b) De ne tirer aucun jeton vert

c) De tirer au plus 2 jetons verts

d) De tirer exactement 1 jeton vert.

Enigme N°18 :

On considére n un entier naturel quelconque. Soit une urne qui contient n boules (n =5) dont
trois sont blanches. Les autres sont noires. Linamamou tire simultanément deux boules de
I'urne On suppose que tous les tirages des deux boules'sont équiprobables.

1) Démontrer que la probabilité d’avoir deux boules blanches est de (n26_n).

2) Soit le jeu suivant : On gagne 300F si les deux boules tirées sont noires ; on perd 100F si
elles sont blanches ; on ne gagne rien-et on ne perd rien si elles sont de couleurs différentes.
Soit X la variable aléatoire associée au gain algébrique de Linamamou.

i) Déterminer la loi de probabilité de X en fonction de n.
ii) Calculer I'espérance mathématique de X

iii) Déterminer le nombre.de boules que doit contenir I'urne si E(X)= 0.
Quelle est alors la variance de X ?

Enigme N°19 :

Soit dans C 'équation : (E) : Z? — (1 —i + e'*)Z + (1 — i)e'@

o est un nombre r el de I'intervalle ]O; %[

1. Développer I'expression A=(e'* — 1 + i)? et résoudre dans I'équation (E).

2. Soit I'application f, du plan complexe dans lui-méme qui a tout point M d’affixe Z fait
correspondre le point M’ d’affixe Z’ tel que : Z' = (1 —i)Z + '@

a) Déterminer les coordonnées du point invariant w de I'application f, en fonction du réel a
b) Démontrer que quand a décrit] 0; g[ w décrit un ensemble a préciser.

. . 1 . -
c. Déterminer la valeur ay pour laquelle w admet — - comme ordonnée et caractériser f. .
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3. Une urne contient cinq jetons portant respectivement : —1,—cos a,cos a,1 et 1.
On désigne par X la variable aléatoire qui a tout tirage simultané au hasard associe le produit
des nombres inscrits sur les jetons.

i) Déterminer la loi de probabilité de X.
ii) Déterminer la valeur de o pour laquelle E(X) =0,15.

Enigme N°20 :

Ursula lance simultanément deux dés cubiques équilibrés dont les faces portent le chiffre 1, 2,
3,4, 5et6.

On dit qu’elle obtient un « double » si les chiffres portés par les deux dés sont identiques.
A chaque lancer elle gagne 500F si elle fait « un double » et perd 100F dans le cas contraire.
1. Elle lance une fois les deux dés. Déterminer la probabilité qu’elle gagne

2. Les deux dés sont lancés trois fois. On associe au gain algébrique de Marie une variable
aléatoire notée X.

a. Quelles sont les valeurs prises par X ?

b. Déterminer la loi de probabilité de X.

3. Ursula lance n fois les deux dés avec naun entier naturel.
On note A,, I'événement « ne jamais faire un double » et

B,, I'événement « faire au moins un.double »
a. Exprimer P(A,,) et P(B,)enfonction de n

b. Pour quelle valeur de n peut-on avoir: P(A,) = g

Enigme N°21 :

Dans une classe d’un lycée 20 éléves étudient le Francgais, 12 étudient la Géographie et 9
étudient Histoire. 12 éléves étudient uniquement le Frangais ,4 étudient uniquement Histoire
et 5 étudient uniquement Géographie.

Chaque éleve étudie au moins une des trois matiéres mais aucun éléve n’étudie les trois
1. Combien y a-t-il d’éléves dans la classe ?

2. Si un éleve de la classe est sélectionné au hasard, déterminer la probabilité pour qu’il
étudie :

i) Histoire et Géographie ensemble.
2i) Exactement deux matiéres.

3. Si un éleve est sélectionné au hasard dans la liste de ceux qui n’étudient pas le Frangais,
déterminer la probabilité pour que la personne choisie étudie :

i) Histoire et Géographie ensemble. ii) Uniquement Géographie
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Enigme N°22 : (06 points)

Un arrondissement de m habitants compte 48% d’hommes. Des études statistiques montrent
que : 4% des hommes et 7% des femmes sont atteints de paludisme. On choisit un individu au
hasard parmi ces habitants. Calculer la probabilité pour qu’il soit :

a) un homme atteint de paludisme. (01pt)
b) une femme atteinte de paludisme. (01pt)
c) une personne atteinte de paludisme. (01pt)
d) un homme non atteint de paludisme. (01pt)
e) un homme sachant qu’il est atteint de paludisme. (01pt)

Enigme N°23 : (05 points)

Dans un jeu, on dispose d’une urne contenant 3 boules vertes et 2 boules blanches et.d’un dé
parfaitement équilibré dont les faces sont numérotées de 1 a 6. Une partie consiste pour un
joueur a prélever au hasard une boule de I'urne ;

- Si la boule tirée est blanche, il lance le dé et gagne la partiesi'le numéro obtenu est inférieur
ou égal a 4.

- Si la boule tirée est verte, il lance et gagne la partie si le numéro obtenu est pair.

On consideére les événements B : « le joueur tire une-boule blanche » et G : « le joueur gagne
la partie ».

1. Calculer la probabilité que le joueur tire une boule blanche.

(01pt)

2. Montrer que la probabilité de gagner la partie est 17/30. (02pts)

3. Le joueur gagne la partie, quelle estla probabilité qu’il ait tiré une boule blanche ?

(02pts)

Enigme N°24 :

Un jeu suivant consiste a faire tourner la roue et a considérer le nombre et la couleur de la
case sur laquelle elle s’arréte.

Déterminer la probabilité des événements suivants :

1) Evénement A : « le nombre obtenu est 6»

2) Evénement B : « on obtient case grise »

3) Evénement C : « le nombre obtenu est supérieur ou égal a 8»

4) Evénement D :« le nombre est pair sur une case grise»

5) Evénement E :« le nombre obtenu est impair et la case est blanche»
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Enigme N°25 :

Une université propose aux étudiants trois orientations et trois seulement. Une filiére A, une
filiere B et une filiere C.

Chaque étudiant de I'université est inscrit dans une université de trois filiéres et une seule.

>
>

Les effectifs de la filiere A sont double de la filiere B
Les effectifs de filiere B sont le triple de la filiere C

On sait de plus que :

>
>
>

20% des étudiants de la filiére A sont des filles ;
30% des étudiants de la filiére B sont des filles ;
40% de étudiants de la filiere C sont des filles.

On choisit au hasard un étudiant de cette université :

On note A I’événement « I’étudiant est inscrit dans la filiere A’ »
On note B I’évenement « I’étudiant est inscrit dans la filiere B »

On note C I’événement « I’étudiant est inscrit dans la filiere C »

On note F I’évenement « I’étudiant est une fille ».

1) Calculer les probabilités des événements A, B et.C.

2) Calculer la probabilité que I’étudiant soit inscrit dans la filiére A et soit une fille.

3) Calculer la probabilité de I’événement F.

4) L’étudiant, choisi est une fille. Calculer la probabilité qu’il soit inscrit dans la filiere A.

5) L’étudiant, choisi aushasard, n’est pas inscrit dans la filiére A. Calculer la probabilité
que ce soit une fille.

6) On prend 5 étudiants. On désigne par X la variable aléatoire donnant le nombre de

filles parmiles 5 étudiants. Déterminer la loi de probabilité de X.

Enigme N°26 :

Le sujet du concours d’entrée dans une grande école est noté sur 20 points. Il comporte 5
questions a choix multiples. Pour un candidat donné, on attribue 4 points pour chaque
réponse juste et zéro point pour chaque question non traitée ou a réponse fausse.

On admet que lorsqu’un candidat répond au hasard a une question, la probabilité de donner

. o 1
une reponse juste est Z

1)

2)

a)
b)

c)

Soit k le nombre exact de réponses justes données par un candidat a ce concours.
Exprimer en fonction de k, la note globale N de ce candidat.

Soit X la variable aléatoire égale au nombre de réponses justes obtenues par un
candidat qui a répondu a chacune des 5 questions.

Déterminer les valeurs possibles de X.
45

Démontrer que : P(X = 3) = =P

Justifier que la probabilité pour que le candidat ait une note globale supérieure a 10

53
est:—.
512
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Enigme N°27 :

On lance un dé tétraédrique dont les quatre faces portent les nombres 1, 2, 3 et 4. On
s’intéresse au nombre porté par la face cachée.

Pour k € {1,2,3,4}; on note Py la probabilité d’obtenir le nombre k sur la surface cachée.
Le dé est déséquilibré de telle sorte que les nombres Py, P,, P; et P, dans ce d’ordre forment
une progression arithmétique.

1) Sachant que P, = 0,4, Montrer que P, = 0,1; P, = 0,2 et P; = 0,3

2) On lance le dé trois (3) fois de suite. On suppose que les lancers sont deux a deux
indépendants

a) Quelle est la probabilité d’obtenir dans I'ordre les nombres 1, 2, 4 ?

b) Quelle est la probabilité d’obtenir trois nombres distincts rangés dans I"ordre
croissant ?

3) On lance dix (10) fois de suite le dé. On suppose les lancers deux a deux.indépendants.
On note X la variable aléatoire qui décompte le nombre de fois ou le chiffre 4 est
obtenu.

a) Pour 0 < i < 10, exprimer en fonction de i la probabilité de I'évéenement (X = i)

b) Calculer I'espérance mathématique de X..Interpréter.le résultat obtenu.

c¢) Calculer la probabilité de I’événement (X = 1). On donnera une valeur arrondie
au millieme

4) On lance n fois le dé, les lancers étant supposés.indépendants. On note U,, la
probabilité d’obtenir pour la premiere fois le nombre 4 au n-iéme lancer.

a) Montrer que (U,) est une suite géométrique et qu’elle converge

b) Calculer S,, = U; + U, +.--- + Uy .en fonction de n puis étudier la convergence de
la suite (S,,)

c) Déterminer le plus petit entier n tel que S,, = 0,999

NB : On donne (0,6)* ~0,000604 ; In(0,001) ~ —6,90; In(0,6) ~ —0,51

Enigme N°28 :
Une urne contient dix boules : quatre (4) rouges et six (6) blanches.

1). On extrait simultanément trois boules de I'urne. Soit X la variable aléatoire qui prend
pour valeur le nombre de boules rouges extraites. Déterminer la loi de probabilité de
X et calculer I'espérance E(X) de X.
2) Onrépete n fois I'épreuve précédentes ; aprés chaque tirage de trois boules rouges.
a) Onsupposen = 5. Calculer la probabilité que I’on obtienne exactement deux fois
un tirage de trois boules rouges.
b) On prend maintenant n = 2. On note S I'événement « le nombre total de boules
rouges obtenues apres les deux tirages est 3 ». Calculer la probabilité de S.

Enigme N°29 :

A, B et C sont des événement d’un espace probabilisable (2, p(2)). Ecrire les événements
suivants :

a) A et B se produisent ;
b) AetB et Cse produisent ;
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c) A se produit seul ;

d) A et B se produisent et non C;

e) Au moins deux de ces trois événements se produisent ;
f) Au moins I'un des 3 événements se produit ;

g) Aucun de ces 3 événements se produit.

Enigme N°30 :

On jette successivement et indépendamment sur une tableau horizontale deux (2) dés
tétraédriques dont les faces sont numérotées de 1 a 4. X étant le produit des nombres
obtenus.

1) Donner la loi de probabilité de X et son diagramme en batons.
2) Donner la fonction de répartition de X et sa courbe cumulative.

Enigme N°31 :

Un homme en possession de 10 clés dont une seule est la bonne essaie d’ouvrir une porte. On
suppose les clés indiscernables et les essaies aléatoire.

1) Il essaie les clés en remettant a chaque fois la clé essayée dans le trousseau. Quelle
est la probabilité d’ouvrir la porte au quatre essai seulement ?

2) Il pratique maintenant une autre méthode en mettant.la clé essayée de coté et a
continuer les essais avec les clés restantes. On désigne par X le nombre d’essais
nécessaires pour ouvrir la porte.

Déterminer la loi de probabilité de X, son espérance mathématique et sa variance.

Enigme N°32 :

On considere la variable aléatoire X dont la.loi de probabilité est donnée comme suit :

X = x; 1 2 3

e

1). Calculerla-valeur de a.

2) Calculer :
a) L’espérance mathématique de X
b) La variance de X.
c) L’écart-type de X.
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Les Suites Numériques

Exercice N°1 :

A tout entier naturel n est associé le réel U,, strictement positif, tel que :

In(U,) = (%) , avec In le logarithme népérien.

1°) Montrer que la suite de terme général In(U,,) est une suite arithmétique.
2°) Montrer que la suite (U,,) est une suite géométrique.

3°) Calculer la somme des dix premiers termes de la suite arithmétique et le produit des dix
premiers termes de la suite géométrique.

Exercice 2 :

Soit les suites (U,) et (V,,) définies par

U,
Up=1; Upyy =2
0 ’ n+1 Up+1

et V72=i
U

n

1. Calculer Uy; Uy; Vy et V.

2. Montrer que (V;,) est une suite arithmétique dont on.indiquera sa raison et son premier
terme.

3. Exprimer V,, en fonction de n, puis Uy.en fonction de n.

4. Exprimer en fonction de n, Sy=Vy+ Vi + V..

5. Etudier la convergence des'suites (Vy,), (Uy,) et (S;,)

Exercice 3 :

Soit (vy,) la suite numérique définie par :

Inlt I[n2 Inn
’Unz?+?‘“+? avec n=1
. Ink 1
1. Etablir que _ng k=1
2. Justifi ——<——— k>1
. Justifier que =T T*
3. Endéduin?quevnSZ—i nx=1

Vn

4. Démontrer que la suite v est convergente.
Exercice 4 :
On considére la suite (u,,) définie par :

uo =e
vne€lIN
{un+1 =VUn

On poseV n € IN; v, = lnu,
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1.a) Démontrer que (v,,) est une suite géométrique dont on déterminera la raison et le
premier terme.

b) Donner I'expression de v,, puis celle de u,, en fonction de n.
2.) Pour tout entier naturel n on pose :

Sn:U0+U1+"'+Un et anuOXulx---Xun

a) Montrer p,, = e*n

b) Exprimer s,, en fonction de n

c¢) En déduire I'expression de p,, en fonction de n
3) Calculer la limite de s, et p,

Exercice 5 :
Soit la suite (U,,) définie sur Npar Uy=4 et U,,,1=+/3U,, — 2.

1. Montrer par récurrence que la suite (Uy,) est minorée par 2.
2. Etudier la monotonie de la suite (U,,).
3. En déduire que cette suite converge vers un nombre réel dont.on déterminera sa valeur.

Exercice 6 :
Soit la fonction f définie par f(x) = %x +1

1. Représenter la courbe de f dans un repéere orthonormé.
UO = 2

Un+1 = (Un)’

Calculer Uy, U, et en déduire le sens devariation de (U,,).
VO = 3

Vi = f(Vn)

a) Représenter surl’axe.des abscisses du repére précédent les trois premiers termes de la
suite (V).

b) Démontrer.que la suite (V,,) est minorée par 2.

c) Etudier la monotonie de la suite (V;,).

d) Endéduire que (V) est convergente et calculer sa limite.

2. Soit la suite (U,,) définie par : {

3. Soit la suite (V;,) définie par : {

Exercice 7 :( Bac)
Soit la suite (U,,) définie par :
Uyp=3etU,y1 =+ U, +12 Pour tout entier naturel n.

1°) Montrer que pour toutn, 0 < U, < 4

|Un—4l

2°) a. Montrer que pour tout n,ona: |Uy,; — 4| < "

1
b. Montrer que pour tout n, 0 < |U, — 4| < e

c. Endéduire que la suite (U, )converge et trouver sa limite.
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Exercice 8 :

1.a) Etudier les variations de la fonction f définie par : f(x) = e** -1.
b) Démontrer que sur [-1; —% ] I’équation f(x) = x admet une solution unique y. c)
Montrer que pour tout x de l'intervalle [-1; —% L1 f(x)] s%.
UO ::_‘1
Uny1 = f(Un)

a) Démontrer par récurrence que pour tout n, - 1Is U, < -3/4

2. On considere la suite (Un), n € Ntelle que {

b) Montrer que pour toutn,ona: [ Uy, 1 —V | s%/ U, —v/

1
2n+1

c¢) En déduire que | U, —y|[ <

d) Etudier la convergence de la suite (Uy).

Exercice 9 :
On considere la suite numérique (Uy) ey défine par: u, =1 et uyy = Sun t 4

1. Calculer les quatre premiers termes de la suite (U, )nern-

2.0nposev, =u, —8

a) Montrer que la suite (vy,) est une suite géométrique.dont on précisera la raison et son
premier terme.

b) En déduire v,, puis u, en fonction den.

3. Etudier le sens de variation de la suite (u,,)

4. Quelle est la limite de la suite (u,)

5. Exprimer Sy, = vy + -+ + v, en fonction den. Quelle est la limite de Sy ,,?

6. Calculer la somme des 30 premiers.nombres entiers naturels.

Exercice 10 :

Soit (up)nern la suite numérique définie par :

Un

Juzn+1
1. Montrerque V n € IN,u,, > 0

Uy =1etupy, =

2. Etudier le sens de variation de la suite (uy,)

3. Calculer les 5 premiers termes de la suite (u,) et conjecturer une expression de u,, en
fonction de n.

4. Démontrer cette conjecture en utilisant u,, par un raisonnement par récurrence

5. Etudier la convergence de cette suite (u,,)

Exercice 11 :

1 1 , . .
D % w1 X > 0, étudier la convergence de la suite(u,,) pour tout

En utilisant

entier naturel non nul n, par u,, = Y1 S
’ n k=1 (k+1)
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Exercice 12 :

n
Soit a un réel strictement positif. On définit la suite (u,,) par u,, = (1 + %)

1. a) Démontrer que pour tout x positif on a :

X
H—xSln(1+x)Sx

b) En déduire que pour tout entier naturel non nulnona :

na
<lhu,<a
n+a
2. En déduire la limite de la suite (u,,).
Exercice 13 :
k
On considere la suite (U,) définie par : U, = ?:o% n €N

1) Montrer que la suite (Uy,) est croissante
2) Montrer par récurrence que pour tout entier k >3, kL. > 2 % 3%=2

3) Veérifier que la formule reste vraie pour tout entier naturel k. En déduire que la suite (Uy,)
est majorée

4) Montrer que (U,,) est convergente et majorer sa limite.
Exercice 14 :
1°) Montrer que les deux suites définies, pour tout n entier naturel non nul, par :

-1k _1 =Dk .
U, = i’;l% etv, = igll% Sont adjacentes.

n (D

2°) En déduire que la suite de.terme général wy, = ;.4 — est convergente.

Exercice 15 :
Soient.a et 8 deux réels tel que 0 < a < . On considere les suites (u,) et(vy,) définies par :
Uy = aetyy = et par larelation de réccurence ¥V n € IN,

N ) _ Uptvp
Un+1 = UnpVUn, Vp41 = 2

Montrer que les deux suites sont adjacentes, donc convergentes vers une limite (appelée
moyenne arithmético- géométrique des nombres a et 3

Exercice 16 :
O n définie une suite de points (M,,) d’affixe z,, par { 1+v3 nE€IN
n+1 — TZn

1°) Calculer z, en fonction de n.
2°) Pour tout entier n, calculer le rapport Z”Z“—_Z”
n+1
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3°) Démontrer que M,,M,,,; = kOM,, ou k est un réel positif a déterminer

4°) En déduire la nature du triangle OM,,M,, ;1

5°) Déterminer la limite de 1;, le module de z,, lorsque n tend vers plus infini. Quelle
interprétation géométrique peut-on en donner ?

Exercice 17 :

Soit (uy,) la suite définie par : u, = Y, (%)
' ont cout n de IN oy —__—3m72
ontrer que pour tout n de IN, Unq — Uy = Tom e s

2°) En déduire le sens de variation de la suite (u,)

3°) Etablir alors que la suite (u,) est convergente.

Exercice 18 :

On considere la suite (u,,) définie par uy = 1 et In(uy41) =4+ In(u,)

1°) Démontrer par récurrence que pour tout entier natureln, uy, =1

o) 2 . u
2°) Démontrer que pour tout entier naturel n, Z—“ ='e
n

3°) Exprimer u,, en fonction de n puis déterminer la limite de (u,,)
4°) On pose v,, = In(uy,)
a- Exprimer la somme Sy, = vy + -+ v, enfonction de n

b- En déduire I'expression de Py, =g X **+ X Uy
c- Etudier la limite de P ,,

Exercice 19 : (Bac blanc Lycée Ibnou Cina)
Iy = (an)ZO
Z, =6+106
a4 = 143 ny (—1+\/§)

4 4

On considere la suite (Z,,) définie pour tout n € IN par:

1°) Exprimer Z; et a? sous forme algébrique et sous forme trigonométrique.

2°).Exprimer.Z5 et Z en fonction de Z, et a? et en déduire I'expression de Z3 et Z, sous
forme trigonométrique.

3°) On pose |Z,,| = 1, pour tout n€ IN

ND) n+1

2

b- En déduire que la suite (1;) est une suite géométrique dont on précisera la raison et le
premier terme

c- Déterminer la limite de la suite (1;,) et interpréter géométriquement le résultat obtenu.

a- MontrerqueV n € IN,r, = 12(
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Exercice 20 : (Concours EAMAC)

Uu,=1
Soit la suite (U,,) définie sur IN* par: { n_ nUp+4
Un+1 T on+1

1°) a-Calculer les quatre premiers termes de la suite (Uy,).
b- La suite (U,,) est-elle arithmétique ? Géométrique ?
2°) On consideére la suite (V},) définie par : V,, = nU,
a- Montrer que la suite (V,,) est arithmétique en donnant sa raison et son premier terme.

b- Donner I’expression de V,, fonction de n.
c- En déduire I'expression de U,, en fonction de n, puis retrouver ses quatre premiers
termes

3°) Montrer que la suite (Uy,) est strictement monotone et bornée.
4°) a- Calculer S, =V, +V, + -+ 1,

b- La suite (V,) est-elle convergente ?
Exercice 21 :

1 n

Soit (uy,) la suite définie pour tout entier naturel nonn nul npar u, = (1 + Z)

1) a)Déterminer lim Inu,.

X—+00
b) En déduire lim u,.
X—+00

2) a) Montrer que pour tout x > O,ﬁ <ln(x+1) <x

b) En déduire que pour.tout entier naturel non nuln, on a : ,# < In(u,) < 1; puis que

1
U, <e< (1 +;)un.
d)' En utilisant cet encadrement pour n =5000, retrouver une valeur approchée de e.

Exercice 22 :

2
. . s . s . . u
Soit (u,) la suite numérique définie par son premier terme (uy = 2) et U4, = T”Zu
- n
-1+u
On pose vy, = — ~ etw, = lnv,

n

1) Montrer par récurrence que la suite (u,,) est minorée par 1.

2) Montrer que la suite (wy,) est une suite géométrique dont précisera la raison et son
premier terme.

3) Exprimer wy, v, puis u,, en fonction de n.

4) Déterminer :

a) La limite de u,, quand n tend vers +
b) Lasomme S, =wy+w; + -+ w,_4
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c) Leproduit P, = vy X v; X .. X V4
d) La limite de S, quand n tend vers +oo
e) Lalimite de P, quand n tend vers +o

Exercice 23 :
Soit (uy,) la suite numérique définie par son premier terme uy = 2 et Uy, = JUnt 2.
On pose v, = ku, + 3; k € IR”

1) Calculer les quatre premiers termes de la suite (uy)
2)
a) Déterminer le réel k pour que la suite (v,,) soit une suite géométrique dont on
précisera la raison et son premier terme.
b) Exprimer v, puis u, en fonction de n.
c) Calculer la limite de u,,.
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Calcul intégral

Exercice 1 :

x+1

1 9 1 2 1
Calculer : a) [j ——dx b}/, mdx ) J; rdx

Exercice 2 :
Calculer : f_zzlx + 1|dx

Exercice 3 :

1

o 0 o — _—dt_
1°) Calculer [~ (|12x + 1| = 2|x + 1) dx  2°) Encadrer I = |2 (31205 1)

Exercice 4 :

Soit la fonction f définie par : f (x) = cos*x + sin’x
1) Linéariser f(x).

2) En déduire la primitive de f qui s’annule en g

Exercice 5 :

On pose I = f;fxzcoszxdx et | = f;ztxzsinzxdx.
1) Calculer I+J

2) Calculer a I'aide d’une intégration par parties I-J.
3) En déduire les valeurs de | et.de J.

Exercice 6 :

1=x et (C) sa courbe.

Soit f la fonction définie par f (x) = xe
1) Etudier f et tracer sa courbe (C)

2) Utiliser une intégration par parties pour calculer I, = f 01 f(x)dx. Quelle est
I'interprétation géométrique de I, ?

1
3) Pour toutn = 1,on pose I, = fo x"el™ dx
i) Montrer que ¥ x € [0; 1] ona x™ < x"el™ < x"e
i) En déduire que — < I, < ﬁ et étudier la convergence de la suite (I,,)

iii) Utiliser une intégration par parties pour montrerqueVn > 1onal,., = (n+ 1)1, — 1
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Exercice 7 :
1) Etant donné r > 0, calculer I = f_rr Vr2 —x?dx

(Indication : reconnaitre en la courbe sur [—r; 1] de — /72 — x?* une partie d’une courbe trés
connue)

1+v3
2) Déduire du calcul de | celuide : ] = [, 2= \/1+ 2t — 2t*dt

2

(Indication : écrire 1+2t-2t? sous forme canonique et faire un changement de variable affine).

Exercice 8 :
i (_1)k+1
On pose pour tout entier naturel non nul, U, = Y1, —
1) Montrer que pour tout x de [0 ; 1]
1 X
1—x+x%+-+ (D" k"t = NN (=1)"1+%

2) En déduire que U,, = In2 + (—1)"*! f;%nxdx
3) Déterminer la limite de la suite (Uy,).

Exercice 9 :

Soit (I,) une suite définie par : I = fol x™/1 — xdx

1) A l'aide d’une intégrationpar parties, trouver une relation de récurrence entre I, et I,
2) Calculer I,

3) En déduire I,

Exercice 10 : un encadrement de

Soit (I,) la suite définie par : I,, = |, 0” sin™xdx

1) Calculer i, et I,

2) Sans calculer I,, démontrer que la suite (I,,) est décroissante

n+1
o

3) A I'aide d’une intégration par parties, démontrer que : ¥V n € IN I,,,1 = e

4) i- Calculer : 1q , 1, et 114

217 216

ii-En déduire que : ——— < <
q 34x72x11 — = T 34x7x7?2
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Exercice 11 :

dx n €IN

Soit (I,) la suite numérique définie par : I, = | 01 xn1+1
1) Calculer 1 et I,

2) Montrer que la suite (1,,) est croissante

3) Montrer que la suite (1) est majorée

4) En déduire la convergence de la suite (I,)
1

5) Montrer que 1 — — <I,<1

6) En déduire la limite de la suite (1)

Exercice 12 :

fest la fonction définie sur [1;+oo[ par: f(x) = In (x +Vx? — 1)

1°) Calculer f'(x).
2°) Calculer I = fé%

3°) Onpose | = fjﬁ Vx2 — 1dx. A l'aide d’une intégration par parties exprimer | +Jen

fonction de J et déduisez la valeur de J
Exercice 13 :

f(x) =%2(lnx—§) six>0
f(0)=0 six=0

On consideére la fonction définie par:

1°) a. Déterminer le domaine de définition de f.
£Q0)
X

La fonction f est-elle dérivable:en O ?

2°) a. Etudier le sens de variations de la fonction f.

b. Déterminer lalimite def en + co.

3°) Démontrer que I’équation f(x)=0 admet une solution unique dans l'intervalle [e ; +oo[
4°) Soit (T) la tangente a la courbe (C) de f au point d’abscisse 1. Déterminer une équation de
(7).

5°) Tracer la courbe (C) et la droite (T) dans un repére orthonormé.

6°) On considere un réel a de l'intervalle |0 ; e] ; et on pose :

I(@) = [ f(x)dx

a. Calculer I1(a) pour a € 10 ; e].

b. Déterminer la limite de I(a) quand o tend vers O

c. En déduire I'aire de la partie du plan limité par la courbe (C), I'axe des abscisses et les
droites d’équations respectives x=0 et x=e.

b. Déterminer la limite de quand x tend vers 0
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Exercice 14 :

On pose |, = fle x*(Inx)"dx pour toutn € IN
1) Calculer |,

2) Montrer que |, = 0 pour tout n € IN

3) Montrer que (J,,) est décroissante

4) Montrer que (J,,) est convergente

5) En utilisant une intégration par parties, démontrer que pour tout entier naturel n on a
cette relation : 3], + (n + 1)], = €3

6) En déduire les valeurs exactes de [ et J,.

Exercice 15 :
2 —1
On considere la fonction F définie par sur 10; +oo[ par F(x) = f; %ert

1°) Justifier I'existence de F(x) sur ]0; +oo]

2) Etudier le signe de F(x)

3) a-Etudier la dérivabilité de F et déterminer F’
b- En déduire le sens de variation de F

Exercice 16 :

. . 1. x™ 1 1 \
Soit n > 0, un entier, on pose : Iy.= [, Tooadretl, = Jo = dx (on ne cherche pas a

calculer)

1°) Calculer Iy + 21,, en fonctionde I.
2°) Vérifier que I, + I; + I, =1, en déduire I, en fonction de I,.
3°) Montrer que la'suite (1,,) est décroissante et convergente.

: 1 .
4°) Montrer que pour tout entiermn = 0, ona: <I, < ——r Quelle est la limite de I,

3(n+1)
lors que n'tend vers +00?
5°) A I'aide d’une intégration par parties, démontrer que pour n de IN on a :

1 1 1 1+2x n+1
= —J ————x""dx
n o 3m+1) \ n+19n (1+x+x2)2
° 1 1+2x Ly
6°) En observant que : - < ————— < 3 sur [0; 1], en déduire que :
9 (1+x+x2)2

1+

9
301D <3n+1DI, <1 +m

7°) Calculer lim 3nl,.
n-+oo
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Exercice 17 :

Pour tout entier naturel n, on considere les intégrales suivantes :

e ™ costdt

o — iy

Vi
2

I, = f e ™Msintdtet ], =
0

1°) Calculer 1 et ],

2°) Soit n un entier non nul :
L,+n),=1

T
n—

a-) Enintégrant par parties, montrer que I,, et |, vérifient le systéme : _
—nl, +J, =e 2

b-) En déduire les expressions de I, et ], en fonction de n
3°) Calculer les limites des suites I,, et ],,.

Exercice 18 :

, , e?x e*
1°) a) Démontrer que pour tout réel x, on a: =e¥ —
) a) quep g 1+e* 1+eX

b) En déduire la valeur de I'intégrale | = fol f:x dx

2°) Soit f la fonction définie par f(x) = In(1+ e*)
a-Calculer la dérivée de f

b-Calculer a I'aide d’une intégration par parties la.valeur de I'intégrale
J = J; e¥In(1 +e*) dx

Exercice 19 :

1

TR . 2
On considere la fonction F(x) = fx x —

1) Donner ’ensemble de définition de F.
1

t

IA
<+ |-

1
2) a) Montrergue pour tout t positif, — <

N
+
[uny

b) Donner un encadrement de F.

c) Déterminer lim F(x)
X—+0o0

3) Calculer F'(x).

Exercice 20 :

Soit f la fonction définie sur 10 ;0,5[ U |1 ; +oo[ par: f(x) = f;xidt

1. a) Montrer que f est bien définie.

b) Montrer que f est dérivable sur]0;0,5[ U |1; +oo[. Calculer f’

2. a) Montrer que pour tout x de ]0;0,5[ U ]1; +oo; ﬁ <f(x) < =

— Inx
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b) En déduire lirr& f(x)et lim f(x).
xX— X——00
3. Soit @ la fonction définie sur 10; 1] par @(x) = 2 — 2x + lnx

a) Montrer qu’il existe un unique a de 10 ;0,5 tel que ®(a) =0

b) Montrer que, pour tout x de [a; 1[, Inx = 2x — 2

c) Montrer que pour tout x de [a; 0,5] f(x) < %fxzx i dt

d) En déduire lim f(x)
x—0,5
4. Montrer que, pour toutt > 1, ona: 0 < Int <t — 1. En déduire lirﬁ f ().
xX—

5. Donner le sens de variations de f.

Exercice 21 :
On pose pour tout entier naturel n, I,, = |. f(lnx)” dx

1) Montrer que pour tout entier naturel n, I,, = Q et donner le sens de variation de la
suite ( I,).

2) Montrer que pour tout entier naturel n, I, = e — (n+ 1)1,

3) Déduire des questions précédentes que pour tout entier naturel n, on a :

e
< < —
O_In_n+1

4) Déterminer lim I, puis lim ni,.
X—>+00 X—>+ o0
Exercice 22 :

Soit la fonction f définie sur IR, par.:

ex

e*+1

f&x) =

1) Déterminer une primitive de f sur IR,

2) Soitla suite (uy)-définie pourn > 0 par: u, = flr(%ﬂ)f(x)dx

Exprimer u,, en fonction de n

3) .Montrer que la suite (u,,) est décroissante positive. Que peut-on en déduire ?
Calculer la limite de u,, quand n tend vers +o.
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Formulaire de dérivées

Fonction Dérivée Domaine Commentaire
a 0 R a constante réelle
X" nx"! R n € N*
1 1
_ _ R*
X x?2
ax+b ad — bc d
R —— 0, ad—b 0
cx +d (ex +d)? \{ c} c70a ¢
1 -n . .
o i R neN
1
Vx m 10, +oo
1
Yx =x"/m (T 10, +o0] n ¢ N*
x% oox ! 10, 400l « réel quelconque
Fonction Dérivée Domaine Commentaire
ex ex R
a® a*lna R a>0
1
Inx < 10, 400
1
logx Ina 10, +00l a>0eta#1
Fonction Dérivée Domaine Commentaire
COS X —sinx R
sin x COSX R
1 5 7T T
tanx COSZX:1+tan X U}—z—kkn,z—kkﬂ[
KEZ
—1
cotanx —— =—1- cotan?x U]kT[, (k+ Dm(
sin” x ez
chx shx R
shx chx R
1
thx > =1—th’x R
ch” x
Fonction Dérivée Domaine Commentaire
1
Arcsinx ﬁ ] _1,1[
—1
Arccosx ﬁ ]—1,1[
1
Arctanx R




Fonction Dérivée Domaine Commentaire
f+g f'+g’ f et g dérivables
Af Af/ f dérivable A constante
fg f'g+fg’ f et g dérivables
f f'g—fg’
3 % f et g dérivables et g(xo) # 0
Fonction Dérivée Domaine Commentaire
gof g of xf’ f dérivable en xo et g dérivable en f(xo)
o of F1 f dérivable et f(xo) > 0 xR
1 —f/
: - . f(xo) #0
1 —nf’ .
Vi r
f f(xo) >0
NG (x0)
ef f/ef
f‘/
In|f] " . f(xo) #0
sin f f’cosf
cosf —f'sinf
f/ 2
tan f — =f"(1+t f
an ol T ( + tan )
fl
Arcsin f
V1—f2
fl
Arctan f




Formulaire

de primitives

Fonction Une primitive Intervalle Commentaire
n+1
x™" X R neN
n+1
1
™ In(x) 10, 4+o00]
1 1 s .
o CES i R* ou R n e N\ {0, 1}
1
NG 2V/x 10, +ool
Xoc+1
x* 10, +ool xcR\{-1}
o+ 1
Inx xIlnx —x 10, +o0]
ex ex R
1
ez —e%x R z e C*
z
aX
a* — R a>0eta#1
Ina
shx chx R
chx shx R
il —th?x thx R
ch” x
thx In(chx) R
COSX sinx R
sinx —CoSX R
1
=1+tan’x tanx —E—l—kﬂ,z—i—kﬂ keZ
cos? x 2 2
1
——— =1 cotan?x cotanx Tk, (k + 17| keZ
sin” x
tanx —In|cosx|
: I fean (5 )
n|tan ( =
sinx 2
1 X 7
cosx tntan (5 + 7|
! Arcsinx 1—1,1[
V1—x2 '
1 /X
Arcsin (—) l—a,af a>0
a2 _ 2 a
1
T Arctanx R
1 1 X
i aArctdn (a) R a#0
1 1 X+
— Arct R 0
x+ 21 p? B rcan( p ) i




Fonction Une primitive Commentaire
f+g F+G
A AF A constante
f'x gof’ gof
flfx fer ox e R\{-1}
o+ 1
fl
f/ 1
f‘/
_ 2\/]?
Vi
f/ef ef
f’sinf —cosf
f'cosf sin f
f/shf chf
f'chf shf
f/
mzf’ (1+tan2f) tanf
S
f‘/
¢
f‘/
Arcsinf
Vv1—f2
fl
Arctan f




Formulaire de trigonométrie circulaire

sin|
L

Pour x ¢ g + nZ, tan(x) =

Valeurs usuelles.

sin(x)
cos(x)

et pour x ¢ mZ, cotan(x)

cos(x) = abscisse de M

sin(x) = ordonnée de M

1

tan(x

cos(x)

Enfin pour x ¢ EZ, cotan(x) =
sin(x) 2

—

x en ° 0 30 45 60 90
T T T T
x en rd 0 g Z g z
() 0 ! J_¥2 V3 |
sin(x > \/Z_ 5 >
cos(x > 52 >
1
tan(x 0 — 1 V3 ()
™ V3
1
cotan(x 00 V3 1 — 0
) V3

Vx € R, cos? x + sin? x = 1

Vx ¢ g—i—nZ, 1+ tan?x =

Vx ¢ Z, 1 + cotan? x =

1
cos?x’

sin? x

addition d’un tour

cos(x + 27) = cosx
sin(x + 27t) = sinx
tan(x + 27t) = tanx
cotan(x + 271) = cotanx

angle complémentaire

(5 —x) =si
cos(= —x) =sinx
2
. T
sm(z —X) = cosx

T
tan(z —x) = cotanx

s
cotan(z —x) = tanx

addition d’un demi-tour

cos(x + 1) = —cosx
sin(x + 7t) = —sinx
tan(x 4+ 71) = tanx
cotan(x + 7t) = cotan x

quart de tour direct
Tt .
cos(x + z) = —sinx
) T
sin(x + E) = CcosXx

T
tan(x + E) = —cotanx

T
cotan(x + z) = —tanx

angle opposé angle supplémentaire

cos(—x) = cosx cos(7m—x) = —cosx
sin(—x) = —sinx sin(7t—x) = sinx
tan(—x) = —tanx tan(mm —x) = —tanx
cotan(—x) = — cotanx cotan(mt — x) = — cotan x

quart de tour indirect

(x—2)=si
cos(x — =) =sinx

2

T
sin(x — =) = —cosx
tan(x — =) = — cotanx
7

cotan(x — =) = —tanx




Formules d’addition

cos(a+b) =cosacosb —sinasinb
cos(a —b) =cosacosb+sinasinb
sin(a +b) =sinacosb + sinb cos a
sin(a —b) =sinacosb —sinb cos a

Formules de duplication

cos(2a) = cos? a —sin’ a
=2cos?a—1
=1-2sin’a

sin(2a) = 2sinacos a

tana + tanb 2tana
t b) = ——— tan(2a) = ——on &
an(a +b) 1 —tanatanb an(2a) 1 —tan?a
tana —tanb
t 7b - @
an(a ) 14 tanatanb
Formules de linéarisation
! 1+ cos(2
COSGCOSb:E(COS(G*b)-I—cos(a—i-b)) COSZGZ—'—C%(Q)
! 1— cos(2
sinasinb = J(cos(a—b) —cos(a+ b)) sin?a= 12
1
sinacosb = - (sin{a +b) +sin(a — b))

Formules de factorisation

cosp+cosq:2cosp+qcosp;q

cosp—cosq=—251np+qsi p;q

sinp—l—sinqzzsianLqcosu
2 2

. ., . P—( P+q

sinp —sinq = 2sin 5 oS

cos X, sin x et tan x
en fonction de t=tan(x/2)

1—t2
COSX = ———~
1+ 12

. 2t
sSsINX = ——~
1+12

. 2t
anx = ——~
. 1—1t2

Divers

1+cosx:2coszg

X

1— =2sin? =

COSX sin” >
cos(3x) =4 cos® x — 3cosx

sin(3x) = 3sinx — 4sin> x

COSX = cosa &
dk € Z/ x = a+ 2kn
ou

Résolution d’équations

sinx =sina &
dk € Z/ x = a+ 2kn
ou

dkeZ/x=—a+2kn FkeZ/x=m—a+2kn

tanx =tana &
FkeZ/x=a+kmn

Exponentielle complexe
VYx € R, et = cosx + isinx.
Valeurs usuelles

1 V3

el = ], eirt/Z =1, el — 717 e*‘i.T[/z =i, eZ‘i.T[/3 =j= 72 _}_17

Propriétés algébriques
¥x € R, [e¥*] =1.

. . . eix
V(x,y) € RZ, ei* x etV = etlx+u)

_ ei(x—y), L( _ e—ix _
e

ety
Formules d’EULER

eix + efix ) .
Vx € R, cosx = — et e + e =2cosx.
ix _ e—ix . .
Vx € R, sinx = > et e —e " = 2isinx.
i

Formule de MOIVRE

inx
e .

Vx €R,Vn € Z, (e™)" =

V2 =1 44




