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I.

II.

I11.

IV.

CADRE DE REFERENCE
2éme BACCALAUVREAT SCIENCES PHYSIQUES CHIMIES

2ime BACCALAVREAT SCIENCES DE LA VIE ET DE LA TERRE

A. Analyse
Continuité, dérivabilité et étude des fonctions

1-

10-
11-
12-

13-

Etude de la continuité d’une fonction en un point.

Etude de la continuité d’une fonction sur un intervalle.

Image d’un intervalle par une fonction continue.

Théoréme des valeurs intermédiaires et ses applications.

Fonction réciproque d’une fonction continue et strictement monotone sur un intervalle.
Etude de la dérivabilité d’une fonction en un point.

Etude de la dérivabilité d’une fonction sur un intervalle.

Détermination de la fonction dérivée.

Etude des variations d’une fonction.

Détermination de dérivée de la composée de deux fonctions.

Détermination de dérivée de la fonction réciproque.

Utilisation de la dérivée premicre et de la dérivée seconde dans différents
problémes (détermination de valeurs maximales ou minimales, convexité, inégalités ...)
Etude de fonctions (domaine de définition, éléments de symétrie, périodicite,
tangentes, branches infinies, variations, convexité, points d’inflexion, courbes ...)

Suites numériques

1-

Utilisation des suites arithmétiques et des suites géométriques pour I’étude des suites de
aun+b

cunp+d

Utilisation des limites des suites de référence et des critéres de convergence pour
déterminer la limite d’une suite convergente.

Détermination de la limite de la composée d’une fonction continue et d’une suite
convergente (suites de type v, = f(u,) ).

Etude des suites du type U, = f(uy,) ou f est une fonction continue sur un intervalle
letf(I) cl.

Utilisation des suites dans la résolution de problemes divers.

la forme : uy 1 = au, + betu,q =

Fonctions primitives

1-
2-

Fonctions primitives des fonctions usuelles.
Utilisation des formules de dérivation pour déterminer les fonctions primitives d’une
fonction sur un intervalle.

Calcul d’intégrale

1-
2.
3-
4-

Utilisation des fonctions primitives pour le calcul de I’intégrale d’une fonction continue.
Calcul d’intégrales a 1’aide d’intégration par parties.

Valeur moyenne d’une fonction continue sur un segment.

Calcul de certaines aires et de certains volumes.

Fonctions logarithmes et fonctions exponentielles

1-

Propriétés algébriques des fonctions logarithmes et des fonctions exponentielles.
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2- Résolutions d’équations et d’inéquations contenant des logarithmes ou des
exponentielles

3- Limites usuelles des fonctions logarithmes et des fonctions exponentielles

4- Etude des fonctions logarithmes et des fonctions exponentielles

B. Algebre et géométrie
I. Nombres complexes

1- Forme algébrique d’un nombre complexe.
2- Calcul algébrique dans I’ensemble des nombres complexes.
3- Représentation géométrique d’un nombre complexe et applications.
4- Forme trigonométrique et forme exponentielle d’un nombre complexe non nul.
5- Application a la trigonométrie (linéarisation).
6- Equation du second degré dans I’ensemble des nombres complexes (a coefficients réels).
7- Etude de quelques transformations du plan (translation, rotation, homothétie).
8- Application a la résolution de quelques problémes de géométrie.

II. Géométrie dans I’espace (étude analytique)
1- Le produit scalaire dans V3 :

Expression analytique du produit scalaire ;

L’orthogonalité dans 1’espace ;

Le plan défini par un point et un vecteur normal — application (distance d’un
point a un plan...) ;

La sphére : détermination d’une équation cartésienne, le centre, le rayon ;
Position relative d’une sphere et une droite, d’une sphére et un plan.

2- Le produit vectoriel :

Orientation de I’espace ;

Déterminations des coordonnées du produit vectoriel ;

Application (aire d’un parallélogramme, équation cartésienne d’un plan,
intersection de deux plans, distance d’un point a une droite...).

C. Dénombrement et calcul de probabilités
I. Dénombrement
1- Principe fondamentale de dénombrement.
2- Arrangements (avec ou sans répétition), permutations, combinaisons.

II.  Probabilités
1- Langage probabiliste.
2- Probabilit¢ d’un événement ¢lémentaire et probabilité d’un événement.
3- Cas d’équiprobabilité des événements ¢lémentaires
4- Probabilité conditionnelle et applications (théoréme des probabilités totales, événements
indépendants, épreuve répétée ...)
5- Variables aléatoires :

Loi de probabilité d’une variable aléatoire.
Espérance mathématique, variance et écart-type d’une variable aléatoire.
Loi binomiale.
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‘ Cours ‘ CaEacités attendues \

— Utiliser les suites arithmétiques et les suites géométriques pour
¢tudier des exemples des suites sous forme u,,; = au, +b et

aun+b . s
Upsyq = et d’autres suites de références
Cun
Suites — Utiliser les limites des suites de références et les critéres de
numeériques convergences pour déterminer la limite des suites numériques ;
— Utiliser les suites pour résoudre des problémes variés de différents
domaines ;

— Déterminer la limite d’une suite (u,) convergente sous forme
Up+1 = f(uy) tel que f est une fonction continue sur un intervalle [
telquel c f(I).

— Déterminer I'image d’un segment ou d’un intervalle par une
fonction continue et par une fonction continue et strictement
monotone ;

— Appliquer le théoréme des valeurs intermédiaires pour 1’étude de
quelques équations et inéquations ou pour I’étude du su signe de
quelques expressions... ;

— Utiliser la dichotomie pour déterminer des valeurs approchées des
solutions de 1’équation f(x) = A ou pour encadrer ces solutions ;

— Appliquer le théoréme des valeurs intermédiaires et le théoréme de
la fonction réciproques dans le cas d’une fonction continue et

Continuité strictement monotone sur un intervalle ;
i .Et o — Calculer les dérivées des fonctions usuelles ;
Dérivabiliteé ; . ST Sy . .
Et — Déterminer la monotonie d’une fonction a partir du signe de sa
dérivée ;
Etude de , . . R . . ..
. — Déterminer le signe d’une fonction a partir du tableau de variations
fonctions R . . .
ou a partir de sa courbe représentative ;

— La solution graphique d’équations sous forme f(x) = g(x) et des
inéquations sous forme f(x) < g(x);

— Déterminer la monotonie de la fonction réciproque d’une fonction
continue et strictement monotone sur un intervalle et sa
représentation graphique ;

— Déterminer le nombre dérivé en un point de la fonction réciproque
d’une fonction ;

— Résoudre des problemes pratiques des valeurs maximales et des
valeurs minimales ;

— Etudier et représenter des fonctions irrationnelles et des fonctions
trigonométriques.

. — Déterminer les fonctions primitives des fonctions usuelles ;
Fonctions 1 fi s . . .
. ele — Utiliser les formules de dérivé pour déterminer les fonctions
primitives . , . .
primitives d’une fonction sur un intervalle .
Fonctions — Maitriser le calcul algébrique sur les logarithmes
logarithmes — Maitriser la résolution des équations, des inéquations et les systémes
et comportant des logarithmes ;
exponentielles — Reconnaitre et appliquer le logarithme décimal (surtout pour la

résolution des équations de la forme 10* = a et des inéquations de
la forme 10* < a ou de la forme 10* > a) ;
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Maitriser et appliquer les limites logarithmiques essentielles ;
Etudier et représenter des fonctions dont I’expression comporte le
logarithme népérien ;

Maitriser la résolution des équations, inéquations et systémes
d’équations comportant des exponentielles ;

Maitriser les limites fondamentales des fonctions exponentielles et
les appliquer ;

Maitriser et appliquer les limites fondamentales des fonctions
exponentielles ;

Etudier et représenter des fonctions dont I’expression comporte la
fonction exponentielle népérienne et la fonction logarithme
népérien ;

Déterminer des valeurs approchées du nombre e%;a € R, ou
déterminer une valeur approchée d’un nombre réel a ou e est un
nombre donné en utilisant ’outil informatique.

Equations
différentielles

L1l

Résoudre I’équation différentielle y' = ay + b ;

Résoudre I’équation différentielle y"” + ay’ + by = 0;

Résoudre les équations différentielles ramenant aux équations
précédentes.

Calcul
d’intégrales

Produit
scalaire dans
V3

L

_)

%

Calculer I’intégrale des fonctions a I’aide des deux techniques ;
Maitriser le calcul de I’aire d’un domaine plan limité par deux
courbes et deux droites parall¢les a 1’axe des ordonnées ;
Calculer le volume d’un solide engendré par la rotation de la courbe
d’une fonction autour de I’axe des abscisses ;

Algébre et géométrie
Exprimer et démontrer 1’orthogonalité de deux vecteurs en utilisant
le produit scalaire ;
Exprimer vectoriellement et analytiquement 1’orthogonalité et ses
propriétés

Application
du produit
scalaire dans
I’espace

LIl

N

Déterminer un plan par un point et un vecteur normal ;

Déterminer la droite passant par un point et orthogonale a un plan ;
Déterminer 1’équation cartésienne d’une sphére définie par son
centre et son rayon ;

Déterminer une représentation paramétrique d’une sphere ;
Reconnaitre I’ensemble des points M de I’espace vérifiant la

relation : MA.MB = 0.

Produit
vectoriel

1

Calculer I’aire d’un triangle en utilisant le produit vectoriel ;
Déterminer une équation d’un plan définie par trois points non
alignés ;

Appliquer le produit vectoriel pour résoudre des problémes
géométriques.

Les nombres
complexes

N

Maitriser le calcul sur les nombres complexes ;

Passer de I’écriture algébrique a 1’écriture trigonométrique d’un
nombre complexe et inversement ;

Reconnaitre les formules trigonométriques de base en utilisant les
nombres complexes ;
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— Linéariser des mondmes trigonométriques en utilisant la notation
exponentielle d’un nombre complexe ;

— Utiliser les nombres complexes pour résoudre des problémes
géométriques (alignement, orthogonalité, ...) ;

— Exprimer a 1’aide des complexes une translation ou une homothétie
ou une rotation ;

— Résoudre dans C I’équation az? + bz + ¢ = 0 ou a, b et ¢ sont des
réelseta + 0;

— Résoudre des équations se ramenant a la résolution d’équations du
second degré a une inconnue.

— Calculer la probabilit¢ de la réunion de deux événements, la
probabilité de I’intersection de deux événements et le calcul de la
probabilité de I’événement contraire ;

Calcul de — Utiliser le modéle de dénombrement selon la situation étudiée ;
probabilités — Reconnaitre I’indépendance de deux événements ;

— Déterminer la loi de probabilité d’une variable aléatoire ;

— Reconnaitre et appliquer la loi binomiale dans des situations en
relation avec les disciplines de la spécialité.
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Rappels 1

I. Signe du binéme : ax + b,aveca + 0 :

a
ax+b L’opposé du signe de a |A Le signe de a
II.  Signe et factorisation du trindme ax’?+bx+c, aveca+#0:
Soit P(x) un trindme tel que : P(x) = ax? + bx + ¢ avec a, b et ¢ sont des réels tel que : a # 0
Solution de
Discriminant | ’équation : Tableau du signe de P(x) Factorisation de P (x)
P(x) = 0 dans IR
A< 0 | L’équationn’a x —0 +o0

pas de solutions Impossible
dans IR P(x) Signe de a P

Q

S a=o0 L’équation admet x —oo _b +o0

A a une seule b Zla
| solution : () Signe de a ? Signe de a P(x) = a(x — xo)?
b
Xg = —z
N
= | A>0 | L’¢quation admet x —o0 Xy x, +oo

deux solutions

| | réelles distinctes : 3 @ 2 b 3

< x =20 PO) |8 TPEFs] B ||P@=ak-x)a-x)
2a = =) .90
_ —b+VA n g SR CRS| n g
2 2a Avec:x; < Xy

Remarque :

Si x; et x, sont des solutions de I’équation : ax? + bx + ¢ = 0 dans IR tel que a # 0, alorson a :
b c

x1+ xZ=_E et X1 X x2=E

III.  Identités remarquables :

Pour tout réelsa et hon a :

(a+ b)? = a? + 2ab + b? (a—b)? =a?—2ab + b? (a+ b)(a—b) =a? - b*
(a + b)3 = a3+ 3a?b + 3ab? + b3 (a—=b)? =a®—-3a?b + 3ab? — b3
a3+ b3 =(a+b)(a®—ab + b?) a3 — b3 = (a—b)(a®+ ab + b?)

IV. Domaine de définition d’une fonction numérique :
Soient P(x) et Q(x) deux polynomes :

f est fonction de variable x définie par : Domaine de définition de f :
f&) =P(x) D=R
_ P(x) D={xeR/Qx) +# 0}
1)
f(x) = /P(x) D={xeR/P(x) =0}
P(x) D={x€eR/Q(x)> 0}
fx) =
Q(x)
P(x) D={xeR/P(x) =0etQ(x) >0}
fx) =
Q(x) o
PG _ P&)
flx) = 1) D {xER/Q(x)ZOetQ(x)¢O}
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Rappels 2

I.  Opérations sur les limites :
Soient f et g deux fonctions.

Lorsque x — xg, ou x—>x5’,oux—>x5,oux—>+00,ou X > —00,

1- Limite d’une somme :

On a les résultats suivants :

limf lim g lim(f +g)
! I I+’
/ + oo +o0
) —0 —00
+co +0o0 +
—o0 —00 — 0
—o0 +oo Forme indéterminée
2- Limite d’un produit :
lim|f| lim |g] lim(1f1 x 1g1)
/ I’ IxIl’
[ (I>0) +o00 +o0
400 +oco0 400
—0o0 —00 + oo
0 00 Forme indéterminée
3- Limite d’un quotient :
lim|f| lim |g| . <If|>
lim|-—
lg]
l " ('"+0) l
ll
[ (I>0) 0t +00
0 0 Forme indéterminée
/ +00 0
+00 L(l#0) +o00
+o0 +00 Forme indéterminée
II.  Propriétés :
1- Fonction polynéme :
lim x™ = +oo
x—+o00
e Soitn €N*,ona:{ +o0 sin est pair
lim x™ = { . ; .
X——00 —oo sin est impair

e La limite d’une fonction polyndme au voisinage de +c0 ou —oo est la limite de son monoéme de

plus haut degre.
2- Fonction rationnelle :

e La limite d’une fonction rationnelle au voisinage de 4o ou —oo est la limite du quotient de ces

mondmes de plus haut degré.
3- Valeur absolue et racine carré d’une fonction :
e Si:limf =410 = lim|f|=+oo
e Si:limf=120=lim/f=+I
o Si:limf =+ :lim\/?=+oo
4- Limites des fonctions trigonométriques :

Soit a € IR*
Ona:
. sinax
o Jim——=
x—0 ax
. tanax l1-cosax 1
e Jim——==1 ==
x>0 ax x—0 (ax) 2

PROF : BENABICHA ANAS
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Série 1 ; Rappels

Exercice 1 :

Résoudre dans R :

V2x —3>x+4+1; 2x2—-3x+1<0 ;

Exercice 2 :

L.

IL.

1.

Déterminer le domaine de définition et la limite de la fonction f quand x tend

x%-3

Vx =2

vers X, dans chacun des cas suivants :

-2 f( ) _ x%+x-6
Yo = Vx+7-V2x2+3x—
.. _ V3x+1-Vx+3
*o =1 f( ) - 2x2+3x—5
= -1 () = o
- 6—2V—4x+5
3—V4
=2;f(0) ===
. __ 2V5x—1—(7x-8)
Xo=2;f(x) = 3VxZ+x+10-12
-3 f( ) 2V—=x+6—-3v2x+10

Vx2+x+10—-4Vx+4

Calculer les limites suivantes :

lim Vx> —x+3

xX—+00

xl_i)l;noo (4 —Vx2+x+ 4)
lim x —Vx

xX—+00

xl_i)r_noox +/x%+x
li x+2vVx

oo Vi —x
. x+1

Jim (52 -2 +x)

PROF : BENABICHA ANAS

7. xo=0%; f(x)_——
8. x0=2+,f(x)=\/x_2

>0; Bx+1D)?*—-(x+1)*=0

2 3x+2
vx
1-3x
Vx—2
Vx+1+V/x+4-3

9. %9 =0;f(x) ="
10.x0 = 2 f(x) = VNS
11.x0=2; f(x) = ZW+ZT_9\/§
12.xg = —1"; f(x )x/x —1+/(1)2+4 -2

x+1
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Continuité d’une fonction numeérique

I. Continuité en un point x,, continuité a gauche et continuité a
droite en un point x.

1. Continuité en un point x,.

Définition :
f estune fonction définie sur Dy, I est un intervalle ouvert contenant x, et inclus
dans Dy.
f est continue au point x Si xh_gcl f(x) = f(xo).
0

2. Interprétation graphique :

e festdéfinieen3et f(3) = 2.
e f admet une limite en 3 et }Cm?l) f)=f@3)=2.

f(3) =2, lim f(x) = 4
lim f() # f(3) =2

f n’est pas continue en 3.

e f est continue en 3.

3. Continuité a gauche et continuité a droite en un point x,.
a. Définitions :
e Soit f une fonction définie sur un intervalle de la forme |x, — r; x,] (ou r > 0)
f est continue a gauche en x, si : xl_l)xmo_ f(x) = f(xp).
e Soit f une fonction définie sur un intervalle de la forme [x,; x, + r[ (ot 7 > 0)
f est continue a droite en x, si : xll;n+ f(x) = f(x0).
b. Propriété : 0

Une fonction est continue en un point x, si et seulement si elle est continue a gauche et a
droite en x,, c’est-a-dire : lim_ f(x) = lim_f(x) = f(x,).
X—Xg~ x—xot

PROF : BENABICHA ANAS
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¢. Exemple :
fx) = —1 six > 2
Considérons la fonction f définie par: { f(x) = r si x < 2 ; Etudier la
f(2) = g
continuité de f en xy, = 2
4. Exercices d’applications :
Exercice 1 :
flx) = ——six#1
Etudier la continuité de la fonction : 3' 1 en a=1.
f (1) = Z
Exercice 2 :
+x—6 .
g(x) W L Six > 2
Soit la fonction g définie par : g(x) = x +0,Z20<+1 six <2 -
9(2) =1

Existe-il « et [ pour que g soit continue en 2 ?
II. Opérations sur les fonctions continues.
1. Propriétés :

e Si f et g sont deux fonctions continues en a et k € IR alors :
of +g
of Xg
okf
o Ifl

Sont des fonctions continues en a .
e Sif et g sont deux fonctions continues en a et g(a) # 0 alors :

©)

O

Q- Q|r

Sont des fonctions continues en a.

e Si f une fonction continue en a et f (a) = 0 alors :

PROF : BENABICHA ANAS
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f est continue en a.

Remarque : Les propriétés précédentes restent vraies a droite en a aussi bien
9\
qu’a gauche en a.

2. Continuité sur un intervalle.

a. Définitions :

f est continue sur un intervalle ouvert I = |a, b[ si pour tout x de I ; f est
continue en X.

e f estcontinue sur un intervalle [a, b[ si f est continue sur |a, b[ et f est
continue a droite en a.

e [ est continue sur un intervalle |a, b] si f est continue sur |a, b[ et f est
continue a gauche en b.

e f estcontinue sur un intervalle [a, b] si f est continue sur |a, b[ et f est
continue a droite en a et a gauche en b.

3. Continuité des fonctions usuelles :
a. Propriétés :
e Toute fonction polynome est continue sur /R.

e Toute fonction rationnelle est continue sur tout intervalle de son domaine de
définition.

e La fonction x — /x est continue sur [0; +oo[.
e [es fonctions x — sin x et x — cos x sont continues sur /R.

e La fonction x — tan x est continue sur tout intervalle de IR /{ + km, (k € 7)}.

b. Exemple :

f(x)—\/x2+x+ (2x—7)
g0 =3

Déterminer I’ensemble de définition et I’ensemble de la continuité de chaque
fonction.

Soit les fonctions f et g définies par :

PROF : BENABICHA ANAS
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4. Image d’un intervalle par une fonction continue.
a. Propriétés :

e L’image du segment [a, b] par une fonction continue est un segment [m, M] tel
que m est la plus petite image et M est la plus grande image par f des ¢léments
de [a, b]. On note f([a, b]) = [m, M].

e [’image d’un intervalle I par une fonction continue est un intervalle J.

Onnote f(I) =J.

f(b)

. -

b. Exemples :

Exemple 1 :

c. Image d’un intervalle par une fonction continue et strictement monotone.

PROF : BENABICHA ANAS
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Propriétés :

Soit f une fonction continue et strictement monotone sur I’intervalle [. on a :

L'intervalle I f(I) : f strictement f(I) : f strictement
croissante décroissante
[a,b] [f (@), f(b)] [£ (D), f(a)]
[a,b] [f (@), lim £(x) [ I lim £(x), f(a)]
la, b{ | im f(x), lim fCo[ ) ] lim f(x), lim, f(x)]
[, +oo] [f(@, Tim fe)I J lim £, f(@)]
] =0, b] ] lim f(x), im fCo)[ | ] lim f(x), Im f(x)[
J—eo, 4ol | ]lim fCo, im fGO[[] lim f(), lim f(0)[

Exemple :

Dresser le tableau de variations de la fonction f définie sur IR par : f(x) = 2x? —
8x + 1, puis déterminer I’image de chacun des intervalles suivants : |—oo, 2] ;

[3,4] et [-1,0].

III. Continuité de la composée de deux fonctions continues :

1. Théorémes :

f est continue en x,

o Si: ) ,alors la fonction gof est continue en x,.
g est continue en f (xo)} f gof 0

f est continue sur I

o Si: } ,alors la fonction gof est continue sur 1.
g est continue sur f(I)} f gof

2. Applications :

o Les fonctions x + sin(ax + b) et x — cos (ax + b) sont continues sur IR.

o La fonction x — tan (ax + b) est continue en tout x tel que ax + b # % +
krn (k € 7).
o si f estpositive et continue sur [ alors h: x +— /f(x) est continue sur /.

IV. Théoréme des valeurs intermédiaires.
1. Théoréme T.V.I (figure 1) :
Soit f une fonction continue sur un intervalle [a, b].
Pour tout A compris entre f(a) et f(b) il existe au moins un ¢ € [a, b] tel que
fle)y=2
Autrement dit : Pour tout A compris entre f(a) et f(b), I’équation f(x) = A admet
au moins une solution ¢ dans [a, b].
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Interprétation géométrique :
La courbe représentative de la fonction f coupe la droite d’équation y = A en au
moins un point d’abscisse ¢ de [a, b].

2. Théoreme T.V.I (cas d’une fonction strictement monotone)
(figure 2) :

Soit f une fonction continue et strictement monotone sur un intervalle [a, b].
Pour tout A compris entre f(a) et f(b) il existe un et un seul ¢ € [a, b] tel que
fle)=42
Autrement dit : Pour tout A compris entre f(a) et f(b), I’équation f(x) = A admet
une solution unique ¢ dans [a, b] .

Interprétation géométrique :
La courbe représentative de la fonction f coupe la droite d’équation y = A en un
point unique d’abscisse ¢ de [a, b]

] i ""
ALY A
ra

o ]

[

Figure 1 : Figure 2 :

3. Corolaire 1 (TVI):

Soit f une fonction continue sur un intervalle [a, b].
Si f(a) X f(b) < 0 il existe au moins un ¢ € ]a, b[ tel que f(c) = 0.
4. Corolaire 2 (TVI]) :

Soit f une fonction continue et strictement monotone sur un intervalle [a, b].
Si f(a) X f(b) < 0 il existe un et un seul ¢ € ]a, b[ tel que f(c) = 0.
5. Exercice d’application :
e Montrer que 1’équation x3 + x — 1 = 0 admet une racine unique dans [0, 1].
e Montrer que I’équation x3 + 3x = 5 admet une racine unique dans IR.
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Série 2 : Continuité d’une fonction numérique

Exercice 1 :
fx)=x—x%; x<1
fx)=x—-1—-vVx?2—-1;x=>1

Soit f une fonction définie sur R par : {

Etudier la continuité de f en x, = 1.

Exercice 2 :
' . . f(x) _ v1+sinx—1; x <0
Soit f une fonction définie sur R par : *

fx)=vV1+x —% ;x>0
Etudier la continuité de f en x, = 0.
Exercice 3 :
Soit f une fonction définie sur I’intervalle I.

Etudier la continuité de f sur ’intervalle I dans les cas suivants :

a. f(x)=3x3—x2+1; 1=[-5;2]

b. f(x)=sinx;1=]§;n]

c. f(x)= xji;i1;1=] — 2; 400

d. f(x) =+x; 1=]0;7]

e. f(x)=2x—1+sinx; [ =] —oo;+4o0]

£ () =<+x: I =]0;+o0]

g. f(x) =xsinx; [ =]0;m]

h. f(x) =cosx + 2sinx ; [ = [-m; 7]
Exercice 4 :

1. Soit f une fonction numérique définie sur [—% ; %] par: f(x) =1 — 4x>
Etudier la continuité de la fonction f sur I’intervalle [—% ; %] .

3x—1
x—1"

2. Soit f une fonction numérique définie sur |1; +oo[ par: f(x) =
Etudier la continuité de la fonction f sur I’intervalle |1; +oo] .
Exercice 5 :

Déterminer 1’image de I’intervalle [—1; 2] par la fonction f définie par : f(x) =
2x—1
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Déterminer I’image de I’intervalle [—3; 1] par la méme fonction.

Exercice 6 :

Soit f une fonction numérique définie sur [—4; 4] par :

{

f(x)=vVx+4 ; x €[—4;0]

fx) =x2+2; x €]0;4]

1. Etudier la continuité de f sur I’intervalle [—4; 4].
2. Déterminer I’image de I’intervalle [—4; 4] par la fonction f.

Exercice 7 : (les trois questions sont indépendantes)

1. Montrer que I’équation f(x) = 0 admet au moins une solution sur I’intervalle
I dans les cas suivants :
a. fx)=7x3—x—1;1=10;1]
b. f(x) =cosx—x;I = [0;%]
c. f(x)=x3—-2x*+x+2;1=]—-1,0]
d f(x)=x*+x3-9; 1 =[-2;2]

5y
2. Soit f la fonction numérique définie sur R par : f(x) = X X2

x2+1
Montrer que (C f) la courbe représentative de la fonction f coupe ’axe des
abscisses en un point d’abscisse appartenant a ’intervalle [0; 1].

3. Déterminer le nombre de solutions de 1’équation x — 3 = x3 avec x est un
nombre réel.

Exercice 8 :

Soit f la fonction numérique définie sur R par : f(x) = 3x3 —4x? +4x — 1

Dresser le tableau de variations de la fonction f.

Montrer que I’équation f(x) = 0 admet une seule solution x,.

Vérifier que x, € 10; 1]

En utilisant la méthode de la dichotomie, donner une valeur approchée du
nombre x, 2 1072 prés.

AW N =

Exercice 12 :

f(x)=j_—x+2 ;X FE 2
Soit f une fonction numérique définie par : N 4x+1-3
f (2) = 3

1. Déterminer D le domaine de définition de la fonction f.
2. Montrer que la fonction f est continue en 2.
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Exercice 13 :

_V2—V14x®
f(X)—W ; x =1

FQ) = —V2

1. Déterminer D le domaine de définition de la fonction f.
2. Montrer que la fonction f est continue en 1.

Soit f une fonction numérique définie par :

Exercice 14 :

Soient f et g deux fonctions numériques définies sur R par :

Flx) = SOSECOs2X g glx) =BRESME .y 2 0
f(0)=0 g(0) =7

Etudier la continuité des fonctions f et g en x, = 0.
Exercice 15 :

Déterminer les nombres a et b pour que la fonction f définie par :
f(x)=2ax*-3b; -3<x<0
f(x)=2x—-b+a; 0<x<1,soitcontinue sur I’intervalle [—3; 2].
f(x)=4x—a ; 1<x<2

Exercice 16 :
Soit f une fonction définie sur I’intervalle [0; 1] telleque : f(0) > 0 et f(1) <1
On considére la fonction g définie sur I’intervalle [0; 1] par : g(x) = f(x) — x

Montrer que I’équation f(x) = x admet au moins une solution sur I’intervalle
10; 1[.
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Dérivabilité et étude des fonctions

I. Dérivabilité d’une fonction en un point x, — dérivabilité a droite

et a gauche en un point x,.
1. Dérivabilité d’une fonction en un point x.
a. Définitions :

Soit une fonction f tel que son domaine de définition contient un intervalle ouvert |
et xy € L.

F(x)—f(x0) —l€IR .| =

e f est dérivable au point x; si lim f'(x,) s’appelle

XX X—Xo
le nombre dérivé de f en x.

e f estdérivable a droite en xo si_lim T2 = e IR | = fi(x,)

X—Xg X—Xo

s’appelle le nombre dérivé a droite de f en x,.
e f estdérivable a gauche en x, si lim DT _ e R .| = fq (xo)

XXy X—=Xo
s’appelle le nombre dérivé a gauche de f en x,.
b. Propriété :
f est dérivable au point x, & f est dérivable a droite, a gauche au point x,
et fa(xo) = fy(x0).
2. Interprétation géométrique des nombres dérivés f'(x,),
fa(x0), fg(x0) .
a. Interprétation géométrique du nombre dérivé f'(x,).
Soit f une fonction dérivable au point x, et (Cf) sa courbe représentative dans un
repere (0; T; J).
e Le nombre dérivé f'(x,) est le coefficient directeur de la droite tangente (T)
a la courbe (Cf) au point A(xo; f (%))
e Equation cartésienne de la tangente (T) a la courbe (Cf) au point

A(xg; f(x0)) est :
(T):y = f'(x0)(x — x¢) + f(xo)
e Sif'(xy) = 0 alors la tangente est paralléle a I’axe des abscisses.
b. Interprétation géométrique des nombres dérivés f;(x,) et f(xo) :
e Si f est dérivable a droite en x,; on a une demi-tangente a droite en x, de
coefficient directeur f;; (x).
e Equation du demi tangent a droite en x, est :

{(Td): y = falxo)(x — xo) + f(xo).

xeo
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II.

Si f est dérivable a gauche en x, on a une demi-tangente a gauche en x, de
coefficient directeur f7(xo).

Equation du demi tangent a gauche en x, est :
{(Tg): y = fgxo)(x — xp) + f(xo).
x < Xxg
Si fy(xo) # fy(x0) donc f n’est pas dérivable en x, et le point A(xo; f(x0))
est appelé point anguleux.

3. Cas de f n’est pas dérivable.

Si lim_ w = o0, alors f n’est pas dérivable a droite en x, dans ce
X—Xq —Xo

cas la courbe représentative de la fonction f admet une demi-tangente a droite
en x, parall¢le a ’axe des ordonnées.

Si lim T®)-f) too, ,alors f n’est pas dérivable a gauche en x, dans ce
xX—X, X—=Xo
cas la courbe représentative de la fonction f admet une demi-tangente a gauche
en x, parallele a I’axe des ordonnées.
Dérivabilité sur un intervalle — Fonction dérivée.

1. Dérivabilité sur un intervalle.

a. Définition :

Soit f une fonction définie sur un intervalle I.

e f est dérivable sur I si elle est dérivable en tout réel x de 1. Dans ce cas, la

fonction qui a tout réel x de I associe le nombre dérivé de f en x est appelée

fonction dérivée de f et se note f'.

f est dérivable sur [a, b] si elle est dérivable sur ]a, b[, dérivable a droite en a

et dérivable a gauche en b.

f est dérivable sur |a, b] si elle est dérivable sur |a, b[, dérivable a gauche en

b.

f est dérivable sur [a, b[ si elle est dérivable sur ]a, b[, dérivable a droite en a.
b. Propriétés :

Toute fonction polynéme est dérivable sur IR.

Toute fonction rationnelle est dérivable sur tout intervalle inclus dans son

domaine de définition.

La fonction x = /x est dérivable sur ]0; +oo[.

Les fonctions x +— sin x et x — cos x sont dérivables sur IR.

La fonction x +— tan x est dérivable sur tout intervalle de IR/ {% +
km k € Z}.
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2. Fonction dérivée.
a. Tableau des fonctions dérivées des fonctions usuelles :
Soit f une fonction dérivable sur I’intervalle I. on a :

Fonction f Ensemble de Dérivée 1" I
définition de
f(x) =a,a €R R f'(x)=0 R
f(x)=ax,ac R R f'ix)=a R
flx) =x" R f'(x) =nxnt R
n€IN”
1 R\{0 1 —0; 0 0; +
F) =~ o o=z [T 0l ou el
flx) =x [0; +oo[ ) = 10; +oo]
f(x) NE
f(x) = cosx R f'(x) = —sinx R
f(x) =sinx R f'(x) =cosx R
f@ =tanx | g/Garmkezn | @ =5 + ks 5+ k|
~ " Cosix Avec k € Z
=1+ tan®x

b. Opérations sur les fonctions dérivées :

u et v sont deux fonctions dérivables sur un intervalle 1.

u + v est dérivable sur |

constante

ku est dérivable sur I, ou k£ est une

(utv) =
(k)=

u X v est dérivable sur [

(

uv)':u'v+uv'

sur [

1 14 . \
— est dérivable sur I, ou u ne s'annule pas

sur [

u 14 . \
— est dérivable sur I, ou v ne s'annule pas

u

" est dérivable sur I, ou n € IN* — {1}

positive sur I

Vu est dérivable sur I, ou u est strictement

I11.

Application de la fonction dérivée premiere.

1. La monotonie d’une fonction.

Propriétés :

Soit f une fonction dérivable sur un intervalle I.
e Si la fonction dérivée f' est (strictement) positive sur I alors la fonction f est
(strictement) croissante sur I.
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e Sila fonction dérivée f' est (strictement) négative sur I alors la fonction f est
(strictement) décroissante sur I.
o Sila fonction dérivée f' est nulle sur I alors f est constante sur 1.
2. Extrémum d’une fonction :
Propriétés :
e f estune fonction dérivable sur un intervalle ouvert I, a €I.
Si f est dérivable au point a et admet un extremum au point a alors f'(a) = 0.
e f estune fonction dérivable sur un intervalle ouvert I, a €1.
Si f' s’annule au point a et f' change du signe au voisinage de a alors f(a) est un
extremum de la fonction f.
Remarque :
Si f'(a) = 0 ne signifie pas que f(a) est un extremum de la fonction f.
IV. Application de la fonction dérivée seconde.
1. Concavité.
Propriétés :

Soient f une fonction deux fois dérivable sur un intervalle I, et (C f) sa courbe
représentative dans un repere.
e Si(Vxe€el);f"(x)>0alors :lacourbe (Cf) est situé au-dessus de ses
tangentes.
Dans ce cas, la courbe (C f) est dite convexe (concavité dirigée vers les
ordonnées positives).
e Si(Vxel);f"(x)<0alors :lacourbe (Cf) est situé au-dessous de ses
tangentes.
Dans ce cas, la courbe (C f) est dite concave (concavité dirigée vers les
ordonnées négatives).
2. Points d’inflexions
Propriétés :
Soit f une fonction deux fois dérivable sur un intervalle ouvert I et x, € I.
Si la fonction dérivée seconde f" s’annule en x, et f" change de signe au voisinage
de x, alors le point de coordonnées (xo i f (xo)) est un point d’inflexion de la courbe
(Cr)-
Exemple :
Le tableau suivant représente le signe de la fonction dérivée seconde d’une fonction
f et la concavité de la courbe (Cf).

X —0 =5 -1 2 +00
£(x) — 0+ -0 -
Concavité de (Cf) /\ \/ /\ /\
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V. Fonction réciproque d’une fonction continue et strictement

monotone sur un intervalle I :
1. Définition :
Soit f une fonction continue et strictement monotone sur un intervalle I :
La fonction qui a tout y de f(I) fait associer x de I telle que f(x) = y est dite : la
fonction réciproque de f définie sur f(I). On la note f 1.
Ainsi : {f(x) ) s {f_l(y) — X
x €l y € f()
2. Conséquence :
vx €L (f()) =x etVy e fD;f(f') =y
3. Théoréme :
Soit f une fonction définie continue et strictement monotone sur un intervalle I, donc
f admet une fonction réciproque f~1 définie sur intervalle J tel que : J = f(I)
Exercice d’application :
e Soit la fonction f définie sur [0, 1] par: f(x) = 2x% + x + 1.
1- Déterminer | = ([0, 1]).
2- Montrer que f admet une fonction réciproque f~1 définie sur I’intervalle J.
4. Détermination de I’expression f~1(x).
Soit f une fonction continue et strictement monotone sur un intervalle 1.
Soit x un élément de f(I) et y un élément de I tel que : f~1(x) = y.
Ona: f1(x) =y & f(y) = x, puis en résolvant I’équation f(y) = x d’inconnue
y et on déduit I’expression de f~1(x) pour tout x de f(I).
3. Continuité de la fonction réciproque.
Soit f une fonction continue et strictement monotone sur un intervalle 1.
Donc sa fonction réciproque est continue sur I’intervalle f ().
4. Dérivabilité de la fonction réciproque .
Propriétés :
Soit f une fonction continue et strictement monotone sur un intervalle I, x, € I et
Yo = f(x0).
e Si f est dérivable en x, et f'(x,) # 0, alors la fonction f ! est dérivable en

Yo etona:
1

—1\/ —
(f ) (yO) f,(xO)
e Si f est dérivable sur I et ' ne s’annule pas sur I, alors la fonction f~1 est
dérivable sur f(I) etona:
1

(v € (D) 00 = s

5. Monotonie de la fonction réciproque.
Propriétés :
Soit f une fonction définie continue et strictement monotone sur un intervalle 1.
Alors sa fonction réciproque f 1 est strictement monotone sur f(I) .
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Le sens de variations de f~1 sur f(I) est le méme que celui de f sur I
6. La courbe représentative de la fonction réciproque :

Dans un repere orthonormé (C f—l) est le ™ 5 13
b \ N\ = l’ 1 r
symeétrique de (C f) par rapport a la premiere F A
. . B . 97 . ,' g
bissectrice du repere (droite d’équation y = x) e
/’4;
a? > X

V1. Fonction racine n-iéme :
1. Définition :

Soit n un entier naturel non nul et différent de 1.

La fonction f: x +— x™ est continue et strictement croissante sur R* , donc elle

admet une fonction réciproque sur f (R*) = R*, appelée fonction racine n-iéme (ou

racine d’ordre n), et notée x — /x.

Remarques : Soit x € R™.
e Le réel Vx se lit « racine n-iéme de x » ,

2 . . ! ','

e Pour n=2, on a /x = /x se lit « racine carr 5 oy
. Lz

e Pour n=3, on a /x se lit « racine cubique de
2. Conséquences :
Soit n un entier naturel non nul.
e (VxeRY)(VyeRY) Vx=yox=y
o (Vx€ ]RJ“)(’W)n = Vx™ = x.
e Pour tous réels positifsa et b, on a :
Va=%b @a=b e YVa<?ib o

e lim Vx =+
X—+00
3. Propriétés :
Soit (a; b) € R2 et n et p deux entiers naturels supérieurs ou égals a 2.

[ J nxpaP:% ,
° n/%:nX%;
Vax b ="ab;

Va n
o me="2 (b=0):

Va x Ya = "Na™.

6

N
)
.
s R
b\
&
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VII.

Branches infinies

1. Définition :

Une branche infinie d'une courbe représentative (C f) d'une fonction f apparait deés lors que 1'une

au moins des coordonnées x ou y tend vers l'infini. L'étude des branches infinies est indispensable
a 1'étude du comportement global de la courbe représentative de la fonction.

2. Diagramme des branches infinies :

Soit f une fonction numérique, et (C f) sa courbe représentative dans un repere
orthonorme.

| hmf(x) a I

/

hmf(x)— ]

[ lim (x) = o0

hm

f (x)—(ax +b)] _()

x —):q

f( )—a (a+=0) [

lim

Fh,.

x =t x

11m [f(x) ax] b

lim [f (x)—ax | =0

(- =)

(C, ) Admet:
Une asymptote
Oblique
D’équation
y =ax +b au
voisinage de oo

& 4

;f

\_

au voisinage de +oo

\

(C, ) Admet:
Une asymptote
Horizontale
D’équation
¥ =6

_/

(

(C, ) Admet:

Une branche

parabolique
Dirigée vers la droite
d’équation y =ax au
voisinage de *+oo

&
[

\

(C, ) Admet:

Une branche

parabolique
Dirigée vers I'axe
des ordonnées au
voisinage de +o

~

S

NG TR

VIII.

1. Fonction paire :

-

&

~

(C, ) Admet:

Une branche

parabolique
Dirigée vers I'axe
des abscisses au
voisinage de +w©o

J

a =

(C, )Admet:
Une asymptote
Verticale
D’équation
x =a

oy

Parité d’une fonction numérique :

Soit f une fonction définie sur Df.
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La fonction f est impaire si I'ensemble D est centré en 0 (c'est-a-dire si

(Vx € Df) . —x € Df)et (Vx € Df): f(=x) = f(x).

Dans ce cas, la courbe représentative de la fonction f admet 1'axe des ordonnées
comme axe de symétrie.

La courbe ci-dessous est sa représentation graphique et admet I'axe des ordonnées

comme axe de symétrie.
Cr

B

2. Fonction impaire :
Soit f une fonction définie sur Df.

La fonction f est impaire si I'ensemble Dy est centré en 0 (c'est-a-dire si

(vx € Df): —x € Dy)et(Vx € Dp): f(—x) = — f(x).

Dans ce cas, la courbe représentative de la fonction f admet I'origine du repére
comme centre de symétrie.

La courbe ci-dessous est sa représentation graphique et admet 1'origine du repere
comme centre de symétrie.

IX. Axe de symétrie et centre de symétrie :
Soit la fonction f définie sur Dy, et soit (C f) sa courbe représentative dans un repere
orthonormé.
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1. Axe de symétrie :

2a—x € Df
fQRa—-x)=fx)
X = a estun axe de symétrie de (Cf).

La courbe ci-contre est sa représentation graphique et admet la droite d'équation x =
1 comme axe de symétrie.

Si la fonction f vérifie :(Vx € Dy) { alors la droite d'équation

o n

W e e ————

2%
e
*

2. Centre de symétrie :

2a —x € Dy
fQRa—x)+f(x)=2b"
coordonnées (a ; b) estun centre de symétrie de la courbe représentative de f.
La courbe ci-contre est sa représentation graphique.

Si la fonction f vérifie : (Vx € Dy) { alors le point de

PROF : BENABICHA ANAS I!HI



28™Me année baccalauriat Pc/Svt
2024/2025

PROF : BENABICHA ANAS




28™M€ année baccalauriat Pc/Svt
2024/2025

Série 3 : Dérivabilité et étude des fonctions
numeriques

Exercice 1 :
Déterminer le nombre dérivé de la fonction f en x, dans les cas suivants :

a. f)=x*+x ; xo=1

b. fx) =vVx—1; x5=2

c. f(x)=sinx ; x, =§

Exercice 2 :

Etudier la dérivabilité de la fonction f en x, dans les cas suivants :
a. fx)=1Ix—-1] ; x=1

fX)=x*+1Lx=0 _
b. {f(x)=4x+1;x<0 > %0 =0

c. f(X)=3x ; x,=1

Exercice 3 :

Soit la fonction f définie par : {f () =vx +1 st x =20
fl)=x?>++/—x si x<0

1. Etudier la continuité de f en 0.
2. La fonction f est-il dérivable en 0 ?

Exercice 4 :

Soit f une fonction numérique définie par : f(x) = Vx? — 1

1. Etudier la dérivabilité de f en 2
2. Déterminer 1’équation de la tangente a la courbe (C f) de la fonction f au

point d’abscisse 2.

Exercice S :
Soit f la fonction numérique définie par : f(x) = x + Vx? — 3x

Et soit (C f) sa courbe représentative dans un repére orthonormé (0;7; 7).

1. Déterminer I’ensemble de définition de la fonction f.
2. Etudier la dérivabilité a droite en 3, puis interpréter le résultat

géométriquement.
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Exercice 6 :

Déterminer f' la fonction dérivée de la fonction f dans les cas suivants :

a. fx) =x*+x3— 2x?
b. f(x)=i—§+3x

- e fw= ()
f. f(x) =(4x—
g f(x) =x3cos?x

x+y/x
f()_x\/—

k. f(x) =cos(x?+7x—1)
l. f(x) =cos(¥x?+5)

1)sinx

C. f(X) = 3x2+5 b £ = =
d. f(x) o x2+x+1
Exercice 7 :

Etudier la concavité de la courbe de la fonction f dans les cas suivants :

a. f(x)=§x3+%x2+x+1

c.
— 2
b. f(x)—smx—Sx + 7 ¢
c. f(x)_x 24x+2 o
d. f(x)—VZx—2+x h.
Exercice 8 :

fl) =x+——
fx) = 16\/x —1+x?
f(x) —m

f(x) = —cos?x — 2sinx + 1

Déterminer la parité de la fonction f et interpréter le résultat géométriquement :

a. f(x) =4x3—5x

__ sin(4x)
b. f(x) " cos(2x)+4
VxZ+7-1
C. f(x) - a x3+x
Exercice 9 :

Vérifier que le point I est un centre de symétrie de la courbe représentative de la

fonction f dans les cas suivants :

a. fx)=x3-3x+2 ; I1(0;2)
b f(x) =7 1(3-3)
c. f(x)—m ; 1(—1;-2)

Exercice 10 :

Soit f une fonction numérique. Etudier les branches infinies de (Cf) la courbe

représentative de la fonction f dans les cas suivants :

a. f(x)=x+ 2+1 d f(0) ==
b. f(x) =vx+1 . {f(x)=x2+x Six<0
c. f(X)=x+VxZ+x+1 f) === six>0
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Exercice 11 :

Etudier la fonction numérique f et représenter sa courbe représentative dans un repére
orthonormé (0;7; ) dans les cas suivants :

a. f(x)=x3+x%—-"5x
SV 5
b. f(x) =x+—
c

. f(x) =cos(2x) —sinx

d f(x)=xvx?+1
Exercice 12 :

2—Vx+3

six#1

fx) =

Soit f une fonction numérique définie par : x

f)=-1

1. Déterminer I’ensemble de définition de la fonction f.

2. Etudier la continuité de f en x, = 1.

3. Etudier la dérivabilit¢ de f en xy, =1, puis interpréter le résultat
géométriquement.

Exercice 13 :

flx) = x#0

V1+2x—V1+x si
Soit f une fonction numérique définie par : x

f(0) =3

1. Déterminer I’ensemble de définition de la fonction f.

2. Etudier la continuité de f en x, = 0.

3. Etudier la dérivabilit¢ de f en xy, =0, puis interpréter le résultat
géométriquement.

Exercice 14 :

Soit f la fonction numérique définie par : f(x) = x + Vx?2 — 4

1. Déterminer I’ensemble de définition de la fonction f.

2. Etudier la dérivabilit¢ de f a droite en 2, puis interpréter le résultat
géométriquement.

3. Etudier la dérivabilité de f a gauche en —2, puis interpréter le résultat
géométriquement.

4. Calculer f'(x) pour tout x de | — 00; —2[U]2; +oo].
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Exercice 15 :
Soit f la fonction numérique définie sur ]—oo; 3] par: f(x) = (x —3)? — 1

1. Montrer que f admet une fonction réciproque définie sur un intervalle J a
déterminer.
2. Calculer f~1(x) pour tout x de J.

Exercice 16 :

Soif f une fonction définie par :f (x) = x + Vx + 3

1. Déterminer Dy ’ensemble de définition de la fonction f.
2. Montrer que f est continue et strictement monotone sur Dy.

3. Déduire que f admet une fonction réciproque définie sur un intervalle J a
déterminer.

4. Calculer f~1(x) pour tout x de J.

5. Montrer que 1’équation : f~1(x) = f(x) admet une seule solution sur
I’intervalle [—3; +oo].

Exercice 17 :

Montrer que la fonction f admet une fonction réciproque définie sur un intervalle J
a déterminer dans chaque cas suivant :
2x+3

a f() =222 1 =]1; 4]
b. f(x) =x|x|;I=R
c. f(x)=2vx—x;I=R*

Exercice 18 :

1. Simplifier les nombres suivants :

3
a=327 : b=%16 : c=Y283:d= V729 :e=L2 . r_

V62
V64
JVV16xd2
2. Calculer: A = 5—=—F—
V23x 142
3. Mettre les dénominateurs des nombres a , b et ¢ sous forme des nombres
rationnels :
g =t p= L = 1
S 2-¥3 T T V2-1 0 T 142+
1 20
3 5 32x /3‘§/§x32
4. Simplifier les nombres suivants : A = % et B=——"—7—
* YBT3
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5. Résoudre dans R les équations suivantes :

33
x3427=0 , Yx—+Vx=0et (;:;g) = 64

6. Calculer les limites suivantes :
BV_ 3 3 3
) ) x+1-1 . x=33 ) Vx—2
lim Yx+1—-3x ., lim lim lim ———
x—+ 0o > x—0 X > x—3 \/}—\/5 ’ x—8 3Vx+56—4 i

x—0t Vx—V3

1 1 1 1 x4—
lim (xs — x2) , lim 2x+1)3 —(2x)3 , lim
x—-1

x—+00 xX—-+00
Exercice 19 :
Soit f la fonction numérique définie par : f(x) = x3 — 3x — 3

1. Etudier les variations de la fonction f.
2. Soit g la restriction de la fonction f sur I’intervalle [1; +oo].
a. Montrer que g admet une fonction réciproque g~ ! définie sur un intervalle
a déterminer.
b. Montrer que 1’équation g(x) = 0 admet une seule solution a telle que : 2 <
a < 3.

c. Montrer que :(g~1)’'(0) = L

3(a2-1)

Exercice 20 :

+v1-x?
x

Soit f la fonction numérique définie par : f(x) = !

1. Déterminer I’ensemble de définition de la fonction f.

2. Etudier la parité de la fonction f.

3. Etudier la dérivabilit¢ de f a gauche en 1, puis interpréter le résultat
géométriquement.

4. Etudier les variations de la fonction f sur I’intervalle ]0; 1[.

5. Construire (Cf) la courbe représentative de la fonction f dans un repére
orthonormé.

Exercice 21 :

Soit f la fonction numérique définie par : f(x) = x + 1 —Vx? — 2x.
Et soit (C f) sa courbe représentative dans un repére orthonormé (0;7; 7).

1. a. Déterminer Dy I’ensemble de définition de la fonction f.
b. Calculer les limites aux bornes de Dy.

2. a. FEtudier la dérivabilit¢ de f a droite en 2, puis interpréter le résultat
géométriquement.
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b. Calculer et étudier de f'(x).
3. Montrer que (Cf) admet une asymptote oblique (D), puis étudier la position

relative de (Cf) et la droite (D).
4. Soit g la restriction de la fonction f sur ’intervalle [2; +oo].
a. Montrer que g admet une fonction réciproque g~ ! définie sur un intervalle
a déterminer.
b. Construire dans le méme repére la courbe de la fonction g 1.

Exercice 22 :

X

Vvx+2 -1

Soit f la fonction numérique définie sur [—2; —1[ U |—1; +oo[ par: f(x) =

Et soit (C f) sa courbe représentative dans un repére orthonormé (0;7; ).

1. Calculer les limites suivantes : lim f(x) , lim_ f(x) et lim f(x).
x——1" x—-—1F X—+00

2. Calculer lir_El %, puis interpréter le résultat géométriquement.
X—+ 00

3. a. Etudier la dérivabilité de f a droite en —2.
(\/m—l)2+1
2x+2(Vatz-1)°

b. Montrer que pour tout x de |—2; —1[ U |—1; +oo[ f'(x) =

c. dresser le tableau de variations de la fonction f.

4. Soit g la restriction de la fonction f sur ’intervalle I = ]—1; 2].
Montrer que g admet une fonction réciproque g~ définie sur un intervalle a
déterminer.

5. Construire dans le méme repere la courbe (Cf) et la courbe (Cg).

Exercice 23 :
Soit f une fonction numérique définie par: f(x) = x —v2x — 1.
Et soit (C;) sa courbe représentative dans un repére orthonormé (0; 7; 7).

1. Déterminer Dy ’ensemble de définition de la fonction f, et calculer liIP f(x).
x—+o00

2. Etudier les branches infinies de la courbe (Cf).

3. a. Etudier la dérivabilité de f a droite en %

b. Montrer que le signe de f'(x) sur E, +00[ estceluide x — 1

c. Dresser le tableau de variations de la fonction f.

d. Donner 1’équation cartésienne de la tangente (T) a la courbe (Cf) au point
d’abscisse 5.

4. Construire la courbe (Cf).
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5. Soit g la restriction de la fonction f sur I’intervalle I = [1; 4+ o]
a. Montrer que g admet une fonction réciproque g~1 définie sur un intervalle
a déterminer

2
b. Vérifier que : Vx € [1; +0]; g(x) = (\/zx—21—1)

c. Calculer g~1(x) pour tout x de [0; +o0].

Exercice 24 :

: : . s 2
Soit f une fonction numérique définie sur R* par: f(x) =1 — E (Vx —2)
Et soit (C f) sa courbe représentative dans un repére orthonormé (0;7; 7).

1. Montrer que f est dérivable a droite en O.

2. Montrer que: (Vx € R}); f'(x) = —%(\/E — 2)(\/5 — 1) ; puis dresser le
tableau de variations de f.

3. a. Etudier les branches infinies de la courbe (Cf).

b. Montrer que (Cf) admet un point d’inflexion, puis déterminer les

coordonnées de ce
point.

4. Soit g la restriction de la fonction f sur ’intervalle I = [4; +o0]
a. Montrer que I’équation g(x) = 0 admet une seule solution a sur I’intervalle
64 121
EK ?[
b. Montrer que g admet une fonction réciproque g1 définie sur un intervalle
J a déterminer
c. Déterminer g~ (x) pour tout x de J, puis déduire que : @ = 4 + 2+/3.

d. Construire dans le méme repére la courbe (Cf) et la courbe (Cg).

Exercice 25 :

N
. Soit g la fonction numérique définie par : g(x) = = ;‘ 4

Soit (Cg) sa courbe représentative dans un repére orthonormé (0; T; J)
1. Déterminer Dy I’ensemble de définition de la fonction g
2. Calculer les limites aux bornes de D, puis déduire les branches infinies
de (Cg)
3. Montrer que Q(0; 1) est un centre de symétrie de (Cg)
9(x)—g(2)
X

4. Calculer lim
x—27t

obtenue
5. Calculer g'(x) pour tout x de ]2; +oo[

, puis interpréter géométriquement le résultat
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II.  Soit f la fonction numérique définie sur R par :
f(x) =g(x);x €] —o0; =2] U [2; +00[
{f(x) =V4—-x*+1;x€]-2;2]
Soit (Cf) sa courbe représentative dans un repére orthonormé (0; T; J)
1. Montrer que la restriction de la fonction f sur I’intervalle | — 2; 2[ est
une fonction paire
Etudier la continuité de la fonction f en x, = 2
Etudier la dérivabilité de la fonction f a gauche en x, = 2
Calculer f'(x) pour tout x de |—2; 2[
Dresser le tableau de variations de la fonction f sur R
6. Construire (Cf) (unité 1cm)
II.  Soit h la restriction de f sur ’intervalle [2; +oo][
1. Montrer que h admet une fonction réciproque h~! définie sur un
intervalle J a déterminer
2. Construire (C,-1) dans le méme repére avec une autre couleur
3. Déterminer I’expression de h~1(x) en fonction de x pour tout x de J

hA

Exercice 26 :

x2+4 xX2+4

-2

On considere la fonction f définie par : f(x) = "

Soit (C) sa courbe représentative dans un repére orthonormé (0; ;).

1. Déterminer I’ensemble de définition de la fonction f et Dy =]0 + oof

2 2 2 2
Montrer que pour tout x de Df : xx+4 _ 2\/x +4 — \/x +4 <Jx +4 _ 2>

N

X X X

3. Calculer lir_El f(x)
x—+0o
4. Calculer lir(r)l+ f (x), puis interpréter le résultat géométriquement.
X—
5. Déterminer la branche infinie de la courbe (C) au voisinage de +oo.
, _xP-af x
6. a. Montrer que pour tout x de Dy : f'(x) = " (1 =14 )
X
b. Montrer que pour tout x de Dy : = < 1.

c. Dresser le tableau de variations de la fonction f.
7. Montrer que 1’équation f(x) = x admet au moins une solution sur I’intervalle
1
1]
8. Construire la courbe (C).
9. Soit g la restriction de f sur I’intervalle I = ]0; 2].

a. Montrer que la fonction g admet une fonction réciproque g~ définie sur
un intervalle | a déterminer.
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b. Construire (C g—1) la courbe représentative de la fonction g1,

Exercice 27 :

On considére la fonction f définie par : f(x) = |x|vx? — 1

Soit (C) sa courbe représentative dans un repére orthonormé (0; ;).
1zl = 171l = 3em)

1.

Déterminer Dy I’ensemble de définition de la fonction f , puis €tudier sa
pariteé.

. Etudier la dérivabilité de f a droite en 1, puis interpréter le résultat

geomeétriquement.

. Etudier les variations de la fonction f.
. a. Etudier la concavité de la courbe (C) sur ’intervalle |1, +oo[

b. Déterminer le point d’intersection de la courbe (C) avec la droite (A)
d’équation y = x

c. Etudier la branche infinie au voisinage de +oo.

d. Construire la courbe (C).

. Soit g la restriction de f sur ’intervalle [1; 4+oo].

a. Montrer que la fonction g admet une fonction réciproque g~ définie sur
un intervalle J a déterminer.

b. Déterminer g~ (x) pour tout x de J

c. Construire (C g—l) la courbe représentative de la fonction g1
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Suites numériques

I. Définitions :
1. Définition d’une suite numérique :
Une suite numérique u est une fonction d’une partie [ de N vers R : u:n = u(n).
Son ensemble de définition est donc N ou un sous-ensemble de N.
Pour n € N, on note u(n) par u,, et on appelle n™¢ terme ou terme général de la
suite.
2. Notations - Vocabulaire :

] La variable n étant un nombre entier naturel, cet entier n permet de
numéroter les images : en plus de I'écriture fonctionnelle classique u(n) utilisée pour
désigner 1''mage de l'entier naturel n par la fonction u, on peut aussi utiliser la
notation indexée (ou indicée) : u,,. Avec cette notation 1'image de 0 s’écrit : u,.

] Avec cette notation, on dit que :

u(n) = u, estle terme d'indice n ou de rang n de la suite u.
u est la suite de terme général u,et ’on écrit : u = (U, ) pe;-
Si [= N, Ia suite est notée simplement (u,,). Et dans ce cas :
- u(0) = uy qui est I'image de 0 par u est aussi appelé le premier terme de la

suite u.

- u(1) = uy qui est I’image de 1 par u est aussi appelé le deuxiéme terme u.
Il arrive parfois que le premier terme d'une suite u ne soit pas uy.
Par exemple :

1, . : .
Up = — n'existe pas pour n = 0. La suite commence au rang 1. On écrira alors :

(un)neN*'
1 : . .
th =~ D) n'existe pas pour n = 0, ni pour n = 1. La suite commence au rang 2.

Dans tous les cas de ce type-1a, on précisera le sous-ensemble de N ou la suite est
définie : Ici,ona:n € N — {0; 1}.
3. Suite minorée, majorée, bornée :
Définitions :
e Une suite (Uy,)p>n, est majorée par un réel M si et seulement si Vn >
Ng; U, <M (ouvVn =ny; u, <M).
e Une suite (Uy)nz>n, est minorée par un réel m si et seulement si Vn >
ng; U, =m (ouvn = ngy; u, >m).
e Une suite (U, )pzn, est bornée si et seulement si (uy,)p>p, €st majorée et
bornée.
Propriété :
Une suite (Un)psn, est bornée si et seulement si 3a € RY; |u,| < a
(ou3a € RY; |u,| <a).
4. La monotonie d’une suite numérique :
Propriétés :
Soit (uU,,),,en Une suite, on a :
® (Up)psn, est croissante siVn € N;uy g = uy .
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®  (Up)nsn, est strictement croissante si Vn € N;up 1 > u, .
®  (Up)nsn, est décroissante si Vn € N;up g < uy, .
®  (Up)nzn, €st strictement décroissante si Vn € N;uy 1 < u,.
Définitions :
Soit (U,,),en UNE suite, on a :
® (Up)nzn, €St monotone si elle est croissante ou décroissante.
® (Up)nsn, est strictement monotone si elle est strictement croissante ou
strictement décroissante.
II. Suite arithmétique :
1. Définition :
Lorsque I’on passe de n’importe quel terme d’une suite au terme suivant, en ajoutant
toujours le méme nombre, on dit que la suite est arithmétique.
C’est a dire que, s’1l existe € R, tel que, pour tout n = n,, on ait :
Upt1 = Uy + 1, on dit alors que la suite (U, )pnsp, est arithmétique de raison r.
2. Terme général :
(Un)nsn, €st une suite arithmétique de raison r et de premier terme u,_ ona:
vn = ng; Uy = up, + (n—ngy)r
Cas particulier : si (u,),ey €st une suite arithmétique de raison r, alors son terme
général
s’écritu, =ug+nr; neN.
3. Somme de termes consécutifs :
(Up)n>p est une suite arithmétique on a :
l=n
S, :zui =Up +Upyq HUppp T H Uy = (n—p+1)<
i=p
Autrement dit : S,, = (le nombre des termes de la somme) X
(Le premier terme)+(le dernier terme)
2
III. Suite géométrique :
1. Définition :
Lorsque 1’on passe de n’importe quel terme d’une suite au terme suivant, en
multipliant toujours le méme nombre, on dit que la suite est géométrique.
C’est a dire que, s’il existe g € R, tel que, pour tout n = n,, on ait :
Untq = q X Uy , on dit alors que la suite (Uy)pspn, €st géométrique de raison q.
2. Terme général :
(Un)nsn, €St une suite géométrique de raison q et de premier terme u, ona:

u, + up>
2

YN = ng; Uy = Uy, X ¢
Cas particulier : si (u,,),ey €st une suite géométrique de raison q, alors son terme
général s’écritu, = uy, Xq"* ; ne€eN.
3. Somme de termes consécutifs :
(Up)nzp €St une suite géométrique on a :
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i=n qn—p+1 -1
Sn =Zui = up +up+1 +up+2 ++un =up X <T>
i=p

IV. Limite d’une suite numérique :
1. Définitions :

a- On dit que la suite (U,)y>p, tend vers +oo lorsque n tend vers +oo si : les

valeurs prises par la suite pour tout entier naturel n > N depassent tout réel

strictement positif donné A.
C’est-a-dire : (VA > 0)(IN € N)(Vvn = N); u,, > A.
On écrit lim u, = +oo

n-+oo
b- lim u, = —ocsi: lim —u, =+
: ., l
c- lim u, =10 si: lim =+
n—+oo n-+oo |un—I|

d- On dit qu’une suite est convergente si sa limite est finie.
e- On dit qu’une suite est divergente si elle n’est pas convergente.
2. Limites usuelles :

Ona: lim n®* =40 ;avec xe Q**
n—-+oo
1
lim ==0 ; avec XE Q*t
n—-+oo n* ’ Q

3. Criteres de convergence d’une suite numériques :

Soient (Uy,)nens (Un)nen €t (Wy)nen trois suites numériques, et soit N un entier

donnée.
((Vvn=N); |lu, =1l < v, _
a- Sl:{ nl_i>r+noo v, =0 alors : nl_lgloo U, =1;
b- Si: {(v;_l;oo]\g’: Zn_ivn alors : nl—i>r-ll:loo U, = —00 ;
((Vn=N); u, 2 v, _
c- Sl:{ nl_iHloo v, = +0o0 alors : nllri‘oo”" =+ ;
. (Vn=N);, vy, Su, <w, .
d- Sl:{ nl—i>r-|l:loo v, = nl_i>r+noo w, =1 alors : nl_l)rlloo u, =L
4. Limite de la suite g" :
+o0 si g>1
l1sig=1
m q" =10 si z1<q<1
Asig<-1

5. Propriétés :

a- La limite d’une suite convergente et positive est un nombre réel positif ;

, : alors: [ > 1';
lim u, =1, lim v, =1’ >
n—+oo n—4oo

X Si'{ (Vvn = N); u, =2 v,
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c- Toute suite croissante et majorée est convergente ;
d- Toute suite décroissante et minorée est convergente.
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Série 4 ; Suites numériques

Exercice 1 :
uO = 1

1 ; (VneN
Unp+1 = E(unz +1) ( )

Soit (u,) la suite numérique définie par : {

1. Montrer que (Vn € N);0 < u, < 1.
2. Montrer que la suite (u,,) est décroissante, puis déduire qu’elle est
convergente.

Exercice 2 :

Déterminer la limite de la suite (u,,) dans les cas suivants :

2 3
a. (VTlEN); un=—3in e. (vn e N); u, =ns —na=
2 _1
b. (VnEN);un=7x2n f. (VneN); u,=n3—ns
4\ (1)n—1
c. (vneN); u, =-3 (5) g. (vneN); u, = é)TH
21’1_31’1
d (VneN); u, = . _J03)"+5
( ); Un N h. (Vn € N); up = e
e. (vneN); u, = o

Exercice 3 :
Soit (u,) la sui défi { 0 =2 (Vvn € N)
oit (u,,) la suite numérique définie par : ; (Vn €
n Upsr = 1+ Ju,

1. Montrer que (Vn € N); 2 < u,, < 3.
2. Etudier la monotonie de la suite (u,,)
3. En utilisant la fonction f: x — +/x + 1 sur 'intervalle [2; 3], déterminer

lim u,.
no+oo

Exercice 4 :

u0:3

Soit (u,,) la suite numérique définie par : {
n a P Uppp = Up(u, +1

) ; (VneN)

1. Calculer u, et u,.

2. Montrer que la suite (u,) est croissante.

3. Montrer que (Vn € N); u,,; > 2u, . Déduire que (Vn € N); u,, > 3 x 2™
4

. Calculer lim u,.
n-+oo
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Exercice 5 :

u, = 100
Soit (u,,) la suite numérique définie par : {u un ; (Vn €N)

n+l ™ 4 %10

1. Montrer par récurrence que : (Vn € N); u,, > 0.
2. Montrer que (u,) est une suite décroissante et qu’elle est convergente.

1 :
3. Montrer que (Vn € N); = < — puis déduire lim u,,.
Un 10 n—-+oo
Exercice 6 :
uO = 3
Soit (u,,) la suite numérique définie par : up—; ; (Vn €N)
Un+1 = U2

. 1
1. Montrer par récurrence que : (Vn € N); u,, > =3

2
2unp+1

2. Soit (v,,) une suite numérique définie par : v,, =

: oy .2
a. Montrer que (v,,) est une suite arithmétique de raison 3

b. Ecrire u, en fonction n, puis déduire lim u,
n-+oo

Exercice 7 :

u0=2

un—Zun+1=2n+3; (vn €N)

Soit (u,) la suite numérique définie par : {

Onpose pourtoutndeN: v, =u, +2n—-1

: J4 4 . . 1
1. Montrer que la suite (v,,) est géométrique de raison 5

2. Calculer u,, en fonction n, puis déterminer lim u,
n-+oo

3. Onpose: Ty =uyetT, =uy+u; + -+ u, pour tout n de N

Calculer T, en fonction de n, et déduire lirP T,
n—->+0o

Exercice 8 :
uO = 3

Soit (u,,) la suite numérique définie par : ; (Vn € N)

2
— (%2, 2
Ups1 S Un + 2

1. a. Montrer par récurrence que : (Vn € N); u,, > 6
b. Montrer que la suite (u,,) est strictement décroissante

2. Onpose pour toutnde N: v, =u,3 —6
a. Montrer que la suite (v,) est géométrique dont en déterminera la raison et
le premier terme
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b. Ecrire v, en fonction n pour tout n de N
c. Déterminer u,, en fonction n pour tout n de N

d. Déduire lim u,
n—-+oo

Exercice 9 :

uO == 3
Soit (u,,) la suite numérique définie par : __up  ; (Vn€eN)
Un+1 = 3inn,
“n
1. a. Montrer par récurrence que : (Vn € N); u,, > 0
b. Montrer que la suite (u,,) est décroissante puis déduire que (Vn €
N); u, <3

c. Déduire que (u,,) est convergente
1

3"u,

2. Onpose pourtoutnde N : v, =

a. Montrer que la suite (v,) est arithmétique dont en déterminera la raison et
le premier terme
b. Déterminer u,, en fonction n pour tout n de N

c. Déduire lim u,
n—+oo

Exercice 10 :

Soit (u,,) la suite numérique définie par :
Ug=2 et u; =4 v N)
; ne
Uni2 = (1 + \/7) Un+1 — \/iun

1. OnposepourtoutndeN: v, =u,, 1 —u,

Montrer que la suite (v,,) est géométrique et déterminer sa raison
2. Déterminer u,, en fonction n, puis calculer sa limite
3. On pose pour tout nde N : w, = v,%2 — 2v,, cos(v,,) + 1

a. Montrer que (Vn € N); w,, = (v, — 1)?

b. Déduire la limite de (w;,)

Exercice 11 :

u1=2

Soit (u,,) une suite numérique définie par : { (vn € N¥)

Uppq = éun +2°
Calculer u, et us

Montrer par récurrence que : (Vn € N*); u,, < 3
Etudier la monotonie de la suite (u,,), et déduire que (Vvn € N*); u,, > 2
On considere la suite (v,,),»; définie par: (vn € N*); v, =u,, — 3

a. Montrer que la suite (v,,) est géométrique et calculer v,, en fonction de n
b. Déterminer u, en fonction de n, et calculer sa limite

AW N =
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c. Calculer S,, = u; + u, + - + u,, en fonction de n puis calculer sa limite
Exercice 12 :

Soit (u,) une suite numérique définie par :

; (Vn e
Uppr = =2+ /5 + (u, + 2)2
1. a. Montrer par récurrence que : (vn € N); u,, > 1
b. Montrer que la suite (u,,) est croissante
2. On considére la suite (v,,) définie par: (Vn € N); v, = (2 + u,,)?
a. Montrer que la suite (v,,) est arithmétique dont en déterminera la raison
b. Calculer v, en fonction de n

c. Déterminer u,, en fonction de n, et calculer lim u,
n—+0oo

Exercice 13 :

Uy =0 et u; =1
Soit (u,,) une suite numérique définie par : 7 2 ; (VneN)
Unyz = 3 Uny1 — gun

1
Pour tout n de N on pose : V41 = U1 — 2U, € Wppq = Uy — 3 Un

1. a. Calculer v; et wy
b. Montrer que (v,,),,51 €t (Wy,),,»1 sont des suites géométriques dont on
déterminera
les raisons respectives.

2. Déterminer u, en fonction de n, et calculer lim u,
n—+oo

Exercice 14 :

uo = 3
Soit (u,,) la suite numérique définie par : _ 8up-1) ; (Vn €N)
Un+1 = Up+2

p—

. Montrer par récurrence que : (Vn €N); 2 < u, <4

2. Etudier la monotonie de la suite (u,,), et déduire qu’elle est convergente
3. a. Montrer que: (Vn € N);4 —u, ., < %(4 —Uy)
. 4\"
b. Déduire que : (Vn € N);4 —u, < (E)
c. Calculer lim u,
n—+oo
Up—4
4. Onpose: (Vn €N); v, =
Up—2

a. Montrer que la suite (v,) est géométrique dont en déterminera la raison et
le premier terme
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b. Déterminer v, puis u, en fonction de n

c. Déduire lim u,
n—+oo

5. Onposepourtoutn =>1:S5,=vy+v, +--+v,_4

Calculer §,, en fonction de n et déduire lim S,
n—-+oo

Exercice 15 :

2_
Soit g la fonction numérique définie sur I’intervalle ]1; +oo[ par : g(x) = %
1. Montrer que (Vx €]1; +oo[ ); g(x) =3
Uy = 2
2. Soit (u,,) la suite numérique définie par :{ 0 ; (VneN
(un) a P Unyr = g(Uy) ( )

a. Montrer que : (Vn € N); u,, =3
b. Montrer que (u,,) est monotone, puis déduire qu’elle est convergente

c. Déduire lim u,
n—-+oo

Exercice 16 :

uo = 2
Soit (u,,) la suite numérique définie par : 1
Up+1 = Zun + =

3 n
On pose pourtoutnde N : v, = u,, — (Z)

1. a. Calculer u; et v,

b J4 4 . . 1
b. Montrer que la suite (v,,) est géométrique de raison "

c. Montrer que : (Vn € N); u,, = G)n + G)n

d. Déterminer lim u,
n—-+oo

2. Onposepourtoutn deN: S, =uy+u; +--+u,
Calculer S,, en fonction de n puis déterminer lim S,

n-+oo
Exercice 17 :
Uy =3
Soit (u,,) la suite numérique définie par : {Un+1 _ m; (Vvn € N)

1. Montrer par récurrence que : (vn € N); 0 < u,, <4
2. Etudier la monotonie de la suite (u,,), et déduire qu’elle est convergente

1
3. a. Montrer que pour tout n de N on a :|uy,; — 4| < Z lu, — 4|
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1 1 .1 .
b. Déduire que pour tout n de Non a :|u, — 4| < +n > buis déterminer

lim u
n—o+oo

Exercice 18 :

1

L. Soit f la fonction numérique définie par : f(x) = =+/3 + x*

2
1. Etudier les variations de la fonction f sur R*

2. Résoudre dans R 1’équation f(x) = x
3. Montrer que (Vx € [0; 1]); f(x) > x
uO = O

11. Soit (u,,) la suite numérique définie par : {
( n) . P Upt1 = f(u

9 ; (Vn €N)

1. Montrerque: (Vvn €N); 0<u, <1
2. Etudier la monotonie de la suite (u,,), et déterminer sa limite
II.  Soit (v,) la suite numérique telle que : (Vn € N); v, = u2 — 1
1. Montrer que la suite (v,,) est géométrique dont en déterminera la raison
et le premier terme
2. Déterminer v, puis u,, en fonction de n

3. Déterminer lim u,
n—-+oo

Exercice 19 :

X

Vx—1

Soit f la fonction numérique définie par : f(x) =

Et soit (C f) sa courbe représentative dans un repére orthonormé (0,7, ))

1. a. Déterminer D ’ensemble de définition de la fonction f
b. Etudier la dérivabilité de la fonction f a droite en 0

c. Montrer que (Vx €]1; +o[); f'(x) = ﬁ , puis dresser le tableau
x—
de variations de la fonction f

d. Etudier la position relative de la courbe (Cf) et la droite d’équation
Q):y=x
. . , . P Ug = 5
2. Soit (u,) la suite numérique définie par : . ; (VneN)
Upt1 = f (un)
a. Montrer par récurrence que : (Vn € N); u, = 4
b. Montrer que la suite (u,,) est décroissante
c. Déduire que la suite (u,,) est convergente puis déterminer sa limite
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Exercice 20 :

Soit (u,) la suite numérique définie par :

1. a.

u0=2
; (Vn €N
{un+1=1+4un+,/1+4un’(n )

Montrer que : (Vvn € N); u,, >0

b. Montrer que la suite (u,) est strictement croissante

2. Onpose pourtoutnde N, v, =,/1+ 4u,

a.

b.

C.

Calculer v,,, puis u,, en fonction de n

2
Prouver que (Vvn € N); v2,, =4 (Vn + %)

Déduire v, ; en fonction de v,

3. Onpose pourtoutnde N,w, =v, +1

a.

b.

Démontrer que la suite (w,,) est géométrique dont en déterminera la raison
et le premier terme
Ecrire w,, en fonction de n

Démontrer que (Vn € N); u,, = %(Wﬁ —2w,)

Déduire u,, en fonction de n, est ce que la suite (u,,) est convergente

Calculer la somme S,, = ug + uq + --- + u, en fonction de n
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Fonctions primitiyes

I. Définition et propriétés :
1. Définition :
Soit fune fonction définie sur un intervalle I.
On dit que la fonction F, définie sur I, est « une primitive de la fonction f'sur

I’intervalle I »
F est dérivable sur |

vx €1,F'(x) = f(x)

2. Propriétés :
Soit f'une fonction définie sur un intervalle I. on a :
e Si fest continue sur I alors fadmet une primitive sur I.
e Si fadmet une primitive F sur I alors fadmet une infinité¢ de primitives sur |
et elles sont de la forme : F'+ k. Ou £ est une constante réelle quelconque.
En d’autres termes, toute primitive G de la fonction f'sur ’intervalle I est
définie par : Vx€I ,G(x) = F (x) + k
e Si F est une primitive de f'sur I alors oF' est une primitive de af'sur I ; avec
a € R.
e Si F et G sont des primitives respectivement de f'et g sur / alors F' +G est une
primitive
de f+ g sur L.
e Soit x, un €lément de I et y, un réel.
Si f'admet des primitives sur I alors il en existe une seule, F), telle que :

F(xo) = yo.

siona:{

II. 'Tableau des fonctions primitives usuelles :

Fonction Primitives
X a x P ax+ k; aveck € R
XH— X 1
x|—>2x2+k; avec k € R
1 1
xXH— x» ——+k; aveck €R
X X
xHi x - 2Vx+ k; aveck € R
Vx
xex; EQ*—{-1 1
= xhavecr € Q7 — {-1} x> ——x"1 4Lk aveck € R
r+1
X - sinx x> —cosx+ k; aveck € R
X COSX x> sinx + k; aveck € R
1 x> tanx + k; aveck € R

x - 1+ tan’x = >
cos?x
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I1I.

Primitives des fonctions composées :

Fonction

Primitives

u'u”; avecr € Q" — {—1}

1
—— U + k; avec k € R

r+1

1
—a+k; avec k € R

§]| =R =

2Vu+k; aveck € R

x - sin(ax + b) ;aveca # 0

1
x —Ecos(ax+b) + k; aveck € R

x — cos(ax + b);aveca # 0

1
x - Esin(ax + b))+ k; aveck € R
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Série S ;: Fonctions primitives

Exercice 1 :

Déterminer dans chacun des cas suivants la primitive F de f qui vérifie la condition

donnée :
a. f)=1—-x+x*—x% et F(1) =0
b. f(x) = —2sin2x et F(4) 1
c. f(x) =cos3x et F(§)=o
d. f(x)=x+%—\/% et F(1)=0
Exercice 2 :

Déterminer une primitive sur I de la fonction f dans chacun des cas suivants :

a. f(x) =3+ cosx ; [=R

b. f(x) = sin3x : I=R

c. f(x)=L . I =]—o00;—V3[
sinx . _ _E.E

df()_cosx ; I= 2'2[

e. f(x)=x*x3+2)3; I=R

ff) =g 5 1=1-20]

Exercice 3 :

Donner une primitive de la fonction f dans chacun des cas suivants :

a. f(x) =sinxcosx

b. f(x) = J%

. =12

d. f(x)——Zx—1+( 1)2

e f0)=1-=
Exercice 4 :

Soit la fonction f définie par : f(x) = (sin?x — 3sinx + 8). cosx

Déterminer sur IR la primitive F de f telle que F (3771) =0
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Exercice 5 :

2 _
Soit f la fonction définie sur IR\{—2} par: f(x) = %
1. Déterminer deux réels a et b pour que, Vx € IR\{-2}, f(x) = a + (xfz)z
2. Déterminer F la primitive de f sur | — co; —2[ qui vérifie F(0) = 12—3
Exercice 6 :
Soit f la fonction définie sur IR\{—2,2} par: f(x) = (ngi)z
1. Déterminer deux réels a et b pour que, Vx € IR\{—2,2},
a b
f&) = (x—2)2 t (x+2)2
2. En déduire F la primitive de f sur | — 2; 2[ qui s’annule en 0
Exercice 7 :
1. Montrer que x3 +5x2 +7x+4=(x+3)(x*+2x+ 1)+ 1
L. ... . e . x3+5x24+7x+4
2. En déduire une primitive de la fonction f définie par f(x) = ~—Traeel
I’intervalle | — oo; —1]
Exercice 8 :
1. Soit f la fonction définie sur [—1; 1] par : f(x) = \/ﬁ
Déterminer la primitive de la fonction f qui s’annule pour x = 0
2. a. Donner une primitive de chacune des fonctions x +— L etx o —
(x—1)3 (x—1)*
définies
sur [ =]1; +oo[

X
(x—1)*

b. f estla fonction définie sur I par: f(x) =

a b
(x-1)3 ° (x-1)*

Trouver les deux réels a et b tels que Vx € I; f(x) =

En déduire une primitive de f sur I.
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Fonctions logarithmiques

I. Fonction logarithme népérien :
: 1 . : .
La fonction x — ~ est continue et strictement décroissante sur ]0; +oo[, donc elle

admet une fonction primitive sur |0; +oo].
1. Définition :

La fonction primitive de la fonction x — i sur |0; +oo[ et qui s’annule en 1 est dite

la fonction logarithme népérienne. On la note In .

—_ I __ 1
f(x) =Ilnx o (Inx) ==
x €]0; 400

Ainsi : {
In1=0
2. Conséquences :

La fonction In est définie, continue, dérivable et strictement croissante sur
10; +oo[;

Ihx<0e0<x<1;

Inx>0x>1;

Inx=0&ex=1;

Inx >lny x>y, Vx,y€]0;+oo[;

Inx=Iny ©x=y, Vx,y€]0;+oo][;

Il existe un, et un seul, nombre e € 12,72 ; 2,73[ tel que In(e) = 1;

Tableau de variations de la fonction (n :

X 0 1 e
400
(Inx)’ +
1
~x

Inx /

e La courbe représentative de la fonction In :

Jt:.,r
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3. Propriétés algébriques :
Pour tous réels a et b strictement positifsetn € Z on a:
e In(ab) =Ina+Inb Attention : In (a + b) # Ina + Inb.

e In($)=Ina—Inb Attention : In (@ — b) # Ina — In b.
o ln(%)z—lnb car: In(1) =0.

e In(a™) =nlna cas particulier : In(e"™) =n car:lne = 1.
1

. ln(\/a)=%lna car:vVa =az.

4. Limites usuelles :

. _ - Inx . . ~ Inx
lim Inx = —0 lim — = 0 limxlnx =0 lim =0
x—0 x—>+o00 X x—0 x-1x —1
lim Inx lim ln_x:O lim x"Inx =0 1imw=1
X—+co x—>+oo xT x—0 x—0 x
= 400

II. Logarithme décimal :
1. Définition :

La fonction logarithme décimale notée log, est la fonction définie sur |0 ; +oo[ par :
log (x) _ Inx

In10°
2. Remarque :

La fonction log a les mémes propriétés algébriques de la fonction In.
III. Logarithme de base a :
La fonction logarithme de base a notée log,, avec a € |0,1[U]1,+oo[, est la

fonction définie sur |0 ; +oof par : log,(x) = :z_z
Cas particulier : la fonction In est aussi notée log,, car log,(x) = 12—;‘ = lnTx =
Inx (Vx > 0)
Dérivée : (Vx € ]0; +oo[); (logyx) = xlna
Variations :
Sio<a<1 Si a>1
x |0 oo x |0 +oo

+ oo +o0
loga \ loga
—0o0 o
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Courbe représentative :

IV. La fonction : x J, In (u(x))
1. Domaine de définition :

Le domaine de définition: D = {x € R/x € D,, et U(x) > 0}
2. Dérivée :

Soit I un intervalle de D,ona: u(x) >0 Vx €1I;

Si u est dérivable sur I, alors f est dérivable sur I, et on a :
_u®

(Vvxel) f'(x)= (ln (u(x))) =

3. Limites :
Propriétés :

e Silimu(x)=1 (I>0) = lim(ln(u(x))) =Inl
e Silimu(x) = +o = lim(In(u(x))) = +o
e Silimu(x)= 0% = lim(In(u(x))) = —
e hu(x)<0e0<ulkx)<1;
e INnu(x) >0 ulx)>1;
e nu(x)=0oulx)=1.

u(x)
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Série 6 ;: Fonctions logarithmiques

Exercice 1 :

Simplifier les expressions suivantes :

InvV3+1In6—1n9
In8+Iny2—-1n16

lnl+ln§+ln5+lnZ
3 5 7 9

g o F P

1n£+lné+lni
12 7 5

= @ oo

In(vZ + 1)2007 FIn(vZ - 1)2007
In?(2 —v/3) — In?(2 + /3)
Inve — 31In(e?) + In(2e) + In G)

21n(\/£;)—1n(§)+ln§/5

Exercice 2 :

Ecrire en fonction de In 3 les nombres suivants :

a. iln81+1n\/§—ln% c. In12+1In8 —In4
2 1
b. ln6+ln18—ln§ d. ln(9\/§)+ln(m)—ln(\/§+\/7)

Exercice 3 :

Déterminer 1’ensemble de définition des fonctions suivantes :

a. x — In(—x) f. x— ln(x +2) jo x—In(1+3x) +In(x +
b. x —In(1+x) x 2)
c. x—In(1—|x]) |& ¥ IThx K. 3o @D
d. x— In(Jx| =3) |h. x+—In(x*—4) 1n(x2+x131
e. x»—>1L i x—n((1+3x0)(x+2) L x'—>ln(x+1)
nx

Exercice 4 :

Résoudre dans R les équations suivantes :

a. Inx=1 e. InBx)=Inx—-1)

b, 1n(§)=1n5 f, 1n(x—2)=21n3+1n(§)
c. Inx=-2 g. In(x?+x—-2)=In4

d. xInx=20 h. In2x—-1)—-In(x+1)=0

2In(x —3)—In(x+3)=0

In|-x+ 1| —In|8x —1| =0
. 4In(x—3)2—-In(x+3)=0

InV2x —1 —éln(x+ 5)=0

— /)T

Exercice 5 :

1. Résoudre dans R I’équation suivant : 2x?2 —3x + 1 =0
2. Déduire I’ensemble de solutions des équations suivantes :

e 2In?(x) —3lnx+1=0

e 2In(x+1)—3=——

In(x+1)

o In(x?)+—=3

In|x| -

e 2In3(x) = 3In?(x) — In(x)
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Exercice 6 :

Résoudre dans R les équations suivantes :

e 3In?2x—-5Inx—2=0
e In2x+2V2Inx+2=0

—2In?x+4+3lnx+5=0
In?(x2-1)—-In(x*-1)—-2=0
In*x—In?x—2=0

Exercice 7 :

Résoudre dans R? les systémes suivants :

S5Inx+3lny =4

{21nx+lny=1 {x+y:5

Inx+Iny=1In6

Inx+Iny=3
Inx

Iny

(Inx)(Iny) = —15
{ In(xy) = -2

Exercice 8 :

Résoudre dans R les inéquations suivantes :

a. lInx<2In3
b. 1-Inx>0

d. 3+5In(2x) >0

e
f.
c. 5+3Inx<0 g.
h

In(3x —2) > —-3In2

Inx+2)—-In(-3x+1) <0

Inx—1)+In(x+1)<2—-1n3
. In(x=1)+In(x—4) >In(x+4)

—.

n() <1
Inx -1

Inx+1 —
Inx—lnx—2>0

Exercice 9 :

Démontrer les égalités suivantes :

a. (Vx €]0; +oo[); In(1+x) = 1nx+ln(1 +§)

b. (Vx €]0; 4+

e

] [

] D; ln(x2+1)=21nx+ln(1+%)
(Vx €]2; +o0]); ln(x — 2Vx — 1) = Zln(\/x —-1- 1)

] [

d. (Vx €]0; +[); lnz(x+1)—ln2x=ln(x2+x)xln(1+%)

Exercice 10 :

Calculer les limites suivantes :
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1. lim (x+2)Inx —E 20. lim (x3 — x)Inx
x—>+oo(31nx+1) 11. }Cl_r)l} x x—>0+( )
2. lim e 12 lim 20+30 21. lim, (o + I +x)
—+400 x50 x X——
3 xl_lﬂl x* +2In (=) 13. lim in(3) 22. lim In (xgijtl)
. 3lnx+s . X——00 X
4. lim x>2 X—2 . sinx
x—+o X2 . Inx-1 23. lim ln( > )
5. lim (2x +Inx) 14. lim x—e xoor
" x>0t s xl_’e - Inx 24, lir+n (2x?=3x+1—1nx)
: 2 . lim (x —1)— x40
6 hrn L (1 +x° + 3xinx) X—+00 25. lim x(In(x + 1) — Inx)
7 hrn L (2x — x*Inx) 16. lim w xoke In (x2—x+2)
* N . n(x“—x+
x>0t * .0 1+2x+Inx 26. xl_l>r.Poo (x + x—-1 )
8 ler(gl (_ ~In x) 17. xEerT 27. 1 3lnx+2
9. lim (x*—Inx) 18, lim 2o " xo0t x+nx
et xoteo X 28. lim —*2X_
10. lln(l) = 19. 11r111+(x —1DIn(x—-1) x—-+oo Inx—In3(x)
x— x>

Exercice 11 :

Calculer f'(x) pour tout x de ’intervalle I dans les cas suivants :

a. f(x)=x?>—-Inx ;
b. f(x) =xIlnx ;

=]0; +oo]
=]0; +oo]

o f@=""

X

d. f=—

Inx

2

Exercice 12 :

Etudier la dérivabilité de la fonction f sur I’intervalle I, puis calculer f'(x) pour tout

x de I dans les cas suivants :

a. f(x)=3x*+2In(—x) ;
b. f(x) =In(1+ 3x) ;
c. f(x)=In(1-2x% ;

]:00;0[ d. f(x)=ln(g) ; 1=
I =]?;+°°[ e. f(x)=In|lnx| ; I=]0;1]
I=]-1;1] f. f(x) =In(sinx) ; I =]0;x[

Exercice 13 :

Etudier les variations de la fonction f sur son domaine de définition dans les cas

suivants :

a. f(x)=x1+1Inx)
b. f(x) =1In (;%)

c. f(x)—2+—

Inx

d. f(x)=In?x—1Inx

e. f(x)=+v1—-In?x

2Inx

f. f(x)=

1-lnx
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Exercice 14 :

Simplifier les expressions suivantes :

a. log, 8 —log,(3/32) +log, 9 —log, 3 c. log100 — log(102°”7) + log (=)
b. logs (175) +logz (%) +logs (g) d. log (%) + log (g) + --- + log (%)

Exercice 15 :

Résoudre dans R :

o log(x+2)+logx=1
e log 5(x — 1) —log 7(2x + 1) = log s G)

e log;(2x) X (logs(x) —1) =0
e (logx)> +logx—3=0

logs(x + 3) < logs(2x)
logi(3x — 1) = logi(x + 1)
3 3

log(—x+3) <1
log(x+2)—3=>0

Exercice 16 :
u1 == 1
Upy1 = 24/U, ; N EN”

1. Calculer les u,, us, u, et us, donner les résultats sous forme 2" avec r € Q.
2. On considére la suite (v,,),,51 définie par : v, = In(u,) —In4
a. Montrer que (v,,),,>1 €st une suite géométrique dont en déterminera la
raison et le premier terme
b. Déduire que la suite (u,),,»; €st croissante
c. Calculer lim v, et déduire lim u,

Soit la suite (u,,),,»; définie par : {

Exercice 17 :

f(x) =x(Inx — 1)?
f(0)=0

Et soit (C f) sa courbe représentative dans un repére orthonormé (0;7; 7). (unité 2cm)

On considére la fonction f définie sur R* par : { ;X 0

1. Calculer lim f(x)

X—+ 0o
2. a. Montrer que lirgl+ x(Inx)? = 0, puis déduire que la fonction f est continue a
xX—

droite en 0
b. Etudier la dérivabilité de f a droite en 0, puis interpréter le résultat
géométriquement
3. a. Montrer que pour tout x de R%: f'(x) = (Inx — 1)(Inx + 1)
b. Dresser le tableau de variations de la fonction f
4. Déterminer la branche infinie de la courbe (C f)

5. Construire la courbe (Cf) (onprend: e = 2,7 eti ~ 0,4)
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Exercice 18 :
I. On considére la fonction g définie sur R} par: g(x) = 2x?> + 1 —Inx
1. Calculer lirgl+ g(x), et montrer que lir_El g(x) = +oo
x— Xx—+ 00

2. a. Calculer g'(x) pour tout x de ]0; +oo]
b. Dresser le tableau de variations de la fonction f
c. Déduire que pour tout x de |0; +oo[: g(x) > 0

Inx

II. Soit la fonction f définie sur |0; +oo[ par : 2x — 2 + —
Et soit (C f) sa courbe représentative dans un repére orthonormé (0;7; ).
1. Calculer lim f(x)et lim f(x)
x-0% X—+00
Déterminer les branches infinies de la courbe (Cf)
Montrer que : (Vx €]0; +oo[); f'(x) = x—12g(x)
Dresser le tableau de variations de la fonction f

Calculer f"'(x) pour tout x de ]0; +oo[
Déterminer le point d’inflexion de la courbe (C f)

NSk WD

Construire la courbe (Cf)

3 3
<0n prend ||T]| = |lJll = 1cm ,e2 = 4,5 etf(ei> ~ 7,3)

Exercice 19 :

I. On considére la fonction g définie par: g(x) = x —Inx
1. Déterminer Dy I’ensemble de definition de la fonction g

2. Calculer les limites de g aux bornes de D,
3. Calculer g'(x) pour tout x de D, puis dresser le tableau de variations de g
4. Déduire que : x > In x pour tout x de R}

f(X) __ x+Inx
II. Soit f la fonction numérique définie par : { ~ x-Inx
f(0) =-1

Soit (C) sa courbe représentative dans un repére orthonormé (0;7; 7).
1. Montrer que le domaine de définition est D = [0; +oo]
2. a. Montrer que f est continue a droite en 0
b. Calculer lim f(x)

X—+ 00
3. a. Montrer que f est dérivable a droite en 0

b. Montrer que f'(x) = 24100

(x—In x)?
tableau de variations de la fonction f

4. a. Déterminer I'intersection de (C) et la droite (A) d’équationy = 1
b. Montrer que (C) coupe I’axe des abscisses en un point d’abscisse

pour tout x de D — {0}, puis dresser le

appartenant a I’intervalle E, 1[
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c. Construire la courbe (C)
Exercice 20 :

I) On considére la fonction g définie sur |0 ; +oo[ par: g(x) =x3> —x+3 —2Inx
1) a) Vérifier que : (Vx € ]0; +oo[)3x3 —x—2 = (x — 1)(3x% + 3x + 2)

— 2
b) Montrer que : (Vx € ]0; +o[) g’'(x) = (x — 1)(3x2 + 3x + 2)

X

2) a) Montrer que le signe de g’ (x) est celui de x — 1 sur [0 ; +oof

b) Montrer que g est strictement décroissante sur ]0 ; 1] et strictement
croissante sur [1; 4oo[

¢) En déduire que (Vx € ]0; +[) : g(x) >0

I1) On considére la fonction f définie sur ]0; +oo[ par: f(x) =x — 1+ 7= _;mx ;
soit (C) la courbe représentative de f dans un repére orthonormé (0;7; )
(on prend: |[T]l = Il = 1cm)
1) a) Montrer que : (Vx € ]0; +oo]) f'(x) = %
b) En déduire que la fonction f est strictement croissante sur |0 ; +oo[
2) a) Montrer que lirgl+ f(x) = —oo puis interpréter graphiquement le résultat
X—
b) Montrer que lim w =0et lim f(x) =400
X—+00 X X—+00

¢) Montrer que la droite (A) d’équation y = x — 1 est une asymptote oblique a
la courbe (C) (au voisinage de +0)
3) Montrer que y = 3x — 3 est une équation de la tangente a la courbe (C) au
point /(1; 0)
4) Tracer (A) et (C)
Exercice 21 :
1°'¢ partie:
Soit la fonction numérique g définie sur I’intervalle ]0; +oo[ par :
g(x) = x*—1+ 2x%Inx

1. Montrer que :(x* — 1) et 2x*Inx ont le méme signe dans I’intervalle ]0; 1].
Puis déduire que (Vx € ]10; 1]); g(x) < 0.
2. Montrer que :(x* — 1) et 2x*Inx ont le méme signe dans ’intervalle ]1; +oo].
Puis déduire que (Vx € [1; +[); g(x) = 0.
2°™M€ partie:
Soit la fonction numérique f définie sur I’intervalle ]0; 4+oo[ par :

f(x) = (x? — 1)inx

Et (C) sa courbe représentative dans un repére orthonormé (0; 7; ). (unité 3cm?)
1. a. Montrer que : lir(r)lJr f(x) = +oo, puis interpréter le résultat graphiquement.
X—

b. Calculer lirl”n £(x) pois montrer que lim £ = oo,
X—+ 00

x—+oo X
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2.

3.

Déduire que la courbe (C) admet une branche parabolique au voisinage de

+00.

a. Montrer que : (Vx € ]0; +o[); f'(x) = %puis vérifier que f'(1) =0
et interpréter le résultat graphiquement.

b. Déduire que la fonction f est décroissante sur I’intervalle ]0; 1] et
croissante sur
I’intervalle [1; +oo].

c. Dresser le tableau de variations de la fonction f sur I’intervalle ]0; +oo],
puis montrer que : (Vx € ]0; +o[); f(x) = 0.

Construire la courbe (C) .

Exercice 22 :

Partiel :

Soit g la fonction définie sur ]0; +oo[ par: g(x) = x> — 1 + Inx

1.

2.

3

Calculer lim g(x) et lim g(x) .
x-0% x>+
1+2x>

Montrer que (Vx > 0); g’ (x) = , puis dresser le tableau de variations
de g

Calculer g(1) puis déduire le signe de g(x) sur ]0; +oof .

Partie Il :

Soit f la fonction définie sur |0; +oo[ par : f(x) =

x2-Inx

Soit (C f) la courbe représentative de la fonction f dans un repére othonormé (0;7;)).

1. Montrer que lir(ggr f(x) = +oo puis interpréter le résultat géométriquement.
X

a
b

. a. Montrer que : (Vx > 0); f""(x) =
b

. a. Montrer que lil_El f(x) =+
X—+00

b. Montrer que (C f) admet une asymptote oblique (A): y = x au voisinage

de +o0

c. Etudier la position relative de la courbe (Cf) et la droite (A).

gx)
x2

. Dresser le tableau de variations de la fonction f.

3-2Inx
x3

. Montrer que : (Vx > 0); f'(x) = puis calculer f(1) .

. Montrer que (C f) admet un point d’inflexion dont on déterminera ses
coordonnées

3 3
. Tracer (A) et (Cf). (On prendra : ez = 4,5 ¢t f (65) =~ 4)

6. Soit h la restriction de f sur ’intervalle [1; +oo] .

a. Montrer que h admet une fonction réciproque h~1 définie sur un intervalle
J a déterminer.
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b. Calculer (f~1)'(4).
c. Tracer la courbe (C},-1) dans le méme repére avec une couleur différente.

7. a. Montrer que la fonction u: x +— % (In x)? est une primitive de la fonction
X lnTx sur ]0; oo .
b. En déduire la primitive F de la fonction f qui vérifie : F(1) = 2
Partie I1I :

Soit (U, )nen la suite numérique définie par: ug = e et (Vn € N); u,.,1 = f(u,)

1. Montrer par récurrence que : (Vrn € N); 1 <u, <e.

2. Montrer que la suite (u,,),ey est décroissante. (On pourra utiliser le résultat
de la question II-3-c).

3. En déduire que la suite (u,),cy €St convergente.

4. Déterminer limu,, .

Exercice 23 :
I. Soit g la fonction définie sur I =]0,+oo[ par: g(x) =x2—x+1—Inx
1. a. Calculer }Cirrcl) g(x) et montrer que lirp gx)
d xX—>+0oo

x>0
b. Montrer que : (Vx €1); g'(x) = @—1))(6#4-1)

2. a. Dresser le tableau de variations de g sur [
b. Déduire que : (Vx € 1); g(x) >0
I1. Soit f la fonction définie sur I =]0, +oo[ par: f(x) = x + me -lnx

Soit (C f) la courbe représentative de la fonction f dans un repere othonormé
0;T;)).
1. a. Montrer que J}Ll(l)l f(x) = —oo puis interpréter le résultat géométriquement.
b. Calculer xl_ijrnoo f(x)

c. Montrer que la courbe (C f) admet au voisinage de +oo une branche
parabolique de direction la droite (A) d’équation y = x

2. a. Dresser le tableau du signes de (1 — x) Inx
b. Déduire que : (Vx € I); f(x) < x , interpréter le résultat
géométriquement.

3. a. Montrer que : (Vx > I); f'(x) = gif) , puis déduire que f est strictement
croissante sur /.
b. Montrer que la droite (A) est la tangente a la courbe (Cf) au point
d’abscisse 1.
c. Montrer que 1’équation f(x) = 0 admet une solution unique a dans ]1 1[

2’
d. Construire la droite (A) et la courbe (Cf) .
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4. a. Montrer que f admet une fonction réciproque f~1 définie sur IR.
b. Montrer que f~1 est dérivable en 1 puis calculer (f ~1)'(1).
c. Construire la courbe (C f—1) dans le méme repére avec une couleur
différente.

5. On considere (u,,) la suite numérique définie par :

— 20

{uo 19 ; (Vn eN)
Uns1 = f Uy

a. Montrer que u,, > 1 pour tout nde IN .

b. Montrer que la suite (u,,) est décroissante.

c. Déduire que la suite (u,,) est convergente puis calculer sa limite.
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I.

Nombres complexes (Partie 1)

L’ensemble des nombres complexes :
1. Définitions :

On pose i tel que i? = —1.

II.

L’ensemble des nombres complexes, noté C, est ’ensemble :
{z=x+iy/(x;y) € R?}.
Le réel x est appelé « partie réelle du nombre complexe z » et est notée :
Re(z).
Le réel y est appel€ « partie imaginaire du nombre complexe z » et est notée :
Im(z).
L’€criture z = x + iy est appelée « forme algébrique du nombre complexe
Z».
SiRe(z) = 0 le nombre complexe z est appelé « imaginaire pur ».
Dans cet ensemble, on définit une addition et une multiplication qui suivent
les mémes regles de calcul que ’addition et la multiplication des réels.
2. Propriétés :
z=x+iy=0©x=y=0;
Soit (z,z') €EC®/z=x+iyetz =x"+iy.Ona:z=2z &
{iRe(z) = Re(z)
Sm(z) = Sm(z)’
z=x+iyeER & JIm(z)=0.
Représentation géométrique et plan complexe :
1. Définition :

On rapporte le plan (P) orienté a un repére orthonormé direct (0, U, V)

A tout complexe z = x + iy on associe le point M (que I’on peut également noter
M (z) ou M (x + iy) ) de coordonnées (X, y).

On dit alors que 1’on travaille dans « le plan complexe ».

M (z) est appelé « image du nombre complexe z » ;

Le nombre complexe z est appelé « affixe du point M ».

A

M

Vv . . ,
- e [’ axe des abscisses dit I’axe réel.

OM e [’axe des ordonnées est dit I’axe
A imaginaire.

Y
Y

o

<l
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2. Propriétés des affixes :
A(z,) ; B(zg) ; C(zc¢) et I(z;) sont des points du plans complexe (P).
e Le vecteur 4B a pour affixe zg — z4.
e Le vecteur k4B a pour affixe k(zg — z4).
Zp+zZp
2
e AC = kAB; (k € R) ¢’est-a-dire z; — z, = k(zp — z4) ou bien <4 = k,

ZB— ZA

e Le point I le milieu du segment [AB] a pour affixe z; =

d’ou les points A, B et C sont alignés (avec zg — z4 # 0).

III. Opérations sur ’ensemble C :
V(z,z')€EC?/z = x + iyetz' = x'+ iy’
1. Somme et différence :

On note respectivement z + z' et z — z ' la somme et la différence des nombres
complexeszetz'etona:
e z+zZ =(x+iy)+ & +iy)=GC+x)+ @ +y)i
e z—zZ =x+y) - +y)=-x)+@-y)i
En d’autres termes :
e Re(z +z") = Re(2) +Re(zNet IMm(z + z') = Im(z) + Im(z").
e Re(z —z") = Re(z) —Re(zNet Im(z — z') = Im(z) — Im(z").
2. Produit et rapport :
On note respectivement zz ' et 5 le produit et le rapport des nombres complexes z et

z'etona:
e zz' = (x+iV)x'+iy)=(Cx"—yy ) +i(xy'+ x'y)
z x+i (x+iy)(x"=iy") xx'+yyr . —xy'+xr
o T X TN Y. TN Y TZY  avec:z' #0
zr x'+iy G +iyH)(x'=iy") x1*+yr x1%+yr

Cas particulier : Soit k € R;ona: kz = k(x +iy) = kx + iky
En d’autres termes : Re(kz) = kRe(z) et Im(kz) = kIm(z) .

Remarques :

o (x+iy)?=x%+2ixy—1y?

o (x—iy)?=x%-2ixy—y?

o (x+iy)(x—iy)=x>+y?
IV. Conjugué d’un nombre complexe :

1. Définition :

Soit z = x + iy un nombre complexe.
On appelle « conjugué de z », noté Z , le complexe : x — iy .
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A
% M (-' ) Géométriquement, le point M"' d’affixe =
est le symétrique, par rapport a I’axe des
OM abscisses, du point M d’affixe z.

oA
0 i 2
_y M r(_:)

2. Propriétés :
On considére les nombres complexes zetz’. On a :
o 7z + 7z = 2Re(z)estunréel etz — Z = 2iIm(z) est un imaginaire pur ;
e zestunréele Im(z2) = 0 z2=12z;
z est un imaginaire pur & Re(z) = 0 & 7= —2z;
Soitz = x + iy.Ona:zz=x%+y* € Rt;
Re(2) = Re(z) et IM(2) = —3Im(2) ;
Conjugué d’une somme : V(z,z) €C% z+2 =2+ 7 ;
e Conjugué d’un produit: V(z,z") € C%; zz' =27 ;

e Conjugué d’un rapport : V¥(z,z ") € C x C; (5)

e 2™ = Z™ pour tout entier naturel n

zZ
71’

V. Module d’un nombre complexe :
1. Définition :

Soitz = x + iy unnombre complexe.

On appelle « module de z », noté |z| , le réel positif :|z| = /x2 + y*.
2. Interprétation géométrique :

A
v A
- / . .
. _— Si M est le point d’affixe z, |z| est la
oA OM_— distance du point O au point M et
/ ¢’est donc aussi la norme du vecteur
o 4 > OM : |z| = OM = ||oM]||

Remarques :
Soient zy, = x4 + iy, ; Zg = xg + iyg et z. = x, + 1Y, les affixes respectives des
points A, B et C avec z4 # z.

o AB = |z5 — z,| :\/(xB_xA)2+(yB_yA)2;

Zp—2Z AB . Zgp—2Z AB . . .
£ 4| = — donc siona |-2—2| == = 1 alors le triangle ABC est isocéle
Zc—Zp AC Zc—Zp AC

en A.
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VI.

3. Propriétés :
|z| =0 ©z=0;
VzEC zzZ=|z|?;
|z| = |—z| = |z] = |-2] ;
V(z,z) € C? |zZ'| = |z||Z'|;
V(z,z") € CxC = I

|’

|z"| = |z|" avecn € Z etz # 0.

zZ
ZI

Arguments d’un nombre complexe non nul :

1. Définition :

On consideére un nombre complexe z non nul et le plan complexe (P). Soit M le
point d’affixe z.

On appelle alors « argument de z », noté arg z, toute mesure de 1’angle (ﬁ, oM )

A

V

OM
v arg z

Y
v

X

&l

0

2. Remarques :

Soient a et b deux réels.

Siz=a > 0alors argz = 0[27] ;
Siz =a < 0alors argz = n[27] ;

Si @ est une mesure donnée de
I’angle (O_I), oM ), alors les autres

mesures de cet angle sont de la
forme :

argz =0 + 2km avec k € Z,
Ou bien argz = 0[2m]. (Se lit :
congru a 8 modulo 2m).

Le nombre complexe nul n’a pas
d’argument.

Si z = bi; avec b > 0 alors argz = % [27] ;

Siz = bi;avec b < 0 alors arg z E%[Zn] ;

arg(—z) =m +argz|[2n] ;
arg(z) = —argz|[2m].

3. Propriétés :

Soient z et z' deux nombres complexes non nuls. On a :

arg(z x z') = argz + argz'[2m] ;

arg(z") =rargz|[2m]avec:r € Z;

arg G) = —argz[2n];

arg (g) = argz —argz [2m];
arg(kz) = argz [2n]sik > 0;
arg(kz) = —argz [2m]sik < 0.
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VII. Forme trigonométrique d’un nombre complexe non nul:
1. Définition :
Soit z un nombre complexe non nul de forme algébrique z = x + iy.
On peut alors mettre z sous la forme : z = r(cos 0 + isin@) ;ou: { 9T=_a|ng|Z’
Cette écriture précédente est appelée « forme trigonométrique » de z.
2. Remarques :
e Un nombre complexe admettant une infinité d’arguments, donc il admet une
infinité
d’écritures trigonométriques ;
e Siz=71r(cosf + isinf ) estune forme trigonométrique du nombre
complexe non nul z alors on peut écrire :
—z = 1(cos (0 +m) + isin (6 + m)) forme trigonométrique de —2z.
Z = r(cos (—0 ) + isin (—0)) forme trigonométrique de Z.
e Siz=a>0alorsz=a(cos0+isin0);
e si z=a<0alorsz=—a(cosm +isinm);
e Siz =biavecb > 0alors z = b(cos§+ ising) ;

e si z=biavech <O0alorsz=—b (cos (—g) + isin (—g)) ;
3. Opérations sur les formes trigonométriques :
Soient z et z' deux complexes non nuls tels que :
z=r(cosa+isina) etz' =r'(cosa’ +isina’),ona:
e Produit:zXxz' =rr'(cos(a +a’) +isin(a + a’))
z" = r"*(cos(na) + isin(na))
Cas particulier sir = 1:
(cosa +isina)™ = (cosna + isinna) « FORMULE DE MOIVRE »

e Inverse: % = %(cos(—a’) + isin(—a'))

e Quotient : 5 = ﬁ(cos(a—a’) + isin(a — a'))
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Série 7 : Nombres complexes (Partie 1)

Exercice 1 :
Soient, dans le plan complexe, les points A, B, C et D d’affixes respectives :
. . 1 3.

Zy,=4-3i , zg =51 , Ze=5 , Zp=5+ti

1. Représenter ces points dans le plan complexe.

2. Déterminer affixe du vecteur AD.
Exercice 2 :
On considere les points A et B d’affixes respectives z4 = 2 —ietzg = 3 + 4i

1. Déterminer z; I’affixe du point I le milieu du segment [AB].
2. Déterminer I’affixe du point C tel que le quadrilatere OABC est un
parallélogramme.

Exercice 3 :
Soient les points A(1;—3),B(4;5) et C(—3;2)

1. a. Déterminer les affixes des points A, B et C.
b. Déterminer les affixes des vecteurs E,A—C) et BC.

2. On considere les points D et E tels que : AD = 2AB + AC et BC = 3BE
Déterminer I’affixe des points D et E

Exercice 4 :

Donner la forme algébrique de chacun des nombres complexes suivants :

e 5+@3B—i) o (1+2i)? o (1-0P 4 A o i
o 1+i(2+iQ) o (1+20)(7—4i) o (1+2i)3 b 358
. . ° =7
. 7.(l 2.) . (\./§— 1)2' , l 4 ¢ V3+i * 1+iV3
o 2i(1-i)+3i e 2i(1+3i) e (1+1D) 1 , (a-20?
7i (3+i)2

Exercice 5 :

Résoudre dans I’ensemble C les €quations suivantes :

e 2iz+3=2z—-1i e 2z+5—-iz=2i—3z+4iz
e 3z(z—i) =iz 243 _ _4i
z—1
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Exercice 6 :
Résoudre dans I’ensemble C les systémes suivants :

{Zl—ZZZi {Zzl—ZZZi
izy+2z,=1 2z, — 3iz, = 17
Exercice 7 :

Soientz =2—3ietz' =1+ 4i

Ecrire sous forme algébrique les nombres complexes suivants :

1
o z+4+7 et zx7Z et ~ et 72
o 2iz+ 4z et (z—2)3 et Zztzll

Exercice 8 :

Soit z un nombre complexe non nul. On pose : z = x + iy ; x et y sont des réels.

[N

—Z

Donner la forme algébrique du nombre complexe suivant : (lz:l) —

N||

Exercice 9 :
On pose z = x + iy ( x et y deux nombres réels)

1. Déterminer la forme algébrique du nombre complexe 5z + 3iz
2. Résoudre dans I’ensemble C 1’équation suivante : 52+ 3iz =2+ i

Exercice 10 :

Déterminer dans le plan complexe I’ensemble des points M d’affixe z qui vérifier :

3z=4+7Z% Zz+5Z=6+8i ZZ=2Z+Z
Exercice 11 :

Déterminer le module des nombres complexes suivants :
2
z=-4 , Z=%i , z=34+4i , z=-3i , z=1 , Z=(\/§+i\/7)

) 3—/3i . .
z=(B-20% , z=""+ , z=(1+13)4-1)

Exercice 12 :

Dans le plan complexe, on considere les points A, B et C des affixes respectives :
a=—-14i , b=2i , c=2-2i

1. Calculer |a —b| , |a—c| et |c — b|
2. Déduire la nature du triangle ABC

Exercice 13 :
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Déterminer puis représenter I’ensemble des points M d’affixe z qui vérifie :

o |z—i|=4 o |z+i|l=4
o |z| =2V3 e |z—3+4i| =|z+ 2i|
o |z—-2il=|z+i e |2iz*| =8
o |z+1|=|z-2+ 3i| e |z|=2 et Im(2) =1

Exercice 14 :

On considere dans le plan complexe, les points B et C d’affixes respectives :
Zg =2+ 2iV3 et zo =2 —2iV3

1. Vérifier que les points B et C appartient au cercle (C) de centre O et de rayon
4.

2. Considérons le point A d’affixe z, tel que : z, = Zc"%B

2
Calculer z, puis |zg — 24|, |zc — 24| et |zg — z¢].
3. Déterminer la nature du triangle ABC.

Exercice 15 :

Déterminer un argument du nombre complexe z dans les cas suivants :

° Z1=1—i ° ZS=(1—i)2 o 7y = 3.—i

e 7y, = —\/§ +1i Zé

e z3=-1-iV3 o zg= (}+_i\/l§)(_\/§+ ) ® Zg= =T
—_— — 7 — L

© Zg=-1-1 * X T T ® Zyp = (—3_i)

Exercice 16 :

Soient z = 2(—1 + i) et z’ = —2 + 2i+/3 deux nombres complexes.

. . . v 1 z Z
Déterminer une forme trigonométrique des nombres : z X z’, i Rl z%et 7z/4
Exercice 17 :

Ecrire sous forme trigonométrique les nombres :
3+i . T\8 . T _ icin X
\/_— (cosﬁ + isin E) (1 _ l)s Ccos 12 1sin 12

V2 - iv2

" cos ™ +isin
COSlZ lSlI'l12

Exercice 18 :

Déterminer une forme trigonométrique du nombre complexe z qui vérifie les deux
conditions dans chacun des cas suivants :

a. |z| =1 et arg(iz) =

]

[27]
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b. |z| =2 et arg(ﬁ E%[ZTL’]
c. |z| =3 et arg (1+Zi\/§) = ——[2n]

Exercice 19 :

On considere dans le plan complexe, les points A, B et C des affixes :

a=V3—i,b=—34+i, c=1+iV3
1. Construire les points A, B et C.

, . b—
2. Déterminer un argument du nombre a—_z
3. Déduire la nature du triangle ABC.

Exercice 20 :

Soient z; = 1 + i et z, = v/3 — i deux nombres complexes.

1. Ecrire z; et z, sous forme trigonométrique.

2. Ecrire z; X z, sous forme algébrique puis sous forme trigonométrique.
A

, . T .
3. Déduire la valeur de cos ’r et sin T

Exercice 21 :

Soient A, B et C trois points dans le plan complexe, d’affixes respectives :

ZA:—l_i,ZB:2+i et ZC:4i

ZpA—ZB

1. Déterminer une forme trigonométrique du nombre —
C™4B

2. Déduire que le triangle ABC est isocele et rectangle en B.
3. Déterminer I’affixe du point D pour que le quadrilatere ABCD soit un carré.

Exercice 22 :

Considérons dans le plan complexe, les points A, B, C, et D d’affixes respectives :

le\/g_i, Zy = —Z1 , Z3=\/§+3l etZ4=Z_3

1. Calculer jl_? puis déduire que les points A, B et C sont alignés.
1743
2. Vérifier que zg_z‘* = 1+2i\/§, puis déterminer la mesure de 1’angle (ﬁ, 54))
1743

3. Montrer que le triangle ABC est équilatérale.

Exercice 23 :

1. Considérons les nombres complexes z, , z; et z, tels que :

3-1 , .V3+1
etzzzx/_2 +l\/_2+

V3+1 n l.\/§—1

ZO=1—l,Zl= > 5
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z 1 .3 .
a. Montrer que :Z—2 =—5ti,etquez, =17,
0

r . VA . , .
b. Déterminer un argument du nombre complexe Z—z, puis déduire un
0

argument de chacun des nombres complexes z, et z;
c. Vérifier que z, = z; — 2,
2. On considere dans le plan complexe les points A, B et C d’affixes respectives
Zy, Z1 €t Z3
a. Montrer que OABC est un losange

—

b. Déterminer une mesure de I’angle (FC ; Eél))
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Fonctions exponentielles

I. Fonction exponentielle népérienne :
La fonction logarithme népérien est continue et strictement croissante sur ]0; 4+oo[
donc elle admet une fonction réciproque définie de In(]0; +oo[) = |—o0; +0o[ vers
10; +ool.

1. Définition :
La fonction réciproque de la fonction [n est dite : la fonction exponentielle népérienne
X = x=1In
er=y { y

notée exp ou x — e*. Donc :{
P x ER y>0

2. Propriétés :
= X x=Iny
* {);ceIRa < {yERi
o Vx> 0:el"*=x
e Vx €R:ln(e*) =x
e Vx,yER e*=¢Y © x=y
o Vx,yER e*<e? & x<y

3. Conséquences :

e La fonction exp est définie, continue, dérivable et strictement croissante sur
R.

e Pourtoutréelxona:(e*) =e* >0

e Si u est définie sur un intervalle I, alors la fonction x +— e*™®) est définie sur
I

e Siu est continue sur un intervalle I, alors la fonction x — e*®) est continue
sur [

e Si u est dérivable sur un intervalle I, alors la fonction x — e*®) est

dérivable sur I etona : (e*®) = ' (x)e"®

4. Propriétés algébriques :
Pour tous réels a et b, on a :
o e%x eb — ea+b

e _ _a-b 1 _
oe—b—e et e—a—e

o (e =™ avecn €Z

—-a
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5. Limites usuelles :
Soitn € N*,ona:

e lim e* = 4+ . n x _ (0T sinestpair
X400 e lim x"e* =4 _ . . :
_ X + x——00 0~ sin est impair
o Ilim e*=0 e¥_1
Xo—e e lim " =1
. e
e |lim — =4 x=0
x—+400 X"

6. Tableau de variations de la fonction exp :
X |—o0 0 1 +00

7. La courbe représentative de la fonction exp :
Y
A

L1
—2 —1 0 1 2
II. Fonctions exponentielles de base a :
1. Définition :
Soit a € ]0; 1[ U ]1; +oo].
La fonction logarithme de base a définie par : Vx € |0 ; +oo[ : log,(x) = :E—Z , est

continue et strictement monotone sur ]0; +oo[, donc elle admet une fonction
réciproque appelée fonction exponentielle de base a définie sur par R et notée exp,
oux — a*

{10ga(x) =Y 4 {x =a”

x €]0; +oof yER
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2. Conséquences et propriétés :

Vx ER; a* = e*na VxER,VyER etVr €Q
log,(a*) = x
vx €]0; +00a[' alo9a* = x © a*xa¥=a""
d ! o (a¥) =a™
ax:ay@x:y .i_a_x
Vx ER Vy €]0; +oo[; ax
a*=y o x=log,(y) ¢ S=a""

Soit a € ]0; 1[ U ]1; +oo[, et la fonction f définie par : f(x) = a* = e¥Ine,
La fonction f est continue et dérivable sur R ;
o f'(®) = (") = (™) =In(a) e*™* =In(a) x a* ;
e D’oulesigne de f'(x) estceluideIna :
Si0 < a < 1:alors f est strictement décroissante sur R d’ou :
Vix;y) ER%a*<a” @ x>y
Sia > 1:alors f est strictement croissante sur R d’ou :
Vix;v) ER%a*<a” ©ox <y

e Sia>1lalorsona: lim a* =40 ; lim a* =
X—+0o0 X——00

e Si0<a<1lalorsona: lim a* =0; lim a* = 400

X—+o00 X—>—00
3. La courbe représentative de la fonction x — a* :
Soita € ]0; 1[ U ]1; +oo].
X
e Cas0<a<1,onprend par exemple a = % ,donc f(x) = G)
e Casa > 1, onprend par exemple a = 2, donc f(x) = 2%

4
&
’

o ¢ i
,l‘ l(x):!‘

i iyt
'(lf)-(z).

"
.....
_______
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Série 8 : Fonctions exponentielles

Exercicel :

Simplifier les expressions suivantes :

A= e *xe*
B = (ez—x)z X e3x—4

C=+e?Xxe™*
eZXXe3x
(eX)4
Exercice 2 :

Soit x un nombre réel. Montrer que :

eX —e X =eX(1— e—Zx) — e—x(er —1)

1.
2.

7.

2
ex+1 _ e4x
el—x -

eX+1  1+e ¥

e2X42eX+1
e2X 4 eX

4eX
e 1

eX—x 1-xe X

. e+ 12

T =12
eX—1 1-e7* _

1

eX_e—X 1_6—2x

eX+e=X  1+e—2X

Exercice 3 :

2

e +1
=1+e*
(e*+1)2-(e*-1)?%

F

e *(1+e%)

e¥(e"2¥+e~X)

e 2¥42¢7%

(er)—l

G = (ex _ e—x)Z _ e—x(e3x + e—x)

Résoudre dans R les équations suivantes :

e?* =1 pX+2x-3 — 1 | e2xtl
3x — ,x+5 2 ex—3 T
e =e e¥*3—e=0 | 2
x* _ ,2x-1 1 e +1 _
er =e 2x+1 — L —x_1 =
X e =ox e~*—1
er =12 pXHL — 4 2+l
ex—3
Exercice 4 :

Résoudre dans R les inéquations suivantes :

er—B > ex
el—x < eBx

_ 2
e 2X < el+x

el—x _ eZ+x > ()
eX
e?* >

PROF : BENABICHA ANAS
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el™ —1<0 er_§>0 ex+1§0
x 1 2 e *—e
e _e?<0 (Re*—-1)(e*—-2)<0 11t 2e*
1 Zex—1< 0 e *+1 e*+1
e <ex ex—2 —
Exercice 5 :

Résoudre dans R les systémes suivantes :
1, 4x _ 1 *e¥ =10
e¥ —-e¥ =1 e xe¥ = e-e
(51){ e (Sz){ e (53){ er _ _9
2e* +e¥ =4+e xy = —2 ey
Exercice 6 :

Calculer les limites suivantes :

lim e **1 lim e* +e7*
X——00 X—>—00

lim e **1 lim e* +e™*
X—+00 X—>+00

X .

lim & lim 3e?* +e*—1

1m X—+00
xX—-—0 X li 2x X342

. X m e —e

llm _x X——00
X—+00 e3x e*+1

. e m

lim — x——00 €X+2
x—>+too X X . 2e*-1
xl—l>r_noo(x —De x—+oo0 e¥+1 ;

) . x

lim (2x% — x) e* lim (e* —1)
X——00 X—>—00

lim &2 1i x4 1
x—+00 X x—l>r-}poo € +e_x

. e *-1 . 2 x
lim lim 3x“—e
x—0 X X—+00

X .

lim &1 lim 2x —e”*

1m X—+00

x—0 3% x+1

2X_ —_—

. e 1 1
llm 3x X——00 eX
x—0

xH1_, lim (x3 —2x) e?*
lim X——00
x—0 2X
Exercice 7 :

1. . :
1. Posezt = ~ puis calculer les limites suivantes :

lim ex lim ex lim —ex lim xex

1 1 1 1 1
x—0% x—0~ x—0t X x—0

2. Posez t = 2x puis calculer les limites suivantes :

lim x3e2*

X——00
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3. Calculer les limites suivantes :

er

lim (2x% —x + 1)e* lim
X—>=® X—4o00 X3+x+1

Exercice 8 :

Calculer f'(x) dans les cas suivantes :

f(x) = 2;( —e f(x) = xe_-;l f(x) = (ZX — 1)(16—36 + 1)
[ = te”  fw= (e | () = = De
f(x) = (x+2)e* fx) =ex_1 f(x) =Ve?* —e*

Exercice 9 :
Déterminer la fonction primitive de la fonction f sur ’intervalle I
1. f(x)=2e3*—e™* ; I=R
er
2. f(x) = e 12 ; 1 =]0;+oo[
3. f(x) =e¥(e*—1) ; I=R

Exercice 10 :

1. Résoudre dans R les €quations suivantes :

2* =3 ; 4*=8* ; 16*—5%x4*+6=0 ; 9*+3**1 =4
2. Résoudre dans R les inéquations suivantes :

9¥ > 37x+1. 5X > 10 ; 10* > 50

Exercice 11 :

Calculer les limites suivantes :

. . 2e*+4 . e*+1
lim n(e?* +e* + 2) : lim ln( ) : lim xln( )
x—+00 X——00 eX+1 xX—+00 eX—-1
. . exlnx_l
lim x — n(e*+ 1) ; lim
xX—+o0 x—0 X

Exercice 12 :

I. Soit 1a fonction g définie sur [0; +oo par: g(x) = x+ 2 — e*

1. Calculer liT g(x) ,puis étudier les variations de la fonction g sur [0; +oo[
X—>+00

2. a. Montrer que 1’équation g(x) = 0 admet une seule solution o sur [0; +oo[

b. Vérifier que 1,14 < o < 1,15

c. Etudier le signe de la fonction g(x) sur I’intervalle [0; +oo[
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. . Lgs s e*—1
II. Soit la fonction f définie sur [0; +oo[ par : f(x) = ]

Soit (Cf) sa courbe représentative dans un repére orthonormé (0; 7; 7)

1—e™*
x+e=X

1. a. Montrer que pour tout X de [0; +oo[ : f(x) =

b. Déduire la limite de f(x) au voisinage de +oo

2. a. Mont tout x de [0; +oof : ’()—M
. a. Montrer que pour tout x de [0; f'(x) = e 1 1)?
b. Etudier les variations de la fonction f, puis dresser son tableau de

variations
1 e 1, q -
¢c. Montrer que :f (a) = —7 puis déduire un encadrement de f(a)

3. Ecrire I’équation de la tangente (T) a la courbe (Cf) au point O
4. a. Montrer que pour tout x de [0; +oo[ : f(x) — x = % tel que :
u(x) =e*¥—xe*—1
b. Etudier les variations de la fonction u sur [0; +oo[ , puis déduire le signe
de u(x) sur [0; +oo[
c. Déduire la position relative de la courbe (Cy) et la droite (T)
5. Construire la droite (T) et la courbe (C¢)

Exercice 13 :

1
er -1

Considérons la fonction f définie sur R* par : f(x) = x —
Soit (Cf) sa courbe représentative dans un repére orthonormé (0; 7; 7)
1. a. Calculer xl_i)?;noo f(x) et xl—L;Too f(x)

b. Calculer xlir(r)l_ f(x) et xlirga f (x), puis interpréter les résultats géométriquement
2. a. Etudier les variations de la fonction f sur R*

b. Dresser le tableau de variations de la fonction f sur R*
3. a. Montrer que (C¢) admet deux asymptotes obliques (D) et (D’) d’équations

respectivement sonty = xety =x + 1

b. Etudier la position relative de la courbe (Cy) avec les deux droites (D) et (D)
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4. Prouver que le point w (O ; %) est un centre de symétrie de la courbe (Cy)

5. a. Montrer que f(x) = 0 admet deux solutions « et {3 tels que :

m2<a<let—-14<p<-13

b. Construire les droites (D) et (D) et la courbe (C) dans le méme repeére

Exercice 14 :

I. Soit la fonction g définie sur R par: g(x) = e* —x% +3x—1

Le tableau ci-contre représente les variations de
la fonction g

1. Vérifier que g(0) =0

X

g'(x)

g(x)

2. Etudier le signe de g(x) sur les intervalles |—oo; 0] et [0; +oo[

II. Soit la fonction f définie sur R par : f(x) = (x2 —x)e ™* + x

Soit (C) sa courbe représentative dans un repére orthonormé (0; 7; 7)

(unité 1cm)

xZ

1. a. Vérifier que f(x) = = — ix + x pour tout x de R, puis montrer

eX e

que: lim f(x) = 4+

xX—+00

b. Calculer liirl [f (x) — x], puis déduire que (Cf) admet une asymptote (D)
X—>+00

au voisinage de +oo d’équation y = x
x2—x+xeX

(@]

N
o

. Vérifier que f(x) = — = — pour tout x de R, puis calculer lim f (x)
X——00

. Vérifier que f(x) — x et x? — x ont le méme signe pour tout x de R

b. Déduire que la courbe (Cy) est au-dessus de la droite (D) sur les deux les
intervalles |—o0; 0] et [1; +oo[, et au-dessous de (D) sur [0; 1]

3. a. Montrer que pour toutx de R :f'(x) = g(x)e™*

b. Déduire que la fonction f est décroissante sur |—oo; 0] et croissante sur

[0; +00]

o

ha
o

. Dresser le tableau de variations de la fonction f sur R

. Vérifier que f"'(x) = (x? — 5x + 4)e ™ pour tout x de R

b. Déduire que la courbe (Cr) admet deux points d’inflexion des abscisses 1

et4
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5. Construire la droite (D) et la courbe (Cf) dans le méme repére
(on prend f(4) = 4,2)

Exercice 15 :

Soit f une fonction définie sur R par : f(x) = —x + ; — %e"‘z(e"‘2 —4)

Soit (C) sa courbe représentative dans un repére orthonormé (0; Z; 7)

1. Montrer que : liT f(x) = —ocoetque lim f(x) =+
X—+o00 X—>—00
2. a. Montrer que la droite (A) d’équation y = —x + % est une asymptote

oblique a la courbe (C) au voisinage de —oo

b. Résoudre ’équation e*~2 — 4 = 0, puis montrer que la courbe (C) est au-
dessus de la droite (A) sur I’intervalle |—o0; 2 + In4] et au-dessous de (A)
sur [2 + [n4; + oo

3. Montrer que liT @ = —oo puis étudier la branche infinie de la courbe (C)
xX—+o0

au voisinage de +oo

4. a. Montrer que pour tout x de R :f’(x) = —(e*™2 — 1)?
b. Dresser le tableau de variations de la fonction f

5. Calculer pour tout x de R f"(x), puis montrer que A(2 ; 2) est un point
d’inflexion de (C)

6. Montrer que 1’équation f(x) = 0 admet une seul solution a tel que
2+n3<a<2+In4d

7. Construire (A) et (C) dans le méme repére.
(on prend In2 = 0,7 etIn3 = 1,1)

8. a. Montrer que la fonction f admet une fonction réciproque f ! définie

sur R

b. Construire (C¢-1) la courbe représentative de la fonction f~! (Remarquez
que (A) est perpendiculaire sur la premiére bissectrice du repére)
c. Calculer (f71)'(2 — In3). « Remarquez que f~1(2 — In3) = 2 + In3 »
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Exercice 16 :

Considérons la fonction f définie sur Rpar: f(x) = e* —ex — 1
Soit (C) sa courbe représentative dans un repére orthonormé (0; 1; F)

1. a. Calculer lim f(x) et lim f(x)
X—>—00 X—+00

b. Calculer et étudier le signe f'(x) pour tout x de R
c. Dresser le tableau de variations de la fonction f sur R

2. a. Montrer que la droite (D) d’équation y = —ex — 1 est une asymptote
oblique a la courbe (C) au voisinage de —oo
b. Ecrire I’équation de la tangente (T) a la courbe (C) au point d’abscisse 0

c. Montrer que [’équation f(x) = 0 admet sur l'intervalle 11,75; 1,76[ une
seule solution «

d. Construire la droite (T) et la courbe (C) dans le méme repére sur
’intervalle |—oo; 2]

3. a. Calculer en fonction de a, [’aire A(a) de la partie compris entre la courbe
(C), I’axe des abscisses et les droites d’équations x=0 et x= a.

b. Prouver que : A(a)= (%eaz —ea + a) ua
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I.

1.

Nombres complexes (partie 2)

Notation exponentielle ou écriture exponentielle d’un nombre

complexe non nul :
Définition :

Pour tout réel 8 , on note e'® = cos® + i sind .
Siz =r(cosf + isind), onnote z = re'?, cette écriture est dite la forme
exponentielle de z non nul.

2. Formules ’EULER :
A partirde e?® =cos@ + isinfete @ =cosf —isinf, on tire les formules
d’Euler :
1, . .
cosf = E(elg +e70)
1, . .
inh = — i _ ,—if
sin T (et —e719)
Remarques :

Admettant une infinité d’arguments, un nombre complexe admet une infinité
de formes exponentielles.

Ces formules permettent de linéariser cos™ x et sin "x , c'est-a-dire
d'exprimer ces quantités en fonction de sin(px) et cos (px) . La lin¢arisation
des fonctions trigonométriques est souvent tres utile en analyse, par exemple
pour calculer des primitives de ces fonctions.

La formule de Moivre permet par exemple d'exprimer sin(nx) et cos (nx)
en fonction de puissances de cos (x) et/ou sin(x) .

Propriétés :

I1.

1.

D’aprés formule de Moivre on a : (eig)n = (cosf + isinf)" =
cos(nf) + i sin(noh)

Soient z et z ' deux complexes non nuls de formes exponentielles re'? et
r'e’ respectivement. On a alors :
i / z r i(o-0' 1 1 g’
77 :Trlel(9+9) , _=_el(9 6" ,_:_eze
44 r/ VA4 r!

et z" = rteind

Equation du deuxieme degré :
Racines carrées dans C :

Soit a un nombre réel.
Définition :
On appelle racine carré de a ; tout nombre complexe z tel que : z2 = a
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Propriété :
a admet dans C deux racines carrées :
e Sia = 0, ses racines carrées complexes sont Vaet—+a
e Sia <0, ses racines carrées complexes sont iv/—a et —iv/—a .
Par exemple, les racines carrées complexes de —169 sont 13i et —13i ; celles de 25
sont —5 et 5.
2. Equation du second degré dans C :
On cherche les solutions dans C de ’équation : (E):az?+bz+c=0oua,betc
sont trois réels, a étant non nul.
On introduit le discriminant : A = b*> — 4ac, etona:

5 = —-b—VA
L=
e SiA> 0:1’¢quation (E) admet deux solutions réelles : _bzf i
Z2 = 2a
—b

e Si A= 0: I’équation (E) admet une solution réelle double : z, = v

e Si A< 0:I’¢quation (E) admet deux solutions complexes conjuguées :

—b—iV=A
Zl -
2a
_ _ _ -b+iv-A
=0 =
Remarques :

C
L] Zl+22:7 et Z]_XZZ=;

e SiA+0:az’+bz+c=a(z—2)(z—2y)
e SiA=0:az’+bz+c=a(z—zy)?

III. Nombres complexes et géométrie :
Soient les points A, B, C et D des affixes respectives a, b,c etd et r € R*/{1}

Ecriture complexe | Interprétation géométrique
a—>b Les points A, B et C sont alignés
ER
c—b —
a—b o0 Le triangle ABC est isocele en B 5
c—b e
a—>b T Le triangle ABC est rectangle et isocele z
= el2 S 5
c—b>b en B - \Qg) i(:
a—b i Le triangle ABC est rectangle en B T °
=re 2 =
— b )
a—b eig Le triangle ABC est équilatéral
c—b _J
a—b c—b Les points A, B, C et D sont cocycliques
; X 2 eER
c— a—
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IV. L’écriture complexe des transformations suivantes :
translation — homothétie — rotation.

Le plan complexe (P) est muni d’un repére orthonormé direct (0, U, v).
Soient M(z) et M'(z") deux points du plan complexe

1. Définition d’une translation :
Soit 4 un vecteur.
On appelle translation de vecteur U, toute transformation dans le plan complexe qui
a tout
point M fait associer le point M’ tel que : MM' = 1 .
On la note t3; (ou t), aussi : tz(M) = M' & MM’ =u

2. Définition d’une homothétie :
Soient () un point du plan complexe et k € R
On appelle homothétie de centre Q) et de rapport k, toute transformation dans le plan
complexe qui a tout point M fait associer le point M’ tel que : QM' = k aM

On la note h(€, k) (ou h), aussi h(M) = M’ & QM' = k QM

3. Définition d’une rotation :
Soient () un point du plan complexe et 8 € R

On appelle rotation de centre () et d’angle 8, toute transformation dans le plan

QM = QM’
complexe qui a tout point M fait associer le point M’ tel que : { (m Q—M;) = g[2n]
QM = QM’

On la note R(Q,0) (ou R), aussi R(M) = M' {(W, Q—M;) = g[2n]

4. L’écriture complexe du translation, homothétie et rotation :

La nature du transformation L’écriture complexe
Translation
M’ est ’image de M par la translation t t;(M) =M &z =z+a
de vecteur U d’affixe a
Homothétie

M’ est I’'image de M par I’homothétieh | h(M) =M z' =k(z—w)+ w

de centre () d’affixe w et de rapport k
Rotation

M’ est I’image de M par la rotation R RM)=M oz =eGz-w)+w

de centre () d’affixe w et d’angle 6
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Série 9 : Nombres complexes Partie 2

Exercice 1 :

Résoudre dans C les €équations suivantes :
(E1):Zz = ;

(E,):2z%> = -3 ;

(E3):z2+3=0 ;

(E)):z>+8z=0;
(Es):2z°+z+3=0 ;
(Eg):z>+5z+3=0 ;

(E,): z? +\/§z+i= 0 ;
(Eg):(z+1)2=2z-3;
(E):(z+2D)(z2-1) =0 ;

(Ei): (22 —z+1)(2z%°+2z+1)=0;
(E1):(iz+2)2-6(iz+2)—7=0 ;
(E12):3(z+2)>+2(z+2)+3=0;

(E14):ZZ — 62 + 13=0

(Bis): S =z+2 ;

z—1

(E16): ) =

(E17):2z° —=8=0 ;
(Elg):Z3 + 64 =0

z,

(E9):z3—2z—6=0 (Remarquezque:z3—2z—6=(z—2)(z%+2z+3))

Exercice 2 :
Déterminer la forme exponentielle des nombres complexes suivants :

1. z=4 ; 2.z=1 ; 3. z=-3 ;4. z=-=2i0 ;
5. z=3+iW3 5 6.z=—; 7 z=(1+D(-1+i/3) :
8.z=‘/§,_i ; 9.z=—2i(ﬁ+ﬁi)

1+iv/3 1—i

Exercice 3 :

L2TC

On pose z = e'7 , déterminer la forme exponentielle des nombres complexes

suivants :
1 _ _ 2

.- ; 2. z4+z ;, 3. z—2z ; 4. z(z+—)

V4
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Exercice 4 :

Soit 8 un nombre réel. Déterminer la forme exponentielle des nombres complexes

suivants :
1. z; = —(cosO +isinf ) 3. z3=—cosfB +isinf
2. zp =cosO +isinf 4. z, =sinf +icosf

Exercice 5 :

Déterminer la forme exponentielle des nombres complexes suivants :

1. le—z(cos%+ising) 3. z3=—3(—cos§+isin§)

s

3
Y . . IT
- 4. z, = (cosg+ Lsm—)

2. 7z, = cos=—isin
Coez T 5 5

Exercice 6 :

Déterminer la forme exponentielle des nombres complexes suivants :

36
Loz = (1+iV3)" 3. z= (-2 +10)

2
2. z,= (1— ) 4. z,= (3+iV3)"

Exercice 7 :

on considére dans le plan complexe muni a un repére orthonormé direct (0; u; V),
les points A, B et C d’affixes respectives z, , zg et z. tels que : z4 # zg et les points
A, B et C ne sont pas alignés.

Déterminer la nature du triangle ABC dans les cas suivants :

.TT .TT
Zc—ZA i= Zc—Zp —iZ
. —==e¢>s 2. —==¢ 2
Zp—ZA Zp—ZA
.TT .TT
Zc—Zp i— Zc—Z2A 1=
3. —==4ex 4 ——==¢'s
Zp—ZA ZBp—ZA

Exercice 8 :

1-et?
. . 7 = _
Soit 8 € |—m; [, on pose T
; .6 42
1. Montrer que : 1 — e = -2 sin e

- o 7
2. Montrerque: 1+e? =2 cos ez

3. Déduire la forme algébrique, puis la forme trigonométrique du nombre Z.
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Exercice 9 :

1. Résoudre dans C les équations suivantes :
(E}):z>—6z+12=0 et (E):z*°4+2V3z+12=0

2. Onposez; =3 + iV3 etz, = —/3 + 3i
a. Ecrire z; et z, sous forme exponenticlle
b. Déduire la nature du quadrilatére OACB

Exercice 10 :

1. Résoudre dans C I’équation suivante : z2 + 2z +4 =0

2. On considere dans le plan complexe muni & un repére orthonormé direct
(0; u; ), les points A, B et C d’affixes respectives z,, zg et z. tels que :
Zy=2.,25 =—1+iV3 etz =z5

Zc—Za

ZB—ZA

b. Déduire la nature du triangle ABC
Exercice 11 :

a. Montrer que : =e's

1. a. Résoudre dans C 1’équation suivante : (E) : z2 + 2v2z+4 =0
On désigne par z; et z, les solutions de I’équation (E), tel que Im(z;) > 0
b. Ecrire z; et z, sous forme exponentielle
2. On considere dans le plan complexe muni a un repere orthonormé direct
(0; u; V), les points A, B et C d’affixes respectives z, = 2,7z, et z,
Soit z; I’affixe du point I le milieu du segment [AB]
a. Représenter les points A,B,C et ]
b. Montrer que le triangle OAB est isocele, puis déterminer une mesure de
I’angle (17; O_I))
c. Calculer z; et |z]
d. Déduire la valeur exacte de cos (3—n) et sin (B—n)
8 8

Exercice 12 :

1. Déterminer I’écriture complexe de la translation t de vecteur U tel que :
Zg=2+1

2. Déterminer 1’écriture complexe de la translation ¢ qui transforme le point A
aupoint Btelsque:z, =2 —3ietzg =4+ 5i

Exercice 13 :

1. Déterminer I’écriture complexe de I’homothétie h de centre () et de rapport 2
telque:zqg =—-3+1
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2. Déterminer I’écriture complexe de I’homothétie h qui transforme le point A
aupoint Btelsque:zqg=1+izy =3+ 2ietzg =5+ 3i

Exercice 14 :

1. Déterminer I’écriture complexe de la rotation R de centre A d’affixe 1 + i et
d’angle g

2. Déterminer 1’écriture complexe de la rotation R de centre A d’affixe i et
d’angle — g

Exercice 15 :

1. a. Résoudre dans C I’équation suivante : (E) : z2 —2z+2 =0
b. Ecrire les solutions de I’équation (E) sous forme trigonométrique
c. Déduire les solutions de 1’équation :
(—=iz+3i+3)>—-2(=iz+3i+3)+2=0
2. On considere dans le plan complexe muni & un repére orthonormé direct
(0; u; ), les points A, B et C d’affixes respectives: zy = 1+i,z5 =1—1
et zo = 2zp
a. Déterminer la forme algébrique de z.
b. Montrer que les point 4, B et C appartiens au méme cercle de centre |

d’affixe 3 et de rayon V5
c. Déterminer la nature du triangle IAC

d. Soit E I’image du point O par la translation du vecteur 2IC, déterminer
I’affixe du point E

e. Soit D I’image du point E par la rotation du centre O et d’angle g ,
déterminer 1’affixe du point D
f. Montrer que les droites (AB) et (CD) sont paralleles
Exercice 16 :

1. Soitz € C,onpose P(z) =z3—3z2+3z+7
a. Montrer que si z, est une solution de P(z) = 0 donc Z est aussi solution
de P(z) =0
b. Vérifier que z, = 2 + iv/3 est une solution de I’équation P(z) = 0, puis
deéduire une autre solution de cette équation.
c. Déterminer le réel a qui vérifie :

(VzeC);P(z) = (Z+a)(z— 2 — i\/§)(z— 2+ l\/§)

d. Déduire les solutions de 1’équation : P(z) = 0
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2. On considere dans le plan complexe muni a un repére orthonormé direct
(0; u; v), les points A, B, C et G d’affixes respectives:
zy=—1,2z5 =2+iV3,2z,=2—iV3etz; =3
a. Représenter les point A, B, C et G
b. Calculer AB, BC et AC, puis déduire la nature du triangle ABC

ZA—Z

c. Déterminer la forme trigonométrique du nombre complexe ZA Zc, puis
GT4C

déterminer la nature du triangle GAC

Exercice 17 :

On considére dans I’ensemble C I’équation : (E) : 2z3 + 1422 + 41z + 68 = 0
1. Vérifier que z; = —4 est une solution de 1’équation (E)
2. Déterminer les réels a et b tel que :
273 +14z° + 41z + 68 = (z + 4)(2z%> + az + b)
3. Résoudre dans C I’équation (E)
On note z, et z3 les solutions de 1’équation (E) tel que Im(z,) > 0
4. On considere dans le plan complexe muni a un repére orthonormé direct

(0; u; v), les points A, B et C d’affixes respectives: z; , z, et z3
Zy—Z

a. Calculer 2 puis déduire la nature du triangle ABC
1

3

b. Déterminer d I’affixe du point D pour que le quadrilatére BCDE soit un
carré de centre A

Exercice 18 :

On considére dans I’ensemble C ’équation : (E) : z3 — 4z%2 + 6z — 4 =0

1. Vérifier que 2 est une solution de 1’équation (E)

2. Déterminer les réels a, b et c tel que :
z3 —4z2+6z—4=(z—2)(az? + bz + c)

3. Résoudre dans C I’équation (E), puis écrire les solutions sous forme
trigonométrique

4. On considere dans le plan complexe muni & un repére orthonormé direct
(0; u; v), les points A, B et C d’affixes respectives:
Zp=2,z2g=1+1i,z; =7
a. Montrer que le triangle ABC est isoc¢le et rectangle
b. Déduire le centre et le rayon du cercle circonscrit au triangle ABC

Exercice 19 :

Pour tout z de C on pose : P(z) = z3 + (=2 +v2)z2 + 2(1 = V2)z + 2V2
1. a. Déterminer les réels a et b tel que : P(z) = (Z + \/7) (z2+az+b)

b. Résoudre dans C I’équation : P(z) =0
c. Donner les solutions de 1’équation précédente sous forme exponentielle
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2.

On considére dans le plan complexe muni a un repere orthonormé direct
(0; u; v), les points A, B et C d’affixes respectives:
Zp=—N2,z2g=1+1i,2z; =7

a. Représenter les points A, B et C

—

b. Déterminer une mesure de 1’angle (R ; E)

o

. Vérifier que : (ﬁ, ,ﬁ) = g[ZTE]

. ZpA—Z , . .
b. Ecrire le nombre % sous forme algébrique puis sous forme
A

. , . . Lo . T . T
trigonométrique, puis déduire la valeur exacte de cos 5 etsing

Exercice 20 :

Pour tout 8 de IR

1.

XN A WD

20)+1

Montrer que : cos?(0) = %
1—cos(26

Montrer que : sin?(8) = %)

Montrer que : cos3(0) = icos(BQ) + %cos (9)
Montrer que : sin3(8) = — %sin(39) + Zsin (8)
Montrer que : sin(26) = 2 sin(6)cos (6)
Montrer que : cos(20) = cos?(0) — sin*(0)
Montrer que : sin(36) = 3sin(8) — 4sin3(0)
Montrer que : cos(30) = 4cos3(8) — 3cos(6)
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CALCUL D’INTEGRALES

I. Intégrale d’une fonction continue sur un segment [a; b] :
1. Définition :

f étant une fonction continue sur un intervalle I, a € I et b € I tels que a < b, étant
deux réels de cet intervalle I, l'intégrale de a a b de la fonction f est le nombre
F(b) -F(a) ou F est une primitive quelconque de f sur I.

2. Notation :

F(b) — F(a) = f; f(t)dt, qui se lit: "Intégrale de f entre a et b"

, . b , .
Dans I'écriture: fa f(t)dt , la lettre t est appelée: "variable muette".

. b b b
En effet, on peut aussi écrire: fa f®)dt = fa fw)du = fa f(x)dx , car la lettre
"variable muette" indique le nom de la "variable d'intégration" (toute autre lettre

dans l'expression de la fonction f a intégrer est alors considérée comme constante.
L'intérét de ceci apparait lorsqu'il y a plusieurs variables.

b . . L
fa f(t)dt s'écrit aussi sous la forme condensée utilisant F:

[2 f(©)de=[F ()15 = F(b) - F(a)

Exemple :

La fonction f: x +— x? est continue sur IR . Elle est donc admet une primitives sur
3

IR. Par exemple: F : x? est une primitive de f sur IR. On a donc :

7
3

392 3 3
2 2 _ X _ _2 1
INES dt—[?]l =F@)-F()=2-2

3. Conséquences de la définition:
« J; f®dr=0
< D fOdt =~ [ f(©)dt
 Si f estcontinuesurl,sia € I eth € I, on a: f(b)—f(a)sz f'(t)dt
On déduit de cette propriété une importante syntheése qui relie une fonction
dérivable, sa fonction dérivée et la notion d'intégrale.
II. Propriétés :
1. Relation de Chasles: facf(x)dx + fcbf(x)dx = f:f(t)dt aveca<c<bh
[, +@dx = [ f(x)dx + [ g(x)dx
f; af (x)dx = « fff(x)dx avec « € IR

2. Linéarité :
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III. La valeur moyenne :
1. Propriétés :
Soit f une fonction définie, continue sur un intervalle [a; b].
Alors le nombre m = ﬁ ff f(x)dx est appelé valeur moyenne de f sur

l'intervalle [a; b]
2. Illustration graphique :

m=2.1

¥ aires
A=s,39
AaBep=5,39

Dans le cas ou f est positive sur [a ;b], la valeur moyenne m de la fonction f est la
hauteur du rectangle ABCD de base (b — a) ayant la méme aire que l'aire sous la
courbe représentative de f entre a et b.

IV. Intégration par parties :
1. Propriétés :

On considére deux fonctions u et v dérivables sur un intervalle I telles que u' et v’
soient continues sur /. Soient a et b deux réels de I tels que a < b, alors :

[ ) (@)dx = [(w) ()] — [ wr')(x)dx
2. Démonstration :

Par opération de fonctions dérivables, u x v est dérivable sur [a; b] et (u x v)’ =
u'v + uv’. Donc, pour tout réel x € [a; b], on a (u X ) (x) = @W'v+uw) ().
u et v sont des fonctions dérivables sur [a ; b] et sont donc continues.

.. . . ! I I I} !
Par opérations sur les fonctions continues, (uv), u v, uv et uv + uv sont
continues sur [a; b]. Elles admettent donc des primitives.

On obtient : ff(uv)'(x)dx = ff[(u’v)(x) + (uv")(x)]dx

Soit : [(uv) ()18 = [ Wv)(x)dx + J, (uv")(x)dx, par linéarité de I'intégrale,
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D’apres 1’égalité précédente, on déduit que :

[, v)@dx = (@) ()1 + [, (@) ()dx

3. Remarque importante :
I1 est parfois utile de remarquer que f: f(x)dx = f: 1 X f(x)dx pour effectuer une
intégration par parties en utilisant u'(x) = 1.
V. Applications sur les intégrales :
Supposons que le plan est muni a un repére orthonormé (0;7; )

1. Notion d’une aire :
L’unité d’aire noté "u.a" est I’aire du rectangle OIKJ, et par conséquent

ua = |[Z]| x [Ij]l
2. Calcul des aires des surfaces planes :

Soient f et g deux fonctions continues sur un intervalle [a; b]

e [ aire de la surface délimité par (Cf) , (Cg) et les droites d’équations :
X =aetx = b estégale a fablf(x) — g(x)|dx X ua

e [’aire de la surface délimité par (Cf) , la droite (D) d’équation y = ax + b et
les droites d’équations : x = a et x = b est égale a

[J1f () = yldx x ua

e [ aire de la surface délimité par (Cf) , ’axe des abscisses et les droites
. : , . b
d’équations : x = a et x = b est égale a fa |f (x)|dx X ua

4. Calcul de volume d’un solide en révolution :

Vocabulaire :

On suppose que (Cf) tourne au tour de I’axe des abscisse de 360°, la forme obtenue
s’appelle le solide de révolution
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Définition :
Le solide de révolution obtenu par la rotation de la courbe (Cf) de la fonction f sur
[a; b] au tour de I’axe des abscisse de 360° son volume V est :

V= f: n'(f(x))zdx 1Tl < |Ij]] x ||E|| (Unité de volume)
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Série 10 : Calcul d’intégrale

Exercice 1 :
Calculer les intégrales suivantes :

I [ (2x—1)dx
2. f01(3x — 4)% dx

3. flﬁ(xz —2x) dx
4, flz (iz—i) dx
5
6

xz X
23x“+x—-1
Jy=———dx
1(x-1)(2x+1)
o E ®
7. J§cos(2x) dx
0 T
8. |r cos|(——3x)dx
fz (4— )

9. fx "sin(=—x)dx
f51 sm(3 )
10.f) ——dx

x+1

1 e*
ll.f(;rexﬂdx
12. 2 tan(x) dx
13.f01(ezx —e¥)dx

X

14.f;n2 ez dx

15.f01 e *(e3* +1)dx
Exercice 2 :
Soit f une fonction continue sur R, on pose :

Lfde=-2 et [[f(x)dx=5 et [ f(x)dx=7
Calculer [ 110 f(x)dx

Exercice 3 :
Calculer les intégrales suivantes :

I= fflx— 2| dx

31

] = fglsin 2x| dx
4

K= f_31|3x2 — 6x| dx
L= f_lllex —1|dx
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Exercice 4 :

On pose : I—fo —dxet] = [ ~—dx

1. Déterminer la valeur de I’intégrale I + J , puis calculer I’intégrale I.
2. Déduire la valeur de J.

Exercice 5 :

Déterminer la valeur moyenne de la fonction f sur le segment I dans les cas

1 2x2 5

suivants :
a. f(x)=e™ , I=[-1In2;0]
b fW =55 : I=[-Le-2]

Exercice 6 :
Calculer les intégrales suivantes :

I=f1 J; dx

fl (x2 2x+2)4

f X —1
1 (x3 3x+5)3
Exercice 7 :

Soit x un nombre réel
3

, . X X
1. Vérifierque: — = x —
1+x

14x?

dx

3
2. Déduire la valeur de fol =
1+x
Exercice 8 :
Soit x €]0; 1]
1. Déterminer les deux réels a et b tel que : 1_1x =
1

2. Déduire la valeur de f2—

Exercice 9 :

1. a. Déterminer les deux réels a et b tel que :
2x— 1

dx

(Vx e R—{— 2}) -~ a+ m
b. Déduire la valeur de fo ;2 dx
2. De la méme manicre, calculer les intégrales suivantes :
I =122y
0 2x+1
fl x+3
1 3x+2
K= f 1 x-1

Exercice 10 :
En utilisant I’intégration par parties, calculer les intégrales suivantes :

I = foe(Zx — 1Dlinx dx
] = fon(x — 1) sinx dx
K= ff n(2 + x) dx
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L= f_Olnz(x + e *dx

M = fo_lxez’“r1 dx

N = fomz(x2 + 1)e?* dx

Exercice 11 :

Onpose : [ = f: e*cos®*(x)dx et J= f: e*sin®(x) dx

1. Calculer I +Jetl —]
2. Déduire la valeur de I et |
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EQUATIONS DIFFERENTIELLES

I. Définition et notations :
1. Définition :

Une équation différentielle est une égalité reliant une fonction inconnue, la
variable et les dérivées de cette fonction inconnue. Résoudre une équation
différentielle, c’est trouver toutes les fonctions rendant cette égalité vraie pour
toutes les valeurs de la variable prises dans I’ensemble de définition de ces fonc-
tions.

Exemple :
La fonction définie sur I par f(x) = cos(3x) est solution de I’équation
différentielle : {7 = -9f .

En effet, pour tout x € I,
f'(x) = 3sin(3x) et f(x) =-9cos(3x) = 9 f(x).

Ce n’est pas la seule solution de cette équation. Par exemple : f(x) = sin(3x)
est aussi solution de cette équation différentielle.

En général, les équations différentielles ont une infinité de solutions.

2. Notations :
La fonction inconnue est souvent désignée par la lettre y et la variable par la
lettre x.
La phrase : « Résoudre dans I I’équation différentielle y’'—y = 2x »
signifie : « Trouver toutes les fonctions y dérivables sur I telles que, pour tout x € I,
onait: y(x) —y(x) = 2x»

3. Vocabulaire :

L’équation différentielle précédente est dite du premier ordre, car seule sa
dérivée premiere intervient. L’équation différentielle de I’exemple du dessus était du
deuxiéme ordre.

L’équation différentielle y”—y = 0 est appelée équation différentielle sans
second membre associée a I’équation y'—y = 2x .

4. Objectif :
Résoudre une équation différentielle c’est de trouver toutes les fonctions qui
vérifient 1’équation différentielle (c’est-a-dire de trouver la solution générale).
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I1. Equation différentielle de la forme y' =ay+bouaetb e R

1. Définitions :
L’équation y’ = ay + b ou a et b sont des constantes, est appelé équation
différentielles lin€aire a coefficients constants d’ordre un, avec y est la fonction
inconnue.

2. Propriétés : Soient a,b,c € R
Soit (E): y' = ay + b tels que, une équation différentielles
e Sia # 0:1’ensemble des solutions de (E) sont les fonctions de la forme
Y = ceor
e Sia=0etb=0:1"¢équation (E) devient y’ = 0 donc I’ensemble des
solutions de (E) sont les fonctions de la forme y(x) = ¢

e Sia=0ectb # 0:1’équation (E) devient y' = b donc I’ensemble des
solutions de (E) sont les fonctions de la forme y(x) = bx + ¢

II1. Equation différentielle de la forme y"' + ay’ + by = 0

L’équation : 72 + ar + b = 0 our € C s’appelle I’équation caractéristique de
I’équation différentielle y"' + ay’ + by = 0.
Son discriminant est A= a? — 4b, donc la solution générale de 1’équation

différentielle dépend du signe de A

e SiA>0:
L’€équation caractéristique a deux solutions réelles sont r; et r,, signifie que la
solution générale de 1’équation différentielle sont les fonctions de la forme :

y(x) =ae™* + Be?*; aet f ER

e SiA=0:
L’€équation caractéristique a une solution réelle est ry, signifie que la solution
geénérale de I’équation différentielle sont les fonctions de la forme :

y(x) =(ax+ pB)e"*; aet B ER

e SiAO:
L’€équation caractéristique a deux solutions complexes conjugués sont : =
p+qietr, =7 =p — qi, signifie que la solution générale de I’équation
différentielle sont les fonctions de la forme :

y(x) = (acos (qx) + Bsin(gx))eP*; aet f € R
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Remarque importante :

Il existe une seule fonction f qui vérifie la condition initiale f(x,) = y, avec
Xo0,Vo €E Rpoury' =ay+b

Pour I’équation différentielle y" + ay’ + by = 0, il faut donner au moins
deux conditions initiales.
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Série 11 : EQUATIONS
DIFFERENTIELLES

Exercicel :

Résoudre les équations différentielles suivantes :

(E1):y' =3y =0

(E2):y+2y' =0

(E3):y'=3y+5

(Ey:y'=3y+5

(Es):2y +2y' =1

(Ee):y" —5y" =0

(E7):y" =3y =10

(Eg):3y"+3y' =0

(Eo):y"+3y' =4y =0

(E1o):y" =4y +2y =0

(E1):y"+y' +y =0

Exercice 2 :

Soit f une fonction dérivable sur R, et soit (C) sa courbe représentative
Déterminer f sachant que (Vx € R); f'(x) = 2f(x), et A(—2;3) € (C)
Exercice 3 :

Déterminer la solution f de I’équation différentielle qui vérifie la condition f(x,) =
Y, dans les cas suivants :

a. 2y'+3y—-2=0 ; Xo=1 5 yo=2
b. 2y +y+1=0 ; X0=0 ; yo=-5
c. (In2)y"+(n3)y+Ind=0 ; xo=e ; y,=e¢€

Exercice 4 :

Déterminer la solution f de I’équation différentielle :4y" + 25y = 0 et qui vérifie

les conditions initiales suivantes : f(0) = 3 et f' (g) =0
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Exercice 5 :

1. a. Résoudre I’équation différentielle : y" — 6y’ + 8y = 0
b. Déterminer la solution qui vérifie : y'(0) =3 et y(0) =1
a. Résoudre I’équation différentielle : y" — 4y" + 5y = 0
b. Déterminer la solution qui vérifie : y'(0) = 1ety(0) =0
3. a. Résoudre I’équation différentielle : y" — 6y’ + 8y =0
b. Déterminer la solution qui vérifie : y'(0) = 3 et y(0) =1
a. Résoudre I’équation différentielle : y" — 4y =0
b. Déterminer la solution qui vérifie : y'(0) = 2 et y(0) =1
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Géométrie dans I’espace

I. Repérage dans I’espace
Dans tout ce chapitre, V5 désigne I’espace vectoriel.

1. Coordonnées d’un point dans un repére
Définition :

Soit A4, B, C et D quatre points non coplanaires de 1’espace.

e Lespoints 4, B, C et D déterminent un repere cartésien dans 1’espace, noté
(4, 4B, 4C, 4D) :

e Pour tout point M de I’espace, il existe trois réels uniques x,;, Yy, €t z, tels
que :
AM = x,,AB + yy,AC + z),AD

ZMX.

M

o Les trois réels xy, yy et zy sont appelés les coordonnées cartésiennes du
point M dans le repére (A, AB, AC, ﬁ), et on écrit M (xpp, Y, Zpr)-

e X, correspond a I’abscisse, y;, correspond a I’ordonnée et z,, correspond a la
cote.

e Le point M’ est le projeté orthogonal de M sur le plan (ABC) parallélement a
(4AD)
2. Coordonnées d’un vecteur dans une base

Rappel :

Les trois vecteurs U, U et W sont coplanaires, signifie qu’ils appartiennent a un
méme plan
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Définition :

Soient 7, J et k trois vecteurs non coplanaires de V5.

e Les vecteurs 7, J et k constituent une base de ’espace vectoriel, notée

(7. k).

e Pour tout vecteur % de V3, il existe trois réels uniques x3, y3 et z; tels que :

U= x§?+ yﬂ]_)+ ZﬁE
Les trois réels x3;, y3 et zg sont appelés les coordonnées du % dans la base
(@7, k ), et on écrit #(xy, vz, 7z)-

Propriété 1 :

Soient U (x; y; z) et U(x'; y'; z") deux vecteurs dans une base (T,f, k ) de V;.

e Les coordonnées du vecteur U + U sont (x + x';y + y'; z + z'), et on écrit :

U+ vx+x;y+y5z+2).
Pour tout réel a, les coordonnées du vecteur aul sont (ax; ay; az), et on
écrit :
al(ax; ay;az) .
Propriété 2 :

Soient A(x4; ¥; 24) et B(xg; yg; zg)deux points dans un repére (0,7,J, K ).

II.

Les coordonnées du vecteur AB sont (Xg — X4; Y — Va; Zg — Z4), €t on écrit :
AB(xp — X;Yp — Ya; Zp — Za)
Les coordonnées du point I le milieu du segment [AB] sont

Xa+Xp Va+Vp Za+z .. Xa+Xg Va+Vp Za+z
(Az B; A2 B; A2 B),etonecrlt:I(Az B; A2 B; A2 B)

Vecteurs coplanaires
1. Déterminant de trois vecteurs
Propriété :

Soient U(x1; yq; 21) , V(Xo; Vo; Z5) et W(x3; y3; 23) trois vecteurs dans une base
(7,k) de V;
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Le déterminant des vecteurs U, U et w, noté det(u, ¥, W), est le nombre réel

X1 X X3
Y1 Y2 Ys|tel que:
Z1 Zp Zj
X1 X2 X3 Y, ¥ X, X X, X
2 V3 2 3 2 X3
det(u,v,w) = |Y1 Y2 V3| = +x |— | |+Z| |
W7, w) Z Yz, z3 ylZz Z3 Yy, 3
1 Z2 Z3

2. Vecteurs coplanaires
Théoréme :

Soit U(x1; y1; 21) , V(xy; Vo; Z5) et W(xs; y3; 23) trois vecteurs dans une base
I

(T7,k)deVs.

Les vecteurs U, U et W sont coplanaires si et seulement si det (U, v, w) = 0

III. Droite dans ’espace

Dans tout ce qui suit, le plan est muni d’un repere orthonormé (0, I,7, k )

1. Représentation paramétrique d’une droite
Théoreme et définition :

Soit A(x4; Va; Z4) un point de I’espace et u(a; £;y) un vecteur de V5.

La droite (D) passant par A et de vecteur directeur 1 admet un systéme d’équations,
X =Xx4+at

appelé représentation paramétrique, de la forme : (D):{y = ya + ft ; (t € R)
Z=2Zy+yt

Remarque :
Soit M (x; y; z) un point de 1’espace.
Me(D) © (AteR) AM =tu

X—x,=at

© (AteR)yy —ya=pt
Z—2zZy =yt

X =x4+at
& (AteR){y =y, + Pt
Z=2zZy+yt

2. Deux équations cartésiennes d’une droite
Théoreme :

Soit A(x4; y4; Z4) un point de I’espace et U(a; 8; y) un vecteur de V5.
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La droite (D) passant par A et de vecteur directeur 1 admet un systéme de deux
équations cartésiennes de la forme :

o Sia; By #0 ,ona: (D):x_axAzy_ﬁ:VAzz—yzA
y_:VA=Z—ZA

e Sia=0etf;y#0,0na: (D);{ B v
X =X,
X=X

* Sia=0etf=0 ,ona:  (D){,_)

IV. Expression analytique du produit scalaire

Dans tout ce qui suit, le plan est muni d’un repére orthonormé (0, 7,7, k )
Définition :

Soient 1U(xq; yq; z1) et U(xy; V,; Z,) deux vecteurs

Le produit scalaire des vecteurs i et ¥ est noté U. v tel que :

UV = X1X3 + V1Yo + 212,

Remarque: . 7=0 © U L v

V. Plan dans ’espace
1. Equation cartésienne d’un plan défini par un point et deux vecteurs
directeurs
Théoreme :

Soit A(x4; Va; Z4) un point de I’espace et u(a; 8;y) et v(a’; B'; ¥") deux vecteurs
non colinéaire de V5.

e Le plan (P) passant par A et de vecteurs directeurs U et ¥ a une équation
cartésienne de la forme : ax + by +cz+d=0
BB |ﬁ’ p'
v v
e [’ensemble des points M (x,y, z) de I’espace tels queax +by+cz+d =0,
ou (a, b, c) # 0, est un plan de ’espace.
Remarque :

Soit M(x,y, z) un point de I’espace. v i ® M
Me (P) & det(AM,i,7) =0 A

oua = eth = — etc = Jetd = —(ax, + by, + czy)
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X—x, a a
S|ly—ya B B|=0

z—=24 VY
B ,3'| a o
Yy v Yy v

!
5B
Yy v
2. Equation cartésienne d’un plan défini par un point et un vecteur

normal
Théoréme :

sa-x| Pl-o-w|l S]+e-w

Soit A(x4; Va; Z4) un point de I’espace et 71(a, b, ¢) un vecteur de V.

Le plan (P) passant par A et de vecteurs normal 7 4 une équation cartésienne de la
forme:ax +by+cz+d=0oud €R

Remarque :

—

Soit M (x,y, z) un point de I’espace. n

MeP) o AM.7i=0 / A M
Salx—x4)+b(y—ya)+c(z—2z4) =0

3. Distance d’un point a un plan

Soit (P) un plan d’équation cartésienne : ax + by +cz+d =0
et A(xy; Va; z4) un point de 1’espace.

Et soit H le projeté orthogonal du point A sur le plan (P) A %

La distance du point 4 au plan (P) est : < M P

laxa+bya+cza+d] H

AH =d(4,(P)) = NPT

VI. Positions relatives de droites et plans
1. Positions relatives de deux droites
Théoreme :

Soient D (A, 1) et A(B, V) deux droites de I’espace.

e Les droites (D) et (A) sont paralléles si et seulement si les vecteurs U et ¥
sont colinéaires .

e Les droites (D) et (A) sont coplanaires si et seulement si les vecteurs AB, T et
U sont coplanaires.
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2. Positions relatives de deux plans
Théorémes :

Soient P(A,u, V) et Q (B, v, 7) deux plans de I’espace.

e Lesplans (P) et (Q) sont parall¢les si et seulement si les vecteurs U, U et

v’ sont coplanaires, ¢’est-a-dire : det (ﬁ’, v, u’) = O etdet (17, v, ) =0
Soient (P) un plan de vecteur normal 71 et (Q) un plan de vecteur normal n'.

e Les plans (P) et (Q) sont paralléles si et seulement si les vecteurs 7 et n' sont
colinéaires (1’7 = k?) ouk ER.
e Les plans (P) et (Q) sont perpendiculaires si et seulement si les vecteurs 71 et
n’ sont perpendiculaires (r_i. n=0 )
Remarque :
Si les plans (P) et (Q) sont sécants, alors leur intersection est une droites.
3. Positions relatives de droite et plan
Soient D (A, 1) une droite et P(B, ¥, W) un plan de ’espace.

e Ladroite (D) est paralléle au plan (P) si et seulement si les vecteurs U, U et
W sont coplanaires, ¢’est-a-dire : det(u, v, W) = 0.

e Ladroite (D) coupe le plan (P) si et seulement si det (i, ¥, w) # 0.

e La droite (D) est perpendiculaire au plan (P) si et seulement si le vecteur U
est perpendiculaire a les deux vecteurs directeurs de (P), ¢’est-a-dire :
Uv=0etuw=0

Soient D (A, 1) une droite et (P) un plan de vecteur normal 7.

e La droite (D) est paralléle au plan (P) si et seulement si les vecteurs U et 71
sont perpendiculaire (7.1 = 0)

e La droite (D) coupe le plan (P) si et seulement si .U # 0.

e La droite (D) est perpendiculaire au plan (P) si et seulement si le vecteur 71 et
u sont colinéaires (11 = ki) ouk ER .
Remarque :

Si (D) est parall¢le au plan (P), et il existe un point de (D) qui appartient a (P),
alors la droite (D) est incluse dans (P).
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VII. Etude analytique de la sphére

1. Equation cartésienne d’une sphére définie par le centre et le rayon
Soit (S) une sphere de centre Q(a, b, ¢) et de rayon R (R > 0).
Une équation de la sphere (S) est écrite sous forme :
(x—a)>+(y—b)*+(z—c)? =R?
Que I’on peut écrit sous forme :
x2+vy2+z2—-2ax—2by—2cz+d=0
avec d = a® + b% + ¢? — R?

Remarque :

Soit M (x,y, z) un point de I’espace.
Me(S) QM =R

e Jx—-a)?+@—-b)2+(z—-c)®=R

o x—a)+(y—>b)2%+(z—-c)?=R?

2. Equation cartésienne d’une sphere définie par ’un de ces diamétres

Soient A(x4; Va; Z4) €t B(xg; yg; zg) deux points de
I’espace tel que : A # B

L’ensemble des points M de 1’espace tels que :

AM.BM = O est la sphere dont le segment [AB] est

I’un de ces diamétres.

Une équation cartésienne de cette sphere est :

(x—x)x—xp)+ @ —y)@—yg) +(z—24)(z—25) =0

3. Etude analytique de I’ensemble des points M(x, y, z) tels que :
x*+y*+z2+ax+by+cz+d=0

Soient a, b, ¢ et d quatre réels et (S) ’ensemble des points M (x, y, z) de ’espace
qui vérifient : x> + y2 +z>+ax+ by +cz+d =0

x?+y:+z2+ax+by+cz+d=0
Sx’4+ax+y*+by+z:+cz+d=0
2

= (+3) - (G) +(r+3) ~(3) +(:+5) - () +a=o
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o (x+§)2 + <y+g)2 + (z+%)2 = (%)2 + (g)z + (%)2 —d
i)+ @)+ () -a>o:
L’ensemble des points M (x, y, z) est la sphére de centre () (— %; —g ;— %) et
derayon R = J(&) + () + ()" -d
$Si(E) < () +() a0
Donc (S) est I’ensemble {Q (—%; —2; —5)} .

2 2
o Si(9) +(B) +(9) -a<o;

Donc (S) est I’ensemble est I’ensemble vide.
4. Intersection d’une sphére S(L, R) et une droite (D)

Soient (D) une droite de I’espace définie par une représentation paramétrique, et (S)
une sphere définie par son équation cartésienne.

Nous allons étudier la position relative de la droite (D) par rapport a la sphére (S)
dans deux exemples différents.

Exemple n°1 :

Soient (S) une sphére d’équation x% + y2 + z%2 — 2x — 6y — 10z + 21 = 0, et (D)
une droite définie par la représentation paramétrique suivante :

x=1+4+t
(D) jy=1—-t;(teR).
z=1+4+72t

Déterminer les points d’intersection de la sphére (S) et la droite (D).
Correction :

Déterminons les points d’intersection de la sphere (S) et la droite (D).
Soit M (x,y, z) un point de I’espace.
MeS)Nn(D)eoMe(S)etM e (D)

x=1+t
e Me( D)o AteR)jy=1-t (1)
z=1+42t

e MeE(S)o(x—-1)2-1+(@p—-3)2-9+4+(z—-52%?—-25+21=0
©x-12+@w-32%+=-5)2-14=0 (2)

Si on remplace x, y et z respectivement par 1 + t,1 — t et 1 + 2t dans 1’équation
(2) , alors obtient :
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>+ (-2-t)+(—4+2t)*-14=0t*+4+4t+t°+ 16— 16t +
4t2 —14 =0

©6t2—-12t+6=0
©6(t?2-2t+1)=0
©6(t—1)?2=0
<t—1=0
est=1
x =2
Si on remplace t dans 1’équation (1) par 1, on obtient: {y = 0
z=13
D’ou la droite (D) coupe la sphére (S) au point A(2; 0; 3)
Exemple n°2 :

Soient (S) une sphére d’équation x% + y? + z% + 2x — 2y + 10z — 26 = 0, et (D)
une droite définie par la représentation paramétrique suivante :

x=-2+t
(D):yy =142t ;(t €R).
z=3—t

Déterminer les points d’intersection de la sphére (S) et la droite (D).
Correction :

Déterminons les points d’intersection de la sphéere (S) et la droite (D).
Soit M (x,y, z) un point de I’espace.
MeS)Nn(D)eMe(S)etM e (D)

x=-=-2+4+t
e Me(D)e AteR){y=1+2t (1)
z=3—t

e MeE( o (x+1)2-1+@p—-1)2-14+(=+52%?-25-26=0
©x+1)+@-1)2+(z+5)?2-53=0 (2

Si on remplace x, y et z respectivement par —2 + t, 1 + 2t et 3 — t dans 1’équation
(2) , alors obtient :

(—1+t)2+Q2)*+(8—-1)2?-53=0
©1-2t+t>+4t2+64—16t+t>—53=0
© 6t2—18t+12=0

©6(t2—-3t+2)=0
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s(t-Dt—-2)=0
ot=1lout=2

Si on remplace t dans 1’équation (1) , on obtient :

x=-—1 x=0
Pour t=14{y =3 etpour t=2{y=>5
z=2 z=1

D’ou la droite (D) coupe la sphére (S) en deux points A(—1; 3; 2) et B(0;5; 1)

5. Intersection d’une sphere S(€2, R) et un plan :
(P):ax+by+cz+d=0

Soit H le projeté orthogonal du point Q) sur le plan (P).
Onposed = QH = d(A, (P))

d<R d=R d>R

Le plan (P) coupe la

sphere (S) svivant un Le plan (P) coupe la sphére (s)  Le plan (P) ne coupe pasla
cercle de centre H et en un point H. On dit que (P) est  sphere (S). On dit que (P) esta
de rayon r = \/R? — d2 tangent a la sphére (S) . I'exterieur de la sphere (S) .

Remarque :

Pour déterminer les coordonnées du point H, on résout le systeme d’€quation du
plan (P) et une représentation paramétrique de la droite (D), passant par () et
orthogonale au plan (P).

VIII. Expression analytique du produit vectoriel dans un repére

orthonormé direct
1. Définition :

Soient U et ¥ deux vecteurs de I’espace.

On appelle produit vectoriel des vecteurs U et ¥ le vecteur noté U A ¥ ainsi défini :
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e Siiet® sont colinéaires, i AT =0 .
e Si et ¥ ne sont pas colinéaires, U A U est i |
le vecteur vérifiant les 3 conditions :
> @A Bl = Il x 19]| x sin(d;¥) ; u
— La base (u; v; U A V) est directe ;
S UAV LUetUAD LV
2. Propriétés

Soient U et ¥ deux vecteurs de I’espace.

e UAV=—UAU(Antisymétrie)
e UANWHW)=UATVF+UAW
e (AU) AV = A(u A V) (Bilinéarité)

Soient 4, B et C trois points. ABAAC =0 < A, B et C sont des points alignés.
3. Expression analytique du produit vectoriel

On considere une base orthonormée directe (?, 7, k ) de I’espace.

INf=k: JAk=T; kAT=]; JAT=—k; kAj=—1, IAk=—]

Soient U(xy; yq; z1) et UV(xy; ¥o; Z,) deux vecteurs

T x; X
inp=|7 v y _ Y Y2s |x1 xzf |x1 x2|—>
= 1 V2| = -
> Z1 2 Z1 2 Y1 Y2
k z, z,

4. Applications
e [ aire d’un triangle :
Soit ABC un triangle, son aire est : Syp. = % ||E A R”

e [’aire d’un parallélogramme :
Soit ABCD un parallélogramme , son aire est : Sygcp = ||ﬁ A R”

e Distance d’un point a une droite :
Soit (D) la droite dirigée par 1(a, b, ¢) et passant par A(x4; ¥4; Z4) un point
de I’espace.

La distance du point M et la droite (D) est: d(M, (D)) = [aM A |

U

e Equation d’un plan :
Si les points A, B et C ne sont pas alignés, donc le vecteur AB AAC est
orthogonal au plan (ABC) .

L’équation du plan (ABC) s’écrit sous forme : M € (ABC) & AM. (ﬁ A R)) = 0.
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Série 12 : Géométrie dans I’espace

Exercice 1 :

On considére dans 1’espace les points A(1; 1;v/2 ) et B(v/2; —/2;0)
Soit le point C la symétrie du point A par rapport a O

Montrer que le triangle ABC est isoc¢le et rectangle.

Exercice 2 :

Donner un vecteur normal au plan (P) dans les cas suivants :

. (P):2x+y—z+7=0
2. (Pix+2z+3=0
3. (Pix—y=4z+2

Exercice 3 :

Déterminer une équation cartésienne du plan (P) passant par le point A et de vecteur
normal 71 dans les cas suivants :

1. A(1;-2;3) et n(1;-3;-2)
2. A(—1;2;4) et n(2;—-3;-=5)
3. A(1;1;2) et n(2;—-1;4)

Exercice 4 :

Déterminer une représentation paramétrique de la droite (D) passant par le point A
et perpendiculaire au plan (P) dans les cas suivants :

1. A(~1,1,2) et (P):2x—3y+z+1=0
2. A0:1;—1) et (P):x+2z—2=0
3. A(0;0;2) et (P)ix+y—1=0

Exercice S :
Déterminer une équation cartésienne du plan (P) dans les cas suivants :

1. (P) passant par A(4; —3; 2) et parall¢le au plan (Q) d’équation 2y —z+ 1 =

0
2. (P) passant par A(4; 1; 0) et perpendiculaire a la droite (D) définie
x=2-3t
par:iy = =3+ t; (t ER)
z=4-72t
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Exercice 6 :

Etudier la perpendicularité de deux plans (P) et (Q) dans les cas suivants :
. (P):2x+z—1=0et(Q):x—2y—2z+1=0
2. (P)ix—y—4z+1=0et(Q):dx—y—2z—3=0

Exercice 7 :

Déterminer une équation cartésienne du plan (P) passant par les points A et B et
perpendiculaire au plan (Q) dans les cas suivants :

1. A(2;2;2) ;B(0;—2;0) et (Q):x—2y+3z—7=0
2. A(2;1;1) ;B(3;2;2) et (Q):3x+y+2z=0
3. A(1;2;-2);B(2;0;—2)et (Q):3x+y+22z=0

Exercice 8 :

Déterminer les coordonnées du point H le projeté orthogonal du point A sur le plan
(P) dans les cas suivants :

1. A(;L;D)et(P)ix—y+2z—1=0
2. A(0;;2)et(P):2x+y—2z+2=0
Exercice 9 :
On considére les points suivants : A(1;0; —1) , B(2;2;3) et C(3;1; —=2)

1. Vérifier que les points A, B et C non alignés.

2. Montrer que le vecteur 71(2; —3; 1) est normal au plan (ABC), puis déduire
une €équation cartésienne du plan (P).

3. Déterminer une équation cartésienne du plan (P) passant par le point
D(—2;2;—1) et parall¢le au point (ABC).

Exercice 10 :

Calculer la distance du point A au plan (P) dans les cas suivants :

1 A(L1L1) et (P):x+2y+22—1=0
2. A(0;-2;—Det (P)ix+y—2z+1=0
3. A(2;0;1) et (P):ix=1

Exercice 11 :

Ecrire une équation cartésienne de la sphére (S) de centre () et de rayon R dans les
cas suivants :

1. Q(1;2;1) et R=26
2. 0(0;—3;—4)et R=5

Exercice 12 :
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Ecrire une équation cartésienne de la sphere (S) de centre () et passant par le point A
dans les cas suivants :

1. Q(—1;4;5) et A(3;5;2)
2. Q(1;-2;1) et A(0;—-1;1)

3.0(1-21) et A(3:3;2)
Exercice 13 :

Ecrire une équation cartésienne de la sphére (S) de diamétre le segment [AB] dans
les cas suivants :

1. A(—1;0;3) et B(2;5;—4)
2. A(1;2;5) et B(—3;1;0)

Exercice 14 :

Déterminer dans chacun des cas suivants, (§) 1’ensemble des points M (x; y; z) tel
que :

1. x24+y2+2z2-2x—4y+4=0

2. x2+y2+22—x+2y—22+%=0

3. x2+y*+22+4x+22+5=0
Exercice 15 :

Montrer que le plan (P) est tangent a la sphere S(Q; R) dans les cas suivants :

1. (Pix+2y+2z—1=0,0Q(2;1;0) et R=1
2. (P:ix++V3y—1=0 ,Q(2;V3;4) et R=2

Exercice 16 :

Vérifier que le point A appartient a la sphere (S) puis déterminer une équation
cartésienne du plan tangent a la sphere (S) au point A dans les cas suivants :

L ):(x—1D2+(y+2)2+(z—-1)2=1etA(0;-2;1)
2. (S):x?+y*+z>—4x+y+2z=0 etA(0;0;0)
3. (S):x?2+y2+z2+6x—y+9=0  etA(-3;1;0)

Exercice 17 :

Etudier la position relative de la sphére (S) : x2 + y2 +2z%2 —4x —2y+4 =0
et chacun des plans :

P):ix+y+z—4=0

(P)):2x+3y+z+1=0
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(P3):2x+y—2z—8=0

Exercice 18 :

x=t
Déterminer I’intersection de la droite (D) définie par :yy =1+t ; (t € R) avec
z=2+t

chacune des deux sphéeres définies par :

(S:x?2+y2+2z2+42x =0 et (Sy):x% + y? + z2 —2x—2y—6z+%= 0
Exercice 19 :

Soit le plan (P) d’équation 2x — 5y +z+3 =0

1. Déterminer une équation cartésienne du plan (Q) passant par le point
A(1; —1;1) et parallele au plan (P).

2. Déterminer une équation cartésienne du plan (R) perpendiculaire a I’axe
(zz") et passant par le point A

Exercice 20 :
Soit (P) un plan paralléle a I’axe (xx") et passant par les points A(0; 4; 0) et
B(0;0;=2).

1. Montrer que 7(0; 1; —2) est un vecteur normal au plan (P).

2. Déterminer une équation cartésienne au plan (P).
Exercice 21 :
Soient (P) le plan qui passe par le point B(1; —2;1) et 71(—2; 1; 5) un vecteur
normal a (P), et le plan (Q) d’équation x + 2y — 7 = 0.

1. Montrer que les plans (P) et (Q) sont perpendiculaires.

2. Montrer que (P) et (Q) se coupe selon une droite (A) passant par le point
C(—1;4;—1) et de vecteur directeur u(2; —1; 1).

3. Soit le point A(5; —2; —1).
Calculer la distance entre le point A et le plan (P), puis la distance entre le
point A et le plan (Q).

4. Déduire la distance entre le point A et la droite (A).

Exercice 22 :

Soient (P) le plan d’équation 2x + y — z + 6 = 0 et les points A(0; 2; 2) et
B(1;2;-1).

1. Déterminer une représentation paramétrique de la droite (D) passant par A et
perpendiculaire au plan (P).
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2. a. Déterminer les coordonnées du points I I’intersection du plan (P) et la
droite (D).
b. Calculer la distance entre le point A et le plan (P).
3. a. Déterminer une équation cartésienne du plan (Q) passant par le point B et
dirigé par
les deux vecteurs 1(4; 1;0) et v(2;1; —1).
b. Montrer que les plans (P) et (Q) sont perpendiculaires.

Exercice 23 :
Soient (P) le plan d’équation x + y — z + 3 = 0 et le point A(2; 0; 2)

1. Donner une représentation paramétrique de la droite (D) passant par A et
perpendiculaire au plan (P).

2. Déterminer les coordonnées du point B I’intersection de la droite (D) et le
plan (P).

3. Donner une équation cartésienne de la sphére (S) de centre A et qui coupe le
plan (P) suivant un cercle de centre B et de rayon 2.

Exercice 24 :
Soient les points A(0;1;1) , B(0;0;2) et C(3;0;0)

1. Montrer que la droite (D) passant par le point C et dirigée par le vecteur 7 +
j+ k est perpendiculaire a la droite (AB).
2. a. Ecrire une équation cartésienne du plan (ABC) .
b. Déterminer la distance du point B a la droite (AC) .
3. Soit (S) la sphére définie par I’équation : x2 + y2 +2z2 —4z+2 =0
a. Déterminer le rayon et les coordonnées du centre de la sphére (S).
b. Montrer que la droite (AC) est tangente a la sphére (S).
c. Déterminer I’intersection du plan (ABC) et la sphere (S).

Exercice 25 :

1. On considére le point A(0; 0; 1) et le vecteur & = 7 + 2k.
Déterminer une équation cartésienne du plan (P) passant par le point A et U
un vecteur normal a (P).

2. Soit () la sphére d’équation : x? + y? + z% + 4x — 4y — 4z + % =0
a. Déterminer les coordonnées de Q le centre de la sphére (S) et son rayon r.
b. Vérifier que () appartient au plan (P) .

3. Soit (Q) un plan d’équation 2x +y —z+ 6 =0
a. Donner une représentation paramétrique de la droite (D) passant par le

point Q et perpendiculaire au plan (Q).
b. Montrer que le plan (Q) est tangent a la sphere (S) puis déterminer les

PROF : BENABICHA ANAS



28™M€ année baccalauriat Pc/Svt
2024/2025

coordonnées du point d’intersection de la sphére (S) et le plan (Q).
Exercice 26 :
Soit (S) la sphére d’équation x% + y? + z2 —xvV3—2z—-3 =0
1. Déterminer le centre et le rayon de la sphere (S).

2. Soit le point A (%E, 1; %)

a. Vérifier que le point A appartient a la sphere (S).

b. Donner une équation cartésienne du plan (P) tangent a la sphére (S) au
point A.

c. Déterminer une représentation paramétrique de la droite (D) tangent a la

sphere (S) au point A et qui coupe la droite (A) passant par le point O et
dirigée par le vecteur U (2\/§; — %; 1).

Exercice 27 :

Considérons les points A(1;0;1) , B(0;1;0),C(0;1;1), E(1; 1;0) et la droite
(D) passant par E et dirigée par le vecteur u(1;1; —1).

1. a. Montrer que x + y — 1 = 0 est une équation cartésienne du plan (ABC).
b. Déterminer I’intersection du plan (ABC) et la droite (D).

2. Ecrire une équation cartésienne du plan (P) contenant (D) et perpendiculaire
au plan (ABC).

3. Soit (S) la sphére de centre () (%, %; %) et de rayon g
a. Donner une équation cartésienne de la sphere (S).
b. Montrer que I’intersection du plan (ABC) et la sphere (S) est le cercle

circonscrit au triangle ABC .
Exercice 28 :

On considére la sphére (S) d’équation : x2 + y? + z2 — 2x — 2y — 4z —3 = O et
le plan (P) d’équation x + 2y +2z+2 =0

1. Déterminer (1 le centre et R le rayon de la sphére (S).
2. Montrer que le plan (P) est tangent a la sphére (S).

3. Trouver une équation cartésienne du plan (Q)tangent a la sphére (S) au point
B(3;2;0)
4. Montrer que les plans (P) et (Q) sont perpendiculaires.
5. Soit (D) la droite passant par le point C(1; 1; 1) et parall¢le au plans
(P) et (@)
a. Donner une représentation paramétrique de la droite (D) .
b. Calculer la distance du point () a la droite (D)
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c. Déduire que la droite (D) coupe la sphere (S) en deux points distincts.

Exercice 29 :

Déterminer les coordonnées du vecteur 4B A TC, puis déduire une équation
cartésienne du plan (ABC) dans les cas suivants :

1. A(1;2;,-1),B(2;0;,—=1)etC(0;1;2)
2. A(0;0;1),B(1;2;0)etC(1;5;5)

3. A(6;3;9),B(—2;-3;0)etC(1;1;1)
4. A(—2;-3;1),B(5;2;0) et C(3;5;—1)

Exercice 30 :

1. Calculer la distance du point M(2; 1; 0) a la droite (D) passant par le point
A(1; 1; 1) et dirigée par le vecteur u(2; 2; 1).

2. Calculer la distance du point M (3; 0; 2) a la droite (AB) tel que A(1; 6; —1)
et B(3;7;1).

Exercice 31 :
On considéere dans 1’espace les plans (P) et (Q) d’équations :
(P):2x—3y—z—4=0¢t(Q):—3x—4y+5z—-7=0

1. Déterminer n; un vecteur normal au plan (P) et n, un vecteur normal au plan

(@.

2. Déterminer les coordonnées du vecteur n; A7, .
3. Déterminer I’intersection des plans (P) et (Q).

Exercice 32 :
Les mémes questions précédentes

1. (P):i4x —4y+2z—5=0c¢et (Q):x+2y—2z+3=0
2. (P):2x—5y—2z+3=0c¢t (Q):—4x+10y+4z—-6=0

Exercice 33 :
On considére les points A(2;0;0) , B(2;2;0),D(2;2;1) et E(0;0;1)

1. Calculer la distance du point A a la droite (BE).
2. Calculer la surface du triangle ABE.
3. Montrer que OBDE est un parallélogramme puis en calculer I’aire.

Exercice 34 :

Calculer la distance entre le point M et la droite (D) dans les cas suivants :
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1. M(1;1;0) et (D): {

2. M(2;1;-1) et (D ) 2=

3. M(2;1;1) et (D): {
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Calcul des probabilites

I. Dénombrement
1. Vocabulaire :
e Un ensemble est dit fini, s’il contient un nombre fini d’¢léments.
e Dénombrer un ensemble fini, ¢’est trouver le nombre d’éléments qu’il contient.
e Le nombre d’élément dans un ensemble fini E est appelé cardinal de E et est
noté card(E).
e [’ensemble vide est I’ensemble qui ne contient aucun €lément, et on écrit
card =0
e Pour n € N, on appelle factorielle n, notée n!, I’entier défini par :
O!l=1,etpourtoutn >0,n! =1X2X3X..Xn
2. Principe fondamental de dénombrement :

Dans cette fiche explicative, nous allons apprendre comment déterminer le nombre
de toutes les issues possibles dans un univers en utilisant le principe fondamental du
dénombrement.

Commencons par apprendre a utiliser un arbre de dénombrement pour déterminer le
nombre d’issues possibles dans un univers contenant plusieurs événements.

Imaginons que vous souhaitiez acheter un nouveau téléphone ; vous avez deux
options pour la taille : le modele de 5 pouces et le modéle de 6 pouces ; vous avez, de
plus, trois options pour la couleur : noir, or ou blanc. Vous souhaitez savoir combien
de modeles il existe au total. L’une des facons les plus simples de représenter une
situation comme celle-ci consiste a utiliser un arbre de dénombrement. L arbre de
dénombrement ci-dessous illustre les deux options pour la taille du téléphone puis, en
dessous de chacune d’elles, les trois options pour la couleur.

5 pouces 6 pouces

Noir Or Blanc

Noir Or Blanc
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Finalement, il y a 6 issues différentes au total au bas d’arbre, ce qui signifie qu’il
existe 6 combinaisons différentes de ces deux événements qui sont le choix de la taille
et de la couleur du téléphone.

Théoreéme : Principe fondamental du dénombrement pour deux événements

Pour deux événements indépendants A et B tels que le nombre d’issues possibles de
I’événement A est x et le nombre d’issues possibles de 1’événement B esty, le
nombre total d’issues distinctes possibles de ces deux événements réunis est le
produit xxy.

Deux événements sont dits indépendants quand 1’issue d’un événement ne change pas
le nombre d’issues possibles de 1’autre événement.

Théoreme : Principe fondamental du dénombrement pour plus de deux
événements

Soient A4, A, ..., A, des événements indépendants deux a deux tels que le nombre
d’issues possibles de I’événement A; est x; pour tout i = 1; 2, ..., n. Le nombre total
d’issues possibles distinctes de ces événements réunis est alors égal au
produit x; X x, X X3 X ... X X, .

Ici, un ensemble d’événements est dit indépendant lorsque tous les événements sont
deux a deux indépendants.

Théoréme : Dénombrement avec remise

Le nombre de fagons différentes de sélectionner un objet avec remise n fois dans un
ensemble de x objets différents est x™.

Dans I’exemple suivant, nous allons résoudre un probleme de dénombrement avec
remise.

De combien de fagons peut-on former un code a 5 chiffres en utilisant les chiffres de
1a9?

Notez que le code peut avoir des chiffres identiques.

Dans cet exemple, nous devons trouver le nombre de codes différents a 5 chiffres dans
un ensemble de 9 chiffres distincts, ou la répétition des chiffres est autorisée. On peut
penser a ce probléme comme choisir 5 fois un chiffre dans un ensemble de 9 chiffres
différents, ou chaque chiffre sélectionné est remis avant la sélection suivante.

On rappelle que le nombre de facons différentes de sélectionner un objet avec
remise n fois dans un ensemble de x objets est x™. On peut substituer x = 9 etn =
5 pour obtenir

95 = 59 049

Par conséquent, il y a 59 049 fagons différentes de former un code a 5 chiffres a partir
des chiffres 1 a 9, sachant que des chiffres peuvent étre identiques.
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Dans I’exemple suivant, nous allons déterminer le nombre d’issues différentes dans
un univers compos¢ de deux événements distincts avec remise.

Utilisez le principe fondamental du dénombrement pour déterminer le nombre total
d’issues possibles pour le choix d’un mot de passe qui commence par trois lettres
suivies de trois chiffres de 1 a 7 (avec la possibilité de répéter les caracteres).
Supposez que le mot de passe ne peut contenir que des lettres minuscules.

Dans cet exemple, nous devons déterminer le nombre de mots de passe différents
commengant par trois lettres minuscules suivies de trois chiffres de 1 a 7. On peut
considérer la sélection des trois premiéres lettres et des trois derniers chiffres comme
deux événements distincts. On recherche alors le nombre d’issues possibles dans un
univers contenant deux événements. On rappelle que le principe fondamental du
dénombrement stipule que le nombre d’issues possibles de deux événements
indépendants est €gal au produit des nombres d’issues de chaque événement.

Deux événements sont indépendants lorsque 1’issue d’un événement ne change pas le
nombre d’issues possibles de 1’autre événement. Nous pouvons voir qu’aucun choix
spécifique des trois premicres lettres n’influence la sélection des trois derniers chiffres
du mot de passe. Par conséquent, les deux événements sont indépendants, ce qui
signifie que nous pouvons déterminer le nombre total d’issues possibles en utilisant
le principe fondamental du dénombrement.

Déterminons donc le nombre d’issues possibles de chacun des événements, en
commencant par la sélection des trois premieres lettres. Pour choisir les trois
premieres lettres, on sélectionne trois fois une lettre dans un ensemble de 26 lettres.
C’est un probleme de dénombrement avec remise, c¢’est-a-dire que I’objet sélectionné
est remis a chaque fois avant la sélection de 1’objet suivant. On rappelle que le nombre
de facons différentes de sélectionner un objet avec remise n fois dans un ensemble
de x objets différents est x™.

Substituer x = 26 et n = 3 nous donne 263 = 17 576.

Il y a donc 17 576 fagons différentes de choisir les trois premicres lettres.
Déterminons ensuite le nombre de facons de sélectionner les trois derniers chiffres de
1 a 7. On peut substituerx = 7 etn = 3 dans la formule d’un probléeme de
dénombrement avec remise pour obtenir 73 = 343.

Donc, il y a 343 fagons différentes de sélectionner les trois derniers chiffres.

On peut enfin appliquer le principe fondamental du dénombrement pour calculer le
nombre total de mots de passe : 17576 X 343 = 6 028 568.

Par conséquent, il existe 6 028 568 mots de passe différents commencant par trois
lettres minuscules suivies de trois chiffres de 1 a 7.

II. Arrangement d’un ensemble fini

Soit E un ensemble a n €léments, et soit k un entiertel que 1 < k < n.

On appelle arrangement d’ordre k, toute liste ordonnée de k éléments, il est dit sans
répétition si les ¢léments figurant dans la liste sont deux a deux distincts. Le cas ou
les ¢léments peuvent €tre non distincts, il est dit avec répétition.
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e Déterminer un arrangement d’ordre k avec répétition, c’est remplir les cases
(,, ,) par k éléments non nécessairement distincts. Donc pour
chaque case on dispose de n choix.

Alors, le nombre d’arrangement d’ordre k avec répétition est n*.
e Déterminer un arrangement d’ordre k sans répétition, c’est remplir les cases

(,, ,) par k éléments distincts. Donc pour la case on a n choix,
et pour chacune de ces choix il reste n — 1 choix pour la case , puis n —

2 choix pour la case [3], ..., et enfin n — k + 1 choix pour la case .

Alors, le nombre d’arrangement d’ordre k sans répétition, noté A%, est donné
par :

Ak =n(n—1)(n—-2)..(n—k+ 1), etdonc Ak =

n!
(n—k)!

III. Combinaison
Soit E un ensemble a n éléments, et soit k un entiertel que 1 <k <n.
On appelle combinaison d’ordre k, toute partie de E a k éléments.

k 1
Le nombre de combinaison d’ordre k, noté C) , est donné par C¥ = % = (;;k)l
En effet, toute partie a k ¢léments donne exactement k! permutation de cette partie

Formules usuelles :
Ck=c* , c=C= , Ci=Clt=n ;  kCF=nCk{

2

Ck =ckzl + c¥_, (Formule de Pascal)

IV. Expérience aléatoire, univers, événements
1. Définition
On appelle une expérience aléatoire, toute expérience dont on connait tous les
résultats possibles et si elle est répétée dans les mémes conditions elle peut donner
lieu a des résultats différents.
2. Vocabulaire
Etant donné une expérience aléatoire.
e [’ensemble de tous les résultats possible de cette expérience s’appelle univers
et se note () ;
e Les ¢léments de Q s’appelle aussi possibilités, éventualités ou issues ;
e Toute partie de {1 s’appelle un événement ;
e Tout événement réduit a une seule possibilité s’appelle un événement
¢lémentaire ;
e Si A et B sont deux événements alors :
— A N B est un événement appelé intersection de A et B et est réalisé si et
seulement si les événements A et B sont réalisés simultanément ;
— AU B est un événement appelé réunion de A et B et est réalisé si et
seulement si A est réalisé ou B est réalisé ;
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— A est un événement appelé événement contraire de A et est réalisé, si et
seulement , A n’est pas réalisé.

e L’¢événement () est toujours réalisé, c’est pourquoi on 1’appelle I’événement
certain ;

e L’¢événement @ ne se réalise jamais et s’appelle I’événement impossible ;

e Deux événement A et B sont dit incompatiblessiANB = @

3. Types de tirages
La plupart des expériences aléatoires peuvent étre interpréter comme des tirage de p
boules d’une urne qui en contient n.
Il y a deux critéres pour distinguer ces tirages :

— L’ordre : Si I’ordre dans lequel on tire les boules est pris en considération, on
dit que c’est un tirage avec ordre, sinon c’est un tirage sans ordre.

— La répétition : Si on remet chaque boule tirée dans 1’urne avant de tirer la
suivante, on peut tirer plusieurs fois la méme boule, on parle alors d’un tirage
avec répétition ou avec remise.

() étant un ensemble a n €léments, on tire p éléments parmi n ¢léments, donc :

Type de tirage Ordre Répétition Nombre de tirages
possible

Simultanément Pas important | Impossible cP

Successif sans | Important Impossible AP

remise

Successif avec | Important Possible nP

remise

V. Probabilité d’un événement
1. Loi de probabilité sur un ensemble fini
Définition :
Soit Q = {w4, w5, ..., w, } un ensemble fini.
e Définir une loi de probabilité sur (1, c’est attribuer a chaque possibilité¢ w; un
réel
p; € [0,1] de sorte que Y -,p; =1 . On dit alors que la probabilité de
I’événement élémentaire {w;} est p; et on écrit P({w;}) = p;
e FEtant donné un événement A C (1 on définit la probabilité de A et on note P(A)
comme la somme des probabilités des événements ¢lémentaires qui constituent
A.
Exemple 1 :
Lors de lancement d’un dé non truqué, on a Q = {1,2,3,4,5,6}
Puisque toutes les faces ont la méme chance d’étre observées alors on peut définir une

probabilité sur Q comme suit: p({1}) =p({2}) = p({3}) = p{4}) = p({5}) =
p({6}) = -
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Onap({1}) +p({2}) + p({3) + p({4}) + p({5}) + p({6}) = § =1
Soit A I’événement : « Obtenir un nombre pair »
Alors A = {2,4,6}
Donc P(4) = p({2}) + p({4) + p({6}) = = +=+==>=~
Propriétés :
Soit €1 I'univers lié a une expérience aléatoire, et P une probabilité définie sur ().
Soient A et B deux événements de ().
—>PQ)=1,P(@)=0et0<P(A) <1
— Si A et B sont incompatibles alors P(A U B) = P(A) + P(B)
—>P(A)=1-PA)etP(BNA)=P(B)—P(ANB)
— SiAc Balors P(A) < P(B) et P(BUA) = P(B) — P(A4)
— P(AUB) =P(A)+P(B)—P(ANB)

2. Exemple corrigé :
Dans une population on remarque que, durant un mois, :
o 40% des individus sont allés au cinéma ;
e 25% sont allés au théatre ;
e 12,5% sont allés au cinéma et au théatre.
Calculons les probabilités que durant un mois, un individu :
A:"aille au cinéma ou au théatre"
B:"n’aille pas au cinéma"
D:"n’aille ni au cinéma ni au théatre"
E:"aille au cinéma mais pas au théatre"

Soit C I’événement aller au cinéma et T 1’événement aller au théatre.
D’apres I’énoncé, ona P(C) = 0,4 et P(T) = 0,25etP(CNT) =0,125
e [’événement A est ’événement C U T
OrP(A)=P(CUT)
=P(C)+P(T)—P(CNT)
= 0,4+ 0,25 — 0,125
= 0,525
e [’événement B est I’événement C
OrP(C)=1-P(0)
=1-04
= 0,6
e [’événement C est ’événement C N T
Or P(C)=P(CNT)
=P(CuUT)
=1—-P(CUT)
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=1-0,525
= 0,475
e L’événement D est ’événement C N T
OrP(D)=P(CNT)
=P(C)—P(CNT)
=0,4—-0,125
= 0,275

VI. Hypothese d’équiprobabilité

1. Définition
Soit Q = {w;, Wy, ..., w, } 'univers lié a une expérience aléatoire, et P une probabilité
deéfinie sur (), on dit qu’il y a équiprobabilité, lorsque les probabilités de tous les
événements ¢lémentaires sont €gales, on dit aussi que P est la probabilité uniforme
sur ().

2. Propriéte :
Soit Q = {w;, w,, ..., W, } "univers lié a une expérience aléatoire, et P une probabilité

définie sur () dans le cas d’équiprobabilité, on a la formule suivante :
card A

Card Q

Pour tout événement A de ’univers Q) : P(4) =

3. Remarques :
e Sil’énoncé du probléme contient des phrases comme :

— Dé non pipé ;

— Piéce non truquée ;

— Manicre équiprobable ;

— Tirage au hasard ;

— Boules indiscernable au toucher ;

- ...

Cela signifie qu’il s’agit bien d’une équiprobabilité.
e Pour calculer la probabilit¢ d’un événement A, on peut envisager les
stratégies suivantes :

— Exprimer A en fonction d’événement de probabilités connues dans le
langage des événements ;

— Modéliser A par une expression ensembliste, cette traduction se fait
en remplacant les « et » par « N », et « ou » par « U », et les négations
par des complémentaires ;

— Simplifier ou transformer 1’expression obtenue grace au calcul
ensembliste de facon a pouvoir appliquer les formules des calculs des
probabilités, on pourra utiliser dans les simplifications les
diagrammes ensemblistes.
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4. Exemples corrigés :
Exemple 1 :
On jette trois dés identiques numérotés de 1 a 6. Calculer :
1- La probabilité d’observer trois fois le méme chiffre.
2- La probabilité d’observer deux fois le méme chiffre et un autre différent.

Puisque les dés sont identiques, alors il y a équiprobabilit¢ des événements
¢lémentaires et la probabilité d’un événement quelconque de calcule par la formule

card A
P(A) " Card Q

Onacard Q = 63

1- La probabilité d’observer trois fois le méme chiffre.

Soit A I’événement : Observer trois fois le méme chiffre.
Donc A = {(1,1,1),(2,2,2), (3,3,3), (4,4,4),(5,5,5), (6,6,6)}
Alorscard A = 6

Et par suite la probabilité d’observer trois fois le méme chiffre est : P(A) = 6—63 = %

2- La probabilité d’observer deux fois le méme chiffre et un autre différent.

Soit B I’événement : Observer deux fois le méme chiffre et un autre différent.

Donc B = {(a, a, b)} avec 6 chiffre pour a et 5 choix pour b et trois permutations de
b

Alorscard B=6 X5 X 3

Et par suite la probabilité d’observer deux fois le méme chiffre et un autre différent
est :

P(B) = 63 12
Exemple 2 :

Une urne contient deux boules blanches, trois rouges et cinq boules noires.
On suppose que ces boules sont indiscernables au toucher.

3xX5x6 5

I- Tirage avec remise :

On tire successivement et avec remise trois boules de 1’urne. Calculer la probabilité
des événements suivants :

A:"Obtenir une boule de chaque couleur™”

B:"Obtenir au moins deux boules noires"

C:"Obtenir des boules de meme couleur”

II- Tirage sans remise :

On tire successivement et sans remise trois boules de ’urne. Calculer la probabilité
des événements suivants :

A:"Obtenir une boule de chaque couleur”

B:"Obtenir au moins deux boules noires"
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Correction :
Puisque les boules sont indiscernables au toucher, alors il y a équiprobabilité des
événements €lémentaires et la probabilité d’un événement quelconque de calcule par

la formule
card A
P(A) " card Q

I- Le tirage avec remise.

L’univers Q est I’ensemble des arrangements avec répétition de 3 boules par les 10
boules.

Donc card © = 103 = 1000

1- La probabilité de I’évenement A: "Obtenir une boule de chaque couleur”
Donc A = {BNR}

Alors card A=3!(C; X C3 X C3) =2x3Xx5%X6
card A _ 2X3X5X6 9

N — —_ 2
DOHP(A)_cardQ_ 1000 50

2- La probabilité de I’événement B: "Obtenir au moins deux boules noires"
Donc B = {NNN,NNN}

Alors card B = 52 x 51 x 3 + 53 = 500
5 A __cardB _ 500 _1
D’ou P(B) = card @ 1000 2

3- La probabilité de I’évenement C: "Obtenir des boules de meme couleur"
Donc C = {NNN, RRR}

Alors card C = 33 x 53 = 152

D’OﬁP(C) — card C — 152 _ 19
card Q) 1000 125

II- On tire successivement et sans remise trois boules de 1’urne.

L’univers Q est ’ensemble des arrangements sans répétition de 3 boules par les 10
boules.

Donc card O = A3, =10 X9 x 8 =720

1- La probabilité de I’événement A: "Obtenir une boule de chaque couleur"
Donc A = {BNR}
Alors card A = 3! (AL x AL x A}) = 180

D’Ol‘lP(A) — cardA 180 1

card Q720 4

2- La probabilité de I’évenement B: "Obtenir au moins deux boules noires"
Donc B = {NNN,NNN}
Alors card B = A2 X AL X C3 + A% =360

D’OﬁP(B) _ card B _ 360 1

card Q o 720 o 2
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VII. Probabilité conditionnelle
1. Définition
Soit P une probabilité définie sur un univers £ et soit A un événement tel que P(A4) #
0.

Pour tout événement B on pose P4(B) = P(4nB)

P(4)
P, est une probabilité¢ définie sur (), appelée probabilité conditionnelle relative a
I’événement A ou probabilité sachant A.
P,(B) s’appelle la probabilité de B sachant que A est réalisé ou la probabilité de B
sachant A ou encore la probabilité de B conditionnellement A.

2. Remarques

e Dans le calcul de la probabilité P,(B) on suppose que A est réalisé ;
e Formules de Bayes : P4(B) = Pg(A4) X %
3. Formules des probabilités composées
Propriétés :
Soit P une probabilit¢ définie sur un univers () pour tous événements A et B de {1 on
a la formule suivante dite « Formule des probabilités composées ».
e P(ANB)=P,(B).P(A)siP(A)#0
e P(ANB)=Pz(A).P(B)siP(B) #0
Exemple 1 :
Une urne contient 4 boules blanches et 2 boules noires.
On tire une boule on la remet dans I’urne avec une boule de la méme couleur, on
procede a un deuxieéme tirage.
Quelle est la probabilité d’obtenir deux boules noires ?
Correction :
On note N; tel que i € {1,2} I’événement.
On tire une boule noire le i*™€ tirage.
Alors P(N; N'Ny) = P(Ny). Py, (N;)

, 1
La probabilité de tirer une boule noire dans le 1°" tirage est : P(N;) = % = % = %
6
Etona Py (N,) _G_3
N A2 ¢t 7

Exemple 2 :

Une maladie affecte 3% d’une population, un test sanguin détecte cette maladie avec
une probabilité de 0,98 chez un malade a tort a 4% des personnes saines qu’elles sont
malades.

On prend une personne au hasard ayant subi le test.

On pose : * M : la personne est malade
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* M : la personne est non malade
* T : le test est positif
* T : le test est négatif
1- Quelle est la probabilité que la personne soit malade et que le test soit positif.

2- Quelle est la probabilité que la personne soit malade et que le test soit négatif.

3- Quelle est la probabilité que la personne soit non malade et que le test soit
négatif.

4- Quelle est la probabilité que la personne soit non malade et que le test soit positif.
5- Quelle est la probabilité que le test soit positif.

6- Quelle est la probabilité que la personne soit malade sachant que le test soit
positif.

Correction :

S

EI

/

0.03 T T
= T
\\

1- La probabilité que la personne soit malade et que le test soit positif est :
P(TnM) =P(M).Py,(T) =0,03 %098 =0,02

2- La probabilité que la personne soit malade et que le test soit négatif est :
P(TnM)=P(M).Py,(T) =0,03x0,02=0,0006

3- La probabilité que la personne soit non malade et que le test soit négatif est :

P(TnM)=P(M).Py(T) =0,97 x 0,04 = 0,9312

4- La probabilité que la personne soit non malade et que le test soit positif est :
P(MNT)=P(M).Py(T) =0,04 %097 = 0,03

5- La probabilité que le test soit positif est :

P(TNnM)+P(TnM)=0,06
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6- La probabilité que la personne soit malade sachant que le test soit positif est :

P(M 0,03
Pr(M) = % Py (T) =32 % 0,98 = 0,49

4. Formule des probabilités totales
Propriété :

Soit P une probabilité définie sur un univers (1, pour tous ¢vénements A et B de ()
on a la formule suivante dite « Formule des probabilites totales »

e PB)=P(BNA)+P(BNA)
e Si0 < P(A) <1 onobtient P(B) = P,(B).P(A) + Pz(B).P(4)

Exemple 1 :

On dispose de deux urnes A et B

A contient 5 boules rouges et 2 boules blanches ;

B contient 3 boules rouges et 4 boules blanches ;

On lance un d¢ équilibre :

Si on obtient 1 ou 2 on tire une boule de I’urne A, et si on obtient 3, 4, 5, 6 on tire
une boule de I’'urne B .

Calculer la probabilité d’obtenir une boule rouge.

Correction :
gy ‘. (D:"obtenir1ou2” R
Considérons les événements : { R:"la boule tirée es . /
OnaP(D)=z=l et P(E)=f=§ /
6 3 6 3 \
5 5 3 3 D _
Py(R) =312 7 et PE(R)__E_; _
Donc P(R) =P(RNnD)+ P(RND) o
= P(D).Py(R) + P(D).P5(R) S~
1.5 2_3
=3 X7+3%; N—
_11
T 21

Exemple 2 :

A un carrefour, une étude statistique sur un feu tricolore montre que :
— Si le feu est vert : 99% de chances que I’automobiliste passe ;
— Si le feu est orange : 30% de chances que 1’automobiliste passe ;
— Si le feu est rouge : 1% de chances que 1’automobiliste passe.
Le cycle du feu tricolore dure une minute répartie comme suit :
— Feu vert 25 seconde ;
— Feu orange 5 seconde ;
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— Feu rouge 30 seconde.
Calculer la probabilité qu’un automobiliste passe sans arréter a ce feu tricolore.

Correction :

On considere les événements suivants : .
A:"automobiliste passe" samm/
O:"feu est orange"

V:"feu est vert" /
R:"feu est rouge" /zsfy \

L 5160 30/100,
Ona: PV(A)—E , PR = , Po(A) = <
5
Et P(V) = a R P(O) = 5 , P(R) — 30/60

On a 0,V et A forme un systeme complet d’événemer

>

la formule des probabilités totale donne : \_
P(4) = P(V). PV(A) + P(O) Po(A) + P(R). Pr(4) '
25 99 1
=2 x— + o s + =X —
60 < 100 X 100 X 00
_177
400

VIII. L’indépendance
1. L’indépendance des événements
Définition :
Soit P une probabilité définie sur un univers ().
On dit que deux événements A et B de () sont indépendants si on a :

P(AnB) =P(A).P(B) ou Pzg(A)=P(A) ou P,(B) = P(B)
2. Epreuves indépendantes — Répétition d’une épreuve :
Définition :

Il y a répétition d’expériences identiques, lorsque la méme expérience aléatoire est
répétée plusieurs fois de suite. Ces expériences aléatoires successives sont
indépendantes.

Propriété :
Soit A un événement de probabilité p lors d’une épreuve aléatoire, et soit n un entier
naturel non nul.
Lorsqu’on répete cette épreuve n fois de manicres identiques et indépendantes, alors
la probabilité que I’événement A soit réalisé k fois exactement est : CXp*(1 —
PR 0<k<n
Exemple :
On lance 10 fois de suite un dé cubique €quilibré dont les faces sont numérotées de
1 a 6 et on s’intéresse au nombre de fois de 6 obtenus.
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Correction :

Puisque le dé est équilibré alors P({6}) = % etl—p= 2

3 S 1\O /5410-0
— La probabilité de n’obtenir jamais le nombre 6 est : Cy, (g) (g)

— La probabilité d’obtenir le nombre 6 une (1) fois exactement est :

(@) ()

— La probabilité d’obtenir le nombre 6 trois (3) fois exactement est :
5 (1)\3 (5\10-3
ch(z) ()

IX. Les variables aléatoires

1. Définition :
Une variable aléatoire est une variable dont la valeur est déterminée en fonction du
résultat d’une expérience aléatoire.
Une variable aléatoire réelle définie sur un univers () est une fonction X définie sur
Q a valeurs dans R .
L’ensemble X (L) des valeurs prises par X s’appelle le support de la variable
aléatoire X.

2. Loi de probabilité d’une variable aléatoire :
Soit X une variable aléatoire définie sur un espace probabilisé fini, et X(1) son
support .
On appelle loi de probabilité¢ de X ( ou loi de X ou distribution de X) I’ensemble des
couples (x;,p;) oux; € X(Q) etp; = P(X = x;)

Remarque :
Si X une variable aléatoire et p sa loi de probabilité, et X(Q) = {xq; x5; ...; x,,} .
Alors ) p(X =x) =1

Exemple 1 :

Un dé cubique non truqué et non standard, porte sur ces faces les nombres :
-2,—-2,1,1,1,4

Soit X la variable aléatoire égale au numéro que ce d¢ affiche apres un lancer.
Donc X(Q) = {—2;1; 4}

Calculer P(X = —2) , P(X = 1) et P(X = 4), puis donner la loi de probabilité de
X.

Correction :
OnaP(X=-2)=2=let PX=1=3=let P(x=4)=1
La loi de probabilité de X est :
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X =x; -2 1 4
P(X = x)) 1 1 1
3 2 6

Exemple 2 :

Une urne contient 4 boules rouges et six boules blanches. On tire successivement et
avec remise deux boules de 1’urne.

On note X la variable aléatoire égale au nombre de boules rouges tirées.
Déterminer la loi de probabilité de X.

Correction :
Soit X(Q) = {0,1,2}
— Calculons p(X = 0):
Ona (X =0) = {RR}
_ __card (X=0) _ 6_2 _9
Done P(X =0) = card Q@ 10 25
— Calculons p(X = 1) :
Ona (X =1) = {RR}
_ 4y _ card (X=1) _ 4'x6'x2 _ 12
Done P(X =1) = cardQ 102 25
— Calculons p(X = 2):

Ona (X = 2) = {RR}
card (X=2) 4 _ 4

Donc P(X =2) = =—=—
card () 10 25
D’ou la loi de probabilité de X est :
X = x; 0 1 2
P(X = x;) 9 12 4
25 25 25

3. Espérance mathématique — Variance — Ecart type
Définitions :

— On appelle I’espérance mathématique de X le nombre réel donné par :
n

EOD = ) xip(X = x)
i=1
— On appelle variance de X le nombre réel positif donné par :

2
V(x) =EX?) - (EX))
— La racine carré de la variance est appelé écart type de X et on note (X)) :

o(X) =V()
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X. Loi binomiale
1. Définition
La loi binomiale permet de modéliser la fréquence du nombre de succes obtenus lors
de la répétition de plusieurs expériences aléatoires identiques et indépendantes qui
comportent deux issues.
on réalise n fois successivement et d’une maniere indépendante une expérience
aléatoire.
La loi binomiale de paramétres n et p est la loi de probabilité de la variable
aléatoire X qui compte le nombre de succés de probabilité p et échec de probabilité
(1-p)
On note X~B(n, p) pour dire que X suit la loi binomiale de parameétres n et p
Donc P(X = k) = Ckp*(1 —p)* *avecO0 <k <n
2. Propriétés :
Si X~B(n,p) ,alorsona:
o E(x)=nxp
o V(x)=nxpx(1—-p)
o o(x)=ynxpx(l-p)
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Série 13 ;: Calcul des probabilités

Exercice 1 :

Un sac contient 10 boules indiscernables au toucher, trois boules blanches, trois
boules jaunes et quatre boules rouges.

On tire simultanément au hasard 3 boules du sac.
Calculer la probabilité des événements suivants :

A:" tirer 3 boules rouges"

B:" tirer 3 boules blanches"

C:" tirer 2 boules jaunes exactement”

D:" tirer une seule boule blanche"

E:" tirer 2 boules jaunes et une boule rouge"

F:" les boules tirées sont de méme couleur”

G:" les boules tirées sont de couleurs dif férentes deux a deux"
H:" les boules tirées sont de couleurs dif férentes "
I:" parmis les boules tirées aucune boule blanche"
J: " tirer une boule de chaque couleur™

K:" tirer au moins une boule rouge"

L:" tirer au plus deux boules jaunes"

Exercice 2 :

Un sac contient 9 boules indiscernables au toucher, deux boules bleues portant le
numéro deux, une boule bleue porte le numéro zéro, deux boules rouges portant le
numéro un, deux boules grises portant le numéro zéro, et deux boules grises portant
le numéro un.

On tire successivement sans remise trois boules du sac.
Calculer la probabilité des événements suivants :
A:" tirer trois boules bleues"
B:" tirer trois boules grises"

S My . 7 n
C:"tirer trois boules portant le numéro un

D:"tirer trois boules portant le numéro zéro"
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E:"tirer trois boules portant le méme numéro"

F:"les boules tirées portant des nombres dif férentes"

G: "tirer une seule boule qui porte le numéro zéro"

H:"les boules tirées sont de méme couleur et portant le méme numéro"
Exercice 3 :

Un cartable contient six livres indiscernables au toucher, quatre livres de » la langue
anglaise dont deux livres sont bleus et les autres sont grises, et deux livres de la
langue francaise de couleur bleus.

On tire successivement au hasard avec remise trois livres du cartable.
Calculer la probabilité des événements suivants :

A:"tirer trois livres bleus"

B:"tirer trois livres gris"

:"tirer trois livres de la langue francaise"

:"tirer trois livres de la langue anglaise"

:"tirer trois livres de méme matiere"

:" parmis les livres tirés un seul livre est gris"

:"tirer un livre d'anglais au premier tirage"

anl o S > B o> B w B

:"les livres tirés sont de matieres dif f érentes"
Exercice 4 :

Une urne A contient six boules indiscernables au toucher, deux boules bleues, trois
boules roses et une boule blanche.

Une urne B contient sept boules indiscernables au toucher, deux boules bleues, trois
boules blanches et deux boules roses.

I- On tire simultanément deux boules de 1’urne A et une boule de 1’urne B.
Calculer la probabilité des événements suivants :

A:"tirer trois boules bleues"

B:"tirer trois boules roses"

C:"tirer trois boules de méme couleur"

D:"tirer une seule boule blanche"

E:"tirer deux boules roses exactement"
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F:"tirer une boule de chaque couleur”

II- On tire successivement sans remise deux boules de ’'urne A puis deux boules de
I’urne B.

Calculer la probabilité des événements suivants :

A:" tirer quatre boules de méme couleur”

B:"parmi les boules tirées, il y a une boule blanche exactement"
Exercice 5 :

Une urne contient huit boules indiscernables au toucher.

Trois boules blanches portant les nombres : quatre, quatre et deux ;
Deux boules jaunes partant les nombres : un et deux ;

Trois boules bleues portant les nombres : un, quatre et deux.

On tire au hasard, simultanément trois boules de ’urne.

On considere les événements suivants :

A:"tirer trois boules de méme couleurs"

B:"tirer trois boules portant des nombres distincts deux a deux"
C:"tirer une boule de chaque couleur”

: "tirer au moins une boule bleue"

:"les boules tirées sont de couleurs dif férentes"

:"parmi les trois tirées, il y a exactement deux boules portant le nombre 4"

Q ™ m O

: "tirer au plus deux boules blanches"

Calculer p(B N C). Les événements B et C sont-ils indépendants ?

Calculer p(A N B). Les événements A et B sont-ils indépendants ?

Calculer p(A N D). Les événements A et D sont-ils indépendants ?

Calculer p(AU D).

Sachant que les boules tirées sont de couleurs distincts deux a deux, quelle est
la probabilité d’obtenir trois boules de chaque nombre ?

Calculer p, (F).

Calculer p4 (D).

Déterminer I’événement contraire de G, puis déduire p(G).

Déterminer I’événement contraire de E, puis déduire p(E).

DN AW N~

i Y
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Exercice 6 :

Une urne contient neuf boules indiscernable au toucher.
Trois boules bleues portant les nombres : 1 ;1 ;0

Deux boules rouges partant les nombres : 1 ;1

Quatre boules blanches portant les nombres : 0 ;1 ;2 ;3.
I- On considere I’expérience aléatoire suivante :

On tire simultanément trois boules de 1’urne.

A- Soit X la variable aléatoire associé le nombre des boules rouges tirées a chaque
tirage.

1. Montrer que X(Q) = {0;1; 2}.
2. Déterminer la loi de probabilité de X.

3. Calculer E(X) I’espérance mathématique, V(X) la variance et I’écart type
o(X).

B- Soit X la variable aléatoire associé le nombre des boules blanches tirées a chaque
tirage.

1. Montrer que X(Q) = {0;1; 2; 3}.

2. Déterminer la loi de probabilité de X.

3. Calculer E(X) I’espérance mathématique, V(X) la variance et I’écart type
o(X).

C- Soit X la variable aléatoire associé le nombre des boules bleues restante dans
I’urne apres chaque tirage.

1. Montrer que X(Q) = {0; 1; 2; 3}.

2. Déterminer la loi de probabilité de X.

3. Calculer E(X) I’espérance mathématique, V(X) la variance et I’écart type
o(X).

D- Soit X la variable aléatoire associé¢ le nombre des boules tirées portant le nombre
3 a chaque tirage.

1. Montrer que X(Q) = {0; 1}.
2. Déterminer la loi de probabilité de X.

3. Calculer E(X) I’espérance mathématique, V(X) la variance et I’écart type
o(X).

II- On considére 1’expérience aléatoire suivante :

On tire successivement et sans remise trois boules de 1’urne.
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A- Soit X la variable aléatoire associé la somme des nombres portés par les trois
boules tirées.

1. Montrer que X(Q) = {1;2; 3;4;5; 6}.

2. Déterminer la loi de probabilité de X.

3. Calculer E(X) I’espérance mathématique, V(X) la variance et I’écart type
o(X).

B- Soit X la variable aléatoire associé le produit des nombres portés par les trois
boules tirées.

1. Montrer que X(Q) = {0;1; 2; 3; 6}.

2. Déterminer la loi de probabilité de X.

3. Calculer E(X) I’espérance mathématique, V(X) la variance et I’écart type
o(X).

C- Soit X la variable aléatoire associé le nombre des boules portant un nombre
impair par les trois boules tirées.

1. Montrer que X(Q) = {0; 1; 2; 3}.

2. Déterminer la loi de probabilité de X.

3. Calculer E(X) I’espérance mathématique, V(X) la variance et I’écart type
o(X).

ITI- On considére I’expérience aléatoire suivante :
On tire successivement et avec remise deux boules de 1’urne.

A- Soit X la variable aléatoire associé le nombre des couleurs tirées apres le tirage
de deux boules.

1. Montrer que X(Q) = {1; 2; 3}.

2. Déterminer la loi de probabilité de X.

3. Calculer E(X) I’espérance mathématique, V(X) la variance et I’écart type
o(X).

Exercice 7 :

Une urne contient 7 boules indiscernables au toucher.
Deux boules blanches portant les nombres : 4 ; 2
Deux boules jaunes portant les nombres : 1 ; 2

Trois boules bleues portant les nombres : 1 ;4 ;2

On considere 1’expérience suivantes :

On tire au hasard, simultanément trois boules de I’urne.
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On consideére les événements suivants :

A:"tirer trois boules de méme couleur"

B:"parmi les boules tirées aucune boule jaune"

C:"tirer une boule de chaque couleur"

l.

Montrer que p(4) = %

2. Montrer que p(B) = %
3.
4

. On répete ’expérience précédente trois fois avec remise dans I’urne des trois

Montrer que p(C) = g

boules tirées aprés chaque tirage, et on considére la variable aléatoire X qui
¢gale au nombre de fois de réalisation de I’événement A.

a. Montrer que X(Q) = {0;1; 2; 3}

b. Déterminer la loi de probabilité de X

c. Calculer E(X)

. On répete ’expérience précédente deux fois avec remise dans I’urne des trois

boules tirées apres chaque tirage, et on considere la variable aléatoire X qui
¢gale au nombre de fois de réalisation de I’événement B.

a. Déterminer les paramétres de la variable aléatoire binomiale X

b. Déterminer les valeurs de X

c. Déterminer la loi de probabilité de X

d. Calculer E(X), V(X) et (X)
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Problémes In et expo

Probleme 1 :
Partie I :

Soit g une fonction numérique définie sur 10; +o[ par :

g(x) =x*—x—Inx

1. a. Calculer lim g(x) et lim g(x).
x—0% xX—>+00

b. Calculer g'(x) pour tout x de 10; +o|, et dresser le tableau de variations
de g
2. Calculer g(1) et déduire que g(x) = 0 pour tout x de 10; +oo.
Parie II :

Soit f la fonction numérique définie sur 10; +oo[ par :
1 1
f(x) =x—1+——<1——)lnx
x x
Soit (Cf) sa courbe représentative dans un repére orthonormé (0; 4; 7)
(unité 2cm)

1 1 1\ Inx .
1. a. Montrer que : (Vx € ]0; +o[); f(x) = x [1 ——t5- (1 — ;) T] puis
calculer lim f(x).
X—+00
b. Montrer que(C’f) admet une branche parabolique de direction la droite
(D):y = x au voisinage de +o.

1+ Inx —xlnx

2. a. Montrer que : (Vx € 10; +o[); f(x) =x—1+
b. Déduire que : lir(§l+ f(x) = —oo, puis interpréter le résultat géométriquement.
X—

g(x
x2

3. a. Montrer que : (Vx € 10; +o|); f'(x) =

b. Calculer f'(1) puis interpréter le résultat géométriqguement.
c. Dresser le tableau de variations de la fonction f sur son domaine de définition.

4. a. Montrer que : (Wx € 10;1[);x — 14+ 2lnx < 0
et que : (Vx € |1; +o[);x — 1 + 2Inx = 0.

—-1+21
b. Montrer que : (Vx € ]0; +oo[); f''(x) = xx—Snx , puis déduire que (C’f)

admet un point d’inflexion de coordonnées a déterminer.
5. Montrer que l’équation f(x) = 0 admet une solution

: 1 1
unique «a tel que sl a<c

6. Soit h une fonction numérique définie sur 10; +oo[

parh(x) = f(x) —x
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—14 — —
z

'y
a. Calculer h(1) et h (é) :
b. Etudier les positions relatives de (C’f) et (D). '

7. Construire la courbe (C’f) | \

Probleme 2

1. Soit g une fonction numérique définie sur

10; +oo[ par: g(x) =1+ x Inx

1. Montrer que g est croissante sur E, +00[ et decroissante sur ]O; é
2. Déduire que g(x) > 0 pour tout x de ]10; +oo[

II. Soit f une fonction numérique définie sur 10; +oo| par :
Inx
f(x) = (Inx)? + — 1
Soit (C’f) sa courbe représentative dans un repére orthonormé (0; ; 7).
1. a. Montrer que liT f(x) =400
X—>+ 00

2
b. Montrer que lim G
X—+0o X

c. Déduire que la courbe (C’f) admet au voisinage de +oo une branche
parabolique de direction a déterminer.

2. a. Vérifier que (Vx € ]0; +o[); f(x) =

que lim f(x) = —

Inxxgx) | 1, puis déduire

X

b. Interpréter le résultat géométriquement.

3. a. Montrer que (Vx € 10; +oo[); (x — 1)Inx = 0

g)+(x-1)inx

b. Montrer que (Vx € ]0; +[); f'(x) =

X
c. Etudier les variations de la fonction f puis dresser son tableau de variations.

4. Montrer que I’équation f(x) = 0 admet une seule solution a sur l’intervalle
10; +oo[, etquei <a<l

5. Montrer que la droite (A):y = x est une tangente a la courbe (C’f) au point
A(1;1)

6. a. Montrer que f admet une fonction réciproque f~1 définie sur IR.

b. Montrer que f~1 est dérivable en xy = 1 puis calculer (f~1)'(1).
7. Construire (C ), (B) et (C¢-1 ) dans le méme repere. (unité 2cm)

8. Montrer que la fonction H: x v— xlnx — x est la primitive de la fonction
h: x +— Inx sur ]0; +oo[
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Probleme 3 :

(Inx)%+3x-3

Soit f la fonction numérique définie sur 10; +oo[ par : f(x) = "

Soit (C’f) sa courbe représentative dans un repére orthonormé (0; 1; f).

1. Calculer lir(g}F f(x), puis interpréter le résultat géométriquement.
X—

2
21 3 :
:/2/;) +3 - < » puis montrer

2. Vérifier que (Vx € ]0; +oo[); f(x) = (
que lim f(x) = 3.
xX—+00
3. Etudier la position relative de la courbe (C’f) et la droite (A) d’équation y=3
4. Montrer que (Vx € ]0; +oo]); f'(x) = (1_1”")23”"")

X
5. Dresser le tableau de variations de la fonction f.

6. Ecrire [’équation de la tangente au point d’abscisse 1.

7. Montrer que l’équation f(x) = 0 admet deux solutions sur l'intervalle

10; +oo], puis vérifier que I'une des solutions est 1 et ’autre est a telle que
021 <a<0,22
8. Construire la droite (A) et la courbe (Cf)

Probléeme 4 :
L Soit g une fonction numérique définie sur 10; +oo[ par :
gx) =-2x*+2—Inx

1. Etudier les variations de la fonction g, puis dresser son tableau de variations.

2. Calculer g(1), puis étudier le signe de g(x) sur ]0; +ool.

II. Soit f une fonction numérique définie sur 10; +oo| par :
—-1+Inx
fx) =

X
Soit (C’f) sa courbe représentative dans un repére orthonormé (0; 1; 7).

—2x + 2e

1. a. Calculer lirgz+ f (x) puis interpréter le résultat géométriquement.
X

b. Calculer liT f (x), puis montrer que la courbe (C’f) admet une asymptote
X—+o0

oblique (A) d’équation y = —2x + 2e au voisinage de +o.

c. Déterminer la position relative de la droite (A) et la courbe (C’f)

2. a. Montrer que (Vx € 10; +o[); f'(x) = 9)(6926)
b. Déduire les variations de la fonction f puis dresser son tableau de
variations.

3.a. Montrer que I’équation f(x) = 0 admet une seule solution x, sur
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l’intervalle 10,4; 0,5[
b. Construire la droite (A) et la courbe (C’f)
Probléeme 3 :
Partie 1 :
Soit h une fonction numérique définie sur |—1; +o| par :
h(x) =x*>+2x+In(x +1)
1. Calculer lim h(x) et xl_tlrlooh(x).

x——1%

1+2(x+1)?
2. Montrer que pour tout x de |—1; +oo[ : h'(x) = %; puis dresser le

tableau de variations de la fonction h.
3. Calculer h(0), puis déduire le signe de h(x) sur |—1; +ool.

Partie 2 :
Soit f une fonction numérique définie sur |—1; +o[ par :
4 In(x+1)
f(x) =x-1 x+1

Soit (Cf) sa courbe représentative dans un repére orthonormé (0; 1; #).

1. Calculer lirr}+ f(x) et interpréter le résultat géométriquement.
x—>—

2.a. Calculer li1;n f(x).
xX—+ 00
b. Calculer liT [f(x) — (x — 1)], puis déduire que la courbe (C’f) admet une
X—+ 00
asymptote oblique (D) d’équation y = x — 1 au voisinage de +o.
c. Etudier la position relative de (C’f) et la droite (D).

h(x)
(x+1)*’

2. Montrer que Vx € |—1;+oo[ : f'(x) = puis dresser son tableau de

variations

3. Montrer que la courbe (C’f) coupe la droite d’équation y = 2 au point d’abscisse
compris entre 3,3 et 3,4.
4. Construire la courbe (Cf).

Probleme 6 :

Soit f une fonction numérique définie sur IR par : f(x) = %x +In(1+e™)

Soit (C’f) sa courbe représentative dans un repére orthonormé (0; 1; 7).
1. Montrer que pour tout x de IR : f(x) = — %x + In(1 + e%)

2. Déduire que f est une fonction paire.

3. Calculer lim f(x) et linn f(x)
X—>—00 X—>+00
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4. Montrer que la courbe (Cf) admet deux asymptotes obliques (A) et (A") des
équations a déterminer.

5. Calculer f'(x) et dresser le tableau de variations de la fonction f sur IR.

6. Construire les droites (A) et (A") et la courbe (C’f)

Probléme 7 :

Partie 1 :

Soit @ la fonction numérique définie sur |—1; +o[ par :
e(x)=x*+2x+In(x+1)

1. Calculer xl_f'zrbq)(x) et xl_iLnoo(p(x).

2. Montrer que @ est strictement croissante sur |—1; +oo] .
3. Calculer ¢(0), puis déduire le signe de @(x) sur |—1; 0[ et sur ]0; +oo|.

Partie 2 :

In(x+1)
x+1

Soit f la fonction numérique définie sur |—1; +oo[ par : f(x) = x

Soit (C’f) sa courbe représentative dans un repére orthonormé (0; 1; 7).

1. Calculer lirri+ f(x) et interpréter le résultat géométriqguement.
xX—-

2. a. Montrer que liT f(x) = +oo.
X—+00

b. Montrer que liT [f (x) — x] = 0, puis en déduire que le courbe (Cy)
X—>+00

admet au voisinage de +o une asymptote oblique (D) d’équation que [’on
preécisera
3. a. Résoudre dans ['intervalle |—1; +oo[ I’équation f(x) = x
b. Montrer que (WVx € 1—1;0[); f(x) > x et (Vx € ]0; +o0[); f(x) < x

c. Déduire la position relative de (C’f) et (D) sur les intervalle |—1; 0] et

10; +oo[
_ ey 9
4. a. Montrer que pour tout x de |—1; +oo[ ; f'(x) = -
(x+1)
b. Dresser le tableau de variations de la fonction f
. e _ 3-2In(x+1)
5. a. Montrer que pour tout x de |—1;+oo[ ; f''(x) = Tor?

b. Etudier la concavité de la courbe ((;’f) et determiner son point d’inflexion

6. Construire la droite (D) et la courbe (C’f)
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Partie 3 :
=1
o . vneIN

Upi1 = f(Uy)
1. Montrer par récurrence que : (Y\n € IN ); u,, >0

Soit (W) nern la suite définie par : {

2. Etudier la monotonie de (Uy)nepy » puis en déduire qu’elle est convergente

3. Déterminer lim u,,

Probleme 8 :

1+inx
X

Soit f la fonction numérique définie sur 10; +oo[ par : f(x) =

Soit (Cf) sa courbe représentative dans un repére orthonormé (0; 1; #).

1. a. Calculer lirgl+ f(x) et interpréter le résultat géométriquement.
X

b. Calculer liT f (x) et interpréter le résultat géométriquement.
X—>+00

—Inx

2. a. Montrer que pour tout x de 10; +oo[ ; f'(x) = "

b. Dresser le tableau de variations de la fonction f

3. a. Résoudre dans ['intervalle 10; +oo[ I’équation f(x) = 0, puis interpréter le
résultat geométriquement

1
b. Donner I’équation de la tangente (T) a (C’f) au point d’abscisse ’
2lnx — 1
4. a. Montrer que pour tout x de 10; +oo[ ; f''(x) = n;

b. Etudier la concavité de la courbe ((;’f) et determiner son point d’inflexion
5. Construire la droite (T) et la courbe (C’f)
6. Soit @ la restriction de f a Uintervalle I = 10; 1]

a. Montrer que @ admet une fonction @~ définie sur ] = |—o0; 1]

b. Construire la courbe (C’ ¢—1) dans le méme repere précédent

c. Montrer que @~ est dérivable en 0 et calculer (¢~1)'(0)
Probléme 9 :

Partie I : On consideére la fonction g définie par: g(x) = x — In (1 — x)

1. Déterminer I’ensemble de définition de g puis calculer }Cl_r)q g(x) et
x<1

lim g(x)
X——00

2. Calculer g’(x) et montrer que g est strictement croissante sur |—oo; —1[
3. Dresser le tableau de variations de g et déduire le signe de g(x). (Remarquer

que g(0) = 0)
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Partie IT : On considére la fonction f définie sur |—oo; —1[ par :
1
fx)=x+In(1-x)— 5 (ln(1 — x))?

Soit (C) sa courbe représentative dans un repére orthonormé (0; 7; 7)

(Int)?

1. a. Montrer que lim

t—>+o00

= 0, puis en déduire que lim f(x) = —oo
X—>—00

b. Montrer que la droite d’équation (A): y = x est une asymptote oblique a

(Cr) au
voisinage de —oo.
2. Montrer que }Cl_r)r} f(x) = —oo, puis interpréter le résultat géométriquement

x<1

3. Montrer que (Vx € |—oo; —1[); f'(x) = % puis dresser le tableau de
variations de f

4. Etudier la position relative de (Cf) et la droite (A)

5. Construire la droite (A) et la courbe (Cf) (1—e?=~—6,4)

Uy =—1

Unsr = f(u

Montrer par récurrence que : (Vn € IN); 1 —e* <u, <0

Etudier la monotonie de la suite (u,,)

Déduire que la suite (u,) est convergente
Calculer lim u,

Probléme 10 :
Soit f la fonction définie sur R* par: f(x) = x+In2 —In (1 + %)

Partie I1I : On considére la suite (u,,) définie par : { X (Vvn € IN)
n

AW N —

Soit (Cf) sa courbe représentative dans un repére orthonormé (0; 7; 7)
1. a. Calculer lim f(x) et liIIl f(x)
X—>—00 X—>+ 00

b. Montrer que la droite (D) d’équation y = x + In 2 est une asymptote
oblique a (Cf)
au voisinage de +oo et —oo
2. Calculer }Ci_r)r(l) f (x) puis interpréter le résultat géométriquement

(x+1)(x%—x+2)
x(x2%+1)
b. Calculer f'(—1) puis donner une interprétation géométrique du résultat
obtenu
c. Dresser le tableau de variations de la fonction f

3. a. Montrer que pour tout x de R* : f'(x) =
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4. a. Montrer que pour tout x de R* : f'(x) = %
b. Etudier la concavité de la courbe (Cf)

5. a. Montrer que I’équation f(x) = 0 admet une solution unique a sur
I’intervalle

]0;+00[etque%< a<l
a’+1
2a?
6. a. Montrer que (Vx € R*);In (1 + %) >0

b. Montrer que a vérifie e% =

b. Déduire que la courbe (Cf) est au-dessous de (D)
7. Construire la courbe (Cr)
8. Soit h la restriction de f sur ’intervalle [—1; 0]
a. Montrer que h admet une fonction réciproque h~! définie sur un
intervalle J a déterminer
b. Dresser le tableau de variations de la fonction h
c. Construire dans le méme repere la courbe (Cy,)

Probleme 11 :

In(1—x3) ;six<0

Partie | : On considére la fonction f définie par: f(x) = {
/ par: f(x) 4x\Jx —3x2%;: six >0

Soit (Cf) sa courbe représentative dans un repére orthonormé (0; 7; 7)

1. Montrer que f est continue en 0

2. Montrer que f est dérivable en 0 (rappel : lim@ = 1)

x—0
3. a. Calculer lim f(x) et liT f(x)
X—>—00 X—>+ 00

- .3
b. Vérifier que :(Vx € ]_OO;OD;fECx) _ 30 In(1-x)

X X
c. FEtudier les branches infinies de la courbe (C’f)

4. Montrer que f est décroissante sur |—oo; O[ et [1; 4+oo] et croissante sur [0; 1]
. Construire la courbe (Cf)

W

6. Soit h la restriction de f sur ’intervalle |—oo; O]
a. Montrer que h admet une fonction réciproque h™! définie sur un
intervalle J a déterminer
b. Déterminer h™1(x) pour tout x de J
Partie IT : On considére la suite (u,,) définie par :
4
Uy ==
79 ; (Vn € IN)
Unt1 = dUpfUy — 3up
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1
2
3
4

. 4
Montrer par récurrence que : (Vn € IN); gSuUn =1

Montrer que la suite (u,,) est croissante
Déduire que la suite (u,) est convergente
Calculer lim u,

Probleme 12 :

Partie I : On consideére la fonction g définie sur ]0; +oo[ par :

l.
2.

Partie IT : On considére la fonction f définie sur |0; +oo[ par: f(x) =1—x +

g(x) = —[2(xvx — 1) + Inx]

Montrer que g est strictement décroissante sur |0; +oo[
Calculer g(1), puis déduire le signe de g(x) sur les intervalles ]0; 1] et
11; oo

Inx

Vx

Soit (C) sa courbe représentative dans un repére orthonormé (0; 7; 7)

1.

2.

4,

Calculer lim f(x) et lim f(x)
x—-0* X—+00

g(x)
2x+x’

Montrer que : (Vx € ]0; +oo[); f'(x) = puis dresser le tableau de

variations de f

. a. Montrer que la courbe (€C) admet au voisinage de +oco une asymptote

oblique (A)

d’équationy = —x + 1
b. Etudier la position relative de la courbe (C) et la droite (A)
Construire la courbe (C)

Partie IT : On consideére la suite (u,,) définie par :

5
uOZZ

In(w,)’ (Vn € IN)

un+1:1+ \/u—
n

Inx

1. Montrer que : (Vn € |1;2[);0 < =< 1

Vx

. Montrer par récurrence que : (vn € N); 1 < u,, < 2
. En remarquant que : (vVn € N); u,,., = u, + f(u,,), déterminer la monotonie

de (uy,)
Déduire que la suite (u,,) est convergente

. Calculer lim u,,

PROF : BENABICHA ANAS



28™M€ année baccalauriat Pc/Svt
2024/2025

Probleme 13 :

Partie I : On considére la fonction g définie sur Rpar: g(x) = (x —1)e* + 1

1.
2.

Calculer lim g(x)et lim g(x)
X—>—00 X—+00

a. Montrer que : (Vx € R); g'(x) = xe* , puis dresser le tableau de
variations de g
b. Déduire que : (Vx € R*); g(x) >0

. Montrer que : (Vx € ]0;1[); g(x) < x

1

. On considére la suite (u,,) définie par : {uo 2 ; (VneN)

U1 = g(Uy)
a. Montrer par récurrence que : (Vvn € N); 0 <u, <1
b. Etudier la monotonie de la suite (u,) puis déduire qu’elle est
convergente
c. Calculer lim u,

Partie II : Soit g la fonction définie sur Rpar: f(x) = (x —2)(e* + 1)

Soit (Cf) sa courbe représentative dans un repére orthonormé (0; 7; 7)

1.
2.

Calculer lim f(x)et lim f(x)
X——00 X—+ oo

Montrer que : (Vx € R) ; f'(x) = g(x) , puis dresser le tableau de variations
de f

. a. Montrer que la courbe (C) admet au voisinage de —oo une asymptote

oblique (A)

d’équation y = x —2

b. Etudier la position relative de (C’f) et la droite (A)
f(x)

Montrer que : lim — = +o00, puis déterminer la nature de la branche
X—+00

infinie de (Cf) au voisinage de +oo
Etudier la concavité de la courbe (C’f) puis déterminer son point d’inflexion

. Construire la courbe ((:’f)

Soit h la restriction de la fonction f sur I’intervalle I = [0; +oo]
a. Montrer que h admet une fonction réciproque h~! définie sur un intervalle
J a déterminer

b. Construire (Cy,), la courbe représentative de la fonction h
1

1+¢?

c. Montrer que h™! est dérivable en 0, et que (h™1)'(0) =
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Probleme 14 :

Soit f la fonction définie par : f(x) = \/In2(x) — In (x)

Soit (Cf) sa courbe représentative dans un repére orthonormé (0; <; 7)

AR T o

Déterminer Dy le domaine de définition de la fonction f

Calculer les limites aux bornes de Dy

Etudier la dérivabilité de f a gauche en point 1 et a droite en point e
Etudier les branches infinies de la courbe (C’f)

Etudier la monotonie de la fonction f sur Dy

Tracer la courbe (C’f)

Soit g la restriction de f sur I’intervalle ]0; 1]

a. Montrer que g admet une fonction réciproque g~ définie sur un
intervalle J que 1’on déterminera

b. Montrer que g~ ! est dérivable sur J. Calculer (g_l)’(\/i)

Probleme 15 :

L.

. a. Montrer que : (Vx € IR); f'(x) =

Soit la fonction numérique f de variable x tel que :

f(x) = 2In(e* — 2VeX + 2)

Et soit (C) sa courbe représentative dans un repére orthonormé (0; 7;7) .

. Vérifier que : (Vx € IR); e* — 2v/eX +2 = (\/e_x— 1)2 +1

Puis déduire que I’ensemble de définition de la fonction f est IR, et que :

(VxEIR);l—\/%+:—x>O

. Calculer lim f(x), puis montrer que : lim f(x) = In4, puis interpréter
X—>—00

x—>+00
graphiquement le résultat .
2VeX(VeX-1)
(VeT-1)"+1
b. Etudier le signe de vVe* — 1 sur IR , et déduire que la fonction f est
croissante sur I’intervalle [0; +oo[ et décroissante sur 1’intervalle |]—oo; 0].

et vérifier que f'(0) = 0.

. a. Vérifier que : (Vx € IR); f(x) = 2x + 21In (1 — % + :—x)

\/_
b. Montrer que la droite (D) d’équation y = 2x asymptote de (C) au
voisinage de +oo.

. a. Vérifier que : (Vx € IR);e* —3VeX + 2 = (\/e_x— 1)(\/8_"— 2).

b. Etudier le signe de (\/e_" — 2) et (\/e_x — 1)(\/6_" — 2) sur IR.
c. Déduire que : (Vx € [0;In4]); e* — 2V/eX + 2 < +/e*.
d. Montrer que : (Vx € [0;In4]);0 < f(x) < x.
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6. Construire la courbe (C).

n+l1 — f( Tl) VTlEIN

II.  Soit la suite numérique (U, ),y définie par : { _ 1
Uy =

1. Montrer que : (vn € IN); 0 < u, <In4.
2. Montrer que la suite (u,,), ¢y €st décroissante.
3. Déduire que la suite (u,,) ey €st convergente, puis déterminer sa limite.

Probleme 16 :

On considére la fonction numérique f définie par :f (x) = In (x? — 2x + 2)

1. a. Vérifierque: (Vx €IR); x*—2x+2=(x—-1)?+1
b. Déduire que f est définie sur IR, puis calculer les limites : lim f(x) et

X—+00
lim f(x)
X——00

2. Montrer que : (Vx € IR); f(2 —x) = f(x) , puis déduire que la droite
d’équation x = 1 est un axe de symétrie de la courbe (C)

3. a. Vérifier que : (Vx € [1;4+0[); f(x) = 2Inx + In (1 _§+%)

b. Déduire que : lirll % = 0 et interpréter le résultat géométriquement
X—>+ 00

4. Montrer que : (Vx € IR); f'(x) = (5532111 ; puis dresser le tableau de signe

de f sur IR
. . fI _2x(2-x) | ., . .,

5. Montrer que : (Vx € IR); f"'(x) = Ge—nyeri > Puis étudier la concavité de la
courbe (C)

6. Construire la courbe (C)

Probléme 17 :

I. On considére les fonctions h et g définies sur ’intervalle ]0; +oo] par :

h(x) =x+ (x — 2)Inx
{g(x) =x—1-Inx

1. a. Calculer g'(x) pour tout x appartenant a I’intervalle ]0; +oco], puis étudier
les
variations de la fonction g
b. Déduire que g(x) = 0 pour tout x appartenant a I’intervalle ]0; +oo]
2. a. Montrer que : (Vx € ]0;+oo[); h(x) =1+ gx)+ (x—1)Inx
b. Montrer que : (Vx € ]0; +0[); (x —1)Inx =0
3. Déduire que : (Vx € ]0; +o[); h(x) >0

I1- On consideére la fonction numérique f définie sur I’intervalle ]0; 4oo| par :

f(x)=1+xInx — (Inx)?
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Soit (C) la courbe représentative de f dans un repére orthonormé (0;7; ).
1. a. Calculer lir51+ f (x), puis interpréter le résultat géométriquement.
X

b. Calculer lirP f(x), puis déterminer les branches infinies de (C) au
xX—>+00

voisinage de +oo.
(Remarque (f(x) =1+xInx (1 - ln_x))

X
2. a. Montrer que : (Vx € ]0; +o[) ; f'(x) = %
b. Déduire que la fonction f est strictement croissante sur 1’intervalle
10; +oo[
3. Soit (A) la tangente de la courbe (C) en A(1 ;1)
a. Montrer que y = x est I’équation cartésienne de (A)
b. Vérifier que (Vx € ]0; +o[); f(x) —x = (Inx — 1) g(x)
c. Etudier le signe de f(x) — x puis déduire la position relative de la courbe
(C)et ()
4. Construire la droite (A) et la courbe (C).

(On admet que (C) admet un point d’inflexion unique dont 1’abscisse est compris
entre 1 et 1,5)

Upyq = f(uy)

qu\/E

1. Montrer par récurrence que : (Vvn € IN); 1 <u, <e

II1I- On considére la suite (u,,),¢;y définie par : { ; Vn € IN

2. Montrer que la suite (U,,),¢;n €st décroissante ( utiliser le résultat de la
question II-3-c)
3. Déduire que la suite (u,, )¢y €st convergente puis calculer sa limite.
Probléme 18 :
Partie A :

gx)=x—-1-Inx

Soient g et h deux fonctions définies sur ]0; +oo[ par : { hGo) = x + (x — 2) Inx

1. Calculer g'(x) puis dresser son tableau de variations

Déduire que : (Vx € ]0; +[); g(x) =0

Montrer que : (Vx € ]0; +oo[); A(x) =1+ gx) + (x — 1) Inx
Montrer que : (Vx € ]0; +o[); (x —1)Inx >0

Déduire que : (Vx € ]0; +o[); h(x) > 0

i
c oo

Partie B :

Soit f la fonction définie sur |0; +oo[ par: f(x) =1+ xInx — In’x
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Soit (Cf) sa courbe représentative dans un repére orthonormé (0; Z; )

1. Etudier les branches infinies de la courbe (C’f)

2. a. Montrer que : (Vx € ]0; +o[); f'(x) = h(x)

X
b. Déduire la fonction f est strictement croissante sur |0; +oo[

3. Soit (T) la tangente a la courbe (C’f) au point A(1; (1))
a. Déterminer I’équation de la droite (T)
b. Vérifier que : (Vx € ]0; +oo[); f(x) —x = (Inx — 1)g(x)
c. FEtudier la position relative de la courbe (C’f) et la droite (T)
4. Construire la courbe (Cf)

(on admet que la courbe (Cf) admet un point d'inflexion d'abscisse compris entre 1
Partie C :

Uns1 = f(up)

u0=\/E

1. Montrer par récurrence que : (Vn € IN); 1 <u, <e

On considere la suite (U, ),y définie par : { ; Vn € IN

2. Montrer que la suite (U,,), ey €St décroissante

3. Déduire que la suite (u, ),y €St convergente puis calculer sa limite.
Probléme 19 :
Partie I :

Soit f la fonction numérique définie par : f(x) = 2x — In (e?* — 2e* + 2)
et (C;) sa courbe représentative dans un repére orthonormé (0; Z; 7)

Déterminer Dy ’ensemble de définition de la fonction f
Montrer que f est continue sur Dy

Calculer lirp f (x) puis interpréter le résultat obtenu
X—+ 00

a. Calculer lim f(x)
X——00

.-lkb)l\)r—t

b. Montrer que la droite (D) d’équation y = 2x — [n 2 est asymptote a (C’f)
au voisinage de —oo
5. a. Calculer f'(x) pour tout x de D

b. En déduire les variations de la fonction f
c. Dresser la tableau de variations de f
6. Résoudre dans Dy I’équation suivante : f(x) = x

7. Etudier la position relative de la droite (D) et la courbe (C’f)
8. Tracer la courbe (C’f)
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Partie 2 :

Uy =
Unt1 = f(Uup)

1. Montrer par récurrence que : (Vn € IN); 0 <u, <In2

N | =

Soit (U, )¢y 1a suite définie par : { ; Vn € IN

2. Montrer que la suite (u,,), ey €St croissante
3. En déduire que la suite (u,),c;y €St convergente puis calculer sa limite.

Probleme 20 :

In(x)
In(x+1)

Soit f la fonction numérique définie sur |0; +oo[ par: f(x) =

et (C) sa courbe représentative dans un repére orthonormé (0; 7; #)

1. Montrer que f est continue sur ]0; +oo[
2. a. Calculer lir(r)l+ f (x), puis interpréter le résultat géométriquement.
X—

b. Calculer lirP f (x), puis déterminer les branches infinies de (C ) au
X—>+ 00

voisinage de +oo.
x[In(x+1)—In (x)]+In (x+1)
x(x+1)In*(x+1)

b. En déduire les variations de la fonction f sur ]0; +oo[
c. Dresser le tableau de variations de la fonction f

4. Résoudre dans ]0; +oo[ I’équation : f(x) = 0

5. Tracer la courbe (C)

6. Montrer que f admet une fonction réciproque f ! définie sur un intervalle J a
déterminer

7. Tracer dans le méme repére (Cf-1) la courbe représentative de la fonction f -1

Probleme 21 :
Partie A :

3. a. Montrer que : (Vx € ]0; +oo[); f'(x) =

Soit g la fonction numérique définie sur ]0; +oo[ par: g(x) = (x2 — 1) Inx + 1

1. Soit 0 < x < 1 montrer que g(x) > 0
2. Soit x = 1 montrer que g(x) > 0
3. Déduire que g(x) > 0 sur ]0; +oo[

Partie B : Soit f la fonction numérique définie sur ]0; +oo[ par :

x2+1
x

f(x)=( )lnx—x+2

Soit (C’f) sa courbe représentative dans un repére orthonormé (0; 7; 7)
(unité 1cm)
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l
1. a. Vérifier que : (Vx € ]0; +oo]); f(x) = xlnx + % —x+2

b. Montrer que : lim f(x) = —co et lim f(x) = +oc0 et lim ™ 4o
x—0t X—+00 x>+ X

c. Déduire les branches infinies de la courbe (C’f)
g(x)
x2

a. Montrer que : (Vx € ]0; +oo); f'(x) =

b. Déduire que f est strictement croissante sur |0; +oo[
C

d

Calculer f (1) puis dresser la tableau de variations de f
. Montrer que I’équation cartésienne de la droite (T) la tangente a la courbe
(¢r) au
point d’abscisse 1 esty = x
3. Construire la courbe (Cf)

« on admet que (C’f) admet un point d'inflexion de coordonées (1,6 ;1,4),
et coupe la droite (T) en deux points de coordonnées (1;1) et (4,2 ;4,2)"
4. Déduire a partir de la représentation graphique que f (x) < x sur ’intervalle
[1;e]
5. Soit h la restriction de la fonction f sur I’intervalle |0 ; 1]
a. Montrer que h admet une fonction réciproque h™1 sur un intervalle J a
déterminer

b. Construire (C,-1) la courbe représentative de la fonction h~1

elnx 1
6. a. Montrer que [ — dx = >

e?+1

b. Par intégration par partie, montrer que |’ 1e xlnx dx =

c. Déduire que I’aire du domaine compris entre (C“f) , ’axe des abscisses et

- - —-e?+8e—3
les droites d’équation (D):x = 1 et (D'):x = e est Tetters
Partie C : Soit (up)nery la suite défini {”‘):2 vn € IN
artie C : Soit (u a suite définie par : ; Vn
Fartie s SO Rn e P Nty = f (1)

1. Montrer par récurrence que : (Vvn € IN); 1 <u, <e
2. Montrer que la suite (u,,), ey €St décroissante
3. En déduire que la suite (u,),c;y €st convergente puis calculer sa limite.

Probleme 22 :

Partie I : On considére la fonction g définie sur ]0; +oo[ par: g(x) = x* — Inx

1. Montrer que : lim g(x) = +o et lim g(x) = +oo et montrer que
x—-0% xX—>+00

g (ﬁ) _ 1+in2

2) 2
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2.

3.

2<x—£>(x+g

Montrer que : (Vx € ]0; +o0[); g'(x) = , puis dresser le

tableau de variations de g
Déduire que (Vx € ]0; +0[); g(x) > 0

Partie IT : On consideére la fonction f définie sur |0; +oo[ par :

1 Inx
f(x)—x—1+;+7

Soit (€ ) sa courbe représentative dans un repére orthonormé (0; 7; 7)

(unité 2 cm)

1.

Calculer lirgl+ f(x) puis interpréter le résultat géométriquement et montrer
X—

que lim f(x) = 4o

x—+00

. a. Montrer que : (Vx € ]0; +oo[); f'(x) = %

b. Déduire que f est strictement croissante sur |0; +oo[ puis dresser son
tableau de variations

. a. Montrer que la droite (D) d’équation y = x — 1 est une asymptote a la

courbe (Cf) au voisinage de +oo
b. Etudier la position relative de la courbe (C’f) et la droite (D)
2Inx-1
x3
b. Montrer que (C’f) admet un point d’inflexion de coordonnées a déterminer

a. Montrer que : (Vx € ]0; +oo]); f"(x) =

. Montrer que I’équation f(x) = 0 admet une seul solution a tel que 0,4 <

a <05

. Soit h la fonction définie sur ]0; +oo[ par: h(x) =1 —x + Inx

a. Calculer h'(x) et dresser le tableau de variations de la fonction h

b. Déduire que (Vx € ]0; +oo[); h(x) < 0 pour tout x de ]0; +oo[

c. Montrer que f(x) < x pour tout x de ]0; +oo[ puis interpréter le résultat
géometriquement

. Ecrire I’équation cartésienne de (T) la tangente a la courbe (Cf) au point

d’abscisse 1

. a. Montrer que f admet une fonction réciproque f~! définie sur un

intervalle J a déterminer
b. Résoudre dans ]0; +oo[ I’équation : f~1 (1 + me) =X

. Construire (Cf) et (C’f—1) la courbe représentative de la fonction f~1
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Repreésentations des courbes

Construire la courbe (Cf) dans les cas suivants :

I. 1% Cas:
e f estune fonction impaire ;
o lim ¥ = 0 ;
x>+ X

° lim@=0

x—-0t X
o A(l;-1)et B(4;0) sont deux points d’inflexions de la courbe (Cf)
e Son tableau de variations :

b

X 0 2 +o0

F) - + +
0 +o0
fx)
-2
II. 28™€ Cas:

e f est une fonction paire
e lim ¥ =_o ;

xX—>—0o X
o lim L3 _ ;

x—0~ x

o (C f) admet un point d’inflexion A(-3 ;0)
e L’équation f(x) = 0 admet trois solutions -5, -3 et -1 sur | — o0; 0]
e Son tableau de variations :

X —00 -4 -2 0
f'(x) — 0 + 0 —
+o00 1
f(x)
-1 -3
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III. 3°™€Cas:

e x = —1 estun axe de symétrie de la courbe (Cf)
e Ilim f(x)—x—1=0
X—>—00

o (Cf) admet a gauche au point A(—1 ;1) une demi-tangente horizontale
e A(—2;0) est un point d’inflexion de la courbe (Cf)

e La courbe (Cf) est au-dessus de (D):y = x + 1 sur | — oo; —1]

e Son tableau de variations :

X —00 —1
f1() +
1
f(x)

e Construire la courbe (C f—l) dans le méme repere avec une autre
couleur.

IV. 4°7"€ Cas :
e A(l ;1) estun centre de symétrie de de la courbe (Cf) ;
e lim f(x)—x=+4+0;

o )(Cz;fadmet au point A une tangente de coefficient directeur 2 ;
X 1 2 +00
flx)—x + 0 —
e Son tableau de variations :
X 1 2 +o0
f'(x) + (# +
+ o0
f(x)
1

e Construire la courbe (C f—l) dans le méme repere avec une autre
couleur.
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V. 5°™m€(Cas:
e f est décroissante sur IR et f'(—1) =0
o (C f) admet au voisinage de —oo une asymptote oblique d’équation :
y=- %x +1
o (Cf) admet au voisinage de +oo une branche parabolique de direction
I’axe des ordonnées
e L’équation f(x) = 0 admet une unique solution sur IR est 1

o (Cf) admet deux points d’inflexions sont A(-1 ;1) et B(3 ;2)
1
>

X —o0

flx)—x + 0 —

VI. 6% Cas :
e L’équation f(x) = 0 admet une unique solution « sur | — oo; 0] et que
-15<a<—-1;
e f(DF(A5)<0;
e A(5;0) € (Cf) ;
e [(a;0) est point d’inflexion de (Cf) ;
lim 1o _ 0;
xX—+o0o X

o limI¥=2__4 :
x—4- x—4

lim £973 = _
x—=4t x—4
e Son tableau de variations :

X —00 0 2 4 + o0
f'(x) + 0 - — —

b

f)
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