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Résumé 1

: Continuité

Continuité en un point :
o [ est continue en a < limf(z)=f(a)

e [ est continue & droite en a < lim f(z)=f(a).
T—a

e [ est continue & gauche en a < lim f(z)=f(a)
T—a

e f est continue en ¢ < f est continue a droite et a
gauche ena .

Continuité sur un intervalle :

e [ est continue sur I'intervalle ouvert ]a;b[, si elle est
continue en tout élément de cet intervalle.

e f est continue sur [a;b]7 si elle est continue sur
I'intervalle ]a;b[, continue a droite en a et a gauche en b

v Les fonctions polynémes sont continues sur R .

v' Les fonctions rationnelles sont continues sur chaque
intervalle inclus dans leur ensemble de définition.

v' Les fonctions constantes sont continues sur R .

v' Les fonctions x> sin(z) , z+> cos(z) et z+>|z| sont
continues sur R .

v’ La fonction z >z est continue sur R*.

v’ La fonction z+ tan(z) est continue sur chaque
intervalle inclus dans son ensemble de définition.

Opérations sur les fonctions continues :

e Si u et v sont continues sur un intervalle I .

Alors les fonctions utv, uxv , axu , |u| et u" sont

continues sur I . (e eR, neN")

e Si u est continue sur I et (V:re[) u(:v);t(), alors la

. 1 .
fonction — est continue sur I .
U

e Si u et v sont continues sur I et (Vxe[) v(m);tO,

. U .
alors la fonction — est continue sur [ .
v

e Si u est continue sur I et (Vzel) u(z)>0, alors la
fonction Ju(:c) est continue sur I .

e Si u est continue sur 'intervalle I et si v est continue
sur un intervalle J et u([ ) cJ.

Alors la fonction f =wvou est continue sur l'intervalle I .

{lim(u@?)):l = lim(vou(z)) =v(1)

v est continue enl

L’image d’un intervalle :

v/ L’image d’un intervalle par une fonction continue est un
intervalle.

v L’image d'un segment (intervalle fermé) par une fonction
continue est un segment

v Si f est une fonction continue sur [oz;b]7 alors :
f([a;b])z[m;M] tel que :

m= W%sz]f(x) et szrz[q:bv]f(x)
v Si f est une fonction continue sur I, alors :
f(1)

f est strictement f est strictement

L’intervalle

I
croissante décroissante

I=[a;b] [f(a);f(b)] [f(b):f(a)]
el | [f@umi@ | s
r=lat) | Jimss@)] | [s@)m )]
1t | Jim syt s | Jim gt 5o

T—a

Théoréme des valeurs intermédiaires :
TVI (version 1) :

f est continue sur [a;b] . )

. ) = L’équation

k est compris entre f(a) et f(b)

f(z)=k admet au moins une solution dans l'intervalle
[a;0]
e Side plus f est strictement monotone sur [a;b], alors
cette solution est unique.
TVI (version 2) :
Soit f une fonction définie sur I'intervalle [a;b]
f est continue sur [a;b]
{ f(a)x f(b)<0

au moins une solution dans [a;b] (et dans ]a;b[)

= L’équation f(:r;) =0 admet

Si de plus f est strictement monotone sur [a;b], alors cette

solution est unique.

Théoreme de la bijection :

Si f est continue sur un intervalle I .

e Alors pour tout réel ke f (I ) I’équation f (a:) =k admet
au moins une solution dans I .

e Side plus f est strictement monotone sur [, alors cette

solution est unique.




Fonction réciproque :
{ f est continue sur I

f est strictement monotone sur I = [ admet une fonction réciproque f définie sur J = f(I)
e Pour déterminer expression de f™(z) pour tout z€.J , on résout 'équation f(y)=2z d’inconnue yeI
v’ f'est continue sur lintervalle J=f(I).

v’ ! est strictement monotone sur J = f(I),

v’ La monotonie de f~' sur J= f(I ) est la méme monotonie de f sur [/

v (C f,,) est la symétrie de (Cf) par rapport a la droite y=x
4 (Va;e[);(f’lof)(w):x . (V:ceJ);(fof’l)(x)::c

v [(J)=1I

v f(y)=re i (x)=y

Fonction racine niéme :

n

v’ La fonction réciproque de la fonction définie sur [0;+oo[ par : x> 2" est appelée fonction racine n*™ notée 'z
& Yr=yoa=y"
o Q/; =iy =y

X %SQ/&@ISZ]

Pour tout zeR" : 2" =(3/;)n=:r

K/
0‘0

La fonction z+> {/z est définie, continue et strictement croissante sur R*.

& Iim Yz =40

T—>+00

1 1 Yo [a
.%X%ZM ; ® Nf— = — ; Y = nf— ; ."WZ% : ° nma:nma
b P o \b

Soit u une fonction définie sur un intervalle I

K/
0‘0

v' Si u est continue et positive sur I, alors la fonction Yfu est continue sur I .
v’ Si limu(z)=1 (1=0), alors limyfu(z) =41.
e Silimu(z)=+w, alors limifu(z)=+w.

e Pour résoudre une équation ou inéquation contenant des racines niémes on détermine premiérement son ensemble de
définition.
Puissance rationnelle

m
n m

e Pour tout xe]0;+oo[on a: z" =%z

e Pour tout z;y e]O;+oo[ et pour tout 7;7'€e Q* on a:

r

r

r ” r
- o T - - . 1 o : z z
' :x7+7 : : :x(T ') : (x1)7 =" C o r_ : Ivyf =(.Ty)7 : _=[_j




Résumé 2 : Dérivation

Dérivabilité en un point et interprétation graphique :

Limite Dérivabilité Interprétation géométrique

) 2)— f(a . (C,) admet une tangente d’équation :
lzmM =1 f est dérivable en aet f'(a)=1 4

e x—q y=f"(a)(x—a)+ f(a) au point d'abscisse a

f@)-1@ _,

r—a

lim

z—at

f est dérivable a droite en aet f (a)=1

(C;) admet une demi-tangente d’équation

y=fl(a)(xr—a)+ f(a) ; z>a au point

d'abscisse a

f@)-1@ _,

r—a

lim

Ta

[ est dérivable a gauche en a et f;// (a)=1

(Cf) admet une demi-tangente d’équation

;1/:')‘;// (a)(z—a)+ f(a) ; x<a au point

d'abscisse a

f@-1@) _,,

(C;) admet une tangente verticale au point

lim f n’est pas dérivable en a

e T—a d'abscisse a
. f@)-f(a) ﬂ o o (C;) admet une demi-tangente verticale

lim —————= =400 | f n’est pas dérivable & droite en a

. " R . .

=k T—a dirigée vers le haut au point d'abscisse a
_ f(@)-f(a) i ‘ . ' (Cf) admet une demi-tangente verticale

lim ————= =— f n’est pas dérivable a droite en a

. " e s . .

= T—a dirigée vers le bas au point d'abscisse a
@)= f(a) ﬂ . . (C;) admet une demi-tangente verticale

lim ——————= =400 | f n’est pas dérivable a gauche en a

76 T—a dirigée vers le bas au point d'abscisse a
_ f(@)-f(a) . (Cf) admet une demi-tangente verticale

lim =—————==-00 | f n’est pas dérivable a gauche en a

Z=0 T—a dirigée vers le haut au point d'abscisse a

f est dérivable en a <> f est & la fois dérivable & droite et & gauche en a et f/(a)= f;/’ (a)

(c)'=0 ( T)’_ 1

(az)'=a . ni/z"!

(az+b)'=a (”1)/ u'
uw) =

(.T) '=1 n n ,“/11—1

(r)'=
() -

1

bNES

U

2\Ju

Fonction dérivée des fonctions usuelles - Opérations sur les fonctions dérivée :

(u+v)':u'+v'
(uxv)':u'xv+uxv'

(axu)'=axu'

;

Uu

|

uXv—uxo'

2
v

(cos(z))' = —sin(x)

(sin(x))"' = cos(z)

(tan(x))' = 1+tan’ (z)

e Toute fonction polyndéme est dérivable sur R .

e Toute fonction rationnelle est dérivable sur chaque intervalle de son ensemble de définition.

Les méthodes de calcul du nombre dérivé :

Soit f une fonction dérivable sur un intervalle Tet ael

Il existe 3 méthodes pour calculer f'(a)

Méthode 1 : Si on a calculé f'(z) pour tout zel, on remplace z par a dans I’expression de f'(z)

Méthode 2 : f'(a)=1lim

r—a

X

f(x) - f(a)
—a

Méthode 3 : f'(a) est le coefficient directeur de la tangente (T') a la courbe (C;) au point d'abscisse a :

Si A(z,;y,) e(T) et Blayy,)e(T), alors f'(a)=22—Y4

Tp =Ty




Dérivabilité et continuité :

» Si f est dérivable en a alors f est continue en a
» Si f est dérivable sur un intervalle I alors f est continue sur I .

Dérivée et sens de variation :

Soit f une fonction dérivable sur un intervalle I .

» f est croissante sur [ < (Vzel) f '()=0

» [ est décroissante sur [ < (Vzxel) f '()<0

» f est constante sur [ < (Vzel) f '()=0

Dérivée et extremums :

f une fonction dérivable sur un intervalle ouvert I et ael

» [ admet un maximum local en a si, et seulement s’il existe un intervalle ouvert J contenant a et inclus
dans I tel que : (VzelJ) f(z)<f(a).

» f admet un minimum local en a si, et seulement s’il existe un intervalle ouvert J contenant a et inclus
dans [ tel que : (VxelJ) f(x)=f(a).

» Si f admet un extremum (minimum ou maximum) local en a , alors f '(a)=0.

» Sif ’(a) =0 et si f' change de signe a , alors la fonction f admet un extremum local en « .

Approximation affine :

Soit f une fonction dérivable en a .
> La fonction g tel que g(z)=f"(a)(z—a)+f(a) s’appelle approximation affine de f au voisinage de a .
» Pour tout réel h voisin de a on a : f(h)=g(h)

Dérivée d’une fonction composée :

u est dérivable en a .
° = vou est dérivable en a

v est dérivable en u(a)
(vou)'(a) = v'(u(a)) xu'(a)
{u est dérivable sur I
[ ]

v est dérivable sur u(l)

= vou est dérivable sur [

Pour tout zel: (vou)'(x)=v'(u(x))xu'(z)

Dérivée de la fonction réciproque :

Soit f une fonction continue et strictement monotone sur un intervalle I et ael .
f est dérivable en a
) { f(a)#0
Ly 1
o (/) (f(a))—m
f est dérivable sur I'
* {(Vme[') f'(x)=0

= f' est dérivable en f(a)

= f' est dérivable sur J'=f(I")

1

o (Vzel') (f")/(x):m




Résumé 3 : Etude de fonctions

Branches infinies de (C,)

o, k= b

Jim f() =

lim f() = koo

Lav courbe Oy adinet
une asymptate horizentale
d'équation y = b an
volsinage de +oc

La courbe & admet
une ssymptote verticale
d'équation * =a

flz)

. B flz)
LB, T =0

::lﬁlm T =4

i =0

Lav eaurbe Oy st
une branche parabolique de

direction 'soe des ardonndes
wl voisinage de oo

La courbe Oy adimet
une branche parabolique de
direction e des abecisses

lim x) —ax
T (=) ) L vols inage de toc

,l}rﬂm [fiz] —ax) = +o0o Ilirinmtf(r] —ar)=h

La courbe O adimet

une branche pacabolique de
direction la droite o équation
= ar au voisingge de +oc

La conrbe Oy adimet
une asymplote oblique
d'équation 4= ax+ b an
voisinage de +oc

(C;) admet une asymptote oblique d’équation y =az+b au

voisinage de +oo si lim (f(z) —(az+0)) =0

Concavité de (C;)

La concavité de (Cf) se déduit par ’étude

de signe de ["(z) :

e (C;) est convexe sur I <
(Vxel) f"(x)=0
o (C;) est concave sur I <
(Vzel) f"(x)<0
Si f"(a)=0 et f" change de signe au
voisinage de o alors le point A(a; f(a))

(€)

Positions relatives de (C;) et y=az+b

Les positions relatives de (C;) et la
droite (D): y=az+0b se déduit par
Pétude de signe de f(z)—(azx+0b) :

o Si (Vzel) f(x)—(az+b)>0 alors
(C,) est au-dessus de (D) sur I.

o Si (Vzel) f(x)—(az+b)<0 alors
(C,) est au-dessous de (D) sur I.

e Si f(z)—(az+b)=0, alors (C,) et
(D) sont confondues aux points

d’ahscisses 1 .

Construction de (Cf,,) :

(Cf,l) sur J = f(I) est le symétrie de

(C;) sur I par rapport a la droite y =z

Eléments de symétrie de (C;)

Q(a;b) est un centre de symétrie de (C;) < Ve D, : 2a—zeD, et [(2a—x)=20—[(x)

r=a est un axe de symétrie de (C;) < VreD, : 2a—zeD et [(2a—1)= f()

Méthode de construction de (C,) :

e Construire les asymptotes et les branches paraboliques ;

e Construire les tangentes et les demi-tangentes ;

e Construire les points remarquables de (C,) s’ils existent : (Points d’inflexion, points d’intersection

avec les axes du repére, les extremums et le centre de symétrie)

e Construire (C;)a partir du tableau de variations de |

N.B : N’oublier pas de respecter 1'unité de mesure du repére, les positions relatives, la concavité et

tenant compte le centre ou ’axe de symétrie (s’il existe).
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Résumé 5 : Primitives
Soient f et F deux fonctions définies sur un méme intervalle I .

e On dit que F est une primitive de f sur I, si: F est dérivable sur [ et pour tout zel, F'(z)= f(z) .
e Toute fonction continue sur un intervalle I admet une primitive définie sur I .

Soit f une fonction qui admet une primitive F' sur un intervalle I .

e Les primitives de f sur I sont de la forme : z+> F(z)+c¢ ol ¢ est une constante réelle.

Primitives des fonctions usuelles

Dans le tableau ci-dessous F' désigne une primitive de la fonction f sur un intervalle / de R .

f(z) F() I
0 c R
a azx R
o reQ\-1) i o 10; +o0]
r
1
7z L [0;-+0[ ou J-o0;0]
T

]0;+oo[

In(|z|) 10;+00[ ou ]-o0;0]
sin(x) —cos(r)
cos(z) sin(x) R
1+ tan” (z) tan(x) }—% + kﬂ';% + k7Z'|: tel que keZ
o o R

Opérations sur les fonction primitives

Dans le tableau ci-dessous F' désigne une primitive de la fonction f sur un intervalle I .

Si v et v sont deux fonctions définies sur I alors

f F Conditions
u'+ ' u+v ® 1 et v sont dérivables sur /
axuy' au ® 1 est dérivable sur / / i
u'Xv+uxo' UXV e u et v sont dérivables sur / I -;-,7
WXV —uxX' u e u et v sont dérivables sur / v
v’ v o (Vzel) v(z)#0 x
' 1 ® 4 est dérivable sur / %
u’ u o (Vzel) u(z)=#0 3
r * 1 T+ T s e -
u'xu reQQ \{—1} lu ! o ' est définie et dérivable sur [ \
T+
u' e 1 est dérivable sur [
T 2u
u . (V:ce[) u(z) >0
u' . e 1 est dérivable sur [
= nelN niu
Yo" . (V:ce[) u(z) >0
u' ; (| |) ® U est dérivable sur [/
- n(lu
u . (V:ce[) u(z) =0
u'e" e" ® 1 est dérivable sur [/




Résumé 6 : Fonctions logarithmes

Logarithme népérien :
® La fonction logarithme népérien est la

primitive de la fonction le sur l'intervalle
T

]0;+0[ qui s’annule en 1, on la note In.

e La fonction In est continue et strictement

croissante sur R .
r>1<in(x)>0

. (Vxe]O;Jroo[) O<z<lsin(z)<0.
r=1<In(z)=0

o (VX,Yelo+e]) in(X)=In(Y)= X=Y

o (VX,Yelo+e]) in(X)>In(Y)= X>Y

e Soient z et y deux réels strictement positifs et

re@Q, ona:

In(zy) =In(z) + In(y) ln(i) = In(z) — In(y)

ln(l) =—In(x) In(z") =rin(x)
T

Limites de référence :

Soit mun entier naturel non nul :

o [limin(z)=—-o0 o [im In(x) =+
z—0" T—>+0
o Ilﬁtr){f In(z)=0" . ,limlnf(ip) 0
lmrn@=0 g
LT—>+0 €T
o [im—= In(z) =1 : ° l«;,'mwzl
=1 p— 1 =0 €T

Propriétés :
e La fonction x> in(z) est dérivable sur ]0;+o]

et on a :(V:CG]OH—OO[) (171,(@)’ ==

u est dérivable sur 1
= La fonction = In(u(z))

(Vze[ ) u(z) >0

est dérivable sur [

e Sila fonction z > In(u(x)) est dérivable sur I alors

1 ou'(x)
(Vxe[) (ln(u(:z;))) = ()
e Soit u une fonction continue et ne s’annule pas sur un
intervalle Ide R (c’est-a-dire (Vzel) u(z)=0)
u'(z)

u(z

sur I sont les

Les primitives de la fonction f:z+

fonctions F définies sur I par :
(Veel) F(z)= ln(|u(1’)|) +c¢  IlceR

Fonction exponentielle de base a :
Soit a un réel strictement positif et différent de 1.

e La fonction logarithme de base a est la fonction

numérique, notée par log, définie sur ]0,+[ par :

ln(:l:)
ln(a)

Propriétés :
Pour tous réels strictement positifs z et y, et pour tout

log, (l) =

reQ ona :

e Jlog, (:Ey)zloga (a:)+loga (y) ;e log, (ijzloga (x)—loga (y)

o logaiijz—loga(z) : e loga(x")zrloga(x)
x

Logarithme de base 10

e La fonction logarithme de base 10 est appelée

logarithme décimal. On la note log ; (Vme]0;+oo[)

ln( )

ZOJ( )

ln( )

° (Vre@) log(10") =1
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Résumé 8 : Fonctions exponentielles
Définition :
On appelle fonction exponentielle népérienne, notée exp, la fonction réciproque de la fonction logarithme

népérien In et on a :
(Vze R)(Vy € ]0;+oo[) ; exp(z)=y = z=In(y).

Propriétés :
e La fonction exp est continue et strictement croissante sur R .

(VzeR): e >0.

(Vze]0+0])(VyeR) : ¢ =z < In(z)=y. )
(

(

Bty
o (VzeR):! ( )=:Jc et (Vxe]0;+00[);el"(z)=x
D ‘v’aeR)(‘v’beR) ">’ =>a>b.
* (VaeR)(VbeR): ¢ =" =>a=b.
e Soient 7 et y deuxréelset 7€Q, on a:
Ty T x—g_ew 71'_1 1‘7‘_793
e =e"e! e/_e—y e == (e)—e
Limites de référence :
e [ime" =+ ) lime* =0 . lime _1:1
T—>+00 T—>—00 0 T
. e e .
° lim — =40 e [im —=+c0 (neN)
T+ T+
. lzrfz ze' =0 . Zz'r_n " e =0 (neN*)

Propriétés :
‘ N
La fonction = e’ est dérivable sur R et on a :(‘v’x GR) (@i) =e",

u(z)

e Si u est une fonction dérivable sur I, alors la fonction z+>e"" est dérivable sur I et on a :

(Vzel): (e“(l') )/ = u'(:z:)e"("') .

e Soit u une fonction dérivable sur I .

u(z) 0 e tel que ceR.

Les primitives de la fonction z > u'(:z:)e sur I sont les fonctions z>e

Fonction exponentielle de base a :

Soit a un réel strictement positif et différent de 1.
¢ La fonction réciproque de z > log, (a:) est appelée fonction exponentielle de base a qui est définie sur R

et notée par exp, (z) ou a’

, T 1
e Pour tout réel 7 on a : a° =™

e Soient = et ¥ deuxréelset 7€Q, on a :

T
T+y — z Y . - 1 . x=y a_ . T (ar)r x

a a‘a : exp,(z)=e



Résumé 9 : Equations différentielles

Equation différentielle linéaire du 1 ordre : y'=ay+b

Définitions :

1) L’équation suivante :(£):y'=ay+b ou a et b deux constante, est appelé équation différentielle linéaire &
coefficients constants d’ordre 1, ou y est la fonction inconnue.

2) On appelle solution de I'équation différentielle (£), toute fonction f qui vérifie (E)

Propriétés :

axr N ,
—— ol k est un réel

a

e L’équation différentielle (E') admet une unique solution [ qui vérifie f(z,)=1y, on (z,;y,) € R’

e Les solutions de (F):y'=ay+b sont les fonctions =+ ke

Equation différentielle linéaire du 2"¢ ordre : y"+ay'+by=0
e L'équation r’+ar+b=0, s'appelle I'équation caractéristique de 1'équation différentielle (F):y"+ay'+by =0
e Résolution d’une équation (E):y"tay'+by=0 :

Soit A le discriminant de I'équation caractéristique.

A L’équation caractéristique admet | Les solutions de (%) sont les fonctions
A>0 | Deux solutions réelles 7, et 7, YT ae + fet ol (a; B) e R’
A=0 | Une seule solution réelle 7 yix (az+ Be’™ on (a; B) e R’

Deux solutions complexes conjuguées
A<0 pEig y:io>el” (acos(qx) + ,Bsm(qa:)) ou (a;p)eR’

Cas particulier :
Les solutions de Péquation différentielle y"+ @’y =0, sont les fonctions :

y: x> acos(wz) + bsin(wx)y ou (a;B)eR.




Résumé 10 : Calcul intégral

Intégrale d’une fonction sur un segment :

Soit f une fonction continue sur un segment [a,b] et F

Propriétés de l’intégrale :

Iaf T dsz .
une primitive de f sur [a,b].
. n . . [ F()dz=—]1(x

e nombre F(b)—F(a) est appelé intégrale de f de a
e Linéarité de 1’1ntegrale :
a b et on écrit : I f ) ) )
. j [f(:zf)+_q(.77)]d.r:'[ f(.’I?)d.’IJ-i—J- g(z)dr et

Intégrales de base : ‘ ‘ ‘

J.l"cdx = [cx]i J‘Hb k.f(x)dx = A;.J.: f(z)dz

. ; e Additivité ou relation de Chasles :
b , .+ b ' ' b b c b
La: dz ={mx 1} J‘“(U +v')de=[u+v], L f(z)dz :L f(x)d$+J.(’ f(z)dz

e Positivité de 'intégrale : Si

(z)dz=[F(z)] =F(b)-F(a)

J-b( ) [ ]b f(z)=0sur I et si
axu')dr=alu

a

e [Lw-lt] '
ay® e U,

a<b, alors Ihf(:r)d:v >0

Intégrale et ordre : Si f(z)<g(z) surIet si

a<b, alors jbf(x)dx < J.bg(a:)d:v .

b1 b
a;dzz[ln(|ac|)}i f{l%dﬂﬂ{ln(IUI)]i e Valeur moyenne d’une fonction :
' Soit f une fonction continue sur un segment [a,b].
b, I b b Vo _ u b
Iaszn(z)dz _[ cos(a:)]a Iau ¢'dr= [6 l e ]] existe au moins un réel ce [a,b] tel que :

IZCOS (x)da::[sm(x)]z J-iux u"diz{rilu"” 1: f(C)=ﬁJ‘if($)dm.

2[2\/5]; o Te nomble 4 _(IL]‘ (]1

moyenne de la fonction f sur l'intervalle [a,b]

J‘b (1 +tan’ (z))dz = [tan(:c)]i J.b UT dz est appelé valeur
a a u

o=t

bI T b
fean[] -
a a anf n

J.Zu'sm dz=[ ~cos(u) ]h ; ,[aulcos(“)djgz[sm(u)]:

Techniques de calcul d’une intégrale :

e Calcul d’une intégrale a ’aide d’une primitive.

b b
La connaissance des primitives de fonctions usuelles permet de calculer des intégrales. j ’11/’(:1:)4;1: :[u(.y;)]
a a

b ) b
e Intégration par parties : j ’1L'(:1:)X'{)(:1;)(l:1;:['11,(;1:)><’1)(:1;)]1 7." u(z)xv'(x)dx

e Décomposition des fractions rationnelles en une somme de fractions rationnelles
e Linéarisation des fonctions trigonométrique.

Quelques applications du calcul intégral :

Aires de surfaces planes

Soient f et g deux fonctions continues sur un intervalle [a;b] .

e Laire de la surface délimitée par (C,) , Paxe des abscisses et les droites (D):z=aet (A):z=0 est

A=([l1f@lda)<tit<i

e L’aire de la surface délimitée par (C;),(C,)et les droites (D):z=a et (A):z=b
b - >
Est égale a (L ‘f(:z;)—(](:17)‘(//:1;)>< IAIESIEA

Volume d’un solide de révolution

® Le volume du solide engendré par la rotation de la courbe (C;) autour de I’axe des abscisses un tour complet est donné

par la formule : V=r .[ h(f(;z:))g dr (unité de volume)




Résumé 11 : Géométrie de D’espace
Le plan est muni d’un repére orthonormé (0,i7,7,k).
Pour tous vecteurs u(z;y;z) et v(z'y"z") de I’espace on a :
° U =xx' +yy + 22"
o B =
Si A(xA,yA,zA) et B(:vB,yB,zB) deux points de l'espace, alors ABz\/(xB —xA)2 +(yy —yA)2 +(2p —zA)2 .
ilieii=0

r=x,+at

Le systeme : {y=y, +bt /t€R est une représentation paramétrique de la droite passant par A(m Y2 A) et de

Z=z,+ct
vecteur directeur ’ZL (a,b,¢), on le note par D(A;u)

® AB(J:B —Zy3Yp —Y4sZp _ZA)

e Sile point I est le milieu du segment [AB]alors : [[xB T Yn Y gl +ZA)

2 2 2

o @ Toute vecteur directeur d’une droite orthogonale a un plan est appelé vecteur normal a ce plan.

e Tout plan de I'espace peut étre défini par un point et un vecteur normal.

o Le vecteur 7 (a,b,c) est un vecteur normal au plan d’équation cartésienne (P): az+by+cz+d=0

e [’équation cartésienne du plan passant par A(x DYz A) et de vecteur normal ﬁ(a,b,c) se déduit par I’équivalence
suivant : M(x,y,z) e(P) < AMii=0

o @ Deux plans sont orthogonaux si et seulement si leurs vecteurs normaux sont orthogonaux.

® Soient (P) un plan d’équation ax+by+cz+d=0 et A(mA,yA,zA) un point de l’espace.

P))= |a1:A +by, +cz, +d| '

Na? +b7 +¢?

La distance du point A au plan (P) est : d(A,(

Soit Q un point de I'espace et R un réel strictement positif.
e [’ensemble des points de 'espace M(m,y,z) tel que (r—a)’ +(y—b)" +(2—c)” =R’ est une sphére de centre
Q(a;b;c) et de rayon R.
e [’équation cartésienne du sphere (5’ ) de centre Q(a;b;c)et de rayon Rest (z—a)’ +(y—b)° +(z—c)’ =R’
e On peut écrire 1’'équation cartésienne du sphere (5’ ) de centre Q(a;b;c) et de rayon R sous la forme :
2’ +y’ +2° —2ax—2by—2c2+d=0 on d=a’+b"+c’ - R’
® Soit A(xA,yA,zA) et B(z,;v,:%;) deux points distincts de 'espace :
La spheére de diametre [AB] est ’ensemble des points M de I'espace tel que AM.BM =0
L’équation cartésienne de la sphére de diametre [AB] est : -z )r—2,)+W-y)y—yz)+(z—2)(z—25)=0

Soient a, b, ¢ et d des réels tels que (a,b,c)¢(0,0,0) et (S) I’ensemble des points M(x,y,z) de l'espace tel que

Y+ var+by+cz+d=0.

e Sia’+b’+c’—-4d>0), (S) est une sphere de centre Q(—%,—g,—%) et de rayon R=

\/a2+b2+c2—4d
p .
. 2.2, 2 a b ¢
o Sia +b +c —4d=0, (S) est le point Q| ——,——,——
2" 2" 2
e Sia’+b’+c’—4d<0), (S) est Iensemble vide.



Pour étudier la position relative d’un plan (P) et d’une sphere (S) de centre Q et de rayon R. Il suffit de comparer
d(€2,(P)) au rayon R.

Soient (5’) la spheére de centre Q et de rayon R et (P) un plan dans 'espace.

o Sid((P

)
e Si d(Q(P)
)

)>R alors (P) ne coupe pas (S)
) R, alors ) est tangent a (S ) en un point H le projeté orthogonale de ©Q sur (P)

o Si d(Q, P <R, alors ) coupe (S ) suivant un cercle de centre H le projeté orthogonale de € sur (P) et de rayon
r=R*-d*.

Remarque

Pour déterminer les coordonnées du point H de la propriété précédente, on résout le systéme contenant 1’équation

cartésienne du plan (P) et une représentation paramétrique de la droite passant par Q le centre de la spheére (S ) et

dirigé par un vecteur normal du plan (P))

Définition
Le produit vectoriel de deux vecteurs non nuls ¢ et v est le vecteur, noté uAv tel que :
e Si i et U sont colinéaires, alors G AT =0.

e Si 4 et U ne sont pas colinéaires alors le vecteur w=u AU est tel que :
> wluetawlv

— La base (ﬁ,ﬁ,ﬁ)) est de sens direct. J('F
> [ 7] = il <|sin (7). >

i

Propriétés
¢ o ' ' , e [L’aire du triangle ABC est égale a
ou’Aﬁszb'JbZ_“a]u““” T
e c b b SABCZEHAB/\ACH
c) e
. . . . . \ . D A-_. .
. A, B et C sont des points alignés <> ABAAC=0 | * La distance du point M a la droite D(A;u) est :

HAM /\uH

° ABAAC est un vecteur normal du plan (ABC) d(M,(D )

. Soient (S ) la sphere de centre Q et derayon R (R>0), (D) une droite de I'espace, d (Q,(D)) la distance du point

Q 4 la droite ( ) et H le projeté orthogonal du point € sur la droite (D)
. ( ) R, alors )m(S) ={H} On dit que la droite (D) est tangente a la sphere (5’) au point H .
o Si d( )<R alors (D)N(S)={A4;B}. On dit que la droite (D) perce la sphére (S) aux points A et B .

o Si d( ,(D)) > R, alors (D) (S’) =J. On dit que la droite (D) est située a l'extérieur de la sphere (5’) .

Pour étudier la position relative d’une droite (D) et d’une sphére(S ) de centre Q et de rayon R. Il suffit de comparer
d(Q,(D)) au rayon R.

Remarque

Pour déterminer les coordonnées du (des) point(s) d’intersection de la droite (D) et la sphere (), on résout le systéme

contenant ’équation cartésienne la sphere (S ) et une représentation paramétrique de la droite (D)

Soient (P) et (Q) deux plans de I'espace, et 7' sont respectivement deux vecteurs normaux aux plans (P) et (Q)

Si A0 , alors (P) et (Q) sont sécants suivant une droite (D) dirigée par le vecteur nAn'



Résumé 12 : Probabilités

1) Dénombrement :

Principe fondamental de dénombrement : Combinaison :

Si une situation de dénombrement nécessite p étapes. e Une combinaison de p éléments pris parmi les n
Et qu’il y a n, fagons possibles de réaliser la premiere élément de E est une partie dont le cardinal est p .
étape, e Le nombre de combinaison de p éléments parmi n est
Et qu’il y a n, fagons possibles de réaliser la seconde noté C? et on a (7 = ﬂp

étape, p!

~.et quily a n  fagons possibles de réaliser la p ieme Propriétés :

étape, o nl=nx(n-1)x(n-2)x.x1 ; e pl=A"

Alors le nombre total des possibilités pour cette situation o A7 — n! . or = n!

de dénombrement est N =n,xn,x..xn, " (n-p)! 7 " pin—p)!
Arrangement sans répétition : Avec la calculatrice :

e Tout élément de la forme (z,;7,;...;7,) tel que e (7 s’obtient par les boutons : IEI EI
T}, Ty,...., T, sont deux a deux distincts s’appelle un e A" S’obtient par les boutons : E|
arrangement sans répétition de p éléments de F . e 1! s'obtient par les boutons : E[

e Le nombre d’arrangement sans répétition de p Formule de binéme de Newton :

éléments de E est I'entier naturel noté par A} tel que : Soit a et b deux réels et n un entier naturel non nul.
Al =n(n—-1)(n—2)..(n—p+1) Ona: (a+b)' =Cla"+Cla" "b+..+C/ ab"" +CIb"

Avec le tirage : On tire p éléments parmi n :

Type de tirage Card (Q) L’ordre
N’est pas
Simultané cr important

Successif sans

. AY Important
remise

Successif avec

. Important
remise

2) Probabilités :

- Pour tous événements A et Bon a : P(AuB)=P(A)+P(B)-P(ANnB)
- Pour tout événement A, P(A)=1-P(A)

Dans une expérience aléatoire, si tous les événements élémentaires ont la méme probabilité d’étre réalisée, on dit qu’on est
dans une situation d’équiprobabilité.
card (A)

La probabilité d’un événement A de Q est : P(A) = )
card(Q)

P(ANB) ‘
P(B) ’

On dit que A et B sont indépendants si P(ANB)=P(A)xP(B)

A et B sont indépendants si et seulement si P, (B)=P(B) ou P,(A)=P(A)

P, (A)= P(An B)=P(B)x P,(A).

Formule des probabilités totales :

Soit P une probabilité définie sur un univers Q

@ P(B)=P(A)xP,(B)+P (4) x P.(B) (On peut généraliser cette formule pour plus de deux événements)



Arbre de probabilité :

C'est un arbre sur lequel on place des probabilités conditionnelles d'événements, cette présentation permet de rendre plus

simple le calcul de probabilité :

Définition : Une variable aléatoire est une fonction de Q & valeurs dans R qui & chaque issue de Q associe un nombre.

On note X (Q) I’ensemble des valeurs possibles de X .
Remarque : Si X est une variable aléatoire et X(Q)= {x1 B P ;xn} I’ensemble des valeurs possibles de X

Alors :  P(z,)+P(z,)+...+P(z,)=1
Propriétés :
Soit X une variable aléatoire définie sur un univers Q d’une expérience aléatoire et X (Q)={z,,...,z,}.
e L’espérance mathématique de X est le nombre :

9] B(X)=2,xP(X=2,)+2,xP(X=1,)+...+2,xP(X =1,)

e La variance de X est le nombre positif : V(X)= (:Ef xP(X=z)+z;xP(X=z,)+..+z)xP(X=uz, ))—(E(X))2
e L’écart-type de X est le nombre : o(X)=V(X)

Définition : On réalise n fois successivement et d’une maniere indépendante une expérience aléatoire qui a deux résultats

possibles : succes de probabilité p et échec de probabilité (I1—p)
Donc Vke{0,1,...,n}: P(X=k)=C'p"(1 —p)"ik
X : nombre de succes obtenu est appelée une variable aléatoire binomiale de paramétre n et p.

Propriétés :
Soit X une variable aléatoire binomiale de parametre n et p. On a :

E(X)znxp : V(X)znxpx(l—p)
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