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FICHE DE COURS

GENERALITES SUR LES SUITES

Q Suites croissantes, suites décroissantes

Definition

Une suite {Un)nen est CroiSSante'si pour tout entier n, Uns1 = Un.
Une suite (Un)nen est décroissante si pour tout entier n, Un+1 < Un.

Remarques

croissante, ni décroissante.

e Suites croissantes, suites décroissantes

La suite (U,) définie par U, = (-1)* est une suite ni

Les régles opératoires sur les limites de suites (somme, produit, quotient) sont !es

mémes que pour les limites en +0o d'une fonction.
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SUITES ARITHMETIQUES, SUITES GEOMETRIQUES

Suites arithmétiques Suites géométriques
Définition Upm=lat ~|Ym=als .
r est appelé la raison de la suite | q est appelé la raison de la suite |
Expression du | Un=Uo+nr Un = Uoxq"
terme général | U, = Ui +(n-k)r Un = Ukxg™
v- . | Etabli - sel | Etabli 41 et un réel |
I dentiﬁﬁtlor!ﬂ}; Etablir que Un+1 — Uy est un réel | Etablir que Un est un rée

| indépendant de n.

indépendant de n.

: U est croissante
: U est décroissante
: U est constante

¢S/ Q<0 : U n'est pas monotone

¢ Si q=1 : U est constante

* Sj U0 >0
e Si 0<g<1 : U est décroissante
e Si g>1 : U est croissante

* S/ U, <0
e Si 0<@g<1 : U est croissante
¢ Si g>1 : U est décroissante

: limUn= + 00
: IimUn= - 00

: limUp=Up

¢ Si g<-1: pas de limite
e Si -1<q<1: limU,=0
e Sigq=1: limU,=U,

e Si q>1

U, >0 alors limU,=+x
{Uo <0 alors limUp=-

Un convergesi—1<q<1

termes extrémes

Convergence e .
._ rge = Un convergesir=0 ousige1
Somme de ~ |La somme des n termes
= . . . _ qNombre de termes
s consécutifs est egale au produit & T tarmes 1-qg
, . .. |par nde la demie somme des 1-q
consécutifs
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METHODES PRATIQUES

. Comment étudier les variations d’une suite ?

Pdﬁf étudier la monotonie d’une suite, on peut :

@ Etudier les variations de f si Un=f(n)

e Calculer puis comparer la différence Un+1 - Un a 0 et conclure,
YUnsa
: Up
tous les termes de |a suite sont positifs).

® Faire une démonstration par récurrence.

@ Calculer puis comparer le rapport a 1 et conclure. (A utiliser dans les cas ol

Comment faire une démonstration par récurrence ?

Pour démontrer qu’une propriété Py, qui dépend d'un entier naturel n, est vraie pour
tout n, on peut procéder en trois étapes, comme suit :

Initialisation : Prouver que la propriété est vraie pour le terme initial (Pg est vraie)
.T'ransmiss_ion : SuprSer que la propriété Py es{ vraie pour tout entier k et ensuite
démontrer _iwe la »prOpriétéVPku est ’v,raie. -

Conclusion : Conclure alors : vneN, P, est vraie.

Comment représenter graphiquement une suite donnée par
une relationdutype Uy, =1 (Un)

- Representer (CH la courbe de f.

- Representer (A) la premiére bissectrice des axes d'equatton Y=X

- Placer Ugsur I'axe {Ol).

- Projeter verticalement Ug sur (Cy), puis projeter le point obtenu horizontalement
sur (A) et enfin projeter ce nouveau point verticalement sur (Ol) : on obtient ainsi
U : '

- Pour obtenir U, refaire ce méme processus avec Us. Et ainsi de suite...

¥ Comment montrer gu’une suite est convergente ?

Pour montrer qu’une suite est convergente, on peut procéder comme suit :
e Calculer sa limite et montrer que cette limite existe et est finie.

e Montrer que la suite est croissante et majorée.
e Montrer que la suite est décroissante et minorée.
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REPRESENTATION GRAPHIQUE D’UNE SUITE.

Le plan étant muni d’un repére (O, |, J), représente sur la droite (Ol), et sans les
calculer, les termes d’indices 0 a 5 de chacune des suites numériques ci-dessous :

Up~6 V,-2

VneN, U, -0, VneN, V, i==2V,+5

SENS DE VARIATION D’UNE SUITE.

| EXERCICE (2

Les suites ci-dessous sont-elles croissantes, décroissantes ? Justifie.

(1) VneN*, U,=n?-2n+5 (2) VneN, Uy=n3-n’+n

Uy=-1

3 2

G vneN, U, Yy
Un

- CALCUL DE LIMITES.
" Calcule la limite des suites (Un) définies sur N*par :

QU n+1 9Un=‘/:—373-, QU-ln( 1)

RECURRENCE /CONVERGENCE / SUITES BORNEES.

| EXERCICE (42

La suite (Un) définie par : ¥YneN, Up=

est-elle majorée, minorée, bornées?
n+1
Justifie.

| EXERCICE (S

Soit la suite (Un) définie par : Up= 1 et pour tout entier n, Un+1=_/3+ U,
Q Démontre par récurrence que,ona:0<Up<3

9 Démontre que la suite (Up) est strictement croissante.
QDéduis—en que (Up) est convergente.

SUITES ARITHMETIQUES.

| EXERCICE (b4

Soit (Un) la suite définie par Up=-4n+ 7.

OMontre que (Un) est une suite arithmétique dont on déterminera le premier terme
et la raison.

@ Déduis-en les variations et la limite de (Un):
@) Calcule S1o la somme de ses 10 premiers termes.
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SUITES GEOMETRIQUES.

(EXERCICE (72

Montre que chacune des suites ci-aprés est géométrique, et précise sa raison :

2n n+l
_ (_4) +1 Q Un = 2N (%] o Un e (—l)n » (2)3n+1

(EXERCICE (82

On considere la suite (Up) définie par : [Zo=0
U. <z 2U +3
n¥l- A +4

@ on pose, pour tout entier n : V,= U 1
U +3

Montre que (Vn) est une suite géometnque.
@ Exprime Vp, puis Un, en fonction de n.
Uo =0
On considére la suite (Vp) définie par : 1
Upy,=7Un+1 pourtoutneN

@calculeU;, Uzet Us.
Pour tout n élément de N, on pose: Vp=Un-2
@@ calcule Vg, Vi et V,. : :
1

(©Démontre que (Vn) est une suite géométrique de raison 5

GExprimg Vh puis Uy en fonction den.
©oO0npose:Sn=Vo+Vi+..+VpetTo=Ug+Us+..+Up
Exprime Sp en fonction de n puisdéduis Tn en fonction den.

PROBLEMES DE SYNTHESE RESOLUS

m BAC 2009 Session normale
=0

" RN U,
Soit la suite définie (Un)neN par: 3
Uy =3Un+1

@Dans le plan rapporté a un repére orthonormé (0, I, J), représente sur I'axe des
abscisses les termes Ug, U1, U 2 et U 3de la suite (Un)neN (unité : 2 cm).
5

@ ©®Démontre par récurrence que la suite (Un)neN est majorée pari

© Démontre que la suite (Un)neN converge.
© soit la suite (Vn)nen définie par : Ve N, V Un 5

©Démontre que la suite (Vn)neN est une suite géométrique dont off précisera la
raison et le premier terme.
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%) Exprime Vy, puis U, en fonction de n.
€3 Détermine la limite de (Un)neN.

On considére les suites (Un) et (Vn) définies par : Up=4 et Vo= 9 et pour tout entier

UV, e,
naturel n : U =nn ‘e VY U, +
U +V, HEL T 9
0 Démontre par récurrence que pour tout entier naturel n, Un>0et V>0

7 R
’ . —_— n G n
@0 pémontreque: Vne N, Vn +1 "Un+1 . 205 Py

Ciia \ 1
©Déduis-enque: VnEN, U, <V, etque: Vn+1 U. 0% _Z_(Vn _Un)
5

@néduis-en que: YnEN, V, -U, < 7
©© Démontre que la suite (Un) est croissante et que la suite (V) est décroissante

©)Déduis-en que les suites (Up) et (V) convergent.

{Démontre que les suites (Un) et (Vn) ont la méme Iimitee

@ © Démontre que pour tout entier naturel n, U Vn 4q = . Vn

) Déduis-en la valeur exacte dee g

XERCICE 12 R B PINE

Soit a un nombre réel donné.
On considére les suites U et V définies respectivement par:

¢ Uy=3 Uj=5 et ¥neN, U, 2[a+1] U, t@-2u,

o VYneN, Vn—Un_H—Un

@onpose:a=1. .

€ Démontre que la suite (V) est constante et donner sa valeur.

£ Déduis-en que (U) est une suite arithmétique dont la raison est égale a 2.
©0n pose : Sp=Ug +Uy + ... +Up.

Exprime Up, puis S, en fonction de n.

@ 0on pose:a=-5.

€ Démontre que la suite (Vn) est une suite géométrique dont la raison est 7.

£ Exprime Vn enfonction de n.

& Pour tout entier n supérieur ou égal a 1, exprime en fonction de n la somme Ta ol
Th=Vo+V1i+..+Vpa

£ Exprime Un en fonction de Th.

) Déduis-en que la suite (U) est divergente.
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m BAC D 1998. Session normale. e

Soient les suites (an) et (bn) définies sur N par :

aO =i § bO =8
» _2a,+b, gt b _a,+3b,
n+l 3 /(5 AR T
@cCalcule a; et b. :

@ Soit la suite (dn) définie sur N par : dn = by, -

© Démontre que (dn) est une suite géométrique.
Détermine le premier terme do et la raison q.

{5 Déduis-en une expression de dn en fonction de n.
Puis Déduis-en que : VneN, dn >0 |

©calcule la limite de la suite (dn).

d

LAy - ai
> d n
©©ODémontre que, VnEN, a4 a,= et bn ' bn =y

ntl “n 3

Déduis-en les variations des suites (ap) et (by).
@ Démontre que Vne N¥, aO <au< bn < bO
{Déduis des questions 3.a et 3.b que les suites (an) et (bn) sont convergentes.
i . , e |
@O Déduis de la question 3.a. que : Vn>1, 4, a,= 3 do +d1 +-- '+dn—1
@ Déduis la limite de la suite (an) puis celle de la suite (bp).

m BAC D 2000. Session de remplacement.

On considére les suites (Un)neN et (Vn)nen définies par :

-
UO_?,'

Uyt =30n]
et Vn=lnl%Un]
@ calcule Vo

@ Démontre que (Vn) est une suite géométrique de raison 2.
@ Exprime Vi en fonction de n.

@cCalcule la limite de (V).

©Exprime Uy, en fonction de V,, et déduis-en la limite de (Un) .
@®Pour tout entier naturel n, on pose :
Sn=Vo+V1+..+Vpa1etTo=UgX Uy X. xUn.1
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{';‘ Démontre que : Sn =[] —2"_J1n2

n

S

2| Pn

© Justifie que : T =

& Exprime T, en fonction de n.

BRoe Sl > Bac D 2003. Deuxiéme session
| ’uO =—4
On considére la suite numérique définie par: | 1
U .=-u,+3
n+l 47

€ Calcule uz
@) Le plan est rapporté au repére orthonormé (O, 1, J) (unité 2 cm).
{3 Trace les droites (D) et (A) d’équations respectives ) =X et y=%x+3
{® Utilise (D) et (A) pour placer ug, u1, Uz, us et ug sur I'axe des abscisses.
(On laissera les traits de construction en pointillés sur le dessin).
-~ ©Que peut-on conjecturér quant a la convergence de la suite u ?
@0 Démontre par récurrence que : YneN, u, < 4.
€2 Démontre que la suite u est strictement croissante.
{ La suite u est-elle convergente ? Justifie.
@ on pose': pour tout entier naturel n, va=u, . 4.
€) Démontre que v est une suite géométrique.
Donne son premier terme et sa raison.
-2

4n—-l )

€ Démontre que pour tout entier naturel n, v,, =

@ Détermine la limite de la suite v.
€ Déduis-en la limite de la suite u.

© © Exprime up, en fonction de n.
@ Trouve une valeur de I'entier naturel k telle que : luk —4’ <10~ 10,
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