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EXERCICE 1.
4enx

e +7
On désigne par C, la courbe représentative de la fonction f;, dans un repére orthonormal (O; 7; j).

A tout entier naturel 7 non nul, on associe la fonction f;, définie sur R par : f;,(x) =

(Les courbes C;, C, et C3 sont données en annexe).
X

Partie A : Etude de la fonction f; définie sur R par fi (x) = peant

1 | Vérifier que pour tout réel x, fij(x) = ———.
que p fx) Ti70-7

(@ Démontrer que la courbe C; admet deux asymptotes dont on précisera des équations.
® Démontrer que la fonction f; est strictement croissante sur R.
@ Démontrer que pour tout réel x, 0 < fj (x) <4.

(@ Montrer que I'équation e* = 7 admet une seule solution @ dans R, et déterminer un enca-

drement de @ 2 1072 preés.
X

® Vérifier que fi(a+x) = de etque fi(a—x) =
quen T 1+er que 1 S l+er’ .
Démontrer que le point I; de coordonnées (a;2) est un centre de symétrie de la courbe C;.

(© Déterminer une équation de la tangente (73) a la courbe C; au point I.

Partie B : Ftude de certaines propriétés de la fonction f;,.

Démontrer que pour tout entier naturel » non nul le point A(O; %) appartient a la courbe C,,.

(@ Montrer que pour tout 7 de N, I'équation e™* = 7 admet une seule solution f§ dans R.

® Démontrer que pour tout entier naturel n non nul la courbe C, et la droite d’équation
¥y = 2 ont un unique point d’intersection dont on précisera I’abscisse. On note I, ce point
d’intersection.

(© Placerles points Iy, I> et I3 sur le graphique donné en annexe.

(@ Démontrer que la tangente (T,,) ala courbe C,, au point I,, a pour coefficient directeur n.
(® Tracer les droites (T1), (T») et (T3).
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EXERCICE 2.
Partie A :
. . s 1 x+1
Soit g la fonction définie sur ]0; +oco[ par: g(x) = — T +2In
X

Déterminer les limites de g en 0 et +oo .
Etudier les variations de g et dresser son tableau de variation.
En déduire le signe de g(x).
Partie B :
21 (x + 1) x>0

On considere la fonction f définie sur [0; +oo[ par: f(x) = v X St
0 si x=0
Démontrer que f est continue en 0.
Démontrer que f est dérivable en 0 et f'(0) = 0. Interpréter graphiquement ce résultat.
@ Montrer que pour tout x > 0, f’(x) =xg(x).

® Endéduire le sens de variation de f, puis dresser son tableau de variation.

Calculer la limite de f enoco.

1
On considere la fonction ¢ définie par: ¢(x) = f(x) —x + 7

X 1
@ Vériﬁerque:(p(x):xzf0 (m—l+t)dt

1
x 1
@ x étant strictement positif : on pose I(x) = xzf (m -1+ t)dt.

0
1
Démontrer que pour toutréel t >0ona:0< 111 1+t<t?

P 1 .
@ En déduire que 0 < I(x) < 3 Et conclure que xgrllmw(x) =0.
@ Que peut-on déduire?
Partie C:

Tracer soigneusement la courbe de f.

A
On pose A(1) :f f(x)dx . Calculer A(A).
1

Calculer lim A(A).
A—+o0
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EXERCICE 3.
Z0=4
On considere la suite des nombres complexes définie par : 1+1i
2n+l = Tzn
on note M, le point d’affixe z, dans le plan complexe (O, 7, f).

@  Ecrire sous forme algébrique puis sous forme exponentielle les nombres complexes z, 22,
z3 et zg.

@ Placer les points My, M, , My, M3 , My les points d’affixes respectives zy,z1, 22, 23 €t z4.

Zn+1~ %n
Calculer ———.
Zn+1

En déduire que, pour tout entier naturel 7 le triangle OM,, M, est rectangle et isocéle en M,

Pour tout entier naturel n, on pose d;,, = |z,+1 — x|

V2
(@ Montrer que d, est une suite géométrique de raison > et de premier terme 2v/2 .

® Interpréter graphiquement chacune des nombres d,, .

(© Exprimer en fonction de n lalongueur L, de la ligne brisée (M,, M1,., M) .

(d Déterminerlalimite lim L,.
n—+oo

EXERCICE 4.
Soit I'équation différentielle (E) : y" +3)' +2y = cos(3x) + x> + x

Donner la solution de I’équation sans second membre associée a (E).

Soit g(x) = ax?®+ Bx+7y et h(x) = acos(3x) + bsin(3x).
Déterminer les réels « , B, y d’'une part; a et b d’autre part pour que :

— g soit solution de I'équation différentielle : y" +3y' +2y =x*>+x (1)
— et h solution de I'équation différentielle y" + 3y’ + 2y = cos(3x) (2)
En déduire que & + g est une solution particuliere de (E).

Déterminer la solution générale de (E), puis la solution f de (E) qui vérifie :
fO)=1et f'(0)=1.
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EXERCICE 1.
On consideére 'équation (E) : 23 —2z>+2(2-3i)z—20=0.

Montrer que I'équation (E) admet une solution imaginaire pure notée zy. Trouver les autres so-
lutions z; et z, .

Le plan complexe étant muni d'un repere (O; ;; f) on note A, B et C les points d’affixes respec-
tives zy , z; et zo.

@ Déterminer I'affixe du barycentre G des points pondérés (A,—1), (B;1) et (C; 1).
® Déterminer I'ensemble des points M du plan tels que : —M A% + MB? + MC? =36.

EXERCICE 2. B
Partie A : Soit la fonction f définie par: f(x) = (\/ 1+x%2— x) .

On désigne par (C) la courbe représentative de la fonction f dans un repere orthonormal (O; ?; f).
Déterminer D¢ le domaine de définition de la fonction f.

Etudier la parité de la fonction f.

Montrer que (VxE Df); 0<f(x)=<1.

Démontrer que la courbe (C) admet une asymptote dont on précisera son équation.
Déterminer une équation de la tangente (T') a la courbe (C) au point Q d’abscisse 0.

@ Démontrer que la fonction f est décroissante sur R*, puis donner son tableau de variations.

Montrer que I'équation f(x) = x admet une seule solution a dans ]0;1[

Montrer que (Vx €]0; 1[); If'(x)] < g -In(v2-1).
@ Tracer la courbe (C).

Uo €]0;1[

Partie B : On considere la suite numérique (u,) définie par :
(Vn € N); Un+1 = f(uy)

Montrer que (Vn € N); u, €]0;1[

Montrer que (Vne N);Iun+1 —al< (? —In(v2 - 1))|un —al.

En déduire que la suite (u,) est convergente et déterminer sa limite.
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EXERCICE 3.
On considere : La fonction de la variable réelle x telle que g(x) = —xe* + 1; les équations différen-
tielles (Ep) : y"+2y' —3y=0et(E): y"+2y -3y =—4e*-3.

Vérifier que pour tout xe R, g”(x) +2g'(x) —3g(x) = —4e* -3

Résoudre (Ep)

Soit h une fonction numérique de la variable réelle x deux fois dérivable.
@ Démontrer que h est solution de (E) si et seulement si h — g est solution de (Ep).
® En déduire les solutions de (E)

Déterminer la solution u de (E) vérifiant u(0) =0 et u'(0) = 4.
b4

Alaide d’'une intégration par parties, calculer: I = f 6 xsin(3x)dx
0

EXERCICE 4.
dt

2x
F(x) = —_—
Soit F la fonction définie sur R par : ) fx 1+ u?(t) telque u(x)=
F0)=0

sin(x)

Montrer que F est une fonction impaire.
@ Monter que : (VxER*+); 0<Fx)<x
® Endéduire que la fonction F est continue a droite en 0.

(@ Monter que: (Vxe[R*+)(5|Cx€ [x;2x]); F(x) _ 1+ulz(c )
X

® Endéduire que la fonction F est dérivable a droite en 0 en déterminant F 7,(0).

@ Montrer que la fonction F est dérivable sur ]0; +oo[ et que :

1+ uz(x)(l + sinz(x))

(Vxequu); F'(x)= (1+uz(x))(l+u2(x)c052(x))

® En déduire la monotonie de la fonction F sur [0;+oo], puis donner son tableau de varia-
tions sur R.

(@ Montrer que pour tout nombre ¢ strictement positif, on a :
r 1 1 1

< <let ——— <
1+12 7 1+ u2(t) 1+u2(r) ~ 2

@® Endéduire que pour tout nombre x strictement positif, on a :
1
x +arctan(x) —arctan(2x) < F(x)<x et 0<x—-F(x) < 2—
x

(© Calculer lim F(x)et lim F(x)-x.
X—+00 X—+00

@ Tracer soigneusement la courbe de F.
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EXERCICE 1.
fx) =e2X_2e¥+2sixeR™

fX)=1+xIn(Q1+x)sixeR**
On désigne par (C) la courbe représentative de la fonction f dans un repére orthonormal (O; 7; J).
@ Ftudier les branches infinies de (C).

@ Montrer que f est dérivable en 0 et f'(0) = 0.

(© Calculer f'(x) sur chacun des intervalles ] —oo; 0[ et ]0; +ool.

Partie A : Soit la fonction f définie sur R par: {

(d Dresser le tableau de variation de f.

Montrer que la partie de la courbe (C) correspondant a l'intervalle | — oo0;0] admet un unique
point d’inflexion I que I’on précisera.

(@ Montrer que I'équation f(x) = 2 admet dans ]0; +oco[ une solution unique a et que
l<a<2

® Tracerladroite (D): y =2 etla courbe (C).
Soit A un réel strictement négatif.

(@ Calculer I'aire A(A) du domaine du plan limité par la courbe (C) la droite D et les droites
d’équations x =1 et x =0.

@ Calculer lim A(A).
A——00

Partie B : Soit g la restriction de f al'intervalle ] —o0o;0] .

Montrer que g admet une fonction réciproque g~! définie sur un intervalle K que I'on précisera.
Tracer la courbe (C') de g7! dans le méme repeére (O, i, 7.

Sur quel intervalle g ! est-elle dérivable?

Montrer que pour tout x € [1,2[ona: g~ (x) =In(1 - vx - 1).

5
1 5In2
Montrer que :f4 g_l(x)dx = —: —A(-1In2)
1

1
Partie C : Soit I, =f x"In(x+1)dx tel que n € N*,
0

2 1 2

o X 1 . x
[1]@ Vérifier que pour tout x € [0;1] ona: —— = x— 1+ —— puis calculer | ——dx
x+1 x+1 0 x+1

1
@ En déduire que I; = 1

Calculer I'aire A du domaine du plan limité par la courbe (C) et les droites d’équation x =0,
x=lety=0.
In2

@ Montrer que pour toutneN*ona:0< I, < il
n

® Endéduire lim I,
n—-+oo
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EXERCICE 2.

_a3x

(Eo): y'—2y=0et(E): y’—2y:—2.
(1+ex)

Vérifier que g est une solution de I'équation (E).
Résoudre (Ep).

EXERCICE 3.

In2
U() = f ldx
Soit (Uy) la suite définie sur N par : 0

Calculer Uy et Up
—2Xx

2 Montrer que pour tout x € [0,In2] : ————— =
@ que p 0,In2]: ———

l_e—2x
:0<

Montrer que pour tout x € [0,In2 < —FF
® que p 0,In2}:0= ——

3

S —

5
3\n

(© Endéduire que pourtoutneN:0=<U, < (g) In2

@ Déterminer alors la limite de la suite (U,,) en +oo.

EXERCICE 4.

z
A tout complexe z # —1, on associe f(z) = 1=
—-iz

On note r le module de z + i et a un de ses arguments.

@

Exprimer f(z) en fonction de z + i.

Soit A(~i) .

(© Montrer que B € €; B € 2 puis construire € et 2.

Vne N*) U fan ( 1— e—2x
n ; Up= —
" 0 1+e2x

3x

On considere : La fonction de la variable réelle x telle que g(x) = 1
ex

1
® Résoudre alors I'équation (E) et donner la solution f telle que f(0) = -

; les équations différentielles

Soit f une fonction numérique de la variable réelle x deux fois dérivable.

(@ Démontrer que f est solution de (E) si et seulement si f — g est solution de (Ej).

2

)ndx

+—
1+e72¥

Trouver les coordonnées du point B d’affixe zj telle que f(z9) =1 +2i

® Donner une forme trigonométrique de f(z) — i en fonctionde r et a .

@ Trouver I'ensemble € des points M(z) tels que : ‘f(z) - i‘ =V2.

® Trouver 'ensemble @ des points M(z) tels que : arg(f(z) — i) = %[Zn] .
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EXERCICE 1.

2
x“+x+1
f(x)=(—2 )e‘% six>0
x

X .
fX)=—+In(x+1)si-1<x=<0
1+x

On désigne par (Cy) la courbe représentative de la fonction f dans un repere orthonormal (O; [
d’unité graphique 2 cm.
Partie A :

Soit la fonction f définie sur R par:

Démontrer que I'ensemble de définition de f est Dy =] — 1; +o0].

Etudier les branches infinies de (C ).

Etudier la continuité de f en 0.

Etudier la dérivabilité de f en 0 puis interpréter graphiquement vos résultats.
Calculer f’(x) sur chacun des intervalles ] — 1;0[ et ]0; +ool.

@ Dresser le tableau de variation de f.

Tracer (C f)

Partie B : Soit @ un nombre réel tel que a €] - 1;0[ .
0
Montrer que f In(x+1dx=-aln(a+1)+a-In(a+1)
a
En déduire I'aire A(a) du domaine du plan délimité par I'axe des abscisses, la courbe (Cy) et les

droites d’équations x = a et x = 0.
Calculer lim1 Aa)
x——1*

EXERCICE 2.

2x dt
On considere la fonction f : x — f —
x In(®)

Déterminer D le domaine de définition de f.

In(Z
Montrer que f est dérivable sur D et que f'(x) = L) puis déterminer les variations de
In(2x)In(x)

f

@ Démontrer que (Vxe 10; l[LJ]1;+oo[); L < ——.
2 In(2x) In(x)
@ Déterminer alors lim f(x); lim m et lim @
x—0* x—0" X X—+00 X

Soit g la fonction définie sur ]0;1] par: g(x) =2 —2x+In(x)
@ Etudier les variations de g et ses limites aux bornes de son domaine de définition
@ En déduire (Fa € ]0; L[]; g(a) =0 et que (Vx € [a;1]); In(x) =2x—2
2l) &

2x dt
@ Montrer que f(x) < f 1 .En déduire alors lim f(x)

X (1
=2

(@ dresser le tableau de variations de f puis donner I'allure de sa courbe représentative.
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PR. ABDELLAH AIT-CHEIKH

P

MATHEMATIQUES



»

MATHEMATIQUES

2SM-SIBM

PR. ABDELLAH AIT-CHEIKH

Niveau : 2SM-SIBM PAGE MATHSLY Pr. ABDELLAH AIT-CHEIKH

EXERCICE 3.
On considere I'équation différentielle (E) : y' = =2y + 2e — x , dans laquelle y désigne une fonction
inconnue de la variable x, dérivable sur I’ensemble des nombres réels.

(@ Soitla fonction u définie sur R par u(x) = 2e™".
Montrer que u est solution de I’équation (E).
® Résoudre I'équation différentielle (Eg) : y' = -2y
@ Démontrer que f est une solution de (E) si et seulement si f — u est une solution de (Ejp).
(d Endéduire les solutions de I'équation (E).
Soit g la solution de I'équation (E) vérifiant la condition initiale g(0) = 3
x

(@ Montrer que pour tout réel x parona g(x) = e 2¥ +2e7 %,

® Onnote (Cg) sa courbe représentative dans un repére orthonormé (O, i, f) voir annexe 1.
Montrer que g réalise une bijection de R sur un intervalle J a préciser.
Expliciter g’1 (x) pour xe J

© Tracer (C;") (dans I'annexe 1)
n
Soit la suite (u,) définie par: u; = Z g(k)
k=0
@ Calculer u, en fonction de n
® Montrer que (u,,) converge vers un réel que I'on précisera.

soit la fonction f définie sur ]0; +oo[ par: f(x) =In(v1+x—1).
On note (Cy) sa courbe représentative dans le repere orthonormé (O, i, j).

(@ Exprimer f(x) al’aide de g 1 (x).
@ Tracer (Cy) (dans! annexe 1).

In(2)
@ Calculer I = f g(x)dx. Interpréter graphiquement I.
0

® Soit Ale point de (Cy) d’abscisse 3.
5 N
Soit B le point de (Cy) d’abscisse 1 et H le projeté orthogonal de B sur I'axe (O, j).
Déterminer les coordonnées des points A, B et H.

(© Soit of I'aire du domaine 2 de plan limité par les segments [OA], [OH], [HB] et I'arc du
courbe (C ) d’extrémités A et B . Hachurer 2 (dans 'annexe 1) .
Exprimer </ al’aide de I. Calculer alors <.

3
En déduire la valeur de I' = n(vli+x—-1)dx
@ déduire lavaleurde I'= | In(v/ d
1



Niveau : 2SM-SIBM PAGE MATHSLY Pr. ABDELLAH AIT-CHEIKH

EXERCICE 4.
On considere dans I'ensemble C des nombres complexes le polynéme :

P(z)=z"—4Z28+172%-362+72

@ Vérifier que 3i est une solution de I'’équation (E) : P(z) =0
® Montrer que si zy est une solution alors son conjugué z, est aussi une solution
@ En déduire les solutions de I’équation (E)

@ Ecrire les solutions de (E) sous la forme exponentielle

® Montrer que le polynome P(z) peut s’écrire sous la forme d’un produit de deux polynémes
du second degré a coefficient réels

Dans le plan complexe rapporté a un repére orthonormé (O, u, v), on donne les points A,B,C
et D d’affixes respectives: 3i; —3i;2—2i et2+2i

@ Placerles points A,B,C et D
@® Montrer que ABCD est un trapéze isocele
Onpose t=za(—1+ iel?) avec O e ] - %,%

@ Ecrire ¢ sous forme exponentielle

® Déterminer 'ensemble des points M d’affixe ¢ lorsque 6 décrit ] -5

Annexe 1
A

(Cy)

Y
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EXERCICE 1.

Partie A :

Soit n un entier naturel tel que n > 1.

Soit la fonction g, définie sur ]0; +oo[ par : g,(x) = n(x+1) +In(x).

Etudier les variations de la fonction g,.
@ Montrer que I'équation g, (x) = 0 admet une et unique solution a, €]0; +ool.
® Vérifierque a, <e™"
En déduire le signe de g, (x) pour tout x €]0; +ool.
PartieB :
x( ln(x)) !
Soit la fonction f;, définie sur [0; +oo[ par: fnx) = —Tir
fO =0

@ Etudier la continuité de f a droite en 0.

six>0

® Etudier la dérivabilité de f a droite en 0. Interpréter graphiquement le résultat.
Calculer xEer fn(x).
(@ Montrer que f, est dérivable sur ]0; +ool, puis calculer f;,(x) pour tout x €]0; +ool.

® Déterminer le signe de f},(x) selon les valeurs de n puis dresser le tableau de variation de
f.
i _ e
Vérifier que f,(e) = 1te
Montrer que: (Vx € [1;e]); fr+1(x) — frn(x) 0.
Partie C:

On considere 'équation suivante : (Ey); fr(x) =

2(1+e)

Montrer que I'équation (E;) admet une solution unique u, € [1;€].

Vérifier que : (Vn =2); frr1(uy) <

2(1+e)’

Etudier la monotonie de la suite (u,,) et qu’elle est convergente (soit § sa limite).

l n
Montrer que (Vn =2); f,(u,) < M

1+p
,  B(n(B)"
On suppose que B € [1;e]. Calculer nLHPoo W

@ Déterminer la valeur de .
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EXERCICE 2.

Partie A :

- X + e—X
Soit g la fonction définie sur [0, +oo[ par g(x) = >

Montrer que g réalise une bijection de [0, +oo[ sur [1, +oo[

On note g~! la fonction réciproque de g

Montrer que g~} (v2) = —In(v2 - 1)
(@ Vérifier que pour tout x de [O, +oo[ , g X =vg2(x) -1

1
® Endéduire que g~! est dérivable sur |1, +oo| et que (g71) (x) = ——
[t ool etaue (67 0=
-1
Déterminer lim g
x—1* x—1
-1
Déterminer lim @et en déduire lim g
X—+00 X X—+00 X

Partie B :

X
/3 Fe) =f —dt sixe ]e‘@,+oo[
Soit F la fonction définie sur [e 2 +oo[ par: e2 t1/In(r) -2

F(e¥?)=In(v2-1)
On désigne par (C) sa courbe représentative dans un repere orthonormé (O, T, T)
Montrer que F est dérivable sur ]e‘/i, +oo[ et calculer F’ (x)

i)
V2

(@ Montrer que U est dérivable sur ]e‘fz, +oo[ etque U'(x) =

Soit U la fonction définie sur [e‘@, +oo[ par U(x) = gfl(

1
XV In?(x) —2

@ En déduire que pour tout x de [e‘fz, +oo[ ,F(®) = g_1 (h\l/(g)) +1n (\/5— 1)

Etudier la dérivabilité de de F a droite en e¥?2
Dresser le tableau de variation de F

Déterminer la nature de la branche infinie de (C)
@ Tracer une allure de (C)

EXERCICE 3.
. Yo T
On admet que: lim e ¥ duzﬁ.
X—+00 0 2
t

2
tzei(a) dttel que a > 0.

X 2 X
2ue Wduet J(x) =f

On pose pour tout x > 0: I(x) = f
0

0

ATl'aide d’'une intégration par changement de variable, donner pour tout x > 0, /(x) en fonction

X
de I(—

)

ATlaide d'une intégration par parties, montrer que :

X
VxeR*); I(x) :f e du—xe ™
0

xtze_(é)zdt: @va

En déduire que: lim
X—+00 0 4
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EXERCICE 4.
Soit dans C, I'équation (E) : 28— (2+3i)z°+ (4i—1)z+2—i=0.

@ Montrer que (E) admet une solution réelle que I'on précisera .
@ Résoudre, alors I'équation (E) .

Dans le plan complexe muni d’un repére orthonormé direct (O, %, v)on désigne par A, B et C
les points d’affixes respectives 1, i et 2+i. A tout point M d’affixe z on associe le point M’ d’affixe

1
Z' tels que z’ = — etzeC—{-1;0;1}
z

z+1
(@ Montrer que le triangle AMM' est rectangle en A si et seulement si —— € iR*

72
@ On pose z= e'? avec 0 €]0; [, donner la forme trigonométrique de ZZ2
(© Déduire les valeurs de 6 pour lesquelles le triangle AMM’ soit rectangle en A
Soit N le point d’affixe zy = 1+ i?z avecz #1 .

@ Montrer que N € €5, si et seulement si M appartient a la médiatrice de [AB]

® Montrer que (OM;ON) = % — (U:BM)[27]

(© Endéduire'’ensemble & des points M pour les quels O, M et N soient alignés

P
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EXERCICE 1.
Partie A :
.. . ., e'—-1-x .oe'—1-x
Calculer les limites suivantes: lim —— et lim ———
x—+ X x—+oo In(1 + x)
X (x_ t)2 ;

e‘dt

Pour tout nombre réel x, on pose : I(x) = f
0

(@ Montrer, sans calculer I(x), que :
3 3
X | x|
Vx=0;0=<I(x) < exE et Vx<0; [I(x)|=< e

2

N S . x
® Avaide de deux intégrations par parties, montrer que : I(x) =e*—1— x — >
ef—-1-x 1 ef—1-x 1
En déduire que : m ———=- et lim —— =—
© W™ 2 T2 % Dxmarn 2
on considere la fonction f définie sur R* par: f(x) = e*In(1 + x) — x.
Ftudier les variations de la fonction f et déduire que (Vx e R"); f(x)=0
(on admet que (VxeR); e* =1+ x)
et 1 ]
Partie B : Soit F la fonction définie sur R par : Fl = fo Edt S e ]0; +oo[
F(0)=0
ef-1-x ef—-1-x
Montrer que : (Vx€]0,+oo[); ——— = F(X) £ ———
X In(1+ x)
Montrer que F est continue et dérivable a droite en 0.
L , fx)
Montrer que F est dérivable sur ]0, +ool et que (Vx €]0, +o0l); F'(x) = ————
xIn(1 + x)

Calculer xlirp F(x) et dresser le tableau de variations de F.
—+00

Etudier la branche infinie de la courbe de la fonction F au voisinage de +oo.

EXERCICE 2.
Soit n un entier naturel non nul, et f,; une fonction numérique définie sur R par :
2 X"

fn(x):—1+x+x—+---+—
2 n

Montrer que pour n > 2, il existe un unique réel a, dans l'intervalle ]0,1[ tel que : f,(a;,) =0

Montrer que la suite (a,);>2 est strictement décroissante puis déduire qu’elle est convergente.

(onpose: ¥ = nHIPooan)

1 t"
E6) Vériﬁerquepourtoutt;élona:1+t+t2+---+t”‘1:ﬁ—1 "
2 n o
a a t
® Déduireque:an+—"+---+—"=—ln(1—0¢n)—f dt.
2 n 1-
0
ay tn
@ Montrer que: 1+In(1-a,)=—- [ N tdt.
01—
an
n 1
@ Montrerque:(Vn}Z);ng dt < . En déduire la limite ¢.
1-t (n+ 1D -ay)

P
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EXERCICE 3.
Le plan est rapporté au repere orthonormé direct (O, i, D).

1
On considere dans C I'équation (E) : —z2+(1-3))z—-4m=0tel que meC*.
m
(@ Déterminer les racines carrées du nombre 8 — 6
z
® Déterminer en fonction de m, z et z, solutions de I'équation (E) tel que : Re(al) <0

@ Calculer en fonction de arg(m), argz;, argzy.

On considere les points M;, M,, M et D d’affixes respectives z;, 22, m et 1 +3i.
@ Montrer que OM; M, est rectangle en O.
® Montrer que si arg(z; + z2) = 0[n], donc les points O, M et D sont alignés.

@ Déterminer 'ensemble des points M tel que arg(z; + z) = 0[]
i1
Le point M estI'image de M, par la rotation de centre O et d’angle 2

/4
Et M, estl'image de M, par la rotation de centre O et d’angle —5

Montrer que M, ; M, ; M; ; M, sont cocycliques.

EXERCICE 4.

Le plan P est rapporté au repeére orthonormé direct (O, ii, U) [unité graphique : 4 cm].

On considere les trois nombres complexes non nuls deux a deux distincts a, b et ¢ tels que

lal = bl = |cl.

On désigne par Al'image de a dans P, par B celle de b et par C celle de c. On note H le point d’affixe
a+b+c.

Soit w = bc — bc.
(@ Démontrer que w est un imaginaire pur.

+c .
le sont aussi.

@ En déduire que (b + ¢) (E— C) et Z

(@ Exprimer en fonction de a, b et c, les affixes des vecteurs AH et CB.
@ En déduire que (AH) est une hauteur du tringle ABC.
(© Justifier que H est!'orthocentre du tringle ABC.

Dans cette question, a = V3+i; b=-1+iV3;c= —V2-iV2.
Faire la figure et placer H.

EXERCICE 5.
Soit a € C* tel que |a| # 1.

On considere la fonction f de la variable complexe z définie par: f(z) = 1=z’
-az

Déterminer D¢ le domaine de définition de f.
Montrer que f est injective sur Dy.

Z'+a

1+az"

Montrer que ‘f(z)‘ =lojzl=1

Montrer que f(2) =2’ © z=

1
Déterminer I'ensemble des point M d’affixe z vérifiant : ) f (z)| = al
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EXERCICE 1.

Sur le graphique ci-contre, on a tracé, dans

un repere orthonormé, la courbe € repré- 4 Cr
sentative de la fonction f définie et déri-

vable sur R, et la droite (AB) tangente a la 3

courbe ren A(0;1).

Le point B a pour coordonnées (—1;—1). 2

2SM-SIBM

Y

Partie A
En utilisant les données de I’énoncé, déterminer la valeur des réels a et b tels que :

(Vx eR); f(x):ax+b+e—);

Partie B X
Pour la suite, on admet que f(x) =x+1+ — pour tout réel x.
e

Soit g la fonction définie et dérivable sur I'ensemble R par
gx)=1-x+e".

Dresser, en le justifiant, le tableau donnant les variations de la fonction g sur R.
Calculer les limites de g aux bornes de son ensemble de définition.

En déduire le signe de g(x).

Déterminer la limite de f en —oo puis la limite de f en +oo.

PR. ABDELLAH AIT-CHEIKH

On appelle f'la dérivée de la fonction f sur R. Démontrer que, pour tout réel x,
[l =e"gx).

En déduire le tableau de variation de la fonction f sur R.

@ Démontrer que I'équation f(x) = 0 admet une unique solution réelle « sur R.
Donner un encadrement de a d’amplitude 1072,

Soit 2 la droite d’équation y = x + 1.

@ Montrer qu’il existe une unique tangente a la courbe 6, paralléle a 2, en un point E dont
on précisera les coordonnées.

® Ftudier la position relative de la courbe € et de la droite 2.
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EXERCICE 2.

Soit f la fonction définie sur I'intervalle [0, %[ par: f(x) = Toend

1 e T . , L.
Montrer que f réalise une bijection de [0, Z[ sur un intervalle J que 'on précisera .

On désigne par g sa fonction réciproque .Construire dans le méme repere orthonormé (O, i, j),
les courbes € et € .

Montrer que g est dérivable sur l'intervalle [1,+oo[ et que g'(x) = ——— .
2x2-2x+1

T
(@ Montrer que pour tout n € N ,I'équation f(x) = n admet dans [0, Z[ une solution unique
an .

® Montrer que la suite (a,,) est croissante .

@ En déduire que (a,) est convergente et calculer sa limite .

EXERCICE 3.

Partie I : . .
- Calculer les intégrales suivantes :

fimdx

o 2+cos(x)

2 1
2 —— dx.
/0 x+2)vx+1 *
Partie II

On considere la fonction F définie sur R* par:

x+1 et
F(x):f dt
x r+1

. e
Montrer que ma fonction f: ¢t — 1

est strictement croissante sur [0; +oo].

Monter que la fonction F est dérivable sur [0; +oo|, puis déterminer F’(x) pour tout réel x de
[0; +o0l.

Montrer que (Vx € [0; +oo[); f(x) < F(x).

P
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EXERCICE 4.

On note C 'ensemble des nombres complexes.

Le plan complexe est muni d'un repére orthonormé direct (O; U, 7).0n prendra comme unité 2 cm
sur chaque axe. Le graphique sera fait sur une feuille de papier millimétré et complété au fur et a
mesure des questions.

On considere la fonction f qui a tout nombre complexe z associe

f(2) =z2+2z+9.

Calculer 'image de —1 +iv/3 par la fonction f.

Résoudre dans C I'équation f(z) =5.
Ecrire sous forme exponentielle les solutions de cette équation.
Construire alors sur le graphique, a la regle et au compas, les points A et B dont I’affixe est solu-
tion de I'équation (A étant le point dont I’affixe a une partie imaginaire positive). On laissera les
traits de construction apparents.

Soit A un nombre réel. On consideére I'équation f(z) = A d'inconnue z.
Déterminer 'ensemble des valeurs de A pour lesquelles 'équation f(z) = A admet deux solu-
tions complexes conjuguées.

Soit (F) 'ensemble des points du plan complexe dont I'affixe z vérifie
|f(z)—8]=3.

Prouver que (F) est le cercle de centre Q d’affixe —1 et de rayon V3.
Tracer (F) sur le graphique.

Soit z un nombre complexe, tel que z = x +iy ol x et y sont des nombres réels.

@ Montrer que la forme algébrique de f(z) est
x? —y2 +2x+9+i2xy+2y).

@ On note (E) 'ensemble des points du plan complexe dont l'affixe z est telle que f(z) soit
un nombre réel.
Montrer que (E) est la réunion de deux droites D; et D, dont on précisera les équations.
Compléter le graphique en tracant ces droites.

@ Déterminer les coordonnées des points d’intersection des ensembles (E) et (F).
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EXERCICE 1.

Soit f la fonction définie sur ]0 ; +oo[ par:

1
fx) —ln(1+;)—x.

(@ Déterminer les limites de la fonction f en 0 et en +oo.
® Montrer que la fonction f est strictement décroissante sur ]0 ; +ool.
(© Montrer qu'il existe un unique réel @ appartenant a 10 ; +oof tel que f(a) = 0.
Déterminer une valeur approchée de a a 1073 pres.
Soit g la fonction définie sur ]0; +oo[ par: g(x) =1ln (1 + i)

La suite (uy) ,en €st définie par ugp = 1,5 et pour tout entier naturel » :

1
Ups1 = 8 (Uy) = ln(l + —)
Up

On a représenté ci-dessous la courbe % représentative de la fonction g et la droite d’équation
y=X.

@ Construire sur I'axe des abscisses, en laissant les traits de construction apparents, les cingq
premiers termes de la suite () ,en

® Legraphique permet-il d’émettre les conjectures suivantes? (Aucune justification n’est de-
mandée).

¢ Conjecture n° 1 : «la suite (u,,) ,en €St MONOtone. »
¢ Conjecture n°2 : «la suite (1) ,en €St minorée par 0,5. »
¢ Conjecture n° 3 : «la suite (¢4,,) ,en cOnverge vers 1. »

(© Onadmet que la suite (i) ,ey €St convergente vers une limite ¢ strictement positive.

Montrer que ¢ = a.
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EXERCICE 2.
On considere I'équation différentielle

® : y-y==

et on cherche I'ensemble des solutions de cette équation définies sur ]0 ; +ool.
ex

(@ Démontrer que la fonction u définie sur |0 ; +oo[ par u(x) = — est solution de (E).
x

@ Démontrer qu'une fonction v définie sur ]0 ; +oo[ est solution de (E) si et seulement si la
fonction v — u, définie sur ]0 ; +ool, est solution de I'’équation différentielle y — y' = 0.

@ En déduire toutes les solutions définies sur ]0 ; +oo[ de I'équation (E).

Pour tout réel k négatif ou nul, on considére la fonction f; définie sur ]0; +oo[ par :

kx+1

er.

fiex) =

Déterminer les limites de fi en 0.
kx+1

Déterminer, selon les valeurs de k, liIP . En déduire la limite de fi en +oo.
X—

Calculer f]é(x) pour tout réel x de 'intervalle 10 ; +ool.

®@e © ®

Déterminer le nombre de solutions sur ]0 ; +oo[ de I’équation fi(x) = 0.

On note 6 la courbe représentative de la fonction fi, dans un repére orthonormal (O; i,J )
On a tracé sur le graphique ci-dessous les courbes 6-1, 6-0,25, €-0,15 €t 6o.
En utilisant la deuxieme question, reconnaitre chaque courbe (les réponses doivent étre justi-
fiées).

1
Cédurbe a

1

w
an)

o
D

.
n)
Lo
\

uin
[«n)
S
&
ja
o
C
T

€

Couﬂ\e d \\ .
\ .
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EXERCICE 3.
Le plan complexe est rapporté a un repére orthonormé direct (O, i, V).

(@ Résoudre dans C I'équation E : -3¢l z+2e' 1 =0,

@ Soient A et B les points d’affixes respectives les solutions de E telles que :
|zg| > |z4l| . Montrer que A est le milieu de [OB] .

b4 7
On considere les nombres complexes : z; = \/2 -2+ i\/2 +V2 et Zp =sin 3 +1icos 3

@  Ecrire sous sa forme algébrique z2.

2SM-SIBM

® Endéduire la forme trigonométrique de z3.

@ Ecrire z, sous sa forme trigonomeétrique. Etablir I'égalité : zf = 4z§

b4
® En déduire sin 3

EXERCICE 4.
Partie I : Question de cours

Enoncer le théoréeme de Bézout et le théoréeme de Gauss.

Démontrer le théoreme de Gauss en utilisant le théoreme de Bézout.

Il s’agit de résoudre dans Z le systeme

n 13 (19)
5) {n = 6 (12

Démontrer qu’il existe un couple (u ; v) d’entiers relatifs tel que: 19u +12v =1.
(On ne demande pas dans cette question de donner un exemple d'un tel couple).
Vérifier que, pour un tel couple, le nombre N =13 x 12v + 6 x 19u est une solution de (S).

@ Soit np une solution de (S), vérifier que le systeme (S) équivaut a

{n = nyg (19

PR. ABDELLAH AIT-CHEIKH

n = ny (12)
= 19
émontrer que le systeme n o (19) équivautan=ny (12x19).
® D le sy:
n ng (12)

(onrappelleque a=b (c) sietseulementsi cdivise a—b.)

@ Trouver un couple (u ; v) solution de I'équation 19u + 12v = 1 et calculer la valeur de N
correspondante.

® Déterminer I'ensemble des solutions de (S) (on pourra utiliser la question 2. b.).

Un entier naturel n est tel que lorsqu’on le divise par 12 le reste est 6 et lorsqu’on le divise par 19
le reste est 13.

On divise n par 228 = 12 x 19. Quel est le reste r de cette division?
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EXERCICE 1.
On considere les fonctions f et g définies sur R par :

X

1 1
fx) = zxz -x+xe " et gx)= Exz - X.

On désigne par € et 6 les courbes représentatives des fonctions f et g dans un repére orthonor-
mal (O; 7, 7) (unités graphiques : 2 cm).
Partie A

(@ Déterminer lalimite de f en +oo
® Montrer que pour tout réel x, f(x) = xe ™ (3xe* —e* +1),
en déduire la limite de f en —oo.
Soit & la fonction définie sur R par h(x) = f(x) — g(x).
(@ Déterminer la limite de h en +oo. Interpréter graphiquement ce résultat pour les courbes
(ff et ng.
® Etudier le signe de h(x) pour tout x € R, en déduire les positions relatives de Cr et .
Partie B

(@ Apres avoir justifié la dérivabilité de la fonction f, déterminer f(x).

@ Montrer que pour tout réel x, f'(x) = (x—1)(1 —e™ ). Etudier le signe de f’(x) pour tout
xeR.

(© Dresser le tableau de variation complet de f.

Dresser le tableau de variation complet de g.
Tracer les courbes ‘Kf et %g dans le repere orthonormal (O; ?, 7) (unités graphiques : 2 cm).

EXERCICE 2.

On se propose dans cet exercice de calculer: A= f ’ sin(x) In (sin(x))dx .

3
2

Soit la fonction f définie sur]—1;1[ par: f(x) = Tk
-X

(@ Déterminer les réels a, b et c tels que pour tout x€] —1;1[, ona:

b c
fW=ary+ %

® Endéduire la primitive F de f sur]—1;1[ qui s’annule en 0.

Soit G la fonction définie sur [g, g] par G(x) = F(cos(x)) .

.. T T
(@ Montrer que G est dérivable sur [g, 5] et que pour tout x € [g, E] ,ona:

G = 20
sin(x)

b4
7 cos?(x)

® Endéduire la valeur de f

z sin(x)
Calculer A .
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EXERCICE 3.
Le but de cet exercice est de démontrer 'existence d'une unique fonction f dérivable sur R vérifiant

la condition :
© { f(=x)f'(x) =1 pour tout nombre réel x,

f) = -4
(ou f' désigne la fonction dérivée de la fonction f) et de déterminer cette fonction.

On suppose qu'il existe une fonction f satisfaisant la condition (C) et on considére alors la fonc-
tion g définie sur R par g(x) = f(—x) f (x).

(@ Démontrer que la fonction f ne s’annule pas sur R.
® Déterminer g’ la fonction dérivée de la fonction g. En déduire que g est constante.

(© Montrer que pour tout nombre réel x, f(—x) f(x) = 16.

1
(d Soit I'équation différentielle (E) y' = 6 y. Montrer que la fonction f est une solution de
cette équation et qu’elle vérifie f(0) = —4.
Question de cours

@ On sait que la fonction x — eis est solution de I'équation différentielle (E). Démontrer
alors que I'ensemble des solutions de I'équation (E) est 'ensemble des fonctions, définies
sur R, de la forme x — Ke1s, ou K est un nombre réel quelconque.

® Démontrer qu'il existe une unique solution de I'équation différentielle (E) prenant la va-
leur —4 en 0.

Déduire des questions précédentes qu'’il existe une seule fonction dérivable sur R satisfaisant la
condition (C) et préciser quelle est cette fonction.

EXERCICE 4.
On considere la suite des nombres complexes (z,,) définie pour tout entier naturel n par

B 1+i
-

Zn

On se place dans le plan complexe d’origine O.

Pour tout entier naturel n, on note A, le point d’affixe z;,.

Zn+4 .
est réel.

(@ Démontrer que, pour tout entier naturel n,
Zn

@ Démontrer alors que, pour tout entier naturel 7, les points O, A,, et A4 sont alignés.

@ Donner la forme exponentielle des nombres complexes 1 +iet 1 —i.

@® En déduire la forme exponentielle du nombre z,,.

(© Pour quelles valeurs de n le nombre z,, est-il réel?

P
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EXERCICE 5.
Le plan complexe est muni d’un repére orthonormé (O; u, v).
On considere la fonction f qui a tout nombre complexe z associe : f(z) = Z2+2z+9

Calculer I'image de —1 +iv/3 par la fonction f.

Résoudre dans C, I'équation f(z) = 5.
Ecrire sous forme exponentielle les solutions de cette équation.
Construire a la regle et au compas, les points A et B dont I’affixe est solution de I'’équation
(A étant le point dont I'affixe a une partie imaginaire positive). Laisser les traits de construction
apparents.

Soit (F) 'ensemble des points du plan complexe dont I'affixe z vérifie
|f(2)—8]=3.

Prouver que (F) est le cercle de centre Q(—1; 0) et de rayon v/3; tracer (F).
Soit z un nombre complexe, tel que z = x+iy ol x et y sont des nombres réels.

(@ Montrer que la forme algébrique de f(z) est
x% - y2 +2x+9+i2xy+2y).

@® On note (E) 'ensemble des points du plan complexe dont I'affixe z est telle que f(z) soit
un nombre réel.
Montrer que (E) est la réunion de deux droites D; et D, dont on précisera les équations.
Compléter le graphique en tracant ces droites.

Déterminer les coordonnées des points d’intersection des ensembles (E) et (F).

EXERCICE 6.
@ Montrer que pour tout n €N, 23" — 1 est un multiple de 7.
@® Endéduire que pour tout n € N, 237+ —2 et 2372 _ 4 sont divisibles par 7.
Déterminer les restes de la division euclidienne des puissances de 2, par 7.
p étant un entier naturel. On pose : A, = 2P + 227 + 237,
@ sip=3n,quelestlereste de la division de A, par 7?
® Démontrer quesi p =3n+1 alors Ap estun multiple de 7.

@ Pour p =3n+2, Ay est-il divisible par 7? dans ce cas,quel est le reste de la division de A,

par7
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EXERCICE 1.
Partie A : On considere la fonction f définie sur [0;7] par: f(x) = S,
On désigne par 6y la courbe représentative de la fonction f e dans un repere orthonormal (O; i,j )

(@ Déterminer la dérivée f’ et dresser le tableau de variation de f sur [0,7].
] b2 s
® Montrer que la droite (A): x = > est un axe de symétrie a 6.

(© Soit (T) la tangente a 6 au point d’abscisse 0.
Justifier que (7T) a pour équation y = x + 1.

Soit la fonction g définie sur [0;1] par g(x) = e*vV1—x2 —1.
@ Etablir le tableau de variations de la fonction g.
® Justifier que I'équation g(x) = 0 admet dans I'intervalle ]0, 1[ une solution unique a.
@ En déduire le signe de g(x) dans [0, 1].
On se propose de déterminer la position relative de ¢’ et de sa tangente (T) au point d’abscisse
0 sur [O, g]

Soit la fonction h définie sur [0, g] par h(x) = eS"™ — (x 4+ 1).

@ Vérifier que pour tout x € [0, g] ; W (x) = g(sin(x)).

@ Montrer qu'il existe un unique réel § dans [0, g] tel que sin(f) = a.

(© Déterminer alors 'image par la fonction sinus de chacun des intervalles [0, 8] et [ B, g] .
(d Dresser le tableau de variation de h.

(© Endéduire que pour tout x de [0, g] ; f(x) = x+1. Que peut-on déduire?

Partie B
@ Montrer que pour tout x = 0; sin(x) < x.

b4
@ Déduire alors que pour tout réel x € [0, EJ' fx) e

@ Tracer, dans le méme repére, la courbe de la fonction x — e*; la droite (T) et la courbe %f.

b4
1 z
@ Montrerque:f f(x)dee—letf2 f(x)dee(g—l)
0 1

Soit A l’aire de la partie du plan limitée par la courbe %, 'axe (O, ?) et les droites d’équa-
p p p f q

tions x =0et x = 7.
2

b2
Montrer que : Z+nsAsen—2.
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EXERCICE 2.

Soit f la fonction définie sur [0; % [ par: f(x) = 1—tan(x)

@ Etudier les variations de f

@ Construire la courbe %fdans un repére orthonormé direct (O; i,J )

par g sa fonction réciproque.
@ Etudier la dérivabilité de g sur J.

1
Montrer que : ! X) = ——pourtoutxe J.
® que:g'(0)=om———p J

2x+
Construire ¥ydans le méme repére que celui de €.
g f
2x-1
2x-2
x
h(x) = g(

Soit & la fonction définie sur [1;+oo[ par : 72X 2)
h(l)=—
4

>1

Vérifier que pour tout x €]1;+oco[on a:

;8ix > 1

@ Montrer que h est continue en 1.

® Montrer que & est dérivable sur ]1; +oo[ et que pour tout réel : x>1ona:

h(x)=-g'(x)

(© Endéduire que pour toutréel: x >1ona: h(x)+g(x) = %

1 k=n
@ Soit (Uy) la suite réelle définie sur N* par: U, = 1 Z h(n+k)
n+li=o

@ Montrer que pour tout n € N* : h(2n) < Uy, < h(n)
® Endéduire: lim U,
n—+oo

EXERCICE 3.
On considere dans Z x Z ’équation (E) : 47x+53y =1

(@ Vérifier que (—9;8) est une solution de (E).

@ Résoudre I'équation (E).

(© Déterminer I'ensemble des inverses de 47 modulo 53.

(@ Endéduire que 44 est le plus petit inverse positif de 47 modulo 53.
@ Justifier que 45°% = 1[53]

® Déterminer alors le reste de 45'% modulo 53.

k=105
[3] Soit N=1+45+45%+---+45!% = Y~ 45F.
k=0

(@ Montrer que: 44N = 10[53] .
® Endéduire le reste de N modulo 53.

(@ Montrer que Gjest 'image de %, gpar une transformation que I'on précisera.

/4
Montrer que f réalise une bijection de [O; Z[ sur un intervalle J que I'on précisera. On désigne
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EXERCICE 4.
On considere la fonction f qui a tout nombre complexe z associe :

f(2)=28—(3+2V3)Z22+ (7+4V3)z— (5+2V3)

@ Vérifier que f(z) = (z—1)Q(z), en déterminant Q(z)
® Résoudre dans C I'équation f(z) = 0.

Le plan complexe (P) est muni d'un repere orthonormé (O; u,7v).
Soient A, B et C trois points d’affixes respectives z4 =1; zg =1+v3—ietzc=1+v3+1i.

. s 2C—RA
(@ Donner la forme trigonométrique du nombre

ABC.

, puis déduire la nature du triangle
ZB — %A

® Montrer que les points A, B et C appartiennent au cercle ({) dont on déterminera le centre
w etlerayonr.

@ Calculer cos(0) tel que : 8 = (ﬂ, ﬁ).
(@ Endéduire 'angle de la rotation R de centre w tel que R(A) = B.

Soit (E) 'ensemble des points M(z) du plan (P) tel que : “c~
ZA— X2

@ Montrer que M € (E) & MA? - MB? =0, en déduire que C € (E).

@ Déterminer une équation cartésienne de (E).

On considere I'application T qui transforme M(z) en M'(Z') tel que :
3 V3

N I e} I
5 V3 ) ( 5 ) i

(@ Montrer que T = Ro t tel que ¢ est une transformation a déterminer.

® Déterminer (E') I'image de (E) par la rotation R.
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EXERCICE 1.

Soit la fonction h définie sur R* par: h(x) =e* —xe*-1.
(@ Dresser le tableau de variation de I .
® Endéduire que (Vxe€R"); h(x) <0.

Soit la fonction g définie sur R* par: g(x) =x+2—e*.
(@ Dresser le tableau de variation de g .

® Montrer que I'équation g(x) = 0, admet une solution unique a dans R* et que

l,Ll1<a<l1,2.
(© Endéduire le signe de g(x) .
X
-1
Soit f la fonction définie sur R* par f(x) = © .
xe*+1
X
@ Montrer que pour tout x >0, f'(x) = L(x)z .
(xe*+1)

Dresser le tableau de variation de f.

1
Montrer que f(a) = ——.
que f(@) a+1

En déduire un encadrement de f(a) .

Déterminer une équation de la tangente (T) a la courbe %fde au point d’abscisse 0 .
(x+1).h(x)

T xer+1

]

Montrer que (Vx € R); f(x)—x

En déduire la position de €ret (T) .

Tracer So”fet (T) dans un repére orthonormé (0;7, j )tel que ||?|| = ||f|| =4cm.

X

® ©©0 ©® @ @ ©

(<]

1
Montrer que (Vx € R*); f(x)—x= En déduire une primitive F de f .
X

e™x’
® Calculer en cm? l'aire de la partie du plan limitée par €, (T) et les droites d’équations
x=0etx=1.

n+l1
@ Pour tout entier naturel 7, on pose V,, = f fx)dx.
n

(@ Calculer Vp et V.

n+1
@ Montrer que (Vn =2); f(n+1) S[ fx)dx< f(n).

@ En déduire que la suite (V};) est convergente et calculer sa limite .
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EXERCICE 2.
Partie A On considere I'équation différentielle suivante: y' + y—1=0, (E).

Résoudre I'équation (E).
Déterminer la solution particuliére i de I’équation (E) tel que h(0) = 2.
Ftudier les variations de la fonction h.

Partie B Soit f la fonction définie sur Rpar: f(x) =In(1+e7%).
Soit €rla courbe représentative de la fonction f dans un repere orthonormé (O; i, j).

Vérifier que f =Inoh.

En déduire le sens de variation de la fonction f sur R

Calculer | |lim f(x), puis établir le tableau de variation de f.
X|—+00

Montrer que pour tout xe Rona: f(x) =In(e*+1) - x
Calculer lim (f(x)+ x) et interpréter le résultat géométriquement.
X——00

IE' Calculer f(-1n4), f(0), f(In2) puis Construire la courbe %.

Partie C Soit g la fonction définie sur R par :

g(x):ln( ¢ )
e*+1

Montrer que pour tout xe Ron a: f(x) + g(x) =0.

Tracer la courbe ¢, de la fonction g dans le méme repere (O; 7, 7)

EXERCICE 3.
On considere 'équation (E):8x+5y =6

@ Montrer que (2; —2) est une solution de (E)
® Résoudre dans Z I'équation (E)
Soit (x; y) une solutionde (E) etd =xAy
@ Quelles sont les valeurs possibles de d?
® Déterminer les couples (x; y) solutions de (E) pour lesquels d = 3

n=2[5]
n=-2[8]

Montrer que 7 est une solution de (E) si et seulement si n = 22[40]

On considére le systéme (S) : { ol n est un entier naturel.

Etudier suivant les valeurs de I’entier naturel 7 (n =3) , le reste modulo 40 de 22"

Déterminer le reste modulo 5 de 2022 et le reste modulo 8 de 2022

En déduire que l'entier ((2022)2°17 — 32) est divisible par 40

©@eee®
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EXERCICE 4.

Résoudre dans I'équation : (1+i)z2—2z+1-i=0.

Soit m un nombre complexe de module v2 .
Résoudre dans I'équation : E: mz> —2z+m =0.

Dans toute la suite on prend m = e'® oll a est un réel .

(@ Montrer que les racines z' et z" de 'équation E s'écrivent :

Zl: ei(%—a) et Z" — e—i(%ﬂx)
® Dansle plan complexe rapporté a un repére orthonormé (0, i, 7).
On désigne par M’ et M" les points d’affixes respectives z’ et z" et par M le point d’affixe
Z'+7. ’
z —_— _—
Montrer que — = i. En déduire que les vecteurs OM’ et OM" sont orthogonaux.
z

(© Montrer que le quadrilatere OM'MM" est un carré.

EXERCICE 5.

Une roue est divisée en douze secteurs identiques : trois rouges, quatre blancs, quatre verts et un
noir. Quand on fait tourner la roue, chaque secteur ala méme probabilité d’étre pointé par un index
fixe lorsque la roue s’arréte.

Imad tourne la roue une fois. Déterminer les probabilités des événements suivants :
— A: " l'index pointe sur un secteur noir";
— B: "l'index pointe sur un rouge ou un blanc".

On adopte la régle suivante : lors d'une partie, le joueur marque 10 points si I'index pointe sur
un secteur noir; 5 points sur un rouge; 1 point sur un vert et (—3) points sur un blanc.
Walid joue trois parties successives d'une maniéere indépendante. Déterminer les probabilités
des événements :

— C: " Walid totalise 25 points";

— D : " Walid totalise au moins 21 points ".
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EXERCICE 1.
Pour tout 7 de N* — {1}, on considere la fonction numérique f;, définie sur ]0; +oo[ par :

l1+nlnx

fn(x) = 2

et soit (%)) sa courbe représentative dans un repére orthonormé (O, , j).

Calculer les limites xlirp fn(x) et lin}) [fn(x), puis interpréter graphiquement les résultats obte-

x>0
nus.

(@ Calculer f;(x), Vx €]0; +ool, puis vérifier que f;(w,) =0, tel que : w, = e
@® Dresser le tableau de variations de f},.
(© Montrer que la fonction f,, admet une valeur maximale au point w,, = e
Etudier la position relative des deux courbes (%) et (€11).

Tracer dans le méme repére les deux courbes (%2) et (43).

Vérifier que w, > 1 et que f,(wy) > 1.

Montrer que I'équation f;(x) = 1 admet une solution unique a, dans l'intervalle ]1; +oo[ et que
Ay > Wy,

On suppose que : n > 3.

Montrer que (@) ;>3 est croissante.

1 1
@ Montrerquelnan>z—— (Vn>=3).
n

® Déduire que: a, > \/g (Vn = 3), puis déduire que la suite (a,) est divergente.

Partie II1

On considere la suite numérique (u,) ,>» et la fonction F définies par :

X e
(Vx €]0; +o00)); F(x):f%dt et un=ffn(x)dx
1 1

L XInt
@ ATlaide de I'intégration par parties, calculer I(x) = f 761 t pour tout x de [1; +ool.
1

n
® Calculerle produit P, en fonction de n. tel que : P, = [] e%.
k=2

Ftudier les variations de la fonction F.

(@ Vérifier que : (Vx €]0; +oo[) 11 < L
x x+1  x?

xIn¢
® Montrer que: (Vx> 1) ogfant—F(x) <I(%).
1

F
(© Endéduirelalimite lim Ll
X

—+oo [n? x
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EXERCICE 2.
Soit la fonction f définie sur R par: f(x) = e™*(cos x +sin x).

/4
(@ Exprimer sin (x + Z) en fonction de sin x et cos x.
7
En déduire que, pour tout nombre réel x, ona: f(x) = v2e *sin (x + Z)

@ Résoudre dans R I'équation f(x) =0.
(© Justifier que la limite de f en +oo est 0.
On désigne par f'la fonction dérivée de f sur R.

(@ Démontrer que, pour tout nombre réel x, f'(x) = —2e™*sinx.
@ Résoudre dans R I'équation f’(x) = 0.

. 7
Etudier le signe de f’(x) sur I'intervalle I et dresser le tableau de variation de f sur[—%; TH]

EXERCICE 3.

Le plan P est rapporté au repere orthonormé direct (O, ii, U) [unité graphique : 1 cm].
On désigne par A, B et C les points d’affixes respectives zy =2 —3i; zg = i et zc =6 — 1.
On réalisera une figure que 'on complétera au fur et a mesure des questions.

Calculer 222
ZC — ZA

En déduire la nature du triangle ABC.

Partie I
- On considere 'application f qui, a tout point M d’affixe z distincte de i, associe le point
M’ d’affixe z' telle que :

. i(z—2+30)
7 =—7])"
z—1i
Soit D le point d’affixe zp = 1 — i. Déterminer 'affixe du point D’ image du point D par f.
(@ Montrer qu'il existe un unique point, noté E, dont I'image par I'application f est le point
d’affixe 2i.

® Démontrer que E est un point de la droite (AB).
AM
Démontrer que, pour tout point M distinct du point B, OM’ = M’

Démontrer que, pour tout point M distinct du point A et du point B, on a I'égalité :
— _’/ —_— ——— VA . .
(u, OM) = (BM, AM) + ) a2m pres.

Démontrer que si le point M appartient a la médiatrice du segment [AB] alors le point M’ appar-
tient a un cercle dont on précisera le centre et le rayon.

@ Démontrer que si le point M’ appartient a I'axe des imaginaires purs, privé du point B, alors le
point M appartient a la droite (AB).

2SM-SIBM

PR. ABDELLAH AIT-CHEIKH

P

MATHEMATIQUES



»

MATHEMATIQUES

2SM-SIBM

PR. ABDELLAH AIT-CHEIKH

Niveau : 2SM-SIBM PAGE MATHSLY Pr. ABDELLAH AIT-CHEIKH

EXERCICE 4.
On rappelle que: (R, +,-) et (M, (R), +, x) deux anneaux.

1
On considere 'ensemble E =R - 3l Pour toutaet bde Eonpose:axb=a+b—-3ab

Montrer que * est une loi de composition interne dans E.
Montrer que (E, *) est un groupe commutatif.
Onpose:VneN*a™ =axax---xa

—_———

nfois

1 1
Montrer que a™” = 3- 5(1 -3a)"

Pour tout a de R on considere la matrice :

1-2a a a
M(a) = a 1-2a a
a a 1-2a

@ Montrer que : M(a) x M(b) = M(a * b)

@ On considere 'ensemble : G = {M(a)/a € E} et ¢ une application définie par :

9:E — G
a — M(a)

Montrer que ¢ est un morphisme bijectif de (E, *) vers (G, x).

(© Déduire la structure de (G, x), puis déterminer M ~1(a) le symétrique de M(a).

(d Déterminer la matrice M"(a) pour tout 7 de N*.

EXERCICE 5 (Les deux parties sont indépendantes).

En utilisant le théoréme de Fermat. Montrer que 38 =1[13] et 3*8 = 1[7].
Déduire que : 91/3%8 —1

On considere dans 72 I'équation: (E):23x—-48y =1
@ Montrer que I'équation (E) admet au moins une solution dans Z?.

® Enutilisant'algorithme d’Euclide, déterminer la solution particuliére (xg, y) de 'équation

(E).
@ Montrer que : {(23 +48k ; 11 +23k) ; k € Z} est'ensemble de solution de I'équation (E).
On considere dans Z le systéeme (S) définit par : (S) : { Z i gig}

On pose : ng = 207x9 — 384 .
@ Vérifier que : ny est une solution du systéme (S).

® Montrer que : n est une solution du systeme (S) si et seulement si n = 537[1104], puis

résoudre le systeme (S).
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EXERCICE 1. .

1
f=(1-2)er  x#0
f0)=0
@ Etudier la continuité de la fonction f en 0.

® Ftudier la dérivabilité de la fonction f en 0.
Calculer les limites de f au bornes de Dy

@ Etudier les variations de f .

Partie A : Soit la fonction f définie sur R par: {

2SM-SIBM

® Dresser le tableau des variations de f .
Partie B : On considere la fonction F définie sur R par :

—x?

F(x):i fwdr, x#0

-3x
F0)=0

Soit ¥rsa courbe représentative dans un repére orthonormé (O; 7, 7)

Etudier la parité de la fonction F.

@ Soit x € R%, montrer que (Hc € [-3x%; —xZ]); F(x) =2xf(0).
® En déduire que (Vx € Rj)(ac € [-3%%; —xz]); 2xf(=x%) < F(x) < 2x f(-3x?).
(© Etudier la continuité et la dérivabilité de la fonction F en 0.

Calculer les limites de F au bornes de Dg

Etudier les branches infinies de la courbe %%.

@ Montrer que (Yx€R}); F'(x) = # —2f(—=x*) +6f(—3x%).

@ Montrer que (Vx € R}); F'(x) >4f(-3x%) -2f(-x?).
@ Dresser le tableau des variations de F .
(@ Montrer que (Vx € R*); F(x) <2x

@ Construire la courbe érdans le repére (O; 7, 7)

PR. ABDELLAH AIT-CHEIKH

EXERCICE 2.
; 1
1| Calculer I'intégrale : f —dx
& ) V(1 +x)
[2] On consideére la suite (T;,) ;1 définie par : T i ! \/ n
consider ui >1 définie par: T}, = .
ninzl p " i htkV n+2k

Montrer que la suite (T;) ;=1 est convergente en déterminant sa limite.

147
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EXERCICE 3.

1

n _1 k

Soit n € N*, on pose Un:fxnln(1+x)dxet V=) (=1) )
) o 1tk

In(2
Montrer que: (VreN*); 0= U, < L, puis en déduire lim U,.
n+1 X—+00

1
2
X
Calculer I = f mdx, puis en déduire la valeur de U, .
0

n+1
mw:mm+eij
1+x
0

1 (_l)nxn+l
+
1+x 1+x

dx

@ Montrerque S, =

1
® Endéduire que: (VneN*); |V, —In(2)| < —— puis déterminer lim V.
1+n X—+00
@ Alaide d’une intégration par parties, montrer que :

\ In@) (-1"
(VneN"); U,=——
+1 n+l1

(In(2) - Vi)

@ Soit la suite (W,) ,>1) définie par: W, = (n+ 1) U,,.
Montrer que (W) ,>1) est une suite convergente.

EXERCICE 4.
. . /2
Partie A : Soit 6 € |0; n [

Résoudre dans C I'’équation : z*—2z%cos(40)+1=0.

. . , . z+1
Déterminer I'ensemble des points M(z) tel que . e iR.

On considere I'équation (F) : (Z+ 1)2 + (Z_ 1 )2 =2cos(40).

z—1 zZ+

® Résoudre dans C — {—1;1} I'équation (F).

i
Partie B : On pose, pour tout nombre complexe z € C*, z/ = ——.

z
Soient M et M’ deux points d’affixe respectives z et z’ .

@ Montrer que (Vz € C); zZ2eRe (zeRou z€ iR).

On pose w = e’ et soient A et B deux points d’affixe respectives w et —w.
On suppose que les points A, B et M ne sont pas alignés.

@ Montrer que M’ ¢ {A, B, M}.
@ Montrer que les points A, B, M et M’ sont cocycliques.
Soient C(2 + i) et D(—1+ 3i) deux points dans le plan complexe.

rapport —1.

(@ Déterminer I'expression complexe de R et de H.

® Endéduire que I'expression complexe de HoR est 2/ = —iz+2(1 — i).

(© Etablir que Ho R est une rotation dont on déterminera son centre et son angle.

pour tout n € N* et pour tout réel x € [0;1], on pose S, = I—x+x2=x3+- +(=1)"x".

@ Sans résoudre I’équation (F), montrer que ses solutions sont imaginaires pures.

® Déterminer 'ensemble des points M(z) pour que le triangle OM M’ soit rectangle en O.

b2
On considere la rotation R de centre D et d’angle 5 et soit H I'homothétie de centre C et de
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EXERCICE 5.

Une entreprise de jouets en peluche souhaite commercialiser un nouveau produit; elle effectue di-
vers tests permettant de rejeter les peluches ne répondant pas aux normes en vigueur. D’expérience,
le concepteur sait que 9 % des nouveaux jouets ne répondent pas aux normes.

A l'issue des tests, il est noté que

¢ 96 % des peluches répondant aux normes sont acceptées par les tests;

¢ 97 % des peluches ne répondant pas aux normes ne sont pas acceptées a l'issue des tests.
On préléve une peluche au hasard dans la production de I'’entreprise. On note

¢ NTlévenement: «la peluche répond aux normes en vigueur »;

e Al'événement: «la peluche est acceptée a I'issue des tests ».
Partie A

Construire un arbre pondéré représentant la situation exposée précédemment.
Démontrer que la probabilité qu'une peluche soit acceptée a I'issue des tests est 0,876 3.

Calculer la probabilité qu'une peluche qui a été acceptée a I'issue des tests soit véritablement
aux normes en vigueur. (arrondir le résultat au dix-millieme)

Partie B

On considere que la vie d'une peluche se termine lorsqu’elle subit un dommage majeur (déchirure,
arrachage ... ). On admet que la durée de vie en années d'une peluche, notée D, suit une loi expo-
nentielle de parameétre A.

On sait que P(D < 4) = 0,5. Interpréter ce résultat dans le contexte de cet exercice.
Calculer la valeur exacte de A.

On prendra ici A = 0,1733.
Le jour de ses trois ans, un enfant qui joue avec cette peluche depuis sa naissance décide, voyant
qu’elle est encore en parfait état, de la donner a sa sur qui vient de naitre.
Calculer la probabilité pour que sa sur la garde sans dommage majeur au moins cinq années
supplémentaires. (arrondir le résultat au dix-milliéme)

EXERCICE 6 (LES PARTIES A ET B SONT INDEPENDANTES).
Partie A : On considere I'équation (E) : 7x—6y =1 ol x et y sont des entiers.

Donner une équation particuliere de (E).
Résoudre dans Z x Z I'équation (E).

Partie B : Dans cette partie on se propose de déterminer les couples (n, m) d’entiers naturels non
nuls vérifiant la relation : (F): 7" -3 x2" =1

On suppose que m < 4. Montrer qu’il y a exactement deux couples solutions.
On suppose maintenant que m = 5.
(@ Montrer que sile couple (n, m) vérifie la relation (F) alors 7" = 1(mod 32).

(@ En étudiant les restes de la division par 32 des puissances de 7, montrer que si le couple
(n, m) vérifie la relation (F) alors n est divisible par 4.

@ En déduire que si le couple (n, m) vérifie la relation (F) alors 7" = 1(mod5).
(d Pour m =5, existe-t-il des couples (1, m) d’entiers naturels non nuls vérifiant la relation (F)?

Déterminer alors 'ensemble des couples d’entiers naturels non nuls vérifiant la relation (F).
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EXERCICE 1.

On considere la fonction f définie sur [0 ; +oo| par f(x) =5e™* —3e™2¥ + x - 3.

On note 6 la représentation graphique de la fonction f et & la droite d’équation y = x —3 dans un
repere orthogonal du plan.

Partie A : Positions relatives de € et 2

Soit g la fonction définie sur I'intervalle [0 ; +oo[ par g(x) = f(x) — (x —3).

Justifier que, pour tout réel x de l'intervalle [0 ; +oo[, g(x) > 0.
La courbe € et la droite & ont-elles un point commun? Justifier.

Partie B : Etude de la fonction g
On note M le point d’abscisse x de la courbe 6, N le point d’abscisse x de la droite & et on s'inté-
resse a I'évolution de la distance M N.

Justifier que, pour tout x de l'intervalle [0; +oo[, la distance M N est égale a g(x).

On note g’ la fonction dérivée de la fonction g sur l'intervalle [0 ; +ool.
Pour tout x de I'intervalle [0 ; +oo, calculer g’(x).

Montrer que la fonction g posséde un maximum sur I'intervalle [0 ; +oco[ que 'on déterminera.
Et donner une interprétation graphique.

Tracer la courbe 6 dans un repere orthonormé (O; i,j )

Partie C : Etude d’une aire B
On considere la fonction «f définie sur l'intervalle [0 ; +oo[ par &/ (x) = f [f()—(t—3)]dt.
0

Hachurer sur le graphique le domaine dont I'aire est donnée par </ (2).
Justifier que la fonction < est croissante sur l'intervalle [0 ; +ool.

Pour tout réel x strictement positif, calculer «/ (x).

Existe-t-il une valeur de x telle que <f (x) = 2?

EXERCICE 2. 1
Partie A : Soit la fonction f définie et dérivable sur [1; +oo| telle que, (Vx =1); f(x) = ;ln(x)
On note ¥ la courbe représentative de f dans un repere orthonormé.

Démontrer que la courbe 6 admet une asymptote horizontale.

Déterminer la fonction dérivée f’ de la fonction f sur [1; +ool.

Etudier les variations de la fonction f sur [1; +ool.

2
Partie B : On considere la suite (u,) définie par (Vn eN); u, = f - In(x) dx.
1 X
1
Démontrer que 1y = 3 [In(2)]?. Interpréter graphiquement ce résultat.

1 1
Prouver que: (VneN)(Vxe[l; 2]); 0< Wln(x) < Wln(Z).

P In(2) 1
En déduire que, (VneN); 0< upy, < — |1 - o
n

Déterminer la limite de la suite (u;,).
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EXERCICE 3.
Le plan complexe est muni d’un repére orthonormal direct (O, #, V).

On veut résoudre dans C I’équation (E) : Z3+4z%+2z-28=0.

Déterminer deux réels a et b tels que : (E) © (z—2)(z%+az+b) =0.
q

@ Résoudre (E)
On note (H) I'ensemble des points M du plan complexe d’affixe z vérifiant : 22 —4 = 4 — Z°.

(@ Onnote x et y les parties réelle et imaginaire de I'affixe z d"un point M.
Montrer que : M appartient (H) si et seulement si x> — y* = 4.

@ Soient A, B et C les points d’affixes respectives 2, -3 - iv/5 et -3 + iv5.
Vérifier que A, B et C appartiennent a (H).
Soit R la rotation de centre O et d’angle —%.
(@ Déterminer les affixes de A’, B’ et C’, images respectives de A, B et C par la rotation R (on
donnera ces affixes sous la forme algébrique).

® Onnote M’ I'image par R du point M d’affixe z. On note z' I'affixe de M. Les parties réelle
et imaginaire de z sont notées x et y, celles de z’ sont notées x’ et y'.
On note (H') I'ensemble des points du plan dont 'antécédent par R est un point de (H).
- Exprimer x et y en fonction de x’ et y'.
- En utilisant la question 2) a) prouver que M’ appartient a (H') si et seulement si x'y’ = —2.

Faire une figure sur laquelle on placera les points A, B,C, A’, B, C’, la courbe (H’), puis la courbe
(H).

EXERCICE 4 (LES DEUX PARTIES SONT INDEPENDANTES).
Partie A : On considere I'équation : 36x —25y = 5 pour x et y entiers relatifs.

Montrer que pour, pour toute solution (x, ), x est multiple de 5.
Déterminer une solution particuliere de I’équation, puis la résoudre.
Soit d le plus grand commun diviseur de x et y lorsque (x, y) est solution de I’équation.
@ Quelles sont les valeurs possibles de d?
® Quelles sont les solutions pour lesquelles x et y sont premiers entre eux?
PartieB:Onpose u=2++v3etv=2—-+/3.

Démontrer par récurrence que, n désignant un entier strictement positif, on peut écrire :
u" = a,+b,V3etv" =a,-b,V3,

ou ay, et b, sont des entiers naturels.
Exprimer a,) et b, en fonction de a, et by,.
Etablir les égalités : a> —3b% =1 et aybp1 — ani1bn = 1.
an ap+1 bpa

En déduire que les fractions —, ——,
b, an by,

sont irréductibles.
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EXERCICE 1.
fn(x)=x.In"(x) six>0

fn(0)=0

On désigne par %, sa courbe représentative dans un repere orthonormé (O; i,]J ).(unité 2cm).
Partie A

@ Montrer que f;, est continue a droite en 0.

Soit n € N* et f, la fonction définie sur R, par: {

® Ftudier la dérivabilité de f,, a droite en 0.
(© Calculer f; (x) pour tout x >0
(@ Dresser le tableau de variation de f;, on distinguera deux cas suivant la parité de n.

® Montrer que toutes les courbes %, passent par trois points fixes : 'origine du repere et
deux autres points A et B telsque 0 < x4 < xp

@ Etudier la position relative de %) et %> et construire ces deux courbes dans le méme repeére.

® Calculer, en cm?, I'aire de la partie du plan limitée par ) et % et les droites d’équations :
x=letx=e
Partie B )
On pose Fy(a) = fa fn(x)dx avec n e N* et a €]0; 11.

@ Sans calculer F,(a), prouver que F,(a) admet une limite finie u, lorsque a tend vers 0"
1
@ Calculer F; (), en déduire que u; = 1

(@ Alaide d’'une intégration par parties, montrer que :
2

* a n+1 n+1
Va€]0;1[ et pourtout ne N* ,ona: Fy(a) = —?ln (a) — TFn(a)
n+1
2
Soit o7, , I'aire de la partie du plan limitée par %7, 1'axe des abscisses et la droites d’équations :
x=0etx=1.
(@ Montrer que: <7, = 4|uy,| cm?

® Endéduire que: pour tout € N* ,ona: ) = — Un

. n!
® Montrer que pour tout 7€ N*, ona: o7, = T
(© Montrer que pour tout 7= 3, ona: .@,1 = 2.7,. En déduire nlil}rl ),
—+00
Partie C

X

e
On pose G(x) :f t.In(t)dt avec x e R
1

(@ Sans calculer G(x), montrer que G est dérivable sur R et calculer G'(x)

® Déterminer le sens de variation de G.
(@ Calculer G(x) en fonction de x.

@ Dresser le tableau de variation de G.
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EXERCICE 2.
On considere I'équation différentielle

X

(B): y+y=e".
Démontrer que la fonction u définie sur ’ensemble R des nombres réels par u(x) = xe™* est une
solution de (E).
Résoudre I'équation différentielle (Ep): y'+y=0.

Démontrer qu'une fonction v, définie et dérivable sur R, est solution de (E) si et seulement si
v — u est solution de (Ep).

En déduire toutes les solutions de (E).
Déterminer la fonction f, solution de (E), qui prend la valeur 2 en 0.

EXERCICE 3. -

Soitf € ] -3i5 [ et 'équation (Ep) : 2> —2(i + cos)z + 1 +2ie~ ¢ = 0.

@ Vérifier que —8 + 4 cos?(6) — 8sin(0) = (2i(1 +sind))°.
® Résoudre, dans C, I'équation (Ep).

Dans le plan complexe, on considere les points A, B et C d’affixes respectives z4 = i, zg = e~/ et
zc=2i+ el?,

@ Vérifier que zg — z4 = z¢c — z24. En déduire que AB = AC

0 =« i(ﬂ+ﬂ)
@ Montrerquezc—zA:ZCOS(E—Z)e 274

(© Endéduire la valeur de 6 pour laquelle le triangle ABC est équilatéral.

EXERCICE 4.

Partie A:

Soit x un nombre réel. Montrer que x* + 4 peut s’écrire comme produit de deux trinomes a coeffi-
cients réels.

PartieB:

Soit n un entier naturel supérieur ou égal a 2.

On consideére les entiers A = n? —2n+2 et B=n?+2n+2 et d leur PGCD.

Montrer que n* + 4 n’est pas premier.
Montrer que, tout diviseur de A qui divise n, divise 2.
Montrer que, tout diviseur commun de A et B, divise 4n.
Dans cette question on suppose que 7 est impair.
(@ Montrer que A et B sont impairs. En déduire que d est impair.
® Montrer que d divise n.
(© Endéduire que d divise 2, puis que A et B sont premiers entre eux.
On suppose maintenant que 7 est pair.
@ Montrer que 4 ne divise pas n>-2n+2.
® Montrer que d est de la forme d = 2p, oi1 p est impair.

(© Montrer que p divise n. En déduire que d = 2. (On pourra s'inspirer de la démonstration

utilisée a la question 4.)
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EXERCICE 5.

Pour réaliser une loterie, un organisateur dispose d'une part d'un sac contenant exactement un
jeton blanc et 9 jetons noirs indiscernables au toucher et d’autre part d'un dé cubique équilibré
dont les faces sont numérotées de 1 a 6.

11 décide des régles suivantes pour le déroulement d'une partie.

Le joueur doit tirer un jeton puis jeter le dé :

« silejeton est blanc, le joueur perd lorsque le jet du dé donne 6;

« sile jeton est noir, le joueur gagne lorsque le jet du dé donne 6. A la fin de la partie, le jeton est
remis dans le sac.

On note B I'événement «le jeton tiré est blanc » et G I’évenement « le joueur gagne le jeu ». Lévéne-
ment contraire d'un évenement E sera noté E. La probabilité d'un évenement E sera notée p(E).

Partie A

7
Montrer que p(G) = 30" On pourra s’aider d'un arbre pondéré.

Quelle est la probabilité que le joueur ait tiré le jeton blanc sachant qu’il a perdu?

Un joueur fait quatre parties de facon indépendante. (c’est-a-dire : les probabilités sont iden-
tiques a chaque partie).
Calculer la probabilité qu’il en gagne exactement deux et en donner une valeur approchée a
1073, preés. (on pourra s’aider d'un arbre)

Quel nombre minimal de parties un joueur doit-il faire pour que la probabilité d’en gagner au
moins une soit supérieure a 0,997
Partie B
Lorganisateur décide de faire de sa loterie un jeu d’argent :
o chaque joueur paie 10 DH par partie;
« silejoueur gagne la partie, il re¢oit 50 DH;
« silejoueur perd la partie, il ne recoit rien.

On note X la variable aléatoire égale au gain algébrique (positif ou négatif) du joueur a l'issue
d’une partie.

@ Donner la loi de probabilité de X et son espérance E(X).

® On dit que le jeu est favorable a I'organisateur si E(X) < 0. Le jeu est-il favorable 2 1'organisa-
teur?

Lorganisateur décide de modifier le nombre 7 de jetons noirs (n entier naturel non nul) tout en
gardant un seul jeton blanc. Pour quelles valeurs de I'entier n le jeu est-il défavorable a I’organi-
sateur?
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EXERCICE 1.
In(x+3)

x+3

Montrer que [ est dérivable sur [0 ; +ool. Etudier le signe de sa fonction dérivée f’, sa limite
éventuelle en +oo, et dresser le tableau de ses variations.

On considere la fonction f définie sur [0 ; +oo[ par f(x) =

n+l
On définit la suite (u,) ,>o par son terme général u, = f f(x)dx.
n

@ Justifier que,sin<x<n+1,alors f(n+1) < f(x) < f(n).

® Montrer, sans chercher a calculer u,, que, pour tout entier naturel n,
fn+1) <up < fn).

@ En déduire que la suite (u;) est convergente et déterminer sa limite.
Soit F la fonction définie sur [0 ; +oo[ par F(x) = [In(x + 3)12.

(@ Justifier la dérivabilité sur [0 ; +oo[ de la fonction F et déterminer, pour tout réel positif x,
le nombre F'(x).

n
@ On pose, pour tout entier naturel n, I,, = f f(x)dx. Calculer I,,.
0

On pose, pour tout entier naturel n, S;; = ug + uy + -+ + Up—1.
Calculer S;. La suite (S;) est-elle convergente ?

EXERCICE 2. ,

On considere la fonction f, définie sur [1; +oo[ par f(t) = 87.

(@ Justifier la continuité de f sur [1; +ool.
@ Montrer que f est croissante sur [1 ; +ool.

Restitution organisée de connaissances
On pourra raisonner en s’appuyant sur le graphique fourni.

Pour tout réel x de [1; +oo[, on note «f (xp) 'aire du domaine délimité par la courbe représen-
tant f dans un repére orthogonal, 'axe des abscisses et les droites d’équations x = 1 et x = xp.

On se propose de démontrer que la fonction ainsi définie sur [1; +oo[ est une primitive de f.
@ Quevautes/(1)?

®  Soit xo un réel quelconque de [1 ; +oo[ et & un réel strictement positif. Justifier 'encadre-
ment suivant :
o (xp + h) — </ (xo)

f(x0) < 7 < f(xo+ h).

(© Lorsque x> 1, quel encadrement peut-on obtenir pour /2 < 0 et tel que xo + h > 12

@ En déduire la dérivabilité en xy de la fonction «f ainsi que le nombre dérivé en xy de la
fonction «f

(© Conclure.

Xoxp+ h

[\
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EXERCICE 3.
Une urne contient 10 boules indiscernables, 5 rouges, 3 jaunes et 2 vertes.

Dans cette questions, on tire au hasard et simultanément 3 boules de cette urne.
Soit les événements suivants :

e A:«Les trois boules sont rouges »
e B:«Les trois boules sont de la méme couleur »

e C: «Les trois boules sont chacune d'une couleur différente. »

(@ Calculer les probabilités p(A), P(B) et P(C).
® Onappelle X la variable aléatoire qui a chaque tirage associe le nombre de couleurs obte-
nues. Déterminer la loi de probabilité de X. Calculer E(X).
Dans cette question, on tire successivement avec remise 10 boules cette urne. On considere les
événements suivants :
e F: «Tirer au moins une boule jaune »
e G: «Tirer exactement une boule jaune »
e H: «Tirer deux boules rouges exactement »
Quelle est la probabilité des événements F, G et H?

Dans cette question, on remplace 5 boules rouges par n boules rouges ol n est un entier supé-
rieur ou égal a 2. L'urne contient donc n + 5 boules, c’est-a-dire, n rouges, 3 jaunes et 2 vertes.
On tire au hasard et simultanément deux boules de cette urne.

Soit les événements suivants :

e D: «Tirer deux boules rouges »

e E: «Tirer deux boules de la méme couleur »
nn-1)
(n+5m+4)°

@ Calculer la probabilité P(E) de I'’événement E en fonction de n. Pour quelles valeurs de n

(@ Montrer que la probabilité de I'événement D est p(D) =

1
a-t-on p(E) = 5"

EXERCICE 4.

(0, U, V) estun repéere orthonormal du plan £2.

Soit A le point d’affixe 1; soit B le point d’affixe —1.

Soit F I'application de & privé de O dans & qui a tout point M d’affixe z distinct de O associe le

-1
point M’ = F(M) d’affixe z’ = —

¥4

(@ Soit E le point d’affixe e'3; on appelle E’ son image par F. Déterminer I'affixe de E’ sous
forme exponentielle, puis sous forme algébrique.

® Onnote % le cercle de centre O et de rayon 1. Déterminer 'image de %) par 'application
F

@  Soit K le point d’affixe 2¢’ s et K’ I'image de K par F. Calculer I'affixe de K.
® Soit 6 le cercle de centre O et de rayon 2. Déterminer 'image de %> par I'application F.

On désigne par R un point d’affixe 1 + e’? ol1 0 €] — 7 ; [. R appartient au cercle €3 de centre A
et de rayon 1.

z-1

@ Montrer que pour z€ C*, 2/ +1= En déduire que si R(2) € 63 alors |2/ + 1| = |Z/|.

® Si on considere maintenant les points d’affixe 1 +e? ol1 6 €] — 7 ; 7[, montrer que leurs

images sont situées sur une droite. On pourra utiliser le résultat du a..
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EXERCICE 5.
Soit m un réel non nul.

Résoudre dans I'équation : z% —2iz — (1 + m?) = 0.

Pour tout nombre complexe z, on pose : f(z) = z° - 3iz> — (3+ m?)z + i(1 + m?).
(@ Vérifier que f(i) = 0.
® Résoudre dans C, I'équation f(z) = 0.

Le plan complexe est rapporté a un repére orthonormé direct (O, u, 7). On considere les points

A,M' et M" d’affixes respectives :i,i + m et i — m.
(@ Vérifier que A est le milieu du segment [M'M"] .
(® Montrer que le triangle OM’M" est isocéle.

(© Déterminer les valeurs de m pour que le triangle OM’M" soit équilatéral.

EXERCICE 6.

(uy,) est une suite géométrique croissante de premier terme i et de raison g tels que :

%)

In(uy) +In(up) =11
m+u=e*l+e

Calculer u; et uy et déduire la valeur de g
Ondonne u; =e*etg=¢®
(@ Exprimer u, en fonction de n
@ Soit S;, = In(ug) +In(uy) + ... + In(u,). Exprimer S, en fonction de n
Soita, =n+3avecneN
(@ Montrer que : 28, A a, = a, A 14
(@ Déterminer les valeurs possibles de : 2S5, A a,,
(©) Déterminer les valeurs de I'entier naturel n pour lesquelles, ona: 2S, Aa, =7

Déterminer, suivant les valeurs de 7, le reste modulo 7 de 2"

Soit by, = 3n x a, —2S,, + 14372916 1 1. Déterminer les valeurs de 7 pour lesquelles on a :

n=0[7]
n=0[5]
[6] Montrer que pour tout n € N, on a : 143791 —3 x 412741 1 52 est divisible par 7.

EXERCICE 7.
On cherche a résoudre I’équation différentielle

(B): x(x-2)y +2(x+1)y=6x—1.

Résoudre sur les intervalles | — 00, 0[, ]0,2[ et ]2, +o0o[ I'équation homogene associée

(Ep) x(x—2)y' +2(x+1)y=0.

Que se passe-t-il pour les solutions au voisinage de 0? au voisinage de 2?

Déterminer I'’ensemble des solutions de I'équation (E) sur chacun des intervalles ci-dessus.
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EXERCICE 1.
Soit 7 un entier naturel non nul. On considére la fonction f;, définie sur R par f;,(x) = (1 —x)" e**.

On désigne par %, sa courbe dans un repére orthonormé (O; 7, 7) (unité graphique 2cm).
Partie A :

Montrer que xlim fn(x) =0 et étudier la branche de la courbe %, au voisinage de +cc.
——00

@ Calculer f,(x), puis dresser les tableaux de variations de f; et f>
@® Etudier la position relative de %} et %>

(© Tracer dans le méme repere % et ¢,

f®)

o2t

dt

0
Partie B : Soit la fonction F définie sur ]—oo,0] par F(x) = f 1
X

x—1)e**
Montrer que F est dérivable sur ]—o0,0] et que F'(x) = (1+—)2x, puis étudier les variations de
e
F.

1[0 1 0
@ Montrerquer<0;ona:§fx fl(t)dtSF(x)sl_i_erfxfl(t)dt

0 3.1 3
® Alaide d’'une intégration par parties, montrer que : f fidt= 1 + Exezx 2 Ze?*
X

w

3
(© Onadmet que F admet une limite finie ¢ en +oo. Montrer que 3 <l< 1

1
Partie C: Pour tout n € N*, on pose uj =f fnx)dx
0

@ Montrer que V ne N*,ona: u, >0

@ Etudier le signe de f;+1(x) — f(x) pour x € [0; 1]. En déduire que (u,) est décroissante.

N 1 n+l1
@ MontrerqueVneN,ona:un+1:—§+ 5 Un

® Endéduire l'aire <7 , en cm? de la partie du plan limitée par %, et %, et les droites d’équa-
tionsx=0etx=1

1 1
Montrer que Yn=2ona: <u, < ——puiscalculer lim et lim nu,
n+1 n-—1 n—+oou,  n—+oo
Soit a un réel positif tel que a # u;. On consideére la suite (v,) définie sur N* par v; =aetVn>1

1 n+1 .
ona: v”+1:_E+TV" etsoit d, = v, — uy,l

n! . .
(@ MontrerqueV neN*,ona:d,= Fdl puis montrer que 11111 d, = +oco
n—+oo

® Montrer que (v,,) est divergente.
2}’l
Partie D : Pour tout n € N*, on pose wy, = — Un
n!

n-1

@ Montrer que Vn e N*,ona: - <1

2¢e?
® Montrer que VneN*, ona: w, <
n+l

puis déduire lim w,
n—+oo

2n
2 Montrer que VrneN*, ona: w =—qFw
@ q n+l (n+1)! n

3 1
®  Soitla fonction h(x) = (5 - x) e’*. Calculer 1/ (x) et montrer que w; = > (e*-3)

n ok
. Déduire lim

n Ic
© MontrerqueVnel\l,ona:wn——( ZF n—»+ook0k'
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EXERCICE 2.
On considere I'équation différentielle (E) : y' = 2y + cos(x)

Déterminer deux nombres a et b tels que la fonction fy définie sur R par :
fo(x) = acos(x) + bsin(x) soit une solution de (E).

Résoudre I'équation différentielle (Ep) : y' =2y
Montrer que f est solution de (E) si et seulement si f — f; est solution de (Ep)
En déduire les solutions de (E).

7
Déterminer la solution g de (E) vérifiant g(z) =0

EXERCICE 3.
On considere dans C I'équation (E) : z2-2iz—-(1+a®>) =0, aeC*.

@ Résoudre dans C I’équation (E) . On note z; et z, les solutions de (E) .
@ Montrer que : (|Z1| = IZzl) o (a € [R*)
Dans le plan muni d’'un repere orthonormé direct (O, u, v)on donne les points A, B, M et N
d’affixes respectives 1, —1+2i,i+aeti—a.
(@ Montrer que M et N sont symétriques par rapport a un point fixe I que I'on précisera .
® Lorsque M n’appartient pas a la droite (AB) , donner la nature du quadrilatere AMBN .
On suppose que a = e’ —2i ot10 € [0;27] .
@ Montrer que M décrit un cercle fixe (¥) que 'on précisera lorsque 6 varie dans [0; 27].

® Endéduire I'ensemble (6’) des points N lorsque 6 varie dans [0;27] .

EXERCICE 4.

Montrer que pour tout entier naturel non nul k et pour tout entier naturel x :
(x—l)(1+x+x2+~-+xk_1) =xF-1

Dans toute la suite de |'exercice, on considere un nombre entier a supérieur ou égal a 2.

(@ Soit n un entier naturel non nul et d un diviseur positif de n : n = dk. Montrer que a® -1 est
un diviseur de a” — 1.

(® Déduire de la question précédente que 22°%* — 1est divisible par 7, par 63 puis par 9.
Soient m et n deux entiers naturels non nuls et d leur PGCD.

(@ On définit m' et n’ par m = dm' et n = dn'. En appliquant le théoréeme de Bézout a m' et n/,
montrer qu’il existe des entiers relatifs u et v tels que mu—nv =d.

@ On suppose u et v strictement positifs. Montrer que (a™%—1) — (a"*" — l)ad =a%-1.
Montrer ensuite que a® — 1 estle PGCD de a™* —1etde a™’ —1.

@ Calculer, en utilisant le résultat précédent, le PGCD de 263 _1etde289-1.
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EXERCICE 5.
Une urne contient deux boules blanches numérotées : 1; 2 et quatre boules noires numérotées :
3; 4; 5; 6. Les boules sont indiscernables au toucher.

Une expérience consiste a tirer simultanément trois boules de I'urne. Soit X la variable aléatoire
qui prend pour valeur le plus grand des trois numéros tirés. Donner la loi de probabilité de X et
calculer E(X) et o(X).

On tire successivement et avec remise deux boules de I'urne. On consideére les événements sui-
vants :

— A:"les deux numéros tirés sont de parité différente”

— B : "les deux boules tirées sont de méme couleur"

(@ Calculer p(A) et p(B).

(® Sachant qu’on a obtenu deux boules de méme couleur, quelle est la probabilité pour que les
numeéros inscrits sur les boules tirées soient de parité différente?

(©) Les évenement A et B sont-ils indépendants?

Une épreuve consiste a tirer deux boules de la maniere suivante : On tire une boule;
— Si elle est blanche, on la remet et on tire une deuxiéme boule;

— Sinon, on la garde a I'extérieur de I'urne et on tire une deuxiéme boule.

@ Soit]’événement S : " obtenir deux boules noires".

(SN

Montrer que p(S) =

® On répete I'épreuve précédente n fois, on remettant a chaque fois les boules tirées dans
I'urne. On désigne par F, " S est réalisé une seule fois dans les n épreuves" et on note
pn = p(Fy) Calculer ngrllmln(pn) puis ngrfm Pn-
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EXERCICE 1.
Soit n un entier supérieur ou égal a 2 et soit f;, la fonction définie sur [0, +oo[ par:
fi (x)—x(ln—(xnnsix>0etf 0)=0

T x+1 e

Partie A : Soit g, la fonction définie sur ]0, +oo[ par g,(x) = n(x+1) +In(x) .
Dresser le tableau de variation de g,

Montrer que I'équation : g,,(x) = 0 admet dans ]O, +oo[ une unique solution a,, .
Préciser le signe de g, (x)

2SM-SIBM

Vérifier que a, < e™" et en déduire la limite de la suite (@)

n=2

Partie B : On note 6, la courbe représentative de f,, dans un repere orthonormé (O; 7, 7)
Etudier la continuité et la dérivabilité de f, en 0 .
(In(x)" ™ gn(x)

(x+ 1)2

(on distinguera deux cas 7 est pair et n est impair )

Montrer que pour tout x >0, f;,(x) = , puis dresser le tableau de variation de f;,

Vérifier que f,(e) = % et que pour tout x de I'intervalle [1, e] () — frx) <0
e

Dans la figure ci-dessous on a tracé les courbes 6, , 63 et 6, . Indiquer sur la figure le nom de
chaque courbe .

2.0 41 5

1.5

1.0

0.5 \

PR. ABDELLAH AIT-CHEIKH

-0.5

-1.0

1E

On considere I'équation (en) () = 2(16:_ e)’

(@ Montrer que (en) admet dans l'intervalle [1, e] une unique solution uy

e
@ Montrer que pourtoutn=2,ona: f,4] [un) < 2(1 ) . En déduire que (u,) est croissante
+e
et qu’elle converge vers unréel ¢ .
¢(In)"
(© Montrer que pour tout n=2,0ona: fu(u,) < —~1 \

(d Montrerquel=e

MATHEMATIQUES
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EXERCICE 2.

X

V1+e?r

On désigne par €6 la courbe représentative de g dans un repere orthonormé (O; i,j )

Soit g la fonction définie sur R par g(x) =

X

(@ Montrer que g est dérivable sur R, et que g'(x) =

(1 +e2x)

N W

( Dresser le tableau de variation de g .
(@ Dresser le tableau de variation de g’ .

2
(® En déduire que pour toutréel x,0 < g'(x) < —— .

3v3

(© Montrer que I'équation g(x) = x admet dans R une unique solution a et que a € ]0.9, 1 [ .
Construire 6 .

(@ Montrer que g réalise une bijection de R sur ]0, 1 [ .

x2

1
1) — [~
@ Montrer que pour tout x de ]0,1[ 8 T(x)= zln(l—xz)'

(© Tracer dans le méme repére (O; 7, Jj ), la courbe ¢’ de g7 ! .

EXERCICE 3.

1
Calculerf xIn(1+x)dx.
0

X
(x+1D(x2+2x+2)°

Trouver la solution s’annulant en x =9 de I'équation 2xy’ + y = x.

Trouver toutes les primitives de

Déterminer toutes les solutions de I'équation y" +2y' + y = e™*.

EXERCICE 4.
@ Ecrire (1 — i)° sous forme algébrique .
(® Résoudre dans C I'équation : 222 — (3+5i)z—2+4i=0.
Pour tout z € C, on pose P(z) = 22% — (7 +5i)2% + (4 + 14i)z+4 - 8i .
(@ Vérifier que P(2) =0.
(@ Trouver les nombres complexes b et ¢ tels que P(z) = (z—2)(22% + bz+¢) .
(© Résoudre alors, dans C I'équation P(z) =0.

Dans le plan complexe muni d'un repere orthonormé direct (O, U, V), on considere les points A
+3i

, B et C d’affixes respectives z4 =2, zg = et zc =1+ 1i . Montrer que les points A, Bet C

sont alignés .
1 3
A tout point M du plan d’affixe z , on associe le point M’ d’affixe z’ tel que z’ = — 5%t5 (1+1i).

(@ Montrer que z’ — z¢ = —% (z-zc) .

(® En déduire que si M est un point de la droite (AB) alors M’ est aussi un point de (AB).
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EXERCICE 5.

Le but de I'exercice est d’étudier certaines propriétés de divisibilité de I'entier 47 — 1 lorsque 7 est
un entier naturel.

Partie A :Quelques exemples

Démontrer que, pour tout entier naturel n €N, 4" =1[3]
Prouver que 4% — 1 est divisible par 29
@ Pour 1 < n <4, déterminer le reste modulo 17 de 4"
@ En déduire que VkeN,ona: 44k = 0[17]
Le nombre 4" — 1 est-il divisible par 17 pour tout entier naturel n?

ATlaide des questions précédentes, déterminer quatre diviseurs premiers de 428 — 1.

......

Soit p un nombre premier différent de 2.
Montrer qu'il existe un entier n = 1 tel que 4” = 1[p]

Soit n e N* tel que : 4" = 1[p],On note b le plus petit entier strictement positif tel que 4b =1] plet
r le reste de la division euclidienne de 7 par b.

@ Montrer que : 4" = 1[p]. En déduire que r = 0.
(® Montrer que : 4" — 1 est divisible par p < n = 0[b]
En déduire que b divise p — 1.
q p

EXERCICE 6.
Une urne contient cinq boules indiscernables au toucher , portant les numéros: -2, —1,1, 1 et 2.
Une épreuve consiste a tirer au hasard et simultanément trois boules de I'urne .

On considere les événements suivants :
— A Aucune boule tirée ne porte le numéro 1
— B Parmi les trois boules tirées , deux seulement portent le numéro 1

— §: Lasomme des numéros inscrits sur les deux boules qui restent dans I'urne est nulle

(@ Calculer p(A) et p(B) .
@ Montrer que p(S) =0,3.

On répete I'épreuve précédente cing fois de suite en remettant a chaque fois les boules tirées
dans 'urne , on note X : la variable aléatoire réelle prenant pour valeur le nombre de fois ou S

est réalisé .
X :la variable aléatoire réelle prenant pour valeur le nombre de fois o1 S est réalisé .

(@ Déterminer laloi de probabilité de X .
(@ Calculer E(X) et V(X) .
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EXERCICE 1. ) ) )
Partie A : Soit f la fonction définie sur ]0, + ar f(x)=In(1+—-|-—+—.
! 10, +ool par /() ( x) x  A4x?

On désigne par ¢rla courbe représentative de f dans un repere orthonormé (O; 7, 7)
x-1

1 Montrer que pour tout x a artenant a 0,+ , ,x = —a
e quep PP 10, +ool, /100 = 355+ 1

() Dresser le tableau de variation de f .

—_— —

(© Tracer la courbe ¢’rdans le repére (O; i,j )en précisant sa tangente au point d’abscisse 1.

(@ Montrer qu'il existe un réel @ unique telque0<a <1let f(a)=0.
(® En déduire le signe de f(x) pour x> a .

Partie B : Dans cette partie n désigne un entier naturel non nul .

np—n

n-e

n!

On se propose de déterminer la limite de la suite (i) définie par u, =

1 1
Démontrer, en utilisant les variations de la fonction f que:In(n+1) -In(n) = — - ) 1.
n 4n
1

n
En déduire que (1 + —) <el .
n

1
Démontrer que Uy < uze  En déduire que uy41 < uje
L1 1
(@ Démontrer en utilisant la relation (1) que : In(n+1) < Z P Z
k=1
® En déduire que : uy41 < uye~ i+

Montrer que la suite (#,) est convergente et calculer sa limite lorsque n tend vers +oo .

EXERCICE 2.
Soit fla fonction définie sur ]0; 1{u]1; +oo[ par f(x) =

xIn(x)
On désigne par ¢ysa courbe représentative dans un repere orthonormé (O; i,j )

@ Calculer et interpréter graphiquement : lim f(x), lim f(x), lim f(x)et lim f(x).
x—0* x—1- x—1* X—+00

(® Dresser le tableau de variation de f.

(© Construire la courbe %.

n

Pour tout entier naturel n = 2, on pose : u;, = Z —In (ln(n))

= kin(k)
1 n+l1
Mont toutn=2; — =< ndt <
(@ Montrer que pour tout n DI D fn f® Py
1 n+1
(® Montrer que pour tout 72=2, 0na Uy — Uy = fdz.

(n+DIn(n+1) J,
En déduire le sens de variation de (u,,).

@ Montrer que pour tout entier n = 2, uy4 —u, = f(n+1) — f(n).
En déduire que u; = —In(In(2)).

(@ Déduire de ce que précede que la suite (u,) est convergente vers une limite ¢ telle que :

—In(ln(2))<?¢ < —In(In(2))

2In(2)

2SM-SIBM
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EXERCICE 3.

Soit I’équation différentielle (E) : y' + 2y = 3e~3*

et Soit f la fonction définie sur R par:
9
f(x) = Ee_zx —-3e73%,

Résoudre I'équation différentielle (E') : y' +2y = 0.
9
En déduire que la fonction & définie sur R par h(x) = Ee‘zx est solution de (E').

Vérifier que la fonction g définie sur R par g(x) = —3e73% est solution de I’équation (E).
En remarquant que f = g + h, montrer que f est une solution de (E).

EXERCICE 4.

neN, onposea:2n3—14n+2etﬁ: n+3
(@ Montrerque a A f=HA10
(® Déterminer les valeurs possibles de d = S A 10
(© Déterminer I'ensemble des valeurs de n pour lesquelles a A f =5
(@ Etudier suivants les valeurs de I'entier naturel z les restes possible de 4" par 11
(® Déterminer l'ensemble des entiers naturels »n vérifiant le systéme suivant
49" 44" + p=0[11]
{ n=2[10]

EXERCICE 5.
Partie A

Résoudre dans I'ensemble des nombres complexes I'équation z2—2z+4 = 0 . Les solutions seront
notées z’ et 2", z’ étant la solution dont la partie imaginaire est positive.
Donner les solutions sous forme algébrique puis sous forme exponentielle.

Donner la valeur exacte de (z')2°** sous forme exponentielle puis sous forme algébrique.
Partie B Le plan complexe est muni d'un repere orthonormé (O, U, V) (unité graphique 2 cm).

Montrer que les points A d’affixe 1 +i+/3 et B d’affixe 1 - i1/3 sont sur un méme cercle de centre
O dont on précisera le rayon. Tracer ce cercle puis construire les points A et B.

. . . , 4 s
On note O’ I'image du point O par la rotation r; de centre A et d’angle ) et B' 'image de B par

la rotation r, de centre A et d’angle g . Calculer les affixes des points O’ et B’ et construire ces
points.

Soit I le milieu du segment [OB].
(@ Que peut-on conjecturer pour la droite (AI) dans le triangle AO'B'?

(@ Calculer I'affixe du vecteur AT . Montrer que 'affixe du vecteur O'B’ est égale a 3v/3 —i .

(© La conjecture émise a la question 2. a. est-elle vraie?
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EXERCICE 6.
Une urne contient trois boules blanches et deux boules noires . Un joueur tire successivement et au
hasard deux boules de 'urne en respectant la régle suivante :

— Sila boule tirée est noire , il la remet dans I'urne .
— Sila boule tirée est blanche, il ne la remet pas dans 'urne .

On considere I'événement A : « obtenir deux boules de couleurs différents »

27
Montrer que p(A) = % .

On répéte cette expérience trois fois de suite . Soit X la variable aléatoire associant au nombre
de fois o1 A est réalisé .

(@ Déterminer la loi de probabilité de X .
@ Calculer E(X) et o(X) .
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EXERCICE 1.
Pour tout entier naturel 7z strictement supérieur a 1, on définit la fonction f;, sur ]0; +oo[ par :

fn(x) = (In(x))" et on désigne par %, sa courbe représentative dans un repére orthonormé (O; i,j )

Calculer 11111 [fn(x) et discuter li%l fn(x) suivant la parité de n
X—+00 x—0*

Calculer f;,(x)
Dresser le tableau de variation de f;, suivant la parité de n

Etudier les positions relatives de %> et 63

On donne, ci-joint, la courbe I' de la fonction In. Utiliser I' pour construire les points d’in-
tersections de %> et €3 puis construire les deux courbes .

A
2
r
1
1 1 2 3 4 5 6
-1
-2
l
-3
Pour tout entier naturel 7 strictement supérieur a 1, on pose :
(—1)"fe Lo(-DF
In=—"F— (x)dxetu,=
(e " kzzo k!
’ s y oz . . e—2
(@ Alaide d’'une intégration par parties, montrer que I, = >
1)n+1
Montrer que pour tout entier naturel 7 strictement supérieur a 1, on I,,4; = m e+1,
n+1)!

Vérifier que I = —1+e.uy

En déduire que Vn=2;0na: I; =-1+e.u,.

e—1
Montrer que Vx € [1;e];ona: 0 < f,(x) < 1. Déduire que |I,| < —
n!

Déduire la limite de I, puis celle de (uy,).

EXERCICE 2.
Déterminer la solution générale de I'équation différentielle (E) : y = 27)' +1
Puis déterminer la solution de (E) qui vérifie y(1) = 0.

On consideére I'équation différentielle (E) y' -3y = e~
Déterminer la solution de (E) qui vérifie y'(0) = 1.
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EXERCICE 3.
On considere I'équation (E) : 8x+5y =1 ol x et y sont des entiers relatifs

(@ Citer le théoreme permettant d’affirmer que I'équation (E) admet des solutions
@ Donner une solution particuliére de (E)
(© Résoudre dans Z x Z I'’équation (E)
Soit n un entier naturel tel qu’il existe un couple (a, b) de nombres entiers vérifiant le systéme
S n=8a+1
n=>5b+2
@ Montrer que le couple (a, —b) est une solution de (E)

(® Résoudre dans Z le systeme S d’inconnu 7
Résoudre dans Z x Z I'équation (E') : 8x+5y = 100.

EXERCICE 4.
Soit 6 un réel de l'intervalle [0,27] .

@ Vérifier que :(e’? —i)” = -1 + €% —2je.
(® Résoudre dans I'ensemble des nombres complexes I'équation :z> — 2iz + 2ie? — 2 =0

On désigne par M; et M, les points d’affixes respectives e’? et 2i — e’ dans le plan rapporté a un
repére orthonormé direct (O, u, V).

(@ Déterminer et construire I'ensemble ¢; décrit par le point M; lorsque varie dans [0, 27] .

® Calculer I'affixe du milieu I du segment .

@ Déduire 'ensemble ¢, décrit par le point M, lorsque varie dans [0, 27| .Construire ¢ .
@ Montrer que (M; M>)? = 8(1—sin6)

(® Déduire la valeur de 0 pour la quelle M; M, est maximale.

EXERCICE 5.
Résoudre dans C, 'équation : 22 — (1 +3i)z—4=0.
On considere I'équation (E) : 2B-1+0)z22-(2i-2)z2-8i=0
(@ Montrer que I'équation (E) posséde une solution imaginaire pure qu’on notera .

@ Résoudre alors dans (E) .

Dans le plan complexe muni d'un repeére orthonormé direct, on désigne par A, B et C, les points
d’affixes respectives: zy = —1+i;zg =—-2ietzc=2+21i.

@ Ecrire sous forme exponentielle de z,; zp et z¢.
. = _ 2z

® Justifier que (AB,AC) = arg( ﬁ) [27] .

(© En déduire la nature du triangle ABC .

(@ on considére les points E et D tels que ABEC et ABCD soient deux parallélogrammes .

i Déterminer les affixes des points E et D.

ii Prouver que les points E, C et D sont alignés .
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EXERCICE 6.

Une enquéte est réalisée aupres des clients d’'une compagnie aérienne , elle révele que 40% des
clients utilisent la compagnie pour des raisons professionnelles , 35% des clients utilisent la com-
pagnie pour des raisons touristiques et le reste pour diverses autres raisons . Sur 'ensemble de la
clientele , 40% choisit de voyager en premiere classe et le reste en seconde classe .

En fait, 60% des clients pour raisons professionnelles voyagent en premiere classe, alors que seule-
ment 20% des clients pour raisons touristiques voyagent en premiere classe .

On choisit au hasard un client de cette compagnie , on suppose que chaque client a la méme pro-
babilité d’étre choisi, on considére les événements suivants :

* A:«Le client interrogé voyage pour des raisons professionnelles »
o T :«Le client interrogé voyage pour des raisons touristiques »
* D:«Leclient interrogé voyage pour des raisons autres que professionnelles ou touristiques »

o V:«Leclient interrogé voyage en premiere classe »

Déterminer : p(A), p(T), p(V), p(V/A) et p(V/T)

Donner un arbre pondéré traduisant cette situation .

(@ Déterminer la probabilité que le client interrogé voyage en premiere classe et pour des rai-
sons professionnelles .

(® Déterminer la probabilité que le client interrogé voyage en premiére classe et pour des rai-
sons touristiques .

(© Endéduire la probabilité que le client interrogé voyage en premiére classe et pour des raisons
autres que professionnelles ou touristiques .

Déterminer la probabilité que le client interrogé voyage pour des raisons professionnelles sa-
chant qu'il a choisi la premiere classe .

Soit n un entier supérieur ou égala 2.
On choisit 7 clients de cette compagnie de fagon indépendante et on note p, la probabilité
gu’au moins un de ces clients voyage en second classe .

(@ Montrer que p,, =1-(0,4)".

(® Déterminer le plus petit entier 7 pour lequel p,, = 0,9999 .
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EXERCICE 1.
fx) = xz(ln(x) - 1) —-x six>0
f)=0

et on désigne par (C 1) sa courbe représentative dans un repere orthonormé (O; i,j )

Soit f la fonction définie sur [0, +oo[ par {

Soit g la fonction définie sur |0, +oo[ par g(x) =2xIn(x)—x—1.
On donne ci-dessous le tableau de variation incomplet de g .

g'(x) - 0 +

N2

Leréel a estl'unique solution de I'équation g(x)=0.
1

(@ Calculer Jim _g(x) )}Lr{)l+g(x) et g(e 2).

(® En déduire le signe de g(x) .
(@ Montrer que f est continue a droite en 0.

(® Montrer que f est dérivable a droite en 0 et donner une équation de la demi-tangente T a
(Cy) au point d’abscisse 0 .

© Etudier la position relative de la courbe (C £) parrapport aladroite A: y=-x.

fx

(@ Calculer xglllm fx) et xklllw - Interpréter graphiquement le résultat .

® Montrer que pour tout x € ]0,+oo[; f'(x) = g(x) et dresser le tableau de variation de f .
A

) , R . r
Dans la figure ci-contre, on a tracé dans le repere orthonormé 3 h

(O; 7, j )la courbe T, de la fonction k définie sur [0, +oo| par

2
hx) = X +Xx

etonaplacéleréel a .

1 1
(@ Vérifier que In(a)=—-+— etque f(a)=-h(a).
2 2« a

.

1.0-0.5 0.5 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0

@ Construire le point A de Cp) d’abscisse a et le point
B(e,—e).

Tracer T et (Cf). 1

a
@ @ ATlaide d’'une intégration par parties, calculer [ x° In(x)dx.
1

@ Soit &/ (a) I'aire de la partie du plan limitée par (Cr) , A et les droites d’équations x =1 et
f

XxX=a.
503 -3a%-8

18

Montrer que «/(a) =

P

MATHEMATIQUES

2SM-SIBM

PR. ABDELLAH AIT-CHEIKH



»

MATHEMATIQUES

2SM-SIBM

PR. ABDELLAH AIT-CHEIKH

Niveau : 2SM-SIBM PAGE MATHSLY Pr. ABDELLAH AIT-CHEIKH

EXERCICE 2.
On consideére dans C I'équation (E) : 22 —2iz—(1+a®) =0, aeC*.

@ Résoudre dans C I'’équation (E) . On note z; et z; les solutions de (E) .
® Montrer que: (|Z1I = Izzl) o (a € [R*)
Dans le plan muni d’un repere orthonormé direct (O, 7, v)on donne les points A, B, M et N
d’affixes respectives 1, —1+2i,i+aeti—a.
(@ Montrer que M et N sont symétriques par rapport a un point fixe I que I'on précisera .
® Lorsque M n’appartient pas a la droite (AB) , donner la nature du quadrilatére AMBN .
On suppose que a = el —2iou0€ [0;27] .
(@ Montrer que M décrit un cercle fixe (¢) que I'on précisera lorsque 6 varie dans [0;27].

@ En déduire I'ensemble (¥€”) des points N lorsque 6 varie dans [0;27] .

EXERCICE 3.
Une urne contient 10 boules indiscernables, 5 rouges, 3 jaunes et 2 vertes.

Dans cette questions, on tire au hasard et simultanément 3 boules de cette urne.
Soit les événements suivants :

e A:«Les trois boules sont rouges »
e B: «Les trois boules sont de la méme couleur »

e C:«Les trois boules sont chacune d’une couleur différente. »

@ Calculer les probabilités p(A), P(B) et P(C).
® Onappelle X la variable aléatoire qui a chaque tirage associe le nombre de couleurs obte-
nues. Déterminer la loi de probabilité de X. Calculer E(X).
Dans cette question, on tire successivement avec remise 10 boules cette urne. On considére les
événements suivants :
e F: «Tirer au moins une boule jaune »
e G: «Tirer exactement une boule jaune »
» H: «Tirer deux boules rouges exactement »
Quelle est la probabilité des événements F, G et H?

Dans cette question, on remplace 5 boules rouges par n boules rouges ou n est un entier supé-
rieur ou égal a 2. L'urne contient donc n + 5 boules, c’est-a-dire, n rouges, 3 jaunes et 2 vertes.
On tire au hasard et simultanément deux boules de cette urne.

Soit les événements suivants :

e D: «Tirer deux boules rouges »

e E: «Tirer deux boules de la méme couleur »
nn-1)
n+5n+4)°

@ Calculer la probabilité P(E) de I'événement E en fonction de n. Pour quelles valeurs de n

(@ Montrer que la probabilité de I'événement D est p(D) =

1
a-t-on p(E) = 5
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EXERCICE 4.
On considere I'équation différentielle (E) y” +4y = cos(4x) cos(2x).
Montrer que cos(4x) cos(2x) = %(cos(Gx) + cos(2x)).

1

Trouver la solution générale de I'équation différentielle (E1) y"+4y = 3 cos(6x).

Trouver la solution générale de I'équation différentielle (E2) y"+4y= % cos(2x).

En déduire la solution générale de I’équation différentielle (E).
Trouver la solution de (E) déterminée par y(0) =0 et y'(0) = 1.

EXERCICE 5.
On considere 'équation : 36x — 25y = 5 pour x et y entiers relatifs.

Montrer que pour, pour toute solution (x, y), x est multiple de 5.

Déterminer une solution particuliere de I’'équation, puis la résoudre.

Soit d le plus grand commun diviseur de x et y lorsque (x, y) est solution de I'’équation.
@ Quelles sont les valeurs possibles de d?

® Quelles sont les solutions pour lesquelles x et y sont premiers entre eux?

EXERCICE 6 (LES DEUX PARTIES SONT INDEPENDANTES).

Partie A : Soit R} muni de la loi interne @ définie par a® b = ab,Va, b € R} et delaloi externe ® telle
quel®a= a’l,VaERfr,WLE[RZ.

Montrer que E = (R}, ®, ®) est un R-espace vectoriel.

Partie B : Soit £ un ensemble muni d'une loi interne x. On appelle translation a droite (resp. a
gauche) par a € E, I'application d, (resp. g;) de E dans E définie par d,(x) = a x x (resp. g4(x) =
X*a).

Montrer que dans un groupe les translations a droite et a gauche sont des bijections.

Réciproquement, silaloi x de E est associative, et que les translations a droite et a gauche sont
des bijections, on va montrer que (E, x) est un groupe.

(@ Montrer que pour tout x € E, il existe un unique élément ey € E (resp. f; € E) telque exx x = x
(resp. x * fy = x).

® Si x, y € E, montrer que ey = ey (noté e dorénavant) et fy = f), (noté f dorénavant).
@ Montrer que e = f (noté e dorénavant).

(d Montrer que pour tout x € E, il existe un unique élément X € E (resp. X € E) tel que X x x = e
(resp. x * X = e).

(© Montrer que % = X.
(® Conclure.
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EXERCICE 1.

1
Partie A : Soit la fonction g définie sur ]0; 1] par g(x) =1/In (—)
\/ X

@ Etudier la dérivabilité de g a gauche en 1.
(® Montrer que g est dérivable sur ]0; 1[, puis dresser le tableau de variation de g.

(© Construire la courbe ¢de g dans un repére orthonormé (O; 7, 7)

(@ Justifier que g réalise une bijection de ]0;1] sur un intervalle J que I'on précisera.
(@ Expliciter g~!(x) pour tout x € J

(© tracer dans le méme repére la courbe €’ de g™*
X

Partie B : On consideére la fonction F définie sur R par F(x) = f e Cdt
0

Montrer que F est dérivable sur R et calculer F'(x)

Etudier le sens de variation de F et montrer que F est impaire.
(@) Vérifier que: V¢ € [2;+oo[, ona: e <e 2t

_ ,A-2x 2
En déduire que pour tout x = 2, F(x) < g +f e Pdt
4 0

1 2
@ Prouver que pour tout x = 2, F(x) < 2—4 +f e_tzdt
e 0

Montrer que F est majorée sur R et que F posséde une limite finie / en +oo (on ne demande pas

de calculer cette limite)
Partie C
Soit G la fonction définie sur [0; +oo[ par G(x) = F (xy/n) pour tout n € N*

(@ Montrer que G est dérivable sur [0; +oof et calculer G’ (x)
1 1 N
® En déduire quef e " dx = —f e dt
0 vnlJo

1
@ Montrer que: Vi €R,ona: e’ =1+t et que pour tout ¢ =0, ona:e_tsm

N 1 o L, 1
® En déduire que:VeN*,f e dr= \/ﬁf (1-x7) dxet[ e ¥ dxsf ———dx
0 0 0 o (1+x?)

/4

2
Partie D : On pose pour tout n € N* : u,, :f sintdtetv,=n+1u,.upe1

0
(@ Calculer u; et uy
n+1

@ Montrer pour tout e N*; ona: U, = j'u”‘ En déduire que (u;,) est décroissante
n

n+1 Up+1 . Un+1
Montrer que : pour tout 7€ N*; ona: < <1letcalculer lim
n+2  Upi2 n—+00 Up 4o
- Un
(@ Vérifier que : pour tout e N*; ona: vnu, = Un-1
n-1

T
® Endéduire que: lim 7.u,=,/=etque lim u,=0
n—+00 2 n—+oo

! LS | z
Montrer que : Upp+1 :f (l—xz)ndx et quef —ndx:f sin2"2 xdx
0

o (1+x?) z
En déduire que pour tout n € N* ,ona: /n.uz,1 < G(1) < Vn.uzp,—»
i
[6] Montrer alors que : lim G(1) = 1= vr
n—+oo 2
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EXERCICE 2.
Le plan est rapporté a un repére orthonormé direct (O, U, v). On considere les points A(i) et A'(—i).
Soit I'application f: C—{i} — C et F: P-{A} — P
z — Z'=f(2)= Z(_Z_.l) M(z) — M'(2)
zZ+i

(@ Montrer que |z'| = |z| et arg(z) = —arg(z) + 2arg(z —i)[2n] pour tous z#0 et z # i
@ Montrer que si |z| = 1 alors f(z) = —i
(@ Déterminer I'ensemble des points invariants par F.

@ Déterminer 'ensemble des points M(z) tels que f(z) € iR
z—1 —i(z+
(@ Montrer que z' +i = = “lzta)

— —(z—-ietz —z= ——
|Z+ |2 |Zz+i|2

(® En déduire que les vecteurs AM et A’M’ sont colinéaires et MM’ et AM sont aussi coli-

néaires.

(z—1)

(© En déduire une construction du point M’ a partir du point M.

EXERCICE 3.
Une urne contient deux boules blanches numérotées : 1; 2 et quatre boules noires numérotées :
3; 4; 5; 6. Les boules sont indiscernables au toucher.

Une expérience consiste a tirer simultanément trois boules de 'urne. Soit X la variable aléatoire
qui prend pour valeur le plus grand des trois numéros tirés. Donner la loi de probabilité de X et
calculer E(X) et 0(X).

On tire successivement et avec remise deux boules de I'urne. On considere les événements sui-
vants :

— A:"les deux numéros tirés sont de parité différente”

— B : "les deux boules tirées sont de méme couleur"

(@ Calculer p(A) et p(B).

(® Sachant qu’on a obtenu deux boules de méme couleur, quelle est la probabilité pour que les
numéros inscrits sur les boules tirées soient de parité différente?

(© Les évenement A et B sont-ils indépendants?
Une épreuve consiste a tirer deux boules de la maniére suivante : On tire une boule;
— Si elle est blanche, on la remet et on tire une deuxieme boule;
— Sinon, on la garde a I'extérieur de I'urne et on tire une deuxieéme boule.
(@ Soit]'événement S : " obtenir deux boules noires".
Montrer que p(S) = %

(@ On répete I'épreuve précédente n fois, on remettant a chaque fois les boules tirées dans
I'urne. On désigne par F, " S est réalisé une seule fois dans les n épreuves" et on note

pn = p(Fy) Calculer nlirilooln(pn) puis nl—l>r-+I—loo Pn.
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EXERCICE 4.
Partie A : Montrer que pour tout entiers naturels non nuls a et b, siaAb=1alors a> Ab*> =1

n
Partie B : On consideére la suite S définie sur N* par S, = Z pd.

p=1
On se propose de calculer, pour tout entier naturel # non nul, S;; A S;;+1.
. nn+1)\2
Montrer que, pour tout 7 dansN*, ona: S, = (T) .

Etude de cas ol n est pair. Supposons que n = 2k tel que k € N*.
(@ Montrer que Syi A Sojr1 = 2k + l)z(k2 A (k+ 1)2)
@ Calculer kA k+1
(© Calculer alors, Syi A Szf41
Etude de cas ol n est impair. Soit n =2k + 1 tel que k € N
(@ Montrer que 2k + 1 et 2k + 3 sont premiers entre eux

@ Calculer Spji1 A Sogs2

Déduire des questions précédentes qu’il existe une unique valeur de n, que 'on déterminera,
pour laquelle S;, et S;;11 sont premiers entre eux.
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EXERCICE 1.
X —X

2

e
Partie A : Soit f la fonction définie sur R* par f(x) =

Etudier les variations de f sur R* .

Montrer que f admet une fonction réciproque g définie sur R* par g(x) =In (x +Vx2+ 1).

n+1

Soit (Un) . |2 suite définie par :Uy, = f (g()-In(n)dr.
n

n

/ 1
@ Montrer que pour tout £ € R} , ona:g(#) —In(f) :ln(l +1/1+ ?) .

1 1
2 . * . [—
(® En déduire que pour tout € N ,ona.ln(1+ 1+ (n+1)2)sUnsln(1+\/1+ nz)'

(© Calculer la limite de (Un) e
n *

Partie B : Soit la fonction F définie sur R* par F(x) = f 2 Ve2+lde
0

1 2
Montrer que F est dérivable sur R* et que F'(x) = n (ex - e_x) .

Calculer F(0) puis F(x) pour tout x € R*.

Dans le plan rapporté a un repere orthonormé (O; 7, 7)
On donne € = {M(x,y) telque y = vVx+1,avec0<x < 1} .
Calculer le volume du solide de révolution obtenu par rotation de € autour de (O; i ).

EXERCICE 2.

|
Partie A : On considere la fonction f définie sur ]0; +oo[ par f(x) = nix)

xv/x

et on désigne par ¢rsa

courbe représentative dans un repere orthonormé (O; i,j )

(@ Dresser le tableau de variation de f.

(® Tracer Cr
1
Calculer I'aire de la région du plan limité par les droites x = E; x = 1; I'axe des abscisses et la
courbe €.

Partie B : On pose pour tout n € N*, I, =

(@ Calculer I;

® Montrer que pour tout n € N*, |I,| <

1 fl (ln(x))ndx

2n+1pl xVx

ni2n
(© Calculer la limite de I,
_ (In(xn"

1
(@ On pose pour tout x € [—; 1], u(x) . Déterminer une primitive de u.
e

® En intégrant I . N Lo CDTVe
n intégrant I, par parties, montrer que pour tout n € N*, I, = I, + D
M N*, I, = -1 - (D"
3| @ Montrer que pour tout n € N*, I, = — +\/EICZ:0 oF
1
@ En déduire la limite delasomme S;; =1—- — + — —---+ (-1)" .
112 2122 nl2n
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EXERCICE 3.
Le plan P est rapporté a un repere orthonormé et identifié a 'ensemble C des nombres complexes
par
Mx,y)—x+iy=z,
z—1
ol z est appelé I'affixe de M. Soit f : P— P qui a tout point M d’affixe z associe M’ d’affixe z’ = Pt
Z+1i

Sur quel sous ensemble de P, f est-elle définie?
Calculer |Z'| pour z affixe d'un point M situé dans le demi plan ouvert

H:={M(x,y)eP|y>0}

En déduire I'image par f de H.

EXERCICE 4.
On considere dans C I'équation (E) suivante :

Z-1+a)(1+i)z+(1+a%)i=0,

ol a est un parametre réel.

Calculer en fonction de a € R les solutions z; et zp de (E) (indication : on pourra déterminer les
racines carrées complexes de —2i(1 — a)?).

On désigne par Z; (resp. Z») les points du plan complexe d’affixe z; (resp. z») et par M le milieu

de [Z1, Z,]. Tracer la courbe du plan complexe décrite par M lorsque a varie dans R.

EXERCICE 5.
On considere la suite (u,,) d’entiers naturels définie par uy = 27 et pour tout entier naturel 7,

Un+1 =3Up—4
Calculer : u;, up, us et uy. Quelle conjecture peut-on émettre concernant les deux derniers

chiffres de u;, 2

Montrer que pour tout entier naturel n, 1,42 = u,[8].
En déduire que pour tout entier n, Uz, = 38| et uzp+1 =5[8].

Pour tout n € N, on pose v, = u, —2. Montrer que v, est une suite géométrique dont on déter-
minera le premier terme et la raison.
En déduire que pour tout n € N, 2u;, =50 x 3" + 4,

Montrer que pour tout n € N, 2u, = 54[100].

Montrer que deux termes consécutifs de la suite (u,,) sont premiers entre eux.
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EXERCICE 6.
On dispose de deux urnes U; et U, contenant des boules indiscernables au toucher.

— Uj contient n boules blanches et 3 boules noires ( # un entier > 1)
— U, contient 2 boules blanches et 1 boule noire.

On tire au hasard une boule de U; et on la met dans Us, puis on tire une boule de U; et on la met
dans Uy, 'ensemble de ces opérations constitue une épreuve.

On consideére I'événement A : "apres I'épreuve, les urnes se trouvent chacune dans leur configu-
ration de départ "

3 n+2
Z(Zis)'

@ Déterminer la limite de p(A) lorsque n tend vers (+0c0).

(@ Montrer que la probabilité de A est p(A) =

On considere 'événement B : " apres 'épreuve, 'urne U, contient une seule boule blanche".

Vérifi B)=
érifier que p(B) 101 13)

Un joueur mise 20 dinars et effectue une épreuve. A l'issue de cette épreuve, on compte les
boules blanches contenues dans Us :

— Si U, contient 1 seule boule blanche, le joueur recoit 2n dinars.
— Si U, contient 2 boules blanches, le joueur recoit n dinars.
— Si U, contient 3 boules blanches, le joueur ne recoit rien.
(@ Expliquer pourquoi le joueur n’a aucun intérét a jouer tant que n ne dépasse pas 10.

Dans la suite, on considére n > 10 et on introduit la variable aléatoire X qui prend pour valeur
les gains algébriques du joueur.

(® Déterminer la loi de probabilité de X.
(© Calculer E(X).

(@ Déterminer le nombre minimal des boules blanches que U, doit les contenir pour que ce jeu
soit favorable.
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EXERCICE 1.
Partie A : On désigne par f une fonction dérivable sur R et par f’ sa fonction dérivée.
Ces fonctions vérifient les propriétés suivantes :

— (VXeR); f2(0) = (f)?(0) - 4;
— fl0)=2
— lafonction f’ est dérivable sur R.
(@ Montrer que : (Vx €R), f'(x) #0.
® Calculer f(0)
Montrer que, (Vx €R), " (x) = f(x)
@ Veérifierque (f'+ )/ = f' + fet(f' = f) ==f'+f
(® Résoudre les équations différentielles: (E): y' = yet (E)):y' =—y

@ En déduire que, pour tout x e R, f(x) =e*—e™

(@ Dresser le tableau de variation de f.

(@ Construire C¥.
Pour x € ]O;g[ , on pose h(x) =In (tan(x)).
(@ Montrer que h est une bijection de ]0; g [ sur R.

@ Montrer que h~! est dérivable sur R et que (h™"YH(x) =

1
f'(x)
In(v/3) B ln(ﬁ)fzn(x)
Partie B : Soit (u,) la suite définie sur N par 1y = f 7w etu, = f de
0

Calculer ug

@ Montrer que, (Vx € [0;ln(\/§)]), ona:0<

on(x) - (i)Zn

o V3
(@ Calculer alors nEer%
Montrer que pour tout n € N*, ona: uy+ +4u, = ﬁ(%)znﬂ
Partie C: On pose S, = kZ:)(— %)kﬁ etV,= (— i)nun pour tout n € N*,
Montrer que V41—V, = 2n1+ 1 (%)2%1(_ i)nﬂ.
En déduire que : 2\/§(Vn - Vn+1) = 2n1+ . (— %)n

Tv3
Montrer que S, = 2V3 (VO - Vn+1) et déduire que (S;) converge vers le réel T\/_

On désigne par ¢rla courbe représentative de f dans un repére orthonormé (O; i,]J
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EXERCICE 2.

Pour @ € R, résoudre dans C I'équation z> -2 cos(a) z+1 = 0. En déduire la forme trigonométrique
des solutions de I'’équation :

Z22" - 2cos(a)z" +1 =0, oll n est un entier naturel non nul.

@ On pose : Py(2) = z*" —2cos(a)z" + 1. Justifier la factorisation suivante de Py :

~~-(Z2—2COS(%+M)+1).

Pa(z)=(ZZ—ZCOS(%)+1)(ZZ—ZCOS(%+2§)+1 p

0
(@ Prouver, a'aide des nombres complexes, la formule suivante : 1 — cosf = 2sin? (E) , O€eR.

a
sin? (—)
2

4n—1

sdrive cin2 (&) ain2 (£ Z...-Zim_l)”—
(© Calculer Py(1). En déduire sin (zn)sm (2n+ n) sin (2n+ o =

Pour tout a appartenant a 10, [, et pour tout entier naturel n > 2, on pose :

L[ a Ty . (a 27w (a (n-Dn
Hn(a):sm(—+—)sm —+ —|---sin| —+ —|.
2n  2n 2n  n 2n n

sin(a/2)

(@ Montrer que, pour tout @ non nul, ona: 2" H, (@) = ——.
sin(a/2n)

@ Quelle est la limite de Hy(a) lorsque a tend vers 0?

(© En déduire que, pour tout entier naturel n supérieur ou égala 2, ona

L (my . (2w C((n—-Dm n
sm(—)sm —...sin =—.
n ( n) ( n ) 2n-1

EXERCICE 3.

Une urne contient onze boules : cinq boules noires , quatre boules rouges et deux boules vertes .
Les boules sont indiscernables au toucher .

On tire au hasard successivement avec remise trois boules de 'urne .

Calculer la probabilité de chacun des événements suivants :

— A «Avoir trois boules de méme couleur » — C: «Avoir au moins une boule noire »
— B : «Avoir une seule boule rouge » — D «Avoir un tirage tricolore »
EXERCICE 4.
. X . x=alpl
On considere dans Z le systéme (S) suivant : blal aveca,b,p,geZetpng=1
x=Dblg

@ Montrer qu'il existe un couple (u; v9) dans Z2 tel que pup+qry=1
@ Montrer que xp = bpug + aquvy est une solution de (S).

Soit x une solution de (S), montrer que pq divise x — xo.

Soit x un entier tel que pg divise x — xy, montrer que x solution de (S).

Déduire I'’ensemble des solutions de (S).
x=1[8]

Résoudre dans Z le systeme :
x = 3[13]
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EXERCICE 1.
In|l1+x| .
fx)=———six#-letx#0
X

flo)=1
(@ Préciser 'ensemble de définition Dy de f

Partie A : Soit la fonction f par {

(® Montrer que f est continue en 0.
x
On considere la fonction hdéfinie sur R — {1} par h(x) = Tox In|1+ x|
(@ Calculer h'(x)

(® Montrer que I'équation h(x) = 0 admet une solution unique a autre que 0 et que —4,6 < a <
-4,5

(© Donner alors le signe de h(x)

(@ Calculer f'(x)

® Montrer que f(a) =

Tr et donner le tableau de variation de f.
a

Construire dans un repere orthonormé (O; 7, j )la courbe ¢rde f.On prend f(a) = —0,28
1
g0 =|1+xX six#—letx#0
Partie B : Soit gla fonction définie sur R — {—1;0} par :
g0)=e
(@ Dresser le tableau de variation de g

(@ Construire dans un autre repére orthonormé (O, i, 7 )la courbe Cg
1\n
Soient les suite (uy) et (v,). (uy) est définie sur N* par u, = (1 + —) et (v,) définie sur N— {0; 1}
n

1\—n
par v, = (1 - —) . Montrer que (u,) et (v,) sont deux suites adjacentes.
n

1\n 1\n+1
Montrer que (1 + —) <e< (1 + —) puis donner un encadrement du nombre e pour n = 100.
n n

Partie C:

11
Montrerquepourtoutxe [—E,E[,onax—xzsln(l+x)sx

Sott A = 1+ 25 )(1+ 25+ (1+ 72
(@ Montrer que i K2 = nn+1)2n+1)
k=1 6

@ Montrer que nHerA(n) =e
Soit la suite B définie par B(n) = (1+\/%)(1 v2 )( \/ﬁ)

1
@ Calculer f Vaxdx
0

2
3

@ Montrer que lim B(n)=e
n—+oo
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EXERCICE 2.
Soit n € N*, on considere dans C 'équation (E,) : 2" = (iz +2i)"

@ Résoudre dans C, (E») et mettre les solutions z; et zp sous forme trigonométrique.
(Im(z1) >0)

3pn
@ Pour tout p € N, on pose Up = zf + zf. Montrer que Up = 2(\/§)p CcosS (%)

(© En déduire les valeurs de p pour lesquelles u,, = (V/2)P*1,
Le plan complexe est muni d'un repere orthonormé (O, U, V). Soient les points A(-2) et M(z).
@ Montrer que si z est solution de (E;) alors OM = AM
@ En déduire que les solutions de (E;,) s’écrient sous la forme —1 + A7 avec 1 € R.
(@ Résoudre dans C ,I’équation (E,,)
@ Montrer que les solutions de (Ej;) s’écrient sous la forme :

. T kn
zk=—1+ltan(Z+—) avec ke{0,1,2,---,n—1}
n

EXERCICE 3.

Une boite contient 8 cubes indiscernables au toucher dont un rouge numéroté 1, trois rouges nu-
mérotés 2; deux verts numérotés 1, un vert numéroté 2 et un jaune numeéroté 2.

Partie A : Question de cours

Rappeler la définition de deux événements indépendants d'un espace probabilisé (Q2, 22(Q), p).
Partie B : Un enfant choisit au hasard et successivement sans remise deux cubes de la boite.

On admettra que la probabilité de choisir un cube est indépendante de son numéro et de sa couleur.

On note :
— A, I'événement : « Obtenir des cubes de couleurs différentes »;

— B, I'événement : « Obtenir au plus un cube portant le numéro 2 ».
(@ Calculer la probabilité de A.
(@ Vérifier que la probabilité de B est égale a 19—4
(© Les événements A et B sont-ils indépendants?

Soit X la variable aléatoire égale au nombre de cubes rouges tirés par 'enfant.
(@ Déterminer la loi de probabilité de X.
@ Calculer I'espérance mathématique de X.
(© Calculer la variance de X.
Partie C: L'enfant tire cette fois simultanément trois cubes de la boite.
Déterminer la probabilité de 'événement C : « Obtenir au plus un cube portant le numéro 2 »

Lenfant répete n fois 'expérience, en remettant dans la boite les cubes tirés avant de procéder
au tirage suivant. On note p,, la probabilité de I'évenement D, « C soit réalisé au moins une
fois »

Exprimer p, en fonction de n.

Etudier le sens de variation de la suite (p,,) ,en et calculer nhIP Pn.
—+00
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EXERCICE 4.
On considere dans Z x Z I'équation (E) : 45x — 106y =1

@ Vérifier que le couple (—73;—31) est une solution de (E)

@ En déduire toutes les solutions de (E)

(© Trouver 'unique entier naturel d tel que 45d = 1[106] et 1 < d < 105
Montrer que 107 est un nombre premier

On désigne par A= {1;2;3;---;106}
On définit les deux fonctions f et g de A dans A de la maniére suivante :
Pour tout o de A:

— f(a) estle reste de la division euclidienne de a*® par 107

— g(a) estle reste de la division euclidienne de a’ par 107

@ Montrer que pour tout a € A; a'% =1[107]

@ Montrer que pour touta € A; f(g(a)) =«
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