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AVANT —PROPOS

Dans le cadre de la nouvelle collection Xy™ nous mettons
a la disposition de nos éléves de troisiéme année
secondaire, section Sciences Expérimentales, le premier
tome de XY3 plus.

Ce manuel, dont le contenu est conforme aux programmes
du Ministere de I'Education comporte :

- un rappel de cours

- des exercices et des problémes corrigés.
Les exercices et les problémes couvrent toutes les notions du
cours et sont présentés selon une progression qui permet aux
éleves l'assimilation, 'entrainement et la maitrise de la
matiére, tout en développant chez eux des capacités de
raisonnement et de synthese.

Nous avons aussi ceuvré pour que ce manuel soit utile a des

éleves de niveaux différents, permettant 1'amélioration des
capacités des uns et des performances de ceux qui sont en
quéte de I'excellence.

Ce travail est dédié a la mémoire de notre défunte collegue
Lobna Mallouli Ajili en reconnaissance a I'accompagnement
qu’elle a prodigué & des générations d’apprenants, ainsi qu’a
son implication, dans notre groupe, pour l'élaboration de
parascolaires.

Bon travail et bonne chance a nos éléves.

Les auteurs



Chapifre 1
Généralités sur les Fonctions

. Rappels
1. Fonction et ensemble de définition

Soit E une partie non vide de R .

= Une fonction f de E dans R est un procédé qui a tout réel x de E fait
correspondre au plus un réel noté f(x).

2> L’ensemble D des réels x pour lesquels f(x) existe est appelé I'ensemble de
définition de la fonction f. On dit que f est définie sur D.

2. Représentation graphique
Soient (O, T,}) un repeére du plan et f une fonction définie sur D.
= On appelle représentation graphique de f dans le repére (0,1, ),
I'ensemble des points M(x,f(x)) ot xeD.

= Si & désigne la courbe représentative d"une fonction f, alors :
& = {M(x, f(x))ou xe D}

On dit que y =f(x) est1’équation de la courbe % dans le repére (O, i, i)
3. Posltions relatives de deux courbes :
Soit ; et &; les courbes respectives de deux fonctions f et g.

Etudier la position relative de deux courbes représentant deux fonctions
f et g revient a étudier le signe de la différence f(x)—g(x).

+ si f(x)-g(x) >0 alors f(x)>g(x) ce qui signifie que %; est au dessus de &;.

+ Si f(x)-g(x) <0, alors f(x) < g(x) ce qui signifie que %; est au dessous de %; .

* Si f(x)-g(x)=0 pour certaines valeurs de x, alors %; est &, ont des points
communs pour chacune de ces valeurs.

4. Parité

Soit une fonction f définie sur un ensemble D symétrique par rapport a zéro, c’est a
dire que pour tout x de D, (-x) appartient a D.

fs PP Elément de symétrie
Parité de f Définition de la courbe &
Paire f(—x) = £(x) L’axe des ordonnées
Impaire f(—x) = —f(x) L’origine du repére

Conséquence : Si f est paire ou impaire, alors on peut réduire 'étude de fa R_ND.
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5. Sens de variation

o> Définitions :
» Une fonction f est dite croissante » Une fonction f est dite décroissante
sur un intervalle I si, et seulementsi : sur un intervalle I si, et seulement si :
pour tous réels a et b de I tels que pour tous réels a et b de I tels que
as<b,ona f(a)<f(b) a<b,ona f(a)=f(b)
f(a’) = f(b")
\
£(b) f(a
f(b
f(a)
f(e) =) [ ]
I‘ j r~> I 7 ] r = 7
2 |7 b a b a | b a b
» Une fonction f est dite constante ,
sur un intervalle I'si: pour tous réels | ¢a).¢n) M M
aetbdel ona f(a)=f(b).
il
Ofi a b

» Une fonction est dite monotone sur un intervalle I lorsqu’elle est
croissante sur I ou décroissante sur 1.

II. Restriction d'une fonction
Soit f une fonction définie sur un ensemble E
et & sa représentation graphique
dans un repére (O,1,§). Soit D une partie de E.
On appelle restriction de la fonction f a D,

la fonction g définie sur D par g(x)=f(x), pour tout xeD.
La représentation graphique de g est 'ensemble des points de & ayant pour
coordonnées (x,f(x)} ot xeD.
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ill. Construction d’'une courbe & parlir de celle d'une fonction de
rétérence

v.

=

Soit f une fonction définie sur un ensemble D et représentée dans un
repére orthogonal (O, 1,7).

Fonctions Conditions | Transformations permettant de passer
définies par | d’existence de #ag
g(x)=f(x)+b xeD Translation de vecteur bj
g(x)=f(x-a) | (x-a)eD |Translation de vecteur ai
g(x)=—~f(x) xeD Symétrie d’axe (O, 1)
g(x) =|f(x)| xeD - & =%; lorsque f(x)20
« Symétrie d’axe (O, 1) lorsque f(x) <0
g(x)=f£(]x]) g est paire, donc:
[x|eD -sur DNR,, & =¢ =T,
 sur DAIR_, symétrique de I, par
rapport a I'axe (O, i)
Majorant - minorant

Maximum, minimum f(xo0)

Soit f une fonction définie sur un ensemble D, fX) |

§'il existe un réel x, appartenanta D
tel que pour tout x de D, f(x) < f(x,) . j

KKX)

On dit que la fonction f admet sur D o X Xo

un maximum en X, ou encore que

f(x,) est un maximum de f sur D.

S’il existe un réel x, appartenant a D £(x) . y = ()
tel que pour tout x de D, f(x) > f(x,). f(xo)

On dit que la fonction f admet sur D

un minimum en x, ou encore que i

f(x,) est un minimum de f sur D. 81 xo X

Définition :
Soit f une fonction définie sur un ensemble D.

La fonction f est dite majorée sur D s’il existe un réel M tel que pour tout x

de D, f(x)sM



8 Généralités sur les fonctions —~ Résumé

+ La fonction f est dite minorée sur D s’il existe un réel m tel que pour tout x
deD, f(x)zm.

« La fonction f est dite bornée sur D s’il existe deux réelsm etM tel que
pour toutxdeD, m<f(x)<M.
Une fonction f est bornée sur un ensemble D, si elle est a la fois majorée et
minorée.

V. Fonctions affines par intervalles

> Définition :
On appelle fonction affine par intervalles toute fonction définie sur une
réunion d’intervalles et telle que sa restriction a chacun de ces intervalles
soit affine.
La courbe représentative d’une fonction affine par intervalles est une
réunion de demi-droites ou de segments de droites.

= Fonction Partie entiére :

+ On appelle partie entiére d'un réel x et on note E(x), le plus grand entier
inférieur ou égal a x.

+ On appelle fonction partie entiére la fonction qui a tout réel associe sa partie
entiére.

+ Soit E la fonction partie entiére.
Pour tout réel x, il existe un entiern e Z tel que xe[n,n+1[ etona E(x)=n.

VL. Lafonction x - /f(x)

Soit f une fonction définie et positive sur un intervalle I.

Si f est croissante sur I alors Vf est croissante sur .
Si f est décroissante sur I alors Vf est décroissante sur L.
Si f est majorée sur Lalors +/f est majorée sur L

VIl. Variations et opérations sur les fonctions
= Opérations sur les fonctions : Soit D une partie de IR.
Opération Les fonctions f et g sont Définitions
S définjes sur D (pour tout xe D)
Addition f+g (£+8)(x) = f(x) +g(x)
Multiplication fxg (f-g)(x) = £(x)-g(x)
Multiplication par Af (AD)(x) = Af(x)
un réel non nul

=

Variations de la somme de deux tonctions
Si les fonctions f et g ont la méme variation sur un intervalle ], alors leur
somme a la méme variation que chacune d’elles.
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ENONCES

n Déterminer I'ensemble de définition et étudier la parité de chacune
des fonctions suivantes :

1) fix > v2x*-3x+1 2) g:x > X2 =]

3) h:xm ’—1+§+—42— 4) Kt X b e —
X x x*~3-2

Soit une fonction f définie sur [-5,2] et telle que : f(~5)=-2 ; £(0) =2

et f(2) =-1. On suppose que f est croissante sur [-5,0] et décroissante

sur [0,2]. Montrer que la fonction g définie par g(x)= }f(x)] admet un
maximum sur V'intervalle [-5,2].
1) Soit f la fonction définie sur IR par f(x)=-(x+1)* +2.

a) Montrer que f est majorée sur R.
b) Montrer que f est bornée sur [-1,3]

i 1
2) Montrer que pour tout xe{0,2| on a P
q [0.2] 22
3) Montrer que pour tout réel x, Vx*> -2x+3 21

n Démontrer que chacune des fonctions suivantes est bornée sur
I'intervalle donné :

1) £(x)= ‘i4 sur R 2) f(x)=-

x2

sur [0, +oof

2
Jx+1

1 sur [O : 1,44]

3) £(x)=4-(x+2)* sur [-2,5] 49 L00=7=
x_.

B Soit la fonction f : x > —%xz
1) a) Donner le sens de variation de f sur [0,+].
b) Tracer la courbe représentative C; de la fonction f dans un repere
orthogonal (O, i,i).
2) Soitla fonctiong: x> -%(x -2).
Tracer C, a partir de C,.
3) Soit la fonctionh :x - ——‘;’—(lxl -2).

a) Vérifier que h est paire.
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b) Construire C, a partirde C,.
4) Résoudre graphiquement (|x]-2)* =1.

Pour chacune des fonctions suivantes, étudier son sens de variation

) £09=-2x+1+2 sur 0, +eof
1
2) £,(x)=1+x? g S [0,+o0]

3
3) f(x)=-2x-1 +—== sur Jo -2

4) f,(x)=v-x*+4x+5 sur }-w,-1]

Soit la fonction f définie par f(x) =|1-x|-|2x +4|+x
1) a) Ecrire f(x) sans valeur absolue.
b) Etudier le sens de variation de f sur chacun des intervalles
Jreo. -2} [-2,1] et [1,+oo] .
2) a) Représenter graphiquement f dans un repére (O, 1,]).
b) Déterminer la valeur maximale de f(x) lorsque x varie dans R .
3) Résoudre graphiquement
a) [2x+4|-[l-x|=x+5 b) |2x+4]-1-x|>x+5.
4) a) Tracer dans le méme repere (O, 1, ) ladroite D:2x—3y-1=0.
b) Déterminer graphiquement et suivant les valeurs de x la position
relative de C, et D.
8 Soit la fonction f: [-3,4] > R ; x> 1-xE(x).
1) Ecrire plus simplement f(x) et en déduire que f est une fonction affine par
intervalles
2) Représenter graphiquement f dans un repére orthogonal (O, i, j) .

“ La représentation graphique dans un repére d’une fonction affine par

intervalles f est [AB) U[AC]U[CD).

A D

/
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1) Déterminer f(x)
2) Tracer dans le méme repeére la courbe de g(x)=-f(x).

Soient les fonctions f et g définies par f(x)=+vx+4 et g(x)= = .

x—2
1) Tracer dans un méme repére orthonormé (O, 1,]) les représentations
graphiques respectives €} et ; defetg.
2) Calculer les coordonnées des points d’intersection de %7 et %y

<0.

3) Résoudre graphiquement l'inéquation Vx+4 + "

2x

Soit f 1a fonction définie sur IR par f(x) = — 1
b

1) Montrer que pour tout x € IR : 2[x| < x* + 1.

2) En déduire que f est bornée sur IR.
3) Etudier le sens de variations de fsur [ 1, + e [.

x+1)2

X +1

4) Soit g la fonction définie sur IR par : g(x) =

a) Vérifier que pour tout x € IR : g(x) = f(x) + 1.
b) Etudier le sens de variations de gsur {1, + o [.

¢) On désigne par Cf et Cg les courbes respectives de f et g dans un repére

orthonormé (O,f, 3) .Montrer que Cg se déduit de Cf par une transformation

simple que I'on déterminera.
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CORRIGES
1) f(x)=~2x* -3x+1

f est définie si et seulement si 2x* —=3x+120.

1
—Q0 -—
X 2

+00

wx-3x+1| 0 - O o+

D; = ]—oo, -;—]U [2, +oo]

Le domaine de définition de f n’est pas symétrique par rapport & 0 donc f
n’est ni paire ni impaire.

2)g:x > ,/xz -Ix|
g est définie si et seulement si x* -|x| 20 signifie |x|(|x|-1)=0
signifie x=0 ou [x|-120 < x=0 ou |[x|21 &x=0 x21oux<-1.
D, = Jroo,-1JU[1, +o[ U{0} '
Pour toutxe D, ~x € D, et g(—x)=g(x) donc g est paire.

3) hix —-1+§+%—
X x
x#0
La fonction h est définie si et seulement si 1+ _)% + iz >0
X

4 _-x*+3x+4
x? x?

Puisque x* >0 pour tout x # 0, alors on étudie le signe du trinéme —-x° +3x +4

Pour tout x#0,ona —1+%+

Les racines de ce trindmesont —1et4 (a-b+c=0, x'=-let x"=-_?;—:=4)

;X —© -1 0 4 +00
x> +3x+4 - 0 + 0 -
La fonction h est donc définie sur [-1,4]\ {0} .

Le domaine n’est pas symétrique par rapport a 0 donc h n’est ni paire ni
impaire.
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4) k(x)=———
x?~3-2
k est définie si et seulementsi x*~320 et Vx> ~3-2#0
« x*-320 signifie xe]—w,—ﬁ]U[ﬁ,m[

X o 3 3 4w
-3 | *+ ¢ - ¢ *
e I 3-2=0x2-3=4 © x2=7 & x=7 oux=—f7

donc \/)3——3-—2¢0¢:>x¢\/7 et x#—/7
La fonction k est définie sur ]—oo,—ﬁ[U]—ﬁ,—ﬁ]U[\/—g,ﬁ[U]ﬁ,m[

Le domaine de définition de k est symétrique par rapport a 0 donc on
étudie sa parité.

Pour toutx €D, ona x<- 3oux2+3 et x /7 etx =7

donc —x 23 ou-x<—/3etx#7 etx# /7

d'ot -xeD,. k(-x)= \R—x);x—B =" N 1‘3 =" ~k(x)

On conclut que k est impaire.

« Pour tout x €[-5,0] ona -5<x<0.
Puisque f est croissante sur [-5,0] alors f(-5) < f(x) < f(0).
Or f(-5)=~2 et f(0)=2 alors -2 < f(x)<2 d’olr [f(x)[<2.
« Pourtout xe[0,2] ona: 0<x<52.
Puisque f est décroissante sur [0,2] alors f(2) < f(x) < f(0).
Or f(2)=-1et f(0)=2 alors -1<f(x)<2 et puisque -2 < -1 alors
~2<f(x)<2. Par suite |f(x)|<2.

« Conclusion : Pour tout x € [-5,2] on a |f(x)] <2 donc 2 estun

maximum pour [f(x)| sur [-5,2].

1) fx)=-(x+12+2.
a) Pour toutréel x,ona: —(x+1)* <0 d’olt <(x+1)’ +2<2 etpar
conséquent, pour tout réel x : f(x)<2.
f est majorée par 2sur IR.
b) xe[-1,3] & 0<x+1<4 ©0<s(x+1)* <4’
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& -16<-(x+1) <0 & -14<f(x)<2
Sur [-1,3], f est majorée par 2 et minorée par 14 donc f est bornée sur
[-1.3]

2) Pour tout x €[0,2] ona 4-x* <4, d'oir 0<VA-x* <2 d'oit —=1 =2

3) Pour tout réel x, x* —~2x+3 =(x~1) -1+3 =(x-1)* +2
or pour tout réel x, (x-1)* +2>2 d’ol m2ﬁ>l.
Donc Vx* —2x+3 21 pour tout réel x.
Remarque : Si a<b alors a<b.

1) Pour toutréel x,ona x> +4>4 d’or 0< 21 <Ldonc 0<
x*+4 4

<1
x2 +4

D'ol: £ (x) estbornée sur IR.

2) f,(x)=- &2+1 sur [0, +oof

Pour tout x>0 ona Vx+1>1 d’ot 0 < 1 <1.

Ix+1"
2

Donc -2 <~ <0 d'ott f, est majorée par 0 et minorée par -2.
Vx+1

f,(x) estbornée sur [0,+oo].

3) f(x)=4-(x+2)* sur [-2,5]
—2<x<5donc 0<x+2<7 donc 0<(x+2)* <49
~49 < ~(x+2)* <0. Ainsi, ~-45<4~(x+2)* <4
f,(x) estbornée sur [-2,5].

4) f,(x)= &1_2 sur [0;1,44]

0<x<1,44 d'ot 0<vx<1,2 donc-2</x-2<-0,8

f,(x) estbornée sur [0;1,44].

B f(x)=-—%x2

1) a) Soientaetb deux réels de I'intervalle [0,+x[ tel que a<b.
Comparons f(a) et f(b).
Ona: 0<a<b
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a® <b? (car aetb sont, de méme signe et positifs)

f(a)>f(b) d’oufest décroissante sur [0,+w].

b) &, est une parabole de sommet le point O(0,0) et d’axe de symétrie 1'axe

des ordonnées.
x ] 0] 1] 2 ]
fx)| 0 | 3| -6
2
On compléte par symétrie

par rapport a l'axe (O, j). &

2) gx)= ——%(x -2y

3)

La représentation graphique & de g est Iimage de celle de f par la

translation de vecteur 2i donc % est la parabole de sommet le point

5(2,0) et d’axe de symétrie la droite (S, ).

3

a) h(x)= —E(lx] -2y
La fonction h est définie sur tout R donc pour tout xeR ona (-x)eR.

3 3
h(-x) = --2—(|—x| -2y = —-2—(|x| ~2)* =h(x).
D’otx h est une fonction paire . Par conséquent la représentation graphique
%, de h est symétrique par rapport a 1’axe des ordonnées (O, j).
b) Pourtout xeIR, ona |x|=x d’oit h(x)= —%(x—Z)2 =g(x).
Alors la représentation graphique &, de la restriction de h a Yintervalle

[0,+c0[ est confondue avec la partie de & tracée sur [0,+w[ et puisque h

est paire alors on déduit la représentation graphique %; de la restriction
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de h a lintervalle }-»,0] par symétrie de % par rapport & l'axe des
ordonnées &, =%, U%;.

[ Y%

4) (x|-2)* =1 signifie —%([xl—Z)2 = —% signifie h(x) = —-%.
Graphiquement les solutions sont les abscisses des points d’intersection de
%, avec la droite d’équation y = —-% .

Sg ={-3,-1,1,3}.

1) f(x)= —2x+1+-3)z , x€ ]0,+o0]
g:xH -2x+1l et h:x —il, les fonctions g et h sont décroissantes sur
]0,+f doncf, =g+h est décroissante sur ]0,+wof

=143 ——L

2) £(x)=1+x -
: 2 . —_1
g:xH1+x" et h.xl—>1+x

a

<+b ou a <0 donc h est croissante sur

La fonction h est de la forme x >

-1, +eof .
La fonction g est de la forme g: x> ax® +bx+c et a>0 donc gest

croissante sur [—-2%,+oo[ d’oi1 g est croissante sur [0, +oo] .

f,, étant somme de deux fonctions croissantes sur [0,+o[ donc f, est

croissante sur [0,+o|
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3)

4

= Dx—14+—3—
£, (x) = —2x 1+x+2

La fonction g:x > -2x —1 est affine et le coefficient directeur est négatif
donc g est décroissante sur IR .
3 a

La fonction h: x> —=— est de la forme x> ou a >0 donc hest
X+2 x+b

décroissante sur -2, +xf .

sur ]-2,+o0]

f, est somme de deux fonctions décroissantes sur ]~2,+w| donc f; est
décroissante sur ]-2,+of .

f,(x)=V-x* +4x+5 sur J~,2]

La fonction g: x +> -x*> +4x+5 est de la forme x> ax’> +bx+c ot a<0

donc g croissante sur ]—oo,——zb;] donc f, est croissante sur ]-w,2].

s
/

1) f(x) =[1-x|-[2x + 4] +x

a)

b)

X —0 -2 1 +00
signe de (1-x) + + 0 -
[1-x| 1-x 1-x 0 x-1
signe de (2x+4) - ( + +
[2x +4] 2x-4 0 2x+4 2x+4

Si x € }o,-2] alors f(x) = (1-x)—=(-2x-4) +x =1-x+2x+4+x

=2x+5

Si x e[-2,1] alors f(x) =(1-x)—(2x+4) +x =1-x~2x~4+X
=-2x-3

Si x e[1, +ofalors f(x) = (x—1)—(2x+4) +x =x=1-2x~4 +x
=5

f(x)=2x+5 sixe]-w,-2]
Conclusion: {f(x)=-2x-3 sixe[-2,1]
f(x)=-5 si x €[1,+oo]
*Sur ]-0,-2], f(x) est de la forme f(x)=ax+b olt a=2>0 doncfest
croissante sur }-o,-2].
e Sur [-2,1] f(x) estde laforme f(x)=ax+b o a=-2<0 doncfest

décroissante sur [-2,1].
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e Sur [1, +oo[ , f(x) = -5 donc f est constante sur cet intervalle.
2) a) Lareprésentation graphique de f est C; =[AB)U[AC]U[CD).
avec A(-2,1), B(-3,-1), C(1,-5) et D(2,-5).

b) La représentation graphique de f est située toute entiére au dessous de
la droite d’équation y =1 donc pour toutxe R f(x)<1 d’ot1 la valeur

maximale de f(x) est 1.
3)a) |2x+4|-J1-x|=x+5 signifie -5 =x +[1~x|—|2x +4| signifie f(x)=-5
£(x)
Les solutions sont les abscisses des points d'intersection de C; et la droite

d’équation y =-5.
Sg =[1,4c[U{-5}.

b) [2x+4|~[1~x|>x+5 signifie -5> x~|2x+4|+|1-x| signifie f(x)<-5
Les solutions sont les abscisses des points de C; situés strictement au dessous

de la droite d’équation y =-5.
SR =]—'00,-5[. A 1 vE1
S LN
BY2 Noli
-5
¢ D |YFS
&)/
\Q
4)a) D:2x-3y-1=0 ou D:y=—2—x—-1 A 2T
3 3| 15 i
-2 i
,/
mmmE
,/
X -1 | -4 243
y -1 | -3
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o Sixe]-o,—4]U[-1,+0],
C; estaudessousdeD.
o Sixe[-4,-1],
C; est au dessus de D.
Hf: [-3,4] >R ; xm1-xE(x)
*)Si x €[-3,~2[ alors E(x)=-3 d’oi1 f(x)=1-x(-3) = f(x)=1+3x
*) Si x €[-2,-1[ alors E(x)=-2 d’olt f(x)=1-x(-2) = f(x)=1+2x
*)Si xe[-1,0[ alors E(x)=-1 = f(x)=1+x

*)Si xe[0,1f alors E(x)=0 = f(x)=1
*)Si xef1,2] alors E(x)=1= f(x)=1-x -
*)Si x €[2,3] alors E(x)=2 EEERR
= f(x)=1-2x =2
*)Si x €[3,4] alors E(x)=3 = f(x)=1-3x 3
“Si x=4, f(4)=1-4E4)=1-16=-15 |[Y|=85
Cpnclusion : 7 -:
f(x)=1+3x sixe[-3,-2] Yl=18
f(x)=1+2x sixe[-2,-1] 9
f(x)=1+x sixe[-1,0 =10
Jfo=1 si xe[0,1] g
f(x)=1-x sixe[1,2] 43
f(x)=1-2x sixe[2,3] 114
f(x)=1-3x sixe[3,4] LS
f(4)=-15

d’ot f est une fonction affine par intervalles.
2) Voir la figure ci-contre

» Surlintervalle }-,-2], f(x) est de la forme ax+b.

La demi-droite qui la représente passe par les points A(-2,2) et B(—4,0).

Ys-ya __0-2 _-2__
XB—-XA -4'—('-2) —2
Dot f(x) =x+b or f(—4) =0 donc 0=—4+b et parsuite b=4
f(x)=x+4 pour toutx e J-o,-2].

Donc le coefficient directeur est a =

¢ Surlintervalle [-2,1], f(x) est de la forme ax+b.
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2)

Le segment [AC] qui la représente passe par le point O(0,0) donc b=0.
Ce segment passe aussi par le point A(-2,2) donc le coefficient directeur est

Pour tout xe [-2,1], f(x) =-x.

Sur 'intervalle [1,+%[, f(x) est de la forme ax+b .

La demi-droite qui la représente passe par les points C(1,-1) et D(2,2).
Yp-¥c _2-(D _4

Xp —X¢ 2-1

D’olt f(x)=3x+b or f(1)=-1donc —1=3+Db et parsuite b=—4
f(x)=3x—4 pour toutx e[1,+xf.

g(x) =~(x).

La coutbe de g est la symétrique de la courbe de f par rapport a 'axe des
abscisses.

Donc le coefficient directeur est a =

&
/ /

f(x)=vx+4 D;=[-4,+0[.
X -4 -3 0 5
y=~x+4 0 1 2 3

-4
g =—=.
La représentation graphique & de g est une hyperbole de centre le point

I(2,0) et d’asymptotes les droites d’équations x =2 et y =0.
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On compléte par symétrie par rapport au point 1(2,0).

! |-4_21J§l 1 0_ et ) Il 1 1 ¥ T LB
i L
T-
+ x=2
y=vx+4 X+ 4 = -4
2) M(x,y)e &N signifie -4  signifie X x—2
Y= %-2 y=vx+4

. W3- (p)
x~2

condition:--_-%zo etx—-2#0 donc x-2<0 d’ou x € }-0,2[.

16 I
Y signifie

(x +4)(x* ~4x +4) =16 signifie x> —4x* +4x +4x* ~16x+16 =16 signifie

Pour tout x € }~»,2[ V'équation (E) est équivalente 3 x +4 =

x* —12x =0 signifie x(x* ~12)=0 signifie x =0 ou x* =12
x* =12 signifie x =12 ou x =12
signifie x =23 ¢ J-.2[ ou x= 23 ¢ ], 2[.

« Six=0alors y=+/4 =2
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Si x =-2/3 alors y=\/4..2\/§=\/(1_\/§)2 =|1—«/?—>|=\/§—1
gNeg ={1<(o,2),- A(-2«/§,~/§-1)}

3) Vx+4 +—42- <0 signifie Vx+4 < x;‘% . Les solutions de l'inéquation
X - -~

Jx+4 < 4

X

%. Sk =[~4,-2v3]U0,2[.

1) Pour tout x € IR: (le -—1)2 20 ca signifie que 2[x| < x2+1.
2) Pour tout xeIR: 2|x| <x*+1 ¢asignifie que If(x)l <1

donc Pour tout x e IR: ~1<f(x) <1 d'ou f est bornée sur IR
3) Soient a et b deux réels de [1,+x[ tel que a<b
2(a-b)(1-ab)

sont les abscisses des points de ¥ situés au dessous ou sur

Ona f(a)-f(b) = et puisque 1<a<b alors 1-ab<0

(a2+1)(b2+1)
et a-b<0
Etona (@2 +1)(b*+1)>0 d'ou f(a)-£(b) =0 donc f est décroissante
sur [1,+o0
4) a) pour tout x e IR :g(x) = (x2+1)2 XAl =1+ 2x =1+f(x)
x2+1 x2+1 x?+1

b) On a f est décroissante sur [1,+co[ donc g est décroissante sur [1, +eof

¢) Soient M(x,f(x)) € Cf et M'(x,g(x)) € Cg : WC’J

—(0
Donc Cg est I'image de Cf par la translation de vecteur U {1 )



2. Conlinuité de certaines fonctions usuelles

Chapitre 2
Continuité

1. Continulté en un réel graphiquement

Lorsque la représentation graphique de f
sur un intervalle ouvert I, met en évidence
un tracé continu de la courbe, la fonction 6 \‘Té a

f est continue en tout réel ade 1. /, £ (a) Al/

Lorsqu’on observe une rupture (ou un saut)
dans le tracé de f de part et d’autre d'un

point A (a,f(a)) bien que d’abscisse appartenant £(a) A /&
a son ensemble de définition, alors la fonction f est /'\

discontinue en a. ]
[6) \‘{

= Théoréme

Toute fonction constante est continue en tout réel a.
La fonction x > x est continue en tout réel a.

Toute fonction linéaire est continue en tout réel a.
Toute fonction affine est continue en tout réel a.

La fonction x > x* est continue en tout réel a.
Toute fonction polynéme est continue en tout réel a.
1
X
Toute fonction rationnelle est continue en tout réel ot elle est définie.

La fonction x > = est continue en tout réel non nul a.

. Opérations algébriques sur les fonctions confinues

= Théoréme

4

Soit f et g deux fonctions définies sur un intervalle ouvert I . Soit a un réel de
Iet a unréel.

Sif et g sont continuesen a alors : f+g ,f xg et a-f sont continues en a.

Si f est continue en a et si f(a)# 0 alors la fonction % est continue en a.

Si f et g sont continues en a et si g(a) # 0 alors la fonction —é— est continue en a.

. Contfinulté & drolte — Continulté a gauche

= Théoréme

Soit f une fonction définie sur un intervalle ouvert contenant a.
f est continue en g, si et seulement si, f est continue a droite et a gauche en a.
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& Théoréme

Soit f une fonction définie et positive sur un intervalle I et a un réel de L.
« Si fest continue  droite en a, alors Vf est continue a droite en a.
« Sifest continue a gauche en a, alors v/ est continue 2 gauche en a.

5. Continulté sur un Intervaile
& Définition
« Une fonction définie sur un intervalle Ja,b| est dite continue sur Ja,b[ si

elle est continue en tout réel de Ja, b[.

+ Une fonction définie sur un intervalle Ja,b] est dite continue sur Ja,b] si

elle est continue sur Ja, b et continue 4 gauche en d.

«  Une fonction définie sur un intervalle [a,b| est dite continue sur [a,b[ si

elle est continue sur [a, b[ et continue & droite en a.

b % f(a) & &
t a

£(b) \/f(
1 : a
b (b) b

f est continue a gaucheenb  f est continue & droiteen a f est continue sur
f n’est pas continue f n’est pas continue 3 Ja. vl
a droite en a gaucheenb

» Soient a et b deux réels.
Une fonction définie sur un intervalle [a,b] est dite continue sur [a,b] si

elle est continue sur Ja, b[, continue a droite en a et continue a gauche enb.

f(a) &7
a
£(b) \

« Si une fonction est continue sur un intervalle I, alors elle est continue sur
tout intervalle inclus dans 1.

& Conséquences

« Toute fonction polyndme est continue sur tout intervalle contenu dans R .
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Toute fonction rationnelle est continue sur tout intervalle contenu dans son
ensemble de définition.

6. Continuité de la fonction |f|
= Théoréme

Soit f une fonction définie sur un intervalle I .
Si f est continue sur I, alors |f| est continue sur L

7. Continulté de la fonction Vf
o Théoréme

Soit f une fonction définie et positive sur un intervalle I.
Si f est continue sur I, alors f est continue sur L.

8. Image d'un Intervalie par une fonclion continue
& Théoréme

L’image d’un intervalle par une fonction continue est un intervalle.

1
\W £(7)

-1\_Q',__.Jl -1\___Q,___J1
J

Remarque :
La continuité est une condition suffisante mais n’est pas nécessaire pour que
Vimage d'un intervalle soit un intervalle.

9. Equations de la forme f(x) =k
& Théoréme

Soit f une fonction définie et continue sur un intervalle 1.
Soient a et b deux réels de I tels que a<b.
Pour tout réel k compris entre f(a) et f(b), 'équation f(x)=k posséde au

moins une solution dans l'intervalle [a,b].

£(b) 2\
AN

f(a)

O a X, Xy X;b
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ENONCES

n Dans chacun des cas suivants, justifier que la fonction f est continue au
réel a indiqué : '

1) f(x)-——x -x+1, a=—/2 2) f(x)=-———% a=0,7
3) f(x)=|%= 31 a=3 4) f(x)=|x|2—4|x|—% a=15
5) f(x)= a=-1 6) f(x)=vV4x* —4x~3 a=2

2x— |x +1]
f(x)=x-1 six<0
E Soit f 1a fonction définie par {f(x)=2x-4 si 0<x<3
f(x)=+vx+1 six23
1) Tracer la courbe représentative de f dans un repére (O, i, i) .
2) a) Justifier que la fonction f est continue sur }~»,0].
b) Justifier que la fonction f est continue sur ]0,3[

¢) Justifier que la fonction f est continue sur [3,+cf
3) Justifier a Vaide du graphique, que la fonction f n’est pas continue sur IR .

B La représentation graphique d’une fonction f est donnée ci-dessous

1

1) fest-elle continue sur R ? ]

2) Représenter chacun des ensembles suivants : !

£(J-1, +oo]) et f(J—o,-1)) {

£(]-,+[) est—t—il un intervalle ?

3) Etudier la continuité de la fonction f sur ‘& 1

son ensemble de définition. L oA

4) Soit g la fonction définie par : ]

g(x)=f(x) sixe]-1,+of !
g(x)=-f(x) sixe}-o,1]

Tracer la courbe de g et étudier la continuité 1

de g sur son ensemble de définition.

n Justifier que f est continue sur IR dans chacun des cas suivants :
1) f(x)==x>+x*>-x+4 2) f(x)—- X+3 3 f(x) =Vx? +3x+5+x> +1

+5

2 |x+5|
4) f(x)=[x"-3x+2 5) f(x)= 3 -15-~ 6) f(x)=

) f(x)=|x* -3x+2] )(x)|x+l|x| ) ==
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Les courbes ci-dessous sont représentatives des fonctions :
f,5. 5.5, &, £, £ etf, définies sur [-2,4]

%\
j b il
EHR 9§ \ of3
I %
%
N I
\\ ~
F 3 I3
& A % N
\/ %
L]
\\
3 i
\\fg Ofi =

Par simple lecture graphique, compléter le tableau suivant :

Fonction

f(-2,4)

Intervalles de
continuité de f

Nombre de solutions de
Yéquation f(x)=0

£

5

f

N

£

w

f

Y

£

U1

f

=

ol Kol
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La figure ci-contre est la représentation
graphique Cf dans un repére orthonormé de la

1,3
&

4

fonction f définie sur IR par : f(x) =x3-3x2+1 / '\

]

1) En utilisant le graphique :

[t

e ——— =

a) Déterminer les images des intervalles [-1, 0], [-1, 2]

[}
P

et [0, 1] par f.

b) Justifier que :
— L’équation f(x) = 4 admet une unique solution dans IR.

4 .
ks HE

— L’équation f(x) = -1 admet exactement deux solutions dans IR.
-» L’équation f(x) = 0 admet exactement trois solutions dans IR.
2)a) Montrer que I'équation f(x) = 0 admet dans ]0, 1] une solution a.

b) Donner un encadrement de a a d'amplitude 10-.
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CORRIGES

1) f(x)=-g-x2 -x+1

f, étant une fonction polyndme, d’oil f est continue en a =2 .

2) =22, D =R\{g)

f, étant une fonction rationnelle, 0,7 € D, = R\ {4} donc f est continue en 0,7
3
2

1
On x> X=3
pose g:x k>~
La fonction g est rationnelle définie sur R\ {-1,1} donc g est continue en 3

3) f(x)=

, D, =R\{-1,1}.

X —
X5 -

d'ou f=|g| est continue en 3.
9 9= -4}x-2 ; D, =IR*

f : x> —4|x] est continue sur R, f, : x - |x|* est continue sur R et

fix> :;2— est continue sur IR *.

D'oit f=f +f, +f, est continue sur IR* d’ol f est continue en 15.

_ X
5) fx)= 2x ~|x +1|

f, : x> x est continue sur R donc continue en -1.

car x > —|x+1| est continue sur R.

f, : x> 2x —|x +1] est continue sur R et x - 2x est continue sur R . Donc f,
est continue en ~1.

De plus f,(-1)=-2=0d’ol f =%— est continueen -1.

6) f(x)=v4x* -4x~3
u: x> 4x* —4x -3 est une fonction polyndme donc continue en 2 et
u(2) 2 0d’ott f est continue en 2
5

1) Larestriction de f 3 l'intervalle ]—,0] est représentée par une demi droite
[AB) ol A(0,-1) et B(~2,-3).
La restriction de f a I'intervalle ]0,3[ est représentée par un segment [CD]
privé des points extrémités C(0,—4) et D(3,2).
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La restriction de f a 'intervalle [3,+o[ est représentée par (C,)

2) a) Lafonction x> x~—1 est un polyndme donc continue sur IR en
particulier sur }-,0] d’ol f est continue sur ]-«,0].
b) La fonction x> 2x~4 est un polynéme donc continue sur IR en
particulier sur ]0,3[ d’oi: f est continue sur ]0,3[.
¢) Lafonction x> +x—-1 est continue sur [1,+wo[ et [3,+w[ [1,+w[ donc
f est continue sur [3,+o[ .
3) La représentation graphique de f sur IR met en évidence un saut du tracé a
droite du point A(0,f(0)), la fonction est discontinue en 0.
Donc f n’est pas continue sur IR .

B

1) La courbe de f présente une rupture au niveau
du point A(-1,f(-1)) donc f n’est pas continue sur R.

) £(-1, 4] =[]
£(J-,-1]) =}, 1] i
f(J~oe, +a0]) = }oo, ~1]U[F, +0] \é
qui n’est pas un intervalle.

3) fest continue sur chacun des intervalles {
J1,+oo[ et ]-o0,1] (tracé continu)

,,
A

f est continue a gaucheen x, =1.
f n’est pas continue a droite en x, =1.
Au niveau du point A (-1,-1)et a droite la courbe présente un saut.
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4) Le domaine de définitionde gest R.
Tracé de & : La restriction de g & l'intervalle

J1, +oo[ est représentéepar (C,) qui est confondue
avec celle de f.

La restriction de g a l'intervalle J—o,1] est
représentée par (C,) symétrique de & par
rapport a I’axe des abscisses.

?g =(C)U (C)

Le tracé de g ne présente pas de rupture
donc g est continue sur R .

1) f(x)=-x*+x*~x+4 festune fonction polyndme donc continue sur R .

2) f(x)= 2x j 35 f est rationnelle et définie sur R donc f est continue sur R .
X

3) fx)=vx2+3x+5+x>+1
+ La fonction f, : x > x> +1est une fonction polynéme donc continue sur IR .

« La fonction x - x*> +3x+5 est polyndéme donc continue sur R .
De plus, pour tout réel x, x* +3x+5>0 (A <0) donc la fonction

f,: x> x> +3x+5 est continue sur IR.
f=f +f, estfestcontinuesur IR.
4) f()=[x*-3x+2|
La fonction g:x +> x* —3x +2 est polynéme donc continue sur R donc la
fonction x > |x2 -3x+ 2| est continue sur R.
5) f(x)=|x+3|-|5-x|
La fonction x > x +3 est affine donc continue sur IR d’oi1 la fonction
f, : x> |x+3| est continue sur R.
La fonction x +» 5—x est affine donc continue sur R d’ot la fonction
f, 1 x> |x+3| estcontinue sur R.
f = £ +f, somme de deux fonctions continues sur R donc f est continue

sur R.

6 o=

2
Vvx? +1
» Lafonction x - x+5 est affine donc continue sur IR d’ot la fonction
f, : x> {x+5| est continue sur R.

+ La fonction x +> x* +1 est polyndme donc continue sur IR.
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De plus, pour tout réel x, x* +1>0 donc la fonction £ixe x? +1 est
continue sur IR.

De plus, pour tout réel x, f,(x) =0 donc f ={:‘— est continue sur R .
- 2

Foncion | (24D | congmaitedet | de Fiquaton 0020
fy [-2,3] [-2,0[ et [0,3] 2solutions
£, [-2,3] [-2.3] 3 solutions
£, [-2,3] [-2,3] 1 solution
f, [-2,3] [-2,3] 1 solution
f; [-3.3] [-3,3] 1 solution
s [21]JU2,3] | [-2.0[et [0,3] 1 solution
£, [-2,3] [-2,3] 1 solution ﬂ
fs [-1,4]U{-2} [-2,2] et ]2,4] 1 solution a

Da) £([-1,0]) =[-3,1], £([-1.2]) =[-3.1] et £([0,1]) =[-11] .
b) — La droite d'équation y =4 coupe Cf en un unique point donc I'équation
f(x) = 4 admet une unique solution dans IR
— La droite d'équation y = -1 coupe Cf en deux points donc I'équation
f(x) = —1 admet deux solutions dans IR
— La droite d'équation y =0 ( 1'axe des abscisses ) coupe Cf en 3 points
donc I'équation f(x) = 0 admet 3 solutions dans IR
2)a) f est une fonction polynéme donc continue sur IR, f(0)xf(1) <0
Donc l'équation f(x) =0 admet au moins une solution o dans 0,1
b) On utilise la méthode dichotomique qui consiste a découper l'intervalle
[0,1] en dix intervalles de méme amplitude 107!

X 0 ot (02 {03 {04 |05 (06 |07 08 091
fx) 11 097 (0881075058037 013|-0,12 |-04 {-0,7 |-1

On a £(0,6)x£(0,7) <0 d'ou 0,6 <o <0,7




Chapltre 3
Limites et Continuité

Limite en un réel a d’'une fonction continue en a

= Théoréme

4.

Soit f une fonction définie sur un intervalle ouvert I et aun réel del.

f est continue en a, si et seulement si, li_r)n f(x) =f(a)
X—>a

Théoréme

Soit f une fonction définie sur un intervalle ouvert I, sauf peut étre en un
réeladel. .

lim f(x) = £ si, et seulement si, im f(x) = lim f(x)=¢

x—>a x—a* x—>a~

. Calcul de limites

Théoréme
Soit f une fonction définie sur un intervalle ouvert I, sauf peut étre en un

réel a de I et soit g une fonction définie sur l'intervalle L.

Si g est continue en a et si g(x) = f(x) pour x #a alors !(1_x)n f(x)=g(a).

Prolongement par continulté

Théoréme et définition &t
Soit f une fonction définie sur un intervalle I, M
sauf en un réel a de I, et admettant une limite ¢ en a.

f(x) six#a a b

Alors la fonction g définie par: g(x) = { ¢ sixea

est continue en a.

gﬁ
Vocabulaire
On dit que la fonction g est le prolongement par

continuité en a de la fonction f a
On dit aussi que f est prolongeable par continuité en a.

o

Opérations sur les limites finles

= Théoréme

Soient f et g deux fonctions définies sur un intervalle ouvert I, sauf peut-étre en
un réel a de I et telles que f et g admettent pour limites respectives £et £'en a.

Alors
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. liin(f+g)=£+l' . li:nkf=kl (keR)
. timi = + limfg=£2"
. Si£#0 alors lim1=1 . Si£'=0 alors imf=4
a f £ a g £
5. Limite et ordre
< Théoréme

Soit f une fonction définie sur un intervalle ouvert I, sauf peut étre en un
réel a de I et admettant pour limite £en a.

o

=Y

+ Si f(x) est positif pour tout réel x de I distinct de a, alors £20.
« Si f(x) est négatif pour tout réel x de I distinct de a, alors £<0.
Remarque

» L’inégalité donnant le signe de f(x) peut étre stricte ou large.

+ En passant a la limite I'inégalité stricte devient large.

Théoréme

Soit f une fonction définie sur un intervalle ouvert I, sauf peut étre en un
réel a de I et admettant pour limite £en a.
Si f(x) est positif pour tout réel x distinct de a, alors li;n VE=t.

6.

=Y

Limite & droite (ou & gauche) en a
et continuité & drolte (ou & gauche) en a

Théoréme

Soit f une fonction définie sur un intervalle I et a un réel de 1.

La fonction f est continue a droite en a si, et seulement si, lim f(x) = f(a) .
X—ra

La fonction f est continue & gauche en a si, et seulement si, lim f(x) = f(a).
X—>a

Théoréme
Soit f une fonction définie sur un intervalle [a,b[ sauf peut étre en a et g une

fonction définie sur un intervalle contenant [a, b|.
Si g est continue a droite en a et si g(x)=f(x) pour tout x de Ja,b[ alors

lim £(x) = g(a) -

Soit f une fonction définie sur un intervalle Ja,b] sauf peut étre en b et g une
fonction définie sur un intervalle contenant Ja,b].

Si g est continue a gauche en b et si g(x)=f(x) pour tout x de Ja,b[ alors
lim €)= g(b).
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EXERCICES

n Dans chacun des cas suivants, déterminer la limite de la fonction f en x,

1) f(x)=3x"—5x3+1 X, = -1 2) f(x)=VBC+5x+7  x, ==

2
-1 _ Y v, S 28 =
3) f(x)- 5 Xy =2 4) f(x)= 2x+1+x+3 x, =-10
- 7
5) f(x) = (x ~4)* +"—_§;%z x, =1
Calculer la limite de la fonction f au réel x, indiqué :
2
|12« - ez
Xy =-1 2) f(x)= W3 X, =0
3) f(x)= l‘){l"—_’; ; Xp =9
Calculer la limite de la fonction f au réel x, indiqué :
=X -9 = _x=V2 =
1) f(x)= 2x Ten Xp =-3 2) f(x)= 5 Xy =2
3
3) f(x)= 2‘-‘&1522 X, = -5 9) f(x)=Y2E5=3 o
x+1 (x+1)
X+
5) f(x)=%= 43 Xy =3 6) f(x)= ——‘“—“I 0 =0

2
Soit f 1a fonction définie par f(x)= X —6x+ ; 6_X1+ 5

1) Déterminer le domaine de définition de f.
2) Peut-on trouver un prolongement de f par continuité en 1

3 2
B Soit f la fonction définie sur J1, +of\ {2} par f(x)= %
1) Calculer la limite de fen 2.
2) La fonction f est-elle prolongeable par continuité en 2 ? Si oui définir ce
prolongement.
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. 2x*
B Soit f la fonction définie sur R par f(x) = X :lx(

La fonction f est-elle prolongeable par continuité en0.

X

3 six<0
X +x-2

Soit f 1a fonction définie par f(x)=42x si0<x<3
vx+1 six23

1) Déterminer ie domaine de définition de f.
2) Etudier la continuité de f sur son domaine de définition.

B On considére la fonction f définie sur IR par:
x* —3x* —16x +48
x*-16
f(x)=<a six=4
b six=—4

six#4 et x4

1) Déterminer la valeur de a pour que f soit continue en 4.
2) Déterminer la valeur de b pour que f soit continue en —4.

2
. . fens -9
1) Soit f la fonction définie par f(x) = =2
P Vx? -6x+9
Etudier la limite de f en 3.
2) Soit g la fonction définie par g(x) = l_g’%—:_}l
Calculer la limite de g a droite et & gauche de % . Conclure.
2
3) Soit h la fonction définie par h(x) = Xz +{ XII .
X* ~ix

Etudier la limite de h en 0.
x> -8
x—2
Ix-1-1
x-2

six<?2

m On considere la fonction f définie sur IR\ {2} par: f(x)=
six>2

1) Déterminer la limite de f & gauche en 2.

2) Déterminer la limite de f & droite en 2.

3) La fonction f admet-elle une limite en 2 ?

4) La fonction f est-elle prolongeable par continuité en 2 ?
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11 f(x)_x’—4x2+x+6
Soit f la fonction définie sur IR \ {—l} par: x - 2)|x + 1|
f2)=—1

1) Montrer que f est continue en 2.
2) Etudier la limite de fen-1.

3) Soit g la fonction définie sur IR \ {-—1} par: g(x) =8E(-x) - f(x).

Déterminer la limite de la fonction g en - 1.
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CORRIGES

1)

2)

3)

4)

f(x)=3x*-5+1, x,=-1
La fonction f , étant une fonction polyndme, donc continue sur . Elle est,
en particulier, continue en x, =-1 d’ol lin_1l fx)=f(-1)=9.

f(x)=v3x> +5x+7 , x0,=%

Signe de 3x* +5x+7: A=25-84 <0 donc pour tout réel x, 3x*+5x+7>0
La fonction = 2+ + ,étantpolyndme, est continue sur et
puisque 3x*+5x+7 >0 pour toutréel xalorsf: >+ *+ + est
continue sur IR en particulier f est continue en x; =% .

Dot limf(x)= f(—;—) = @
-~

2
f(><)=’;+51 . X, =2

La fonction f est rationnelle donc continue sur son domaine de définition

IR\{-5} en particulier en x, =2 d’ott limf(x) = f(2) =-;’— .

4 P
f(x)=v-2x+1 *533 0 0=" { est définie sur |-, 1]\ {-3}.

» Lafonction x > -2x +1est continue et positive sur ]—ao, %] (fonction

polynéme , donc la fonction x - v-2x+1 est continue sur ]—oo, %]

d’ot1 continue en -10

est rationnelle et définie en x, =-10 doncelle est

. La fonction x > —2
x +3
continue en tout point de cet ensemble en particulier en x, =-10

d’oit fest continue en -10 et par suite lir_r}0 f(x)=£f(-10)= V21 —i;’-.

2
B) f(x)=(x—d4)t + X ZX*6 1,

X2 =2x+4

f est la somme d’une fonction polynéme et d’une fonction rationnelle donc f est

2_245

continue surson  contenant 1 et par suite lin} fx)=f()=81+== 5

3
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1) 1 2| ot X, =-1
X l:2x est rationnelle et définie en —1donc continue en —1d’ot1 f est
x -
continue en -1 et par suite 11m f(x)=1£(-1) =%
X +x|+2
2) f(X)=—l—x|T , %X, =0

« Lafonction x - x* +x , étant polyndme, est continue en tout réel donc la
fonction > I Z 4 ' £ est continue sur IR

+ Lafonction x - |x|+3 est continue et ne s’annule pas sur IR

donc f est continue sur IR et par suite liil;l fx)=f(0)= %—

+
fx)=X—+_ =
3) f(x) =25 X, =9
« Lafonction x > vx +1 est continue sur [0,+o[ donc continueen 9,

« Lafonction x > |x|-25 est continue et ne s’annule pasen9 donc f est

continue en 9 et par suite lin; f(x)=f(9)= —%.

-9 _(x+3)(x-3) _x-3
”"‘"zi rox - B3 "2

Soit g la fonction définie sur ]—»,0[ par g(x)= , g est rationnelle et

définie en (-3) donc g est continue en (-3) et de plus g(x) = f(x) pour tout
x € }-o0,0[\{-3} donc lim f(x) =g(-3)=1.

2) f(x)= —‘/g-:—ﬁ . La fonction f est définie sur [0,+o[\{2}.

Pour tout [0, +o[\ {2}, f(x)=(&_://_§)_(£’+ﬁ)=&1\[2_.

Soit g la fonction définie sur [0, +oo] par g(x) = —\FJ—E .
X +

La fonction :x > Vx +4/2  est continue et ne s’annule pas en2 et doncg
est continue en 2 ; de plus g(x) =f(x) pour tout =
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3)

4

5)

6)

. 1
donc im f(x) =g(2) = —=.
im () =g(2) =5 =
_Ix®+125

f0=y555
X3 +125 _ (x+5)(x* —=5x+25) _

x+5 X+5 -
la fonction x > x? —5x +25 .est continue et positive en tout réel donc la

fonction g définie par g(x)=+x25x +25 est continueen -5 d’ol
lim £(x)=g(-5)=3

x* -5x +25

Pourtout #- ,ona:

f(x) = —-——“2))(('"_3_3 . La fonction f est définie sur [£,+o[ \{2}.
Pour tout [, +o[\ {2},

=(x/2x+5——3)(«/2x+5+3)= 2x+5-9  _ 2x—4
(x=2)(V2x+5+3) (x-2)W2x+5+3) (x-2)V2x+5+3)

£(X) = e 2

.On pose g(x) = ——=——
N2x+5+3 poses V2x4543

La fonction x > +2x +5+3 est continue et ne s’annule pas sur [F,+oo]

f(x)

donc g est continue en 2 et par conséquent lin% f(x)=g@3) =% .

x+1+4
f(x)= _x%_ . Lafonction f est définie sur { }.

Pour tout x appartenant 2 IR\{3,4},

x+1,4
f(x)=X=4 _x+1+4(x-4) 5x-15 __5
x—3 (x—-4)}x-3) (x—-4)(x-3) x-4
Soit g la fonction définie sur R\ {4} par g(x) = S

La fonction g est rationnelle donc continue sur R\ {4} et [0,4] c R\ {4}
La fonction g est donc continue en 3 et de plus g(x) = f(x) pour tout
[0,4[\{3} donc lim f(x)=gB)=-5.

(x+1)°* -1
X

f(x) = . La fonction f est définie sur IR" .

Pour tout x appartenant a IR’

(x+1) -1 =|x3 +3x% +3x+1-1
X

}=|X(x2 +x3x+3)i=|xz+3x+3‘

f(x)=||

Soit h(x)=|x2 +3x +3|.
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La fonction h est continue en tout réel d’ou h est continue
en(. De plus f (x)=h(x) pour tout x =0 donc linaf(x) =h(3)=3.

1) On désigne par D; le domaine de définition de f.
D, ={x€IR tel que x~1%0},d'ou D; =IR\ {1}

2) Pour tout x € IR\{1}, f(x)=w=x—5

La fonction g : x - x -5, étant une fonction polynome, est continue sur IR
donc continues en 1.
On a alors g continue en 1 et g(x) = f(x) pour tout x =1

donc linl\ f(x)=g(l)=—4.

On obtient donc:

g(x)=f(x) six=1
g)=—4

g est le prolongement par continuité en 1 de la fonction f.

lin} f(x)=—4 etla fonction g définie sur IR par {

o

1) Calcul de limf(x). Pour tout ] +o[ {},ona

f(x) = =2 4x=2 _ X*(X=2)+x-2 _ (x=2)(x*+1) _x*+1
x> —3x+2 (x-Dx-2)  (x-1)(x-2) x-1
x> +1
x-1"
La fonction g, étant rationnelle, est continue en tout réel ou elle définie. Elle
est, en particulier continueen 2. Pour tout xe | +o[ { }, g(x)=f(x).

Soit g la fonction définie sur ]1,+w[ par g(x)=

. _ _4+1
Donc £l£l;lf(X)—g(2)——2_1 =5.

2

2) Ona: pour tout x € JI,+o[ \ {2}, f(x)=

prolongeable par continuité en 2.

et = donc fest
x-1 x—2

_x2+1
La fonction g définie par {g(x) =77 sixe[L+e[\ {2}
g(2)=5
estle prolongement par continuité en 2 de la fonction f.
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2
f(x) =£)E-)g

f est définie sur R’ par f(x)= {2x+1 si x>0

2x-1 six<0

Soit g, :x— + . Lafonction g, est affine donc elle est continue en tout
point x, de IR en particulier & droite en x, d’oi1 g, est continue a droite en 0
et g,(x)=£(x) pour tout x >0 donc ’I‘Lr{)\ f(x)=g,(0)=1.

Soit g :x— - . Lafonction g, est affine donc elle est continue en tout
point x, de IR en particulier 4 gauche en x, d’olt , est continue a gauche
en0et g,(x)=f(x) pour tout x <0 donc lirg! f(x)=g,(0)=-1.

lixg} f(x) = lir(r)g f(x) donc f n’admet pas de limite en 0.

Donc f n’est pas prolongeable par continuité en 0.

7

1)- Sur l'intervalle ]-o,0], f est définie si et seulement si x> +x-2#0.
Or xX*+x-2=0<>x=1oux=-2, 1¢}-»,0]mais -2 € ]-»,0] donc f est
définie sur }-0,0]\{-2}.
On désigne par D, le domaine de définition de la restriction de f a
I'intervalle ]-«,0]. Onadonc: D, =]-0,0]\{-2}.

+ Sur l'intervalle ]0,3], f est une fonction polynéme (linéaire) donc définie

sur cet intervalle. La fonction f est définie sur D, =]0,3[.

+ Sur l'intervalle [3,+[, f est définie si et seulement si x+1>0donc 2-
ce qui est vérifiée pour tout x 23 .
La fonction f est définie sur D, =[3, +eof

+ Conclusion: D;=D,UD,UD,; =R\{-2}.
2) . fn’est pas définie doncn’est pas continue en (-2).
+ Sur chacun des intervalles ]-«,-2[ et ]-2,0] f est rationnelle avec un
dénominateur ne s’annulant pas sur ]-»,-2[ U }-2,0]donc f est continue
sur chacun des intervalles ]-» - [ ]~ ].

Par suite, fest continue sur chacun des intervalles J-w,-2[ et ]-2,0[ et
continue & gaucheen 0.
+ Sur ]0,3[ fest polynéme donc continue sur cet intervalle.

+ Pourtout xe [3,+o[,ona + = doncf:xr>vx+1 est continue sur
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[3,+ef .
Par suite f est continue sur ]3,+[ et a droite en 3.
» Continuité de f a droite en 0 et & gauche en 3:
f(0)=0 et f(3)=2
La fonction g: x> 2x est polyndme donc continue en tout réel d’ou elle
est continue en 0 et en 3 et par suite elle est continue a gaucheen 3 et a
droite en 0.
lim 2x =0 = £(0) donc f est continue & droite en 0.
x-»0*

lim 2x =6 = f(3) donc f n’est pas continue a gauche en 3.
x-»37

f est continue a gauche et a droite en 0 donc continue en 0.

f est continue & droite mais non pas a gauche en 3 donc f n’est pas
continue en 3.

En conclusion : f est continue sur {- }. Lafonction f est continue

sur chacun des intervalles J-o,-2[, ]-2,3[ et [3, +o[ .

Simplification de f(x) pour tout x#4 et x#-4,0ona

x> -3x2 16x+48 _ X(* ~16)-3( -16) _ (x=3)0*-16) ___
x* -16 x*-16 x*-16

1) Lafonction g, définie sur ]0,+] par g,(x)=x-3 est affine donc continue

3

f(x) =

en tout réel d’ol1 g, est continueen4.
Aussi pour tout x € J0,+0[ \ {4} on a g,(x)=£(x) donc lin} f(x)=g,(4)=1.
La fonction f est continue en 4 si et seulement si lin} f(x)=f(4)=a.

Ainsi: pour a=1, f continue en 4.

2) Lafonction g définie sur J-w,0[ par g,(x)=x-3 est affine donc continue
en tout réel de J—,0[d’olr ,est continue en—4 .
Aussi pour tout x € ]-»,0[\{-4} on a g,(x) =f(x)donc lgﬁ f(x)=g(-4)=-7.
La fonction f est continue en —4si et seulement si 11_{{14 f(x)=f(—4)=Db c’esta

Ainsi: pour b=-7, f est continue en 4.

1) f(x)=

VX2 -6x+9 ) J(x-3) -3
o

Pourtout > ona: f(x

Soit f; la fonction définie sur [3,+o[ par g(x)=x+3.
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2)

3)

f, est affine donc continue sur [3,+0o[ d’olx f; est continue & droite en 3.
On a aussi, pour tout x€ |3, +0[, f;(x)=f(x) .Donc Egl f(x)=£(3)=6.
Pourtout < ona: f(x) ——_-— =-x-3.

Soit £, la fonction définie sur }-o,3] par f,(x)=-x-3.

f, est affine donc continue sur ]-«,3] d’olx £, est continue a gauche en 3.
On a aussi, pour tout xe ]~»,3[ f,(x)=f(x) .Donc )%Ltgl f(x)=£(3)=6.
lig'gnf # li31_nf donc f n’admet pas de limite en 3.

1 sixe]%,+oo[

-1six e}, 4

g(x) = | — K la fonction g est définie sur IR \ {%} :g(x)= {

La fonction g, : x > 1, étant constante, est continue sur [%, +oo[ donc g, est

continue a droite en %— et puisque g, (x)=f(x) pour tout x € }&,+oo[

d'oit lim f(x)=g,(L)=1.
xol” 3
La fonction g, : x - —1, étant constante, est continue sur }J-«,1] donc , est

continue 2 gauche en — et puisque g,(x) = f(x) pour tout x & }-,3[ d’otr

lim £(x) = g, ()= -1.

x->d

3

Conclusion : hm 1 g(x) # 11m g(x) donc g n"admet pas de limite en %

x—>-3—

D, =R"\{-1,1}

Pourtout € ° {- }, h(x)= IX(x+1) [x[+1

(-1~ ]xI-1
Si xel0,4+o[\{1}, h(x) =—%
: x+1 -1
Si xeJo,0[\-1}, h()==T3=277
Soit h, la fonction définie sur [0,1[ par h,(x) =x_+—-1 . Lafonction h, est

rationnelle donc elle est continue sur [0,1] en particulier a droite en 0
eth, (x) =h(x) pour tout e [0,1f donc lirgl h(x)=h,(0)=-1.
Soit h, la fonction définie sur ]-1,0] par h,(x)= ;(—:r—}- . La fonction h, est

rationnelle donc elle est continue sur |- ] d’ou ,estcontinue a gauche
en0 et h,(x)=h(x)pour tout x € ]-1,0[donc lirg} h(x)=h,(0)=-1.
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On obtient donc : = =- d’ol lirgl h(x)=-1

x>0~ x-»0*

3

x -8 six<?2
£(x) = ji

—% six>2

(x=2)(x* +2x +4)
X— 2 N X -2
Soit g la fonction définie sur ]-o,2] par g(x) =x* +2x+4.

1) Pourtout < ona: f(x)= =x*+2x+4

g est une fonction polynéme donc continue sur }-,2] d’ou1 g est continue &

gauche en 2.
Pourtout e]-o [, g(x)=£(x),donc linz'g f(x)=g(2)=12.

2) Pourtout > ona:

f = Yx=L=1_(WX-1-DEx-1+1) x-2 1
x-2 (x=-2)(x-1+1)  (x-2)(x- 1+1) T x-1+1
Soit h la fonction définie sur [2,+o r h(x =———.
¢ [ [ par hix) Jx—1+1
Lafonction > - , étant affine, est continue sur [2,+o[ et x-1>0 pour

tout x € [2,+o] d’ot11a fonction x > /x—1 est continue sur [2,+co[ et pour

tout x €[2,+o[, ¥x-1+1#0 doncla fonctionh :x - est

—1
N -+
continue sur [2,+w[ et en particulier h est continue & droite en 2.

Il en résulte que : h est continue & droite en 2 et pour tout x € ]2,+oo[ ,
h(x) = f(x) donc hm f(x)=h(2) = \/_ = ,donc hm f(x)=--.

3) # donc f n’admet pas de limite en 2.

x—2* x—2"
4) Puisque f n’admet pas de limite en 2 donc f n’est pas prolongeable par
continuité en 2,

X X Xx 3
IR\

X , oafx(_g)(x_zx_)=2_2x_
(=) +1 1+

n et ntneen2

1) Pour tout € x{22)} a ()=
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—tX =3
1ll()'X (—)(=34

m ()= 1;1_(_) a= No0)2 T ()

Y Sy =)0 I
Donc f n"admet pas de limite en -1.
» e[ "l %)= %0)=-()
8

m%’r)‘_)(a) ‘_54x ; o0¢Cc X 'ou x

—v(—



Chapitre 4
Limites et comportements
asymptotiques

1. Limites infinles en un réel
= Définition
Soit f une fonction définie sur un intervalle ouvert I, sauf en un réel a de 1.
+ On dit que la fonction f a pour limite +0 enasi lim f =lim f = +o0.
On note lim f =+,
¢ On dit que la fonction f a pour limite —o en a si, limf =limf = —o.

On note limf =,

= Théoréme
Pour tout réel a et pour tout entier naturel nnonnul, ona:
. 1 . 1 . 1
¢ lim——="——— =+ ¢ lim————=-w * lim = +00
X2 (X _a)2n X2~ (X _a)Zn—l x—>a* (X _a)Zn-—l

2. Opérations sur les limites

Les résultats suivants concernent les limites en un réel, ou en l'infini, de la
somme, du produit et du quotient et de la valeur absolue.

Iimf | limg | lim(fxg)
limf | limg | lim(f+g) 7 7 %l
£ £ L+l 40 | £'>0 | +
£ +20 +%0 +o0 | £'<0 | ~o
—00 £ -0 = 250 | —o
+00 +00 +00 o e. <0 o
—0 ~00 —o = ™ -
+a0 —a —o0
¢ 20| £ . .
£ limf | lim|f|
+00 £'>0 +00 Y | Zl
+0 | £'<0 —0
-0 | £'>0 —00 +o0 +20
o | £<0| o e
J4 +00 0
£ —00 0
220 0 doo (‘régle
e signes)
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3. Limites d'une fonction polyndme ou d’une fonction rationnelle
& Théoréme

7.

La limite d’une fonction polyndéme, quand la variable tend vers l'infini, est la
méme que celle de son terme de plus haut degré.

La limite d"une fonction rationnelle quand la variable tend vers I'infini est la
méme que celle du quotient des termes de plus haut degré.

Limites de Vf

 Théoréme

Soit f une fonction positive, a un réel et £un réel.
Si limf =¢ alors imf =+¢

X—a X—a

Soit f une fonction définie et positive sur un intervalle voisinage de +x et
funréel.  Si limf=¢ alors lim V=2

X—>+0 X—>+e0

Soit f une fonction définie et positive sur un intervalle voisinage de —o et
funréel. Si lim f=¢ alors lim v/f=+¢.

X=r»~a0 X—=>—00

. Asympflotes

Soit f une fonction et  sa courbe representauve dans un repere orthogonal
(O,1,j). Rechercher les limites de f définie sur un intervalle I et représentée
par la courbe € dans un repére orthogonal conduit & déterminer la (ou les )
asymptote(s) A & ¥ dans les cas suivants:

= Asymptote verticale

f est une fonction définie sur un intervalle ouvert I, saufenun réeladel.
Si (limf=+0 ou limf=-0w oulimf=+woulimf=-w)
a a a a

alors ladroite A:x=a estasymptote verticale a la courbe & .
La courbe aura l'une des formes suivantes :

—
ol
-1 5,

limf=+4c0 | limf=ao | fimf- o0 limf= o | limf=limf=+co | lim f=limf=—
at a a” at at a at a~

Remarque : Si f n’est pas définie en a, pour que la droite d’équation x=a
soit asymptote verticale il faut que la limite de f en a soit infinie.
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> Asymptote korizeutale
« f est une fonctiom définie sur un intervalle voisinage de 4w

Si limf=balors la droite d’équation y =b est asymptote horizontale a la

courbe ¥ au voisinage de +, la courbe aura 1'une des 2 formes suivantes :

\

__——_\___x=b y=b
i, i,

[§] i ol i

« f est une fonction définie sur un intervalle voisinage de —«

Si limf=balors la droite d’équation y=b est asymptote horizontale a la

courbe & au voisinage de -, la courbe aura 'une des 2 formes suivantes :

x=b?— __—//

= Asymptote oblique

« fest définie sur un intervalle de type [a,+x[ (voisinage de +w )

Lorsque lim [f(x)—(ox +B)] =0 on dit que la droite d’équation y = ax +p

est une asymptote oblique a la courbe % au voisinage de +o .
« fest définie sur un intervalle de type ]-»,a] (voisinage de — o)

Lorsque lim [f(x)—-(ax+B)]=0 on dit que la droite d’équation y = ax +p

est une asymptote oblique a la courbe & au voisinage de — .

\ K \'4’ ‘{JX’

ol73 SN <

i
Sy, AT

On remarque qu’une asymptote peut couper sa courbe

Remarque :
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EXERCICES

Déterminer les limites aux bornes de I’ensemble de définition des
fonctions suivantes :

1) f(x )__3x+1 2) f(x)= -7 x?+x+1

X-
ey ) MRS

_ + 1
ez Q0=

7) f0)=vxid-vx  8) f(x)= %ﬁ- 9) f(x)=m

4) f(x)=

5) f(x)=

Calculer les limites suivantes :

2
1) limx? +3x——1_ 2) lim 3X-=5% 5x 3) lim X +x+1
x—>-1 1+x x5 x>0 x2+4
__ 2 x*+1
4 lxl-r& - 5) lx—>3X 3 x2-9 6) ,l(l-g} x-1
-3 \/ -4 . - +
m 8) lim —— 9) lim|l+
7) x_’(%)"JZX_]_ ) x4t X—4 ) x—3" w’3—X'
2
10) lim-x* +x-5 11) lim x® -x-1 12) lim
2
13) lim X% + 3% — 14) lim ,——— 15) lim \f——
+ X—p—t0 + X-3+0 X
16) lim vx +— 17) lim —1 18) lim
) lim Vx - ) i x\/ﬁ_ T+4

1) f(x)———)2<—3\/x.
X _3
VX _3)

a) Montrer que pour tout x € |0, +o[, f(x)= Jx( 5
b) En déduire lim f(x)

) 0=
1--2
J_
a) Montrer que pour tout x & [, +[, g(x)= 1
3-1
X
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b) En déduire lim g(x)
3) h(x) =.__VX+_3*2

a) Déterminer le domaine de définition de h et montrer que pour tout

1
xeD, : h(x)=———
" () VXx+3+2
b) En déduire lim h(x) et linll h(x)
4) k(x)=vx*+4-x+2
a) Calculer lim k(x)
4

Ve +4 +x

b) Montrer que pour tout réel x>0 : k(x)=2+
¢) En déduire xlirpm k(x)

5) Soit j(x)=v2x2 —5x+3 +x
a) Montrer que pour tout xe J-o [, j(x) =—x( /2 —;5(-+—)-(17 -1)

b) En déduire lim j(x)
2
6) f(x)=—X_+tX
) )= X
a) Déterminer le domaine de définition de la fonction ¢
b) Simplifier ¢
C) x—»—le
Dans la figure ci-dessous & & % & & sont les représentations
graphiques de cinq fonctions f, , f, , f, , f, et f; respectivement.
Par lecture graphique, donner pour chacune de ces fonctions : le

domaine de définition, les limites aux bornes du domaine de définition et
la nature et une équation de chacune des asymptotes.

[
] %

———

e
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-

= . 2 x 2

I =1-=+= = .
- Soient f(x) v et g(x)=—-x+3+ o1
Préciser pour chacune des fonctions f et g, lorsqu’elles existent, les asymptotes
(verticales, horizontales ou obliques) & la courbe représentative de la fonction

correspondante.

2
B soit f0=-—15*

1) Déterminer les réels a, b et c tels que pour tout xe R\ {-2} f(x)=ax+b t<3

2) En déduire l'existence d’une asymptote oblique pour la courbe & au
voisinage de +w et au voisinage de —» .
Préciser la position de % par rapport a cette asymptote.

3 Lacourbe ¥ admet-elle une autre asymptote ? Si oui la préciser.

La fonction f est définie par f(x) = x* +6x +8
Soit & sa courbe représentative dans un repére du plan.
1) a) Donner le domaine de définition de f.
b) Calculer les limites de fen +x eten —w.
2) Déterminer alors xlgr_n@ (f(x)+(x+3)) et }erlw (f(x)~ (x+3)).
En déduire que la courbe ¥ admet deux asymptotes obliques au
voisinages de +o et ~o.

3) a) Montrer que pour tout réel x: x* +6x+8 <(x+3)’
b) En déduire la position de & par rapport a ses asymptotes.

E Soit f 1a fonction définie par f(x)=-x++/x*—4.
On désigne par & sa courbe représentative dans un repére orthonormé
1) Calculer

=>»—00

-4

x2—4+x

2) a) Montrer que pour tout x &[2,+[, f(x)=
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b) En déduire lim f(x). Interpréter le résultat graphiquement.
3) Montrer que la droite A:y =-2x est asymptote 3 & .
Soit la fonction f définie sur IR* par f(x) = V9+x ~(x=3)
1) Montrer que pour tout x & ]0, +of
6

ona Vx2+9+(x-—3)>0et f(x)=—m
X2 +9+(x—

2) lir(x)} f(x) et lim f(x). Interpréter ces résultats graphiquement.

3) Montrer que pour tout x € }-,0[, f(x)=- /1 +x% +%— 1
En déduire . . Interpréter. X2 X
fxe x:1
Soit f la fonction définie sur IR par : ( ) = 1 € ®

TV € +o
On désigne par (C) sa courbe représentative dans le plan muni d’un

repére orthonormé {0, i, j )
1) Montrer que f est continue en 0.
2) Montrer que f est continue sur IR.
3) Calculer "I_lfpw f(x). Interpréter graphiquement le résultat obtenu.

4)a- Calculer lim f(x).
X->+o
1
b- En déduire que la droite A:y =2x +5 est une asymptote oblique a (C)

au voisinage de + 0.
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CORRIGES

Soit D le domaine de définition de f.

1) f(x)=

2)

3x+1
X+5

, D=R\{-5}=},-5[U}5,+]

lim f(x) = lim 3x_ 3; lim f(x)=lim x_

X—»—0 X=»—00 x X=>+00 x

f(x) = ? 83 ou f et f, sont deux fonctions polynémes donc elles sont
2

continues en (-5). Par conséquent lirg f(x)=£(-5)=3(-5)+1=-14 et

0+
lirg(x +5)=0 —— deux cas & étudier, la limite 0\ o
5 (5
X -© —(-5) « +00
X+5 - ¢ +

lim 3x+1)=-14 et lim (x+5)=0" donc lim f(x)=-w
x—(-5) x->(-5)* x—»(-5)"

lim (3x+1)=-14 et lim (x+5)=0" donc lim f(x)=-+w
x-(-5) x-H{-5)" x(-5)"

- o-m 4l

. 1imf(x)=1imiz=1imi=o

X—»—00 x> 4x x-»—0 4x
e lim £(x) = lim =< = lim =0
X—>+0 x—+o0 4x x40 4x

« Calcul de lirr; f(x)

f(x)= :‘ 83 ou f et f, sont deux fonctions polynémes donc elles sont
2
continues en% . Par conséquent li_lel f(x)=£,(3)= —12‘3- et

lxlf)r%l f,(x)=£,(2)=0" car (2x-1)* 20 pour tout réel x.

lim(2x-1)* =0"

x—y} . . 1

= lim f(x) = —0 donc lim———— = +w
lifll(x_ﬂ:—% xl—l;? (x) x>} (2x —1)
X2y
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3) f(x )—i:-{—% , D={xeR tel que X’ +x-2 %0}

Si x*+x-2=0 (équation dusecond degréoit a=1, b=1 et c=-2)
a+b+c=0 donc x'=1 et x"=§=—2.

D'oit D=R\{-2,1} =], -2[U]-2,1[U]1,+].

* limite de f a l'infini :

2
11m f(x) = hm——-—l et hm f(x) = lim x_z =1
o X2

X-»+00 Y

+ limitedefen (-2) : f(x )-— (x) o f et f, sont deux fonctions

£(x)

polynémes donc elles sont continues en (-2). Par conséquent
l_i’glz) f(x)=£f(-2)=3 et xl_i){r{lz) £,(x)=£(-2)=0.

Onaalors: i 2 =3 J;et i 2 2)= o—ﬂ»/m
: 21 -2 o1
X —00 H-2)« —>le +00

x?+x-2 + w - (l) +

li(m) X2 +x+1=3 ‘
x—>(~2)" = lim f(x)= -0
lim x2+x-2=0" x-+{-2)* ( )
x—(-2)*

li(m) X +x+1=3

x=(-2) = lim f(x)=+®
lim x> +x-2=0" x—»{(=2) )
x—(-2)"

» Limitedefen 1: f(x)= A ou f et f, sont deux fonctions polynémes

£(x)

donc elles sont continues en 1. Par conséquent linll f(x)=£(1)=3 et
lim ,(x) = (1) =0.

deux cas /‘ 0+

On aalors : lxiirlt(x2+x+l)=3 et LEI}(x2+x—2)=O NS
limx” +x+1=3 }=>limf(x)=+oo
li_{{}x2+x—2=0* x-1*

limx* +x+1=3 }
limx*+x-2=0"

x-1"

= limf(x) =

x—1"
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4

(2x +f

S ar D= {mem tel quex®+ 27¢0‘}.,

) ="5—=

On a: x®+ 2 =(x+3)(x*-3x+9)
S % +27 =0 x+3=Cow x> -3x+9=0 & x=-3
R

A=9-36-<0

D= R\ {-3} =0, -3{UT- e

limvite» de f 3 Pinxfini :

4 4
linnf(x) = Iimri\” lim 16x=—co et Him f(x) = lim 16x

X—»—0 x

= lim 16x = +®

s limite defen (-3)):

5)

lim({"x+1) =625% et lnn((x '+27) =0

x—»(+3)

Ruisquue: (% +27) ={x + 3)(x™ —3x+9j"-p et x* —3x+9>0 pour tout:réel x

albrs: (x* +27) prend le signeedie (x4 -3)

N 4
Xx 60" 2 (3) e +00
x+3 —_ ¢ +
ih((l_l;) (x+3)=0" => ll(ﬁg})f%ﬂ 0
* X = lim f(x}=+o0
Tim (2x+1)* =625 Jim £0)

x~»{-3)

i f =
lim (2x +1)* = 625 = lim f()=—o
x~»(-3)

lim (x+3)=0" donc lim X +27=0
x—(-3)"

f(x) = , D):{xelt telc uex2>0 et J§+2¢0}-

X
Jx+2
Pour tout x>0 ema Jx +2#0 donc D =[0;+o].

Jx

1+

X—>+0

Ona lim VX =+w® et hmT— =0. Pourtoutx>0, onécrit f(x)=

2

lim\/;(_=+m { \/_
Xltm’ 2 _0o lim+-2)=1] = lim —=
m——=U= hm J-— xdimq, 2

x>+ ¥ X3+
X

=+ S0it hm f(x),

1+2|x|

6) ()= e D={xeRR tel que 1-|x|= 0}

1-|x|=0 | =1<x=1oux=-1.
D =R\{-1,1} =]~0,-1JU}-1,1[U]1, +]
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X -00 -1 0 1 +o

f(x) | 1=2x | 1-2x | 1+2x | 2+2x
1+x 1+x 1-x 1-x

. 1ixnf(x)=ﬁml:21’£=1im:%é=—2

x——0 x+-0 14X X—p-0
» lim f(x) = Iim 1+2x _ lim ?'i =-2

X—»+00 X-—»H0 1 —X X—9-00 omn

« lim fOoJ= bm 322X - o (car lim (1-2x)=3et _lim (1+x)=0").

x-»(~1)" x>y 1+X

lm f(x)= lim 2=2X 4o (car lim (1-2x)=3et lim (1+x)=0°).

x-(~1)* x—(-1)* 1+x
- limf(x)= 1ir¥lli_—2x£ =+ (car lim(1+2x) =3 et lim(1-x)=0").

lim f0)=lm 12X = (car lim(1+2x)=3 et lim(1-x)=0")

7) f(x)=+vx+4~Jx, D={xeR telquex+420 et x20}=[0,+oof
=m_&=(\/x\+-4i-~/;)(\/x+4+\/;)_

Pour tout x & [0, +oof, f(x):

limVx+4 =+ et lim+/x =+0 d’ott him Vx+4 +/X =+ .

X=p+00 X~Pp4a0 X=»+00

. . ) . 4
Il en résulte lim f(x)= im ———=0
s X—»+0 (X) X—n+00 X+4 +\/;

Donc lim f(x)=0.

X->+00

3 3
8) f(x)= };:3 , D={xeR telquei;;,, >0 et1+x3¢0}

1-x* _ (1-x)(T+x+x")
1+x*  Q+x)(F-x+x?)

1+x* =0 ©1+x=0o0ux’*-x+1=0 & x=-1.
A<D

Pour tout réel x,
x> ~x+1>0 et x*>+x+1>0 (discriminants négatifs)

1-x° 1-x

Le signe de T est celui de Trx" -1 ;
D=]-11] Ix |+ 1+ 9=
I+x | =0+ | +
1-x
1+x | | TV

Jx+4 ++/x x+4+/x
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: o 15E A=) +x+xP)
lim f(x)=1 —2_ =
x—l;l};l’ (X) x—lbrﬁl* 1+ X3 x—»-1* V (1 + X)(l -X+ xz)

lim (1-x)1+x+x*)=2 3 3

) ) = lim l_—x_3= 4+ donc lim 1_"3 = +00
lim 1+x)(1-x+x*)=0" x=(-0" 1+Xx -0 Y1+x

x—(-1)*

D’oi li(ml)*f(x)=+oo
9) f(x)=ﬁ-, D={xeR tel que 4-x* >0}
- X

2" o+ P
X —® >(-2)¢ 2« +0
R I
D-}2.2
. lm f(x)=+0 car lim 4-x*=0"= lim V4-x* =0"= lim ——— =+
x-(-2)" ) x->(-2)" x(-2)" x—(-2)" \[Ex_z_

« lim f(x) = 4o car lim4-x*=0"=limv4-x* =0*=km LS
x—2" x=>2" x=2" ,4_x2

x-52"

s 2 _ 1
1) Pﬂx +3x i

Ona: f(x)=£(x)+f£,(x).
f, : x > x* +3x est polynéme donc continue sur R en particulier en (-1)
d’ou lin_1l f(x)=f,(-D=-2

f,:xPH -1 On pose u(x)=x+1. La fonction u est continue sur IR donc

x+1’
continue en (-1) d’oix lir(r_\l)u(x) =u(-1)=0.

1

— 2 — cam—
,onpose f(x)=x"+3x oy

lim (x+1)=0" donc lim =l .

x(-1)* x>ty X+1
lim (x+1)=0" donc lim =L o
x—(=1)" x>y X+1

Donc li(m])+ f,(x)=- et li(nll)_ £,(x) =+ et on a trouvé lix(r_ll)f,(x) =2
( l_i)r(r_ll)f,(x) =-2= lix(nwfl(x) =-2 et lir(nl)_f1 (x)=-2)
On conclut alors que : lir(nl)+ f(x) = li(nll)+ f(x)+£(x)=—00.

lir(nl)_ f(x)= li(nll)_ £ (x)+£,(x) = +o0
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2
2) lim 3x! 55x , on pose f(x)=————-3’§( =X

3)

4

5

6

)

)

N

x5 X — -5

£,(x)

Ona: f(x )_f(x)

f : x> 3x* - 5x est polynéme donc continue sur R en particulier en 5 d’oix

limf, (x) = £,(5) = 50.

f, : x = x—5 est polynéme donc continue sur R en particulier en 5 d’oix
limf, (x) =£,(5)=0.

. 2 _

lmax'-Sx=%0] _sa g
lirg}(x+5)=0+ x5 X+5

. 2 _

1)(1_1;[;3X -5x =50 ) 3x2-5x=
lifg!(x +5) =0 x5 X+5

. 2 u(x
1)(1_13(}1/——-—-")(:':21—7 on pose f(x)= \/ +x+1 VIVEX;

Les fonctions u et v, étant polynémes, donc continues sur IR en particulier en 0.

D’ott linolu(x)=u(0)=02+0+1=1 et lirrolv(x)=v(0)=02+4=4

ux) _1 . ’x2+x+1_l
Parsultehmv(x) 4,d0u1xl£1;l Te2 "2

lim—X 5 -

x>1 (x —1)

On pose u(x)=x et v(x)=(x-1)?. Les fonctions u et v sont continues sur
R en particulieren1.

Il en résulte que 13—1311 u(x)=u(l)=1 et lim v(x)=v(l)=0",(v(x)20)

u(x)

Donc l}_rgm—m et par suite hm( 1y =+
lim 1 2 _hmx+3 2__hm x+1

x3 X—3 x2—9 x»3  x2 -9 x>3 x2 -9
Les fonctions u:x i x+1et v:x i x* -9 sont polyndmes donc continues
en 3 d’ou lin31 u(x)=u(3)=3+1=4 et lim v(x)=0

lim(x+1)=4 llm(x +1)=4
x-3 = lim x+1 = e x—3 x+1 —
lim(x2 -9=0" x»3* x2 =9 llm(x -9)=0" x=3 X2 -9

x*+1
x_.r‘/ ] x-m‘,v( olt u(x)=x*+1 et v(x)=x~1.

Les fonctions u et v sont polynémes donc continues sur IR, en particulier
droiteen1 d’ou lir{} u(x)=u(l)=1+1=2 et lirg(x -1)=0"
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donc hm-ﬂ =+ et par suite. hm X 41 +0.
x-1* V(X) x-1
li 3.
7) x—)g‘j‘ sz_l
lim 2x-1=0" d’ou1 lim =3 - .
St {3 v2x-1
8) limYX VX4 _jim—Ll e

x4t X — 4 x—>4* (‘/;(_4) x4 \Jx -4 -
-5+x
J3-x

lim 1 =400 et lim-5+x=-2

=3 f3-x x—3"

On obtient donc lim 5+x = lim(-5+x =—®.
x—3 J - x—>3'( )J

9) lim|l+

x—337

=5+x PRSI -5+x
donc lim1+—== -, d’ol lim|l+—==|=+w.
x—3" 3-x x—3" ,/3 —-X
10) im-x* +x-5= lim-x* = - lim x* = —wo.
11) im x® —-x-1=lim x® =—.
2
12) tim 3X=5X _ Jim 3X_ _ im 3x = +o0.
x>0 X 5 x=>+0 X X—>+0
13)Ona lim(x® +3x)=lim x* =+ et lim(1+x)= +oo=>hm—%=0
Dlotr lim x? +3x ——1— = o0
X—»+00 1+x
3x-1
14) kﬁl +5
Em3X=1_ im3X_3 o |im [3X=1-3.
x>—0 X+ x—>- X X—>—c0 X
2
15) lim /2% =1
X—>+® X
2 2
limz——hm = lim 2Xx = +o0 => lim 2x_~1 =400 ,
X—>+0 X x—>+0 X X—-+00 X —3+00 X

16) 1112\/)&-5-.

lim Vx =+ et hm—-—O donc hIn\/—+;-+oo

X—»+00 —+0 X X—»+0

. 1
= O l = .
x (x+ 2)° (car Jim oy =)
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1
18) im ———+x
)x-’+°° xvx-11+4

lim x-11=lim x =40 = lim +x-11 =+w et lim x = +©

X—~»+a0 X—¥-+a0 X—»+00 X—>+0

= lim xv/x-11 = +oo=>11mx\/x 11 +4 = +0 = lim ——=———r

X—>+0 x"*""X«,X 1 +4
Iim ——=——-+Xx =+
x40y A X — 1 +4

1) f(x)=§-3& , D; =[0,+w0]

a) Pour tout x € J0,+o[, f(x)=-’2(-—3«/;=\/')z(‘/7;-—3)
b) limf(x)=lim~/;(1/i—)—(——3)=+oo (car lim v/x = +w0 et llz—;——-3=+oo)
2) g(x)—x 2‘[— Dg=[0,+oo[\{%}
2 2
x1--2) 1--2
—2Jx Jx Jx
a) Pour tout x € |3, +o, g(x)=x3x_lx= _lx = _lx
x(3-2)
X X
b) Ona lim—2=0 = lim1--2=1 et lim1=0 = lim3-1=3
x40 X—p+0 & x—+0 X X—>+00 X

On obtient donc )}LIII@ g(x)=%.

3) h()=YXE3=2, p, =[-3, 4]\ {1}
\/x+3—2=(\/X+3—2)(\/X+3+2)
x~1 x-DEx+3+2)

- x-1 _ 1
x-DEx+3+2) Jx+3+2

b) ¢ lim Vx+3+2=+0 donc llmhx = lim ———— 1 =
) X=34+0 () x—>+oo,’x+3+2

d’oﬁhm«/x+ =2 d'ou llmhx hm——1—=l.
0= 1 fx+3+2 4

a) Pour tout xeD,, h(x)=

4) k(x)=vVx*+4-x+2, D, =R.
a) limk(x)=?
lim x* +4 = lim x* = 400 = lim vx* +4 = +®

X X x>0 = lim k(x) = +o0
lim-x+2=lim-x=4w X0

X—>—0 X——0
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b) Pour toutx>0 ona

k(x)=Vx® +4-x+2=2+(x* +4—x)=2+(‘/"2 +4 - x)(VX* +4+X)

VO +4+x

_)(_2_'."4;)(2=2+__._é_
Vi +4+x Vxi+4 +x

¢) limvx®+4 =+ et lim x =+ donc lim Vx*+4+x =+

X—»+a0 X—»+a0 X—»+00

=2+

s T 4 : : 4
d'oll lim———==—=0 = hmk(x)=11m(2+———————)=2
X400 x2 +4 +X X340 X—>+00 ,X2+4+X

5 j(x)=v2x*=5x+3+x , D, =]-o,1JU[$,+e]

a) Pour tout xe ]-,0[,

jx) =v2x* —5x+3 +x =|x| 2_;5(_.,.%.4_,(
x

=X 12—%+%+x (car |x| =~x lorsque x < 0)
X

( 2-2+.3._1)
X

XZ
. . . 5 3
b) lim oo = fim-x( 22+ %-1)

lim-3=0 et lim3=0= lim@2-2+3)=2 = lim [2-2+3)=2
x> X x>0 X2 x>0 X x? X—>—00 x x2

:>1im( (2-%+—32—)-1)=~/§—1>0 et lim(-x) =+
X—b—00 X e

= lim—x( 2—§+%—1)=+oo
X x

X—>—00

2
0 -
a) Ona x*-x-2=0 < x=-1 oux=2 donc D, =IR\{-1,2}.
b) Le réel (-1) est une racine du numérateur et du dénominateur donc on
peut simplifier £(x).
xx+1) __x
+1){(x~-2) x-2
c) Les fonctions u:x x et v:x > x—-2 sont polynémes donc continues

Pour tout x e R\{-1,2}, #(x)= x

en - 1 et par suite lir{ll u(x)=u(-1)=-1 et lin_l1 v(ix)=v(-1)=-3

oux) 11 g _1
donc ,lggv(x) =—3=3 d’ol ’lgge(x)—s.
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La courbe & ne coupe pas la droite A:x =3

donc f; n’est pas définie en 3.

D, =R\{3}.

o limf(x)=+o et li’:“wfl(x)-_"l

. lirgl f(x)=-o et lirgg £,(x) = +00

+ Asymptote horizontale: A:y=4 en +w

Asymptote verticale: A':x=3.

2) + Lacourbe & ne coupe pas la droite A:x=-1
donc f, nest pas définie en -1.
De plus f, n’est pas définie sur }-o,-1|
Donc D, =]-1,+<[.
e lim f,(x)=—0 et ’}1’1}1@ £,(x) = +o

x—{(-1)*

+ Asymptote verticale: A:x=-1

3) « f, n'estpas définieenleten0.
D, =R\{0,1}.

. im£(x)=0 et lim f,(x)=0

. lirg}fs(x)=li1§}f3(x)=—oo = li_l;Iolfs(X)=—00

. lir{} £(x)=1 et lir{} £(x)=-1

 Asymptote horizontale: la droite des

abscisses«y =0»

Asymptote verticale: la droite des ordonnées «x =0 »

4) + Letracéde f, estcontinusur IR donc D, =IR.
+ limf,(x)=—wet limf (x)=0

*+ Asymptote horizontale : la droite des abscisses « y =0 »

5) « Le tracé de f; présente une rupture au niveau de

x =0 donc Dfs =R*.

+ limf(x)=-wet lim £ (x)=+w

lirg} f(x) =+ et lilg} f(x) = -0

» Asymptote verticale : la droite des ordonnées « x =0 ».
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1.2
1) f(x)= 1——+5—1+2x . D,=R".
e f(0)=£()+£00 ol £(x)= 1+§x et £(0)= -% .
f, est une fonction polynome donc continue en 0 d’oil y_x.no f(x)=£(0)=1

limL = o0 d’oix lim £,(x) = —o
x-30* X x-0"

lim £(x) = Km £, 0+ £,()=— (1)

lim1 = o d'od hm 1 f,(x) =+ et hm f,(x)=1donc

x-0~ X

h_g} f(x) = ll_gg £ (x) + fz(x) =+ (2)

D’apres (1) et (2) on conclut que la droite des ordonnées « x=0 » est

asymptote a la courbe de f.
2

o f(x) est de la forme f(x)=ax+b+¢(x) ol ax+b=1+-;—x et (p(x)=-;.

Ona limo(x)= lim—%=0 et lim o(x) = l:gn:)%=0.

Donc la droite D:y =1+ 1y estune asymptote oblique a la courbe de f en

2
+weten —o.

2
2 =-
) g(x) X+3+x2+1

, Dy =IR (car x* +1%0 pour tout réel x)

g(x) est de la forme f(x)=ax+b+¢@(x) ol ax+b=-x+3 et ¢(x) = x22+ 1

=0.

Ona limo(x)= —0 et hmq;(x)—hm 3
X—>+0 X~»—0 x
Donc la droite D:y = -x+ 3 est une asymptote oblique a la courbe de f au

voisinage de +w et —o.

1) Pour toutxeR\{-2} : f(x)=ax+b+——

+2
x? +3x+4 _ax’ +(2a+b)x+2b+c o
x+2 X+2
a=1 a=1
par identification : 2a+b=3<{b=3-2=1
2b+c=4 c=4-2=2

Pour tout xeR\ {-2} : f(x)=x+1 +5
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2) Pour tout xeR\{-2}, f(x)=x+1+ f_ 5
i -2 _lim2-=
’!eriw[f(x)—-(x+1)]- lim ) _)}H-l;lwx 0

i =lim—2_=lim2=
}Lrpw[f(x)—(x+l)] lim ) }g{l@x 0

Donc la droite D:y =x+1 est asymptote & au voisinage de +w et ~.

Position de ?par rapportaD:

1l faut étudier le signe de f(x)—(x+1)= = 3_ 5
X —00 -2 +0
2
X+2 B *
Position de & par Eestau Zest au dessus
rapporta D dessous de D deD
3) f(x)= —) ou f, et f, deux fonctions polyndmes donc continues en 2 et par

£,(x)
suite hm f1 x)=£(-2)=2 et l;u(x_w;) £(x)=£(-2)=0

lim (x*+4x+3)=2
x 2 = lim f(x)=
lim (X +2)=0" x->(~2)*
x—(-2)" % admet une asymptote
hm (x +4x+3)=2 verticale d’équation x =-2
(-2 = lim f(x)= —»
lim (x +2)=0" x->(-2)"
x—(~2)"
1) a) D =], —4JU[-2,+x[
X —0 —4 -2 +00
x* +6x+8 + 41) - (i) +

b) hm(x +6x+8)—11mx =400 => lim Vx* +6x +8 =40 :>11mf(x) +00

X—p+0

hm(x +6x+8)—hmx =400 => lim Vx* +6x+8 = +oo:>hmf(x) +0

2) « Calculde lim(f(x)+(x+3))

On a: pour tout x € }-,—4], vx*+6x+8—(x+3)>0
donc vx? +6x+8 —(x+3)#0.
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Vx? +6x+8+(x+3))(\/x +6x+8-(x+3)

Jx +6X+8 ~(x+3)

Tim (F(x)+(x +3 = hm(

- lim -
""’*”\/x +6x+8 -(x+3)
or lim vx? +6x+8 =+w et 11m (x+3)—11m(-—x) +0 d’ol

X~—»—00

lim vx? +6x+8 — (x+3) = +o donc lim = =0

x> x> [x? 4 6x +8 = (x +3)
lim (f(x) + (x +3)) =0 donc lim (f(x)—(—x—3)) =0 la droite D:y =-x-3

est asymptote a Zau voisinage de - .

» Calcul de lim(f(x)—(x+3)) :

Pour tout x €[~2,+[, Vx*+6x+8+(x+3)#0.
(VX2 +6x+8 = (X +3)VX® +6x +8 +(x +3))

VX +6x+8 +(x+3)

lim (£(¢) - (x +3)) = lim
x>0 [x? 1+ 6x +8 +(x +3)

or lim vx* +6x+8 =+w et hm(x+3)—11mx +0 d’on

X—>+a0

hmx/x +6X+8 +(x+3)=+w donc lim -1 =0
x>0 \[3? 4 6x +8 +(X+3)

lim (f(x) - (x +3)) =0 donc la droite D': y =x+3 est asymptote a ¥au

voisinage de +o .

3) a) x*+6x+8=(x+3)*-9+8=(x+3)*-1<(x+3)
Pour tout réel x, x* +6x+8 < (x+3)°.

b) Pour tout réel x, x> +6x+8<(x+3)> = Vx* +6x+8 < /(x+3)
= Vx* +6x+8 <|x+3|
Donc pour tout réel x, f(x) <|x+3|
Si xe [—2, +oo[ , f(x)<x+3 alors ¥ est au dessous de l'asymptote D’.
Si x € ]-o,-4], f(x) <—x-3 alors ¥ est au dessous de I'asymptote D.

B f(x)=—x+Vx* -4 , D;=]-0,-2]U[2,+0]

1) lim Vx* —4 =+ et lim—x=+» donc 11m f(x) +00.,

K—»—00 X—>—0

2) a) Pour tout x €[2,+of, Vx*-4+x#0

f(x)=\/'—2‘?‘1_xz(x/x2—4—-x)(\/x2-—4+x)= 4

P -4 +x VX2 -4 +x
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b) hm f(x) = lim —4
x> x? -4 +x

lim Vx? -4 =+ et hmx +odonc limvx* -4 +x=

X~P400 X—>+0

et par suite hrg f(x)= 0

Interprétation graphique :
La droite des abscisses « y =0 » est asymptote 2 & au voisinage de +o .

Vx?—4+x || Vx® -4 -x
3) lim[f(x)+2x]=1im[Jx2—4+x]=1im[ \/'Zi[zx ]
X—»—0 X—p—00 X—»—0 x2 -4 —x
—=2 _0car Hm (Vx® -4 —x) = +o0

X—»—0

= lim
X—»~00 x2 —4-x
D’oui la droite D:y = -2x est asymptote oblique ¥ au voisinage de —w .

Pour x €]0,+x[, \/x—2:§+(x—3)>0 eI +9>3-x
Si xe 3,+o[ona: 3-x <0 doncl'inéquation est vérifiée
S, =]3,+=[
x€]0,3] VX +9+(x=3)>0 & x2+9>(3-x)? & 6x>0
S, =10,3], d'ou Sy . =S, US, = ]0,+<d].
Conclusion : Dans l'intervalle ]0,+[ ona: V2 =9+(x=3)>0

« Pour tout x e J0,+of,

)=\/9+x2—(x—3)= 6x _ 6
X

Xx(Wx2+9+(x=3))  Vx* +9 +(x—3)

2) Calcul de lirg} f(x) :

111(1)1\/x2 +9=+9=3 et lim(x -3) = -3
On obtient : lirgp/x2+9+(x—3)=0 et puisque vx*>+9 +(x-3)>0 pour tout

x >0 alorset lir%’} f(x) = +o0.
Calcul de lim f(x) :
lim Vx* +9 = +o0 et hm (x 3) =+

X~=>400
6

d’ot hmx/x +9+(x-3)= +oo:>hm———— 0
e x4 Ix? +9 +(x ~3)

Il en résulte que lim f(x)=0
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Interprétation graphique :
. lirgl f(x) = +0 donc la droite des ordonnées « x =0 » est asymptote a la

courbe #de f.
+ lim f(x) =0 donc la droite des abscisses « y =0 » est asymptote a la

courbe #de f au voisinage de +oo .
3) Pour tout xe ]—oo,O[ , on a =-x>0 et on peutécrire—x= Jx? d’oi

f(X)=VX2+9_x+3= X2+9_l+§= X + 1+ 1+ 1+
X X X X \]

lim f(x) = lim— ’1+—2—1+§=—2 car 11m;3(—-—0 et lim- ,1+—=—1

X~>—00 X—>—00 X—»—00 X—>—0 X

D’ou lim f(x)=-2, donc la droite y =2 est une asymptote &

X—>~—00

au voisinage de ~®&. X

10 1
D M()- MeSST-T() ™) T 1)
-~ - - + - * - +
dong f est continue en 0.
2 |

2 1

2) b —;+—-T—0 estcontinue sur | Jet > %+ +' est cgntinue et

positivesur | +o] donc > +V%+ + ' est continue sur ] +eof or fest

. X .
continue en ( donc f est continue sur IR
2

3) mT("):&riT 1
Ha) " )=uo

4o | X X li
by ™ f( )- +l = M __X+_1X___).a_
—>+0 ' >+ 2 + o+ 4 2 )
1 X
L. 1
= m =
—+o0 2
1+ +-—-—+1
’ X \

1
donc AY=2 +— estuneasymptote a la courbe de f au voisinage de +w



Chapitre 5
Nombre dérivé

Dérivabliité d'une fonction en un point
= Définition

Soit f une fonction définie sur un intervalle ouvert I et x, un réel de L

On dit que f est dérivable en x,, si et seulement s, il existe un nombre réel £
i £00=£06) _,

tel que :
X—>Xg X=X,

Le réel £ est alors appelé le nombre dérivé de f en x, et il estnoté f'(x,).
= Autre écriture : En posant x-x, =h

f est dérivable en x, si et seulement si Llrrgf(ﬁi};%——f(—xi’l =£ ({eR).

Tangente & une courbe

< Théoréme : Le plan est muni d’un repere (O, 1,]). Soit f une fonction
définie sur un intervalle ouvert I et x; unréel de L.
f est dérivable en X, si et seulement sila courbe % de f admet au point
A(x,,f(x,)) une tangente A de coefficient directeur f'(x,).
Cette tangente est d’équation y =f'(x, )(X —X, ) +£(x,) .

(1
Un vecteur directeur de cette tangente u[ £(x )] .
4]

Remarque : Sif'(x,) = 0 alors la tangente 3 & au point d’abscisse x, est paralléle 3 (O, 1) .

Construction de la tangente :

N

NN

\\ \ %
4y M1 Ko [Fe>p \

\ 4
1 He NEERYS
Nl f'04)< — 1
A

Ot=etl
4
A
i

F'(x) <0 £'(x,) >0 F(xg) =0
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o Tangente paralléle d ’axe des ordonnées : =
N
- —f ‘.
Si lim fd=fx,) _ o alors f n’est pas dérivable 3
X—»Xg X —=Xp £1x,) :\A
en x, et la tangente 8 ¥ au point d’abscisse x, ¥
- ol 7
est parallele a (O, j) a pour équation x =x,.
Nombre dérivé de fonctions usuelles
= Théoréme
f est dérivable
Fonction f en a ol f'a)
f:x>p (constante) | aecR 0
f:x>ax+B acR o
frx (x-a) +B aeR 2(a—-a)
. 1 S o
f'XHax+B aeIR\{--g} f'@@)= (aa+B)2
f:xi> Vx+a ae]-o,+oof a)
fi(@) 2\/a +0o
. ox+B Y ay_ OY—AB
f'XHXx+y aeIR\{ l} f(a)_(M+y)2

Opérations algébriques sur les fonctions dérivables en a

+ Soient f et g deux fonctions définies sur un intervalle ouvert I et a un réel

« Sifestdérivableenaet f(a)>0 alors V/f est dérivable en a

de L., o est un réel et n un entier naturel strictement supérieur a 1

Si f et g sont dérivables en a alors f+g, fg,o-f et £" sont dérivables en a
(f+g)(@)=f'(a)+g'(a) (f8)'(@) =f'@@)g(a) +f(a)g (@)
(af)'(a) = a-f'(a) ()@ =n-f'(@f"" (a)

Si a est un réel et f est une fonction polyndme définie par :

f(x)=b, +bx+b,x* +---+b_x" alors f est dérivableen aeton a

f'(@)=b, +2b,a+---+nba"".

etona:

Soient f et g deux fonctions définies sur un intervalle ouvert I et a un réel
de L. Sif et g sont deux fonctions dérivables en a et si gne s’annule pasena

1 et é sont dérivablesenaetona:

G-

alors les fonctions

( ) (@)=—8 ‘() (@)g(a)-f(a)g '(a)
(8(2))’

8@y

oy L (@)
(‘/E) (@)= 2i@)
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Nombre dérivé a droite - Nombre dérivé & gauche

o Définition
« Soit f une fonction définie sur un intervalle de la forme ]b ; a]
On dit que f est dérivable a gauche en a, si lim f(x)z—:i(a) est finie

x-»a”

Cette limite est alors notée f;(a) et est appelée le nombre dérivé de f a

gauche en a.
+ Soit f une fonction définie sur un intervalle de la forme [a,b[.

On dit que f est dérivable a droite en a, si lim f(x)__—-i(a) est finie

Cette limite est alors notée f;(a).
= Théoréme
Soit f une fonction définie sur un intervalle ouvert I et a un réel de I.
La fonction f est dérivable en a, si et seulement si, f est dérivable a droite et &
gauche et f;(a)=f;(a). Ona f'(a)=f;(a)=1f;(a).

Deml tangentes & une courbe
Le plan est muni d"un repere (O, 1, 7).
Soit f une fonction définie sur un intervalle ouvert I et a un réel de 1.
» fest dérivable a droite en a, si et seulement si, la courbe représentative de f
admet au point A(a,f(a)) une demi tangente déterminée par:
T Y= fi(a)(x-a)+£() Un vecteur directeur est i, ,1
X2a £:(a)
+ festdérivable a gauche en a, si et seulement si, la courbe représentative de f
admet au point A(a,f(a)) une demi tangente déterminée par :
=f/(a)(x—a)+f -1
T : Y s(@)x-a)+f(a) Un vecteur directeur est G | ., |
x<a —fg (a)
Remarque :
Si T* et T™ sont sécantes alors f n’est pas dérivables en a.

Si T* et T™ sont portées par la méme droite alors f est dérivable en a.

T
% admet en M un point anguleux - < 3’//
+ ot T ; N, A A
(T* et T” sont sécantes) ; N
N 2 _fg (xo) // T*
d’ol1 f n’est pas dérivable en X, . + o
44X,
i A
ol|i %o
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T~ est une demi tangente verticale \\\ T v
donc }_lg;l ir.gz(-)—-z%est inf inie \\ i =
(fn’est pas dérivable a gauche en x,)[ f(x,) my] |64
d’oi f n’est pas dérivable en x, . Al
il 1,
o] 3 fo

Approximation affine d’une fonction

o Définition
Soit f une fonction définie sur un intervalle ouvert I et x;, un réel de L
Si f est dérivable en x,, alors le réel f(x,)+f'(x,)h est une approximation
affine de f(x, +h) et on écrit f(x, +h)=f(x,)+f'(x,)h, pour h voisin de zéro.

F(n I-\)
N he'(o)
o N
4 f(c)
(4]
/(q:# C c+|h
Dérivabliité et continuité

= Théoréme
Soit f une fonction définie sur un intervalle ouvert I et x, un réel de L

Si f est dérivable en x, alors f est continue en X, .

& Remarque : La réciproque n’est pas toujours vraie : c'est-a-dire si f n’est pas
dérivable en x, alors elle peut étre continue en x, comme elle peut ne pas
I’8tre. Mais si f n’est pas continue en x, alors elle n’est pas dérivable en x, .

f est continue mais n’est pas dérivable en a.
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EXERCICES

Etudier la dérivabilité de chacune des fonctions suivantes au point d’abscisse

X, et donner I'équation de la tangente ou demi-tangente & % en ce point, ¥ est

la courbe de f dans un repere (O, 1, })

1) f(x)=x®-x*+2x+1 % =1 2) f(x) = x;—:32 , X =0
3) f(x)=vx*-2x , Xo=3;% =2 4)f(x)=x+2[x| , X, =0

Soitf: x» x|x—2|

1) Etudier la dérivabilité de la fonction f a2 gauche et a droite en 2.

2) Donner les équations des demi-tangentes a4 %; au point d’abscisse 2, &; est la

courbe de f dans un repére (O,1,7) et faire la construction.

Soit f:x > x* —x(|x|+1).

Montrer que f est dérivable en zéro et donner 1'équation de la tangente 8 ¢ au

point d’abscisse zéro. ¥ la courbe de f dans un repere (0,1, 7).

Soitf+ xis X +%X—-6 six<?2
) Bt —44x-2 six>2

# désigne la courbe de f dans un repere (0,1, 7).

1) Montrer que f est continue en 2.

2) Etudier la dérivabilité de f en 2.

3) Déterminer le point M, d’abscisse x, <2 en lequel la tangente a & est

horizontale.
4) a) Soit x, >2, Montrer que f est dérivable en x, et calculer f'(x,).

b) Déterminer le point N, d’abscisse X, (X, >2) de & ou la tangente est

paralléle a la droite d’équation y = (% + 1)x -2

Soit f: x> ax® +bx+c, % la courbe de f dans un repére orthonormé
(0,1,73).

1) Montrer que pour tout x, réel, f est dérivable en x, et calculer f'(x,).

2) Déterminer les réels a, b et ¢ pour que %; passe par A(0,1) et B(1,4) et

admette en A une tangente de coefficient directeur 1.
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3) Onpose f(x)=2x"+x+1.
Déterminer le point de %; ol la tangente A est perpendiculaire  la droite
d’équation x—7y+7 =0 et donner une équation de A.

—X

Soit x> < x-1
x+2vx six>0

&, la courbe de f dans un repere orthonormé (O, 1, ).

1) a) Etudier la dérivabilité de f 4 gauche et a droite en zéro.
b) Construire les demi-tangentes a &; au point d’abscisse zéro.

six<0

2) Soit x, € R", montrer qu'il existe un point d’abscisse x, qu’on précisera oit
la tangente a %; en ce point soit la droite d’équation 2x-y+1=0.

1) Ecrire une équation de la tangente (T) a la courbe & de la figure 1.
2) a) Donner l'équation de la tangente  la courbe % au point C de la figure 2.

b) Préciser f'(-2), f'(1).
c) Préciser les limites aux bornes du domaine de définition.

d) Préciser les asymptotes de &

Figure 1 Figure 2

|
P
/1

o ]

n Pour chacune des courbes ci-dessous qui sont la représentation
graphique d’une fonction f définie sur [-2,6], répondre dans chacun des cas

aux questions suivantes :
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lim -f@) et lim fo-f@) , la fonction f est-elle dérivable en 4?

h4- X — 4t X—4
a) b)
! T
A A
— ? = //A\
j VRN
O] 7| . i N
c) d)
e TR
V.
Y/ N
A A

 \—t
N
o o J|

oli| ¥ o[ i N

Soit f la fonction numérique définie sur IR par f(x)=2x>-8x+5

1) Former I'équation de la tangente a la représentation graphique (I') de f au
point M, d’abscisse x, .

2) Déterminer les équations des tangentes a (I') passant par le point A(1;-3).

p Soit h un réel proche de zéro. Montrer que :
a) (1+hY?=1+2h b) (1+h)’=1+3h

1 _q_ Jith=1+1
C) m—l h d) 1+h-—1+2h

1) Soit f 1a fonction définie sur R par f(x) = x> -3x> +2x+5

a) Déterminer le nombre dérivé de f en 2
b) Estimer f(2,00001) et £(1,99999).

2) Soit f la fonction définie par f(x)=+4x+5.
a) Déterminer le nombre dérivé de f en 5.

b) Estimer /25,0004

3) Donner une approximation de /4,008 .
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CORRIGES

)

2)

3)

f(x)=x*-x*+2x+1, D,=R , x,=1, f£(1)=3.
f est une fonction polyndéme donc dérivable en tout réel a et
f'(a)=3a>~2a+2. Il en résulte que f est dérivableen 1 et f'(I)=3.
Soit (T) la tangente a &; au point d’abscisse x, =1.
(M:y='@QE-D+£Q) , donc (T):y =3x. _
fx)=X*X=2, D, =R\{-3}, x,=0¢D;, f(0)=-2.

£(x)

£(x)

Les fonctions f; et f, sont deux fonctions polynémes donc dérivables en tout

Pour tout xeD;, f(x)=-2— ot f;(x)=x>+x-2 et f,(x)=x+3.

réelaet ona: f/(a)=2a+1 et f;(a)=1 #0 donc f est dérivable en tout réel
fi@f@)-f@ft@ ., . 5

d’ou f'(0)==

(£, @) 9
Soit (T) la tangente a %; au point d’abscisse x, =0

a appartenanta D, et f'(a) =

(T):y=£'(0)-x+£(0) , donc (T):y=%x—z.

3
f(x) =Vx* ~2x, D, = ]-0,0]U[2,+w[,
. x,=3 et f(3)=+3.
La fonction u: x - x> —2x, étant polyndme, est dérivable en x, =3 et
u'(3)=2x3-2=4 et u(3)=3>0 donc f= Ju est dérivable en 3 et

vy 0B __4 _2J3
f(3)_2\/11(3) 23

Soit (T) la tangente a &; au point d’abscisse x, =3.

(M:y=£'@)x-3)+f3) donc (T):y= —z—g-g—x——\/g .
x, =2 et f(2)=0.
f(x) £(2) \/ X =2x _ x2 —2x - X
-2 x=2 " (x—2px—2x  IxE-2x
La fonction u: x = x* —2x, étant polynéme, est continue sur IR et pour tout

réel de [2,+of ona x* ~2x 20 doncv :x > vx* ~2x est continue sur [2,+eo]

Pour tout xe D; \{2}on a
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et par suite v est continue a droite en 2 et lim v(x)=v(2)=0" d’ou

. 1 _ (X) f2) _ X _
kg\———m +oo et 11mx 2 donc }g =) Hz T +00

f n’est pas dérivable a droite en 2.
Dans un repere orthogonal, la courbe & , représentation graphique de f,
admet une demi tangente verticale au point d’abscisse 2.

4) f(x)=x*+2|x|, D;=R, x,=0, f(0)=0.

. o e JE)=x?+2x six20
Expressions de f(x) sans "| |" : { fx)=x? 2% si x <0
Pour tout x appartenant 8 R\ {0}, on pose ¢(x) = f(x_);f@
f est dérivable en 0 si et seulement si linol ¢(x) estun réel .

2
+ Pour tout x € 0, +o[, (p(x):i—'—:'(A=X+2

lim+ ¢(x) =2 .d'ou f est donc dérivable a droite en O et £;(0)=2.

« Pour tout x € J-o,0[, o(x)=%*—=% 2X—x 2
lln(;l_ o(x)=-2 d'ou festdonc derlvable agaucheenOet f(0)=-2.
x—>
Ona: f;(0)#f;(0) donc f n’est pas dérivable en 0.

% admet deux demi-tangentes au point d’abscisse 0.

fx=0 - T.: x20
"y =£,(0)-x+£(0) 4% ly =2x

2

o

|x<0 T - x <0
Ny =£0)x+f0) T &' ly=-2x

Soitf: f(x)=x|x-2| et f(2)=0.

+ Expressions de f(x) : T

{f(x) =x(x-2) six>2

f(x)=x(2-x) six<2

1) » Dérivabilité de f a droiteen 2 : /

lim (f(x) f(2)) X(x=2) _ . j
x—>2+

limx=2
x—

x—2*

X - x—»2"

(car la fonction x 5 x est continue en 2).
Donc f est dérivable a droiteen 2 f;(2)=2.

« Dérivabilité de f a gaucheen 2 :
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lim

x—2"

= lim(-x)=-2

X— x»2" X— x—+2"

( f(x)— f(2)) —lim x(2-x)

(car la fonction x - —x est continue en 2).
Donc f est dérivable a gaucheen2 £(2)=-2.

2) T, et T, les deux demi tangentes & &; au point d’abscisse 2.

T. : x22 T. x22
Py =6@x-2+H2) T Taily=2x-4
T - x<2 T.: x<2
t Ny =f@x-2)+fQ2) T Naily=-2x+4

£0)=x°-x(x|+1), D;=R, £0)=0.
» Expressions de f(x) :

f(x) =x* —x(x+1) si x>0

{f(x) =x>-x(1-x) six<0

On pose, pour tout xe R\ {0} : ¢(x)= f(x); £(0)

« Dérivabilité de f a droite en zéro :

3
X —x(x+1)=X2~
X

Pour tout x € 0,40 , ¢(x)= x-1

ot u est la fonction x - x> =x~1 qui est une fonction polynéme donc
continue en tout réel. Il en résulte que u est continue a droite en 0.
Puisque ¢(x)=u(x) pour tout x € ]0,+o[ alors lirg} o(x)=u(0)= -1.

f est donc dérivable a droiteen 0 et f;(0)=-1.

+ Dérivabilité de f a gauche en zéro :

P—x(1-x) _
— =

Pour tout x € }-»,0[, ¢(x)= X x* —1+x

La fonction v: x - x* —1+x qui est une fonction polynéme donc continue
en tout réel. Il en résulte que est continue a gauche en 0.
Puisque ¢(x)=v(x) pour tout x € }-o,0[ alors lix? o(x)=v(0)=-1
f est donc dérivable a gaucheen 0 £(0)=-1.
« Ona £(0)=£;(0)=-1 donc f est dérivable en O et f'(0)=-1.
» Soit (T) la tangente 2a C au point d’abscisse 0.
(T):y=£'(0)(x-0)+£(0) d'ou (T):y=—x.

n £ x> X2 +x—6 six<2
' VX =4 +x-2 six>2

1) f(2)=2+2-6=0.
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2

-’

3)

4)

La restriction de f a I'intervalle ]-«,2] est une fonction polynéme donc
continue sur cet intervalle d’ot1 f est continue a gaucheen 2.
litgf(x) = lmzn Vx* -4 +x-2=0=1(2), donc f est continue 3 droite en 2.

f est continue a gauche et a droite en 2 donc f est continue en 2.
Pour tout x e R\{2}, on pose ¢(x)= _f_(%:_;g_)

Dérivabilité de f a gaucheen 2 :

f(X) f2) _x*+x-6
-2 x—-2

linz1_ o(x)=5 . festdonc dénvable agaucheen2et f(2)=5.

=Xx+3

Pour tout x € ]-,2[, o(x)=

Dérivabilité de f adroiteen2: Pour tout x € ]2, +o[

Vx?-4+x-2 - \/ X - —_X+2

x-2 \/ x* -
lim @(x) = +w, donc f n’est pas denvable adroiteen 2.
x—2"

o(x) = i 1

Conclusion : fn’est pas dérivable en 2.
Pourtout x <2 , f(x)=x*+x —6.

f est une fonction polynéme donc dérivable en tout réel d’ot1 pour tout réel
Xg, £'(%5)=2x, +1.
La tangente a C en M, (x,,f(x,)) est horizontale si et seulement si

£(x,)=0 < 2x,+1=0 < x, =--;-.

a) Pourtout x>2, f(x)=vx*-4+x-2.
Les fonctions u:x > x> -4 et v:x > x—2sont polynémes donc
dérivables en tout réel x, et u'(x,)=2x, et v'(x,) =1 et pour tout x, >2
ona u(x,)>0 donc f= Ju +v est dérivable en tout X, >2 et
u X,
Fily) =5 7t v ) = 1=
24u( 2Jx0 \/x0 ~
b) (T)est tangente aC au point N, d’abscisse x, de coefficient directeur
2
V3
2
(T)//Defx)=-—2+1c =2 tle X =%

X,
\/5 VX5 —4 NE) X, —4

< 3x; =4x; -16 © x; =16 & x, =4 ou x, = —4 (arejeter car x,, >2)
& x,=4,d'ou N,(4,f(4)) c'est a dire N0(4,2+2\/§)

f'(x). D:y= (l- +1)x -2 de coefficient directeur +1.

J§
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f:x > ax’ +bx+c, & lacourbe de f dans un repére orthonormé (O, T,f).
1) Soit x, € R, f est une fonction polynéme donc dérivable en tout réel x, et
f'(x,)=2ax, +b.
2) & passe par A(0,1) = f(0)=1
%; passe par B(1,4) = f(1)=4

%; admet une tangente en A de coefficient directeur 1 = £'(0)=1

f(0)=1 c=1 a=2
Onadonc {f(1)=4 < <a+b+c=4<<b=1
f'(0)=1 b=1 c=1

Donc f(x)=2x* +x+1.
3) f(x)=2x*+x+1; f'(x,)=4x,+1.

D:x—7y+7=0:>D:y=%x+1

A tangente a €; au point d’abscisse x,

= f'(x,)est le coefficient directeur de A.

AlD& f'(xo)x%=—1<:>4x,,+1=—7 ox,=-2.

Ay =f'(-2)(x+2)+£(-2) dou A:y=~7x-7.

Rappel : Soient D:y=mx+p et D':y=m'x+p’.
DILD'&mm'=-1
D//D'&Sm=m'.

ix<
-fo{xl six<0

x+2Jx six>0

1) a) f(0)=0. Pourtout xeR", on pose ¢(x)= f(x); £(0)

P
o Dérivabilité de f  gauche en 0 : Pour tout x € }-,0[, o(x)= g = 'Ll
La fonction u: x > x—l—l est continue sur }—o,0}donc continue a gauche en 0
etona @(x)=u(x) pour tout x € ]-o,0[.
I% ¢(x)=u(0)=~1 . festdérivable a gaucheenOet £(0)=-1
« Dérivabilité de f 4 droite en 0: Pour tout x € ]0, +[
o(x)=2=E 2‘/— =1 +W , on sait que EE})\ 71; =+ donc hm @(x) =+
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T

-£(0)=1f i\ [
-1 O] 3

Donc f n’est pas dérivable a droite en 0 d'ou f n’est pas dérivableen 0 .
b) &;admet deux demi-tangentes au point O(0,0) :

» une demi-tangente verticale a droite T,

dirigée vers le haut .
« une demi tangente T, & gauche en 0

de coefficient directeur f;(0)=-1

t de vecteur directeur G| - al
e e vecteur directeur u _fgr(o) =>u l

2) a) x, € R on va étudier la dérivabilité de f en x, :

X_

x-1

La fonctiong: x> ﬁ est rationnelle donc dérivable en tout réel x, =1
-1

W . f estla restriction de g a l'intervalle ]-o0,0[ donc f
Xq —

est dérivable en tout réel x, € J-,0[ et f'(x,) =

Pour x<0, f(x)=

et g'(xo) =

—=1
(xo - 1)2
Pour x, >0 f estlasomme de deux fonctions dérivables en tout réel x,

appartenant a ]0,+wo[ eton: pour tout x, € ]0,+0[ f'(x,)=1+ Jl_ .
Xq

D:2x-y+1=0 & D:y=2x+1.
D tangente a &; au point M(x,,f(x,)) (ol x, #0).
Donc D:y =£'(xg)(x =% ) +£(x,) < D:y =1£'(xy) - x+£(xy)—Xof'(X,)

Lo f'(x,)=2
or D:y=2x+1 Q:f(xo)—xof'(xo)-"l'

1 cas: x; <0.

-1
f'(x,)=2 —=2 . . -1
. -2 bl —_—
£(x, )~ x,f'(xg) = 1 = {EZ()(()O)—)XOF(XO) » impossible car -2y <

2¢me cag: x, >0



82 Nombre dérivé — Corrigés

14—l==2

{f 0a)=2, o N
(%)= Xof (%) =1 x0+2\/g_x0(1+%)=1 %y + 2450 —x, s =1
0
{?: ox,=1eR, .
Conclusion : il existe un seul point M(1,3) ou la tangente & &; en M soit
la droite D:2x-y+1=0.

—_
7

=1

1) Un vecteur directeur de la tangente (T) est . \J‘

i =31 +2j donc le coefficient directeur a
ou la pente de la tangente est égal -—%— \\
donc (T):y = —%x +p . La tangente (T) i \
est au point A(2,5) donc 5=—%x2+p d'ou p=% Qi
(M:y= —-— X+ 139
2) Pour la ﬁgure 2:

a) Le coefficient directeur de la tangente T est : f'(-1) = Iz7Ye _3

Xp —
(T):y =3x+p. L'ordonnée a l'origine est égal 4 3 donc (T):y =3x+3.
b) Aux points d’abscisses respectives -2 et 1 la courbe de f admet une
tangente horizontale donc f'(-2)=0 et f'(1)=0.

c) D’apres le graphique, ona li(rr;)+ f(x)=—o , lirgl f(x) =+
lirg} f(x) = -0, lim f(x)=—w
d) Les droites d’équations x =-3 et x =0 sont des asymptotes verticales.

(-3 et 0 correspondent & des valeurs pour lesquelles f n’est pas définie).
Au voisinage de +w la courbe de f admet une asymptote oblique A :

le coefficient directeur de I'asymptote T estA: Yo
xC - xc

etVordonnée a l'origine estégalea-1donc A:y=-x-1.
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e
/1
=31 -2
A
/[ D
7 1-2
-3 i

a) Le coefficient directeur de la tangente T

_ [y

est:f'(4)=32"Ya _ Na
Xpg —X,

fim £ -F@) _ f(x)—f(4)=f.(4)=_1_ 1,

4 X-4 et X—4 Q) ;

b) Lacourbe de f admet au point A(4,f(4)) deux demi

tangentes (non paralléles a I’axe des ordonnées)

et portées par des droites sécantes. Donc ces deux

\
\

demi tangentes n’ont pas le méme coefficient 1
O

=, ]

directeur ce qui entraine f n’est pas dérivable en 4.
Un vecteur directeur de la demi tangente en A & droite 1, (_12)
A= 5 ol Tim L@ _
donc f;(4)=-2 d’ou }3131 1 2.

. (-1
Un vecteur directeur de la demi tangente en A a gauche est i, (_3)

)=f4) _,

S oay a1 £
d'olt ~£;(4)=-3 donc £(4)=3 lim ———

¢) Lacourbe de f admet au point A(4,£(4)) deux demi

tangentes portées par des droites sécantes. Donc ces

deux demi tangentes n’ont pas le méme coefficient >

directeur ce qui entraine f n’est pas dérivable en 4.
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Un vecteur directeur de la demi tangente en A a droite
( ) donc £(4)=3 droir tim f9-f4) 83

h—> 4* x~4

~|,_, ,I_.

Un vecteur directeur de la demi tangente en A a gauche est i (

~£,(4)=-% ' fim £ -4 _ 1
d’olr —£(4)= donc f (4)— ) h_M_ =1 -7%° =
d) La courbe de f admet au point A(4,f(4)) une N

tangente parallele a I'axe des ordonnées =

"

donc f n’est pas dérivable en 4 .

. (O (O] £ _ o ot i 0= (@D £0)-£(4) _

host  X—4 e X—4

1) f est une fonction polyndme donc f est dérivable en x, et f'(x,) =6x,” —8.

Soit M, (x,,2x3 —8x, +5) un point de ().
L’équation de la tangente (T, ) a (') au point M, d’abscisse x, est donc:
y =£'(x,)(x = X) +f(x,) donc (T, ):y=(6x; -8)x—4x; +5. (1)

2) Cherchons une tangente a (I') qui vérifie une condition donnée revient a
déterminer x, abscisse du point de contact de cette tangente avec (I')
Si une tangente passe par A(1,-3),les coordonnées de A vérifient I'équation

(1), ce qui donne 6x; -8—4x; +8=0 <x;(3-2x,) =0 &x,=00u x, ==
La tangente T, en C(0,5) a pour équation : y =f'(0)(x—-0)+£(0) et
£'(0)=-8, f(0)=5 donc T.: 8x+y-5=0.

On vérifie qu’elle passe par A.

La tangente en C'(= —-) a pour équation : 11x-2y-17 =0.

On vérifie qu’elle passe par A.

Soit f une fonction définie sur un intervalle ouvert I et a un réel de I
Approximation affine: f(a+h)=f(a)+hf'(a) olth est voisin de 0.
a) On consideére la fonction f x > x>.
f est dérivable pour tout réel x;et f'(x;)=2x,.
On pose a=1, f(1+h)=£(1)+hf'(1) donc (1+h)’> =1+2h.
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b) On considére la fonction f x - x>
f est dérivable pour tout réel x, et f'(x,)=3x,’.

Onpose a=1, f(1+h)=£(1)+hf'(1) o f'(1)=3 donc (1+h)" =1+3h.

¢) On considére la fonction f x > v/x .
1

Yol

On pose a=1, f(1+h)=f(1)+hf'(l) ou f'(l)=% donc 1+h =1+%h.

f est dérivable pour tout réel strictement positif x, et f'(x,) =

d) On considére la fonction f x % (x=0).

f est dérivable pour tout réel x, #0et f'(x,) = —;12—.

0

Onpose a=1, f(1+h)=f(1)+hf'(1) ol1 £(1)=~1 donc l—h{zl—h.

1) a) f(x)=x>-3x?+2x+5, f est polynéme donc dérivable en tout réel a et
f'(a) = 3a®> —3(2a)+2 donc f'(2)=2
b) £(2,00001)=£(2+0,00001) = £f(2)+0,00001-f'(2) et £f(2)=5
Donc £(2,00001) = 5,00002 .
£(1,99999) = £(2-0,00001) = £(2)+(-0,00001)-f'(2)
Donc £(1,9999) = 4,99998 .
2) a) f(x)=+4x+5

f est dérivable en tout réel a appartenant & |-, +w] et

. 4 2
f = =
(@) 2J4a+5 +Jd4a+5

b) /25,0004 = /25+0,0004 = \/4(5+0,0001)+5 = \/4-5,0001+5 = £(5,0001)
f'(5)=% , £(5)=25=5
25,0004 = £(5+0,0001) = £(5) +£'(5)x0,0001 d’oir /25,0004 = 5,00025
3) Soit f la fonction définie par f(x)= Jx , dérivable en tout réel a > 0.

f'(a)=ﬁ;.

a=4, h=0,008, f'(4)=% et f(4)=2.

/4,008 = £(4 +0,008) = £(4)+0,008f'(4) d’olr /4,008 = 2,002



Chapitre 6
Fonction Dérivée

. Fonction dérivée

Soit f une fonction définie et dérivable sur un intervalle L.
On appelle fonction dérivée de f et on note f'la fonction qui a tout réel x,

appartenant a I, associe le nombre dérivé f'(x) de fenx.

. Opérations sur les fonctions dérivées
Soient f et g deux fonctions définies sur un intervalle ouvert I, a est un réel et

n un entier naturel strictement supérieur a 1

Si f et g sont dérivables en a alors f+g, fg,a-f et f" sont dérivables en a
etona: (f+g)'=f'+g' (fxg)' =f'xg+fxg'

(a-f)'=a-f' ) =n-f'xf*
En particulier toute fonction polynéme est dérivable sur R .

Si f et g deux fonctions dérivables sur un intervalle I telles que g ne s’annule

pas sur I alors les fonctions é et é sont dérivables sur I

etona: (-l—) =% et (i) = f'g—;g'f
& g g g
. Dérivée de la fonction f

Soit f une fonction dérivable et strictement positive sur un intervalle I.
Alors la fonction /f est dérivable sur Ietona (Vf)' = i

2Jf°

. Sens de variation

Soit f une fonction dérivable sur un intervalle I.

» La fonction f est constante sur ], si et seulement si, pour toutxe I, f'(x) =0

» La fonction f est croissante sur I, si et seulement si, pour toutx €L f'(x) 0.

+ La fonction f est décroissante sur I, si et seulement si, pour toutx €I, f'(x) =0

. Extrema

Soit f une fonction définie sur un intervalle I et x, un réel de L.

+ On dit que f admet un maximum local en x, sil existe un intervalle
ouvert ] contenant x, et inclus dans I tel que pour tout x €] ; f(x) < f(x,)

+ On dit que f admet un minimum local en X, s'il existe un intervalle J

contenant x, et inclus dans I tel que pour toutx € J ; f(x) 2 f(x,)
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EXERCICES

Déterminer les intervalles sur lesquels f est dérivable et calculer f'(x) dans
chacun des cas suivants :

1) f(x)=x®-3x +6x 2) f(x)=(3x+2) 3) f(x) = %
4) f(x)=v2x-1 5) f(x)=vx*-x-6 6) f(x)=(*+xWx+1
_ x-1 1 _ 1
K rrrr S e G
10) f(x) = % 11) f(x) = (5;(‘—3‘) 12) f(x) = (2x +3)2(3x - 5)°
Soit f: x> |x2_+2ﬂ
x2+2

1) Etudier la dérivabilité de f en zéro et en -2.
2) Déterminer les intervalles sur lesquels f est dérivable et calculer f'(x).

Dresser le tableau de variations et préciser les extremums éventuels des
fonctions suivantes : ‘

. 3_9.2 _ . x+2
1) f:x>x 7 X +6x-1 2) f.xr——>x_3
2
3) f:xna% 4) f:x>Vx?-4x+3
2
SOitf:Xl—)%_xz_lo aeR

1) Calculer f'(x) pour tout x € IR\{2}

2) Déterminer les valeurs de a pour lesquelles f admette deux extremums
3) Dresser le tableau de variations de f pour a=5

frx>x®—3x+2

1) Dresser le tableau de variations de f
2) Calculer f(-2) et préciser le signe de f(x) sur R

3) En déduire le tableau de variations de la fonction : g: x +> Lye 352 40x

4 2
1) Soit f 1a fonction définie pour tout x €[0, +oof par f(x)=vx+4-x+1.
Etudier le sens de variation de f et en déduire f([0;+<c[).
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2) g est définie sur [2,+[ par g(x)=v2x-3 -x
2) Etudier la dérivabilité de g en 3

b) Etudier les variations de g et préciser ses extrema.

Soit f une fonction dont la représentation graphiquement donnée par la
figure ci — dessous :

1) Interpréter graphiquement la dérivabilité de f aux points d"abscisses 0, -3 et 4

2) Dresser le tableau de variation de f

3) fadmet ~t—elle un extremum en4?

4) Préciser alors les extremums de f

. 3
2
|1 >
| £ I\5
4

/ X 2

B Soit f une fonction dont la représentation graphique € est donnée par la

figure ci — dessous :

2

1) Interpréter graphiquement la dérivabilité de f aux points d’abscisses 0, 3 et -2
2) Préciser les extremums de f
3) Dresser le tableau de variations de f.

Le graphique ci-dessous est celui de I' courbe représentative d'une

N

fonction définie sur [0, 4] et de ses tangentes aux points d'abscisses 1 et =
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2 B
1 A

/

14
o[

1) Lire graphiquement f(1), f'(1) et f'(-g-).
2) Donner une équation de la tangente au point d’abscisse 1.

3) Parmi les trois courbes données ci-aprés laquelle est la représentation
graphique de f'.

® | @\

4

O

!
Nl
/

o %

1 ol
\ =y
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On donne le tableau de variation d’une fonction f :

X |- -2 -1 0 1 2
£(x) - 3 - ¢ +

+ | 0 -
3 o
£(x) / 1 N /
1 \—oo \

1) Donner les ensembles de définition de f et de f’.

2) Quelles sont les limites aux bornes de la fonction f ? Donner les équations
des asymptotes a la courbe représentative de f.

3) Ecrire les équations des tangentes a la courbe représentant f que le
tableau de variation permet de connaitre.

4) Quel est le nombre des racines de I'équation f(x)=0 ? Donner pour
chaque racine un encadrement par deux entiers consécutifs.

5) Tracer la courbe & de f dans un repére orthonormé (O,I,_j') .

x> -2x+4
2222 sixell,+of \ {2
Soit f:x 2x—-x2 [ M2
2-x+Vx*+3 sixe]-o,1]
1) Montrer que f est continue en 1
2) Etudier la dérivabilité de fen 1
3) Déterminer les intervalles sur lesquels f est dérivable et calculer f'(x)
4) a) Vérifier que pour tout xe R : x< VX% +3
b) Dresser le tableau de variations de f
¢) Endéduire le domaine de définition de la fonction g: x > /f(x)

+00

Soit f:x > —x* +3x* -4
% 1a courbe de f selon un repére orthonormé (o, i, ])
1) Dresser le tableau de variations de f
2) Calculer f(-2)et en déduire le signe de f(x)sur R
3) Soit M un pointde & d’abscisse x € ]0,1]. H et K les projetés orthogonaux

de M respectivement sur I'axe (o, Y) et 'axe (o, ])

Déterminer la valeur de x pour que le périmeétre du rectangle OHMK soit
maximal.
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CORRIGES

1) f:x+>x*-3x*+6x est une fonction polynéme donc dérivable sur R.

2)

3)

4

5)

6)

Pour tout xe R : f'(x) =3x>-6x.

f:x (3x+2).

On pose u: x> 3x+2 est une fonction polyndme donc dérivable sur R

d’otr f =u? dérivable sur IR. _

Pourtout xeR : f'(x)=2-u'(x)- u(x)=2x3x(3x+2)=6(3x+2) .

x2 —2x+2
x-1

domaine de définition D; = R\{1}.

=2x+2)' (x=1)=(x=1)'(x* =2x+2

(x-1)*
Cx=Dx-D-(x*-2x+2) x2-2x
B x-1)? (-1

f:xm c’est une fonction rationnelle donc dérivable sur son

oy (X
Pour tout x e R\ {1}, f'(x)=

f:x2x-1; D, =[—;—,+oo[.
On pose u(x)=2x-1 fonction polynéme donc dérivable sur R et pour tout
X € ]%,+oo[ u(x)>0. D’ol f=+/u est dérivable sur ]%,+oo[ .
w2 1
2Ju(x) 2v/2x-1 +2x-1
f:xVx?-x-6, D =]—oo,—2]U[3,+oo[ .
On pose « u(x) = x> —x—6 c’est une fonction polynéme donc dérivable sur R :
u'(x)=2x-1.

* pour tout xe ]—oo,—Z[U]3,+oo[ ona u(x)>0.

Donc f =+/u est dérivable sur Jreo,—2[UB, +o[ .

Pour tout x & |4, +0[ , f'(x)=

Pour tout x & }-0,~2[UJ3, +<[, £() = 2:1/1(1)(2) N

fix (X +x)x+1, Dp=[-1,+o.

On pose » u(x)=x* +x| deux fonctions polynémes donc dérivables sur R,
v(x)=x+1 | pour tout réelx, u'(x)=2x+1et v'(x)=1

« Pour toutx € | -1,+ [ v(x)>0d’ou JV est dérivable sur 1,400

et (\/;)'=%.
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Donc f =u-v/v dérivable sur ]-1,+x[ et pour tout x€]-1,+[ :

£'(x) = (u(x)- JV(X )'-u’(X)JV(X)+u(XXJV(X )
5x +7x+2

—(2x+l)\/x+ +(x*+x)- J = rdarl

2
7) fix»—2ZL_ D =R (car pour tout réel x, x* +x+1>0)
V2 +x+1
On pose » u(x)=x*~1
v(x)=x*+x+1
« Pour tout réel x, v(x) >0 d’ott Vv est dérivable sur R

deux fonctions polynémes donc dérivables sur ﬂ
pour tout réelx, u'(x)=2x et v'(x)=2x+1

Donc f =-Y- est dérivable sur R .

v
2xx +x+1-—2XEL (2
£y = 200V ~fvGOYueg T T 2\/x2+x+1(x )
V() x*+x+1

= 2x+3x? +6x+1
22X + X+ +x+1)

, 1 =R\{3
8) f'XH(S—Bx)3' D; ]R\{B}'

La fonction x> (5-3x)’ estdérivable sur IR et pour tout xe R\ {%} ,
5-3x#0 donclafonction f estdérivable sur D; =R\ {%} .

£(x) = ( 3J= 33 9
(5-3x) (5-3x)*"" (5-3x)
1
(2x+3)?

9) f: x>

D 3 , -2(2 -4
f est dérivable sur ]R\{_f} et f'(x) = 2x +(3))2+1 = (2x +3)°

10) f: x5 223X D =R\ {-2}
f est rationnelle done dérivable sur son domaine de définition

3x + 5 -3x2-5x1__-11
f d f'(x)=
x)= onc f'(x)= x+2) (x T2F

11) £(x) = (5 3") , D,=R\{-2}

f(x) = (u(x))* avec u(x)=5_—4_32)(-. Ona: (u?)'=2u'u
11 (5=3x\ s grey - —22(5—3x)
P =250 (X+2)douf(x)-———(x+2)3
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12) f(x) =(2x+3)*(3x-5)*, D, =R.
f est polynéme donc dérivable sur IR.
f=u’v® donc f'=2u'uv® +u?(3v'v?) =uv’(2u'v+3uv’)
u'(x)=2 et v'(x)=3.
£'(x) = (2x + 3)(3x —5)* [2x 2(3x — 5) +3(2x +3)x 3]
£'(x) = (2x +3)(3x - 5)*(30x +7) .

b 425 2 K22 ixe]o,-2]U[0, 4]
B f:xH»—— o fix{ ¥*
X" +2 _——xx;f-);-z si xe[-2,0]

1) « Dérivabilité de fen zéro, f(0)=1, soit o(x)= f(x)—;f@l

X + 2x+2
Si x€]0,+[, o(x)= f(x);f(O) =X +x2 = x22+2
alors ’(1_131 ¢(x)=1,f est donc dérivable a droiteen 0 etf;(0)=1.
> —2x+2
Pour tout x € ]-o,0[ ¢(x)= x +x2 = —)(22x+—22

alors lil})g ¢(x) =-1 f est donc dérivable a gaucheen O et £;(0)=-1.
On a £(0) # £;(0) d’olr f n’est pas dérivableen 0.

» Dérivabilité de f en(-2), f(-2) = -:1; , on pose @(x) = %—;2_2 pour x # -2
Dérivabilité a gauche en -2 :
X2 +2x+2 1

12 3 _ 2x+])
x+2 3 +2)

Pour tout x € ]-0,-2[, o(x)=

Iim ¢(x)= —% d'ou f est dérivable a gauche en (-2) et f;(-2) = —%.

x>(=2)"
Dérivabilité de f a droiteen -2 :
x> -2x+2 1
+2 3 _20-2x)
x+2 3(x* +2)

Pour tout x € ]-2,+0[, ¢(x) =

lim o(x) =§ d'ou f est dérivable a droite en (-2) et f}(-2) =

x—(-2)*

On adonc f;(-2) #£;(-2) d’ots f n’est pas dérivable en (-2).

Nellé;!

2) « Sur J-w,-2[U]0,+o]
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2
f(x) = 2‘——;('—'2—2-’-(L2- fonction rationnelle définie donc dérivable.

+2
) = (2K D'CC +2)~ (¢ +2)( +2x+2)
(x* +2)?
C(2x+2)(x% +2)=2x(x* +2x+2) _ _2x% + 4
= (x2 +2)2 = (X2 +2)2
» Sur ]—-2,0[

\ .
f(x)= %’—2- fonction rationnelle définie sur ] -2,0 [ donc dérivable.

£ = (=x% =2x+2)' (02 +2)— (% +2)'(-x* —2x +2)
(x)= 2 2
(x* +2)
_(2x=2)(x* +2)-2x(—x* —2x+2) _92x* —8x—4
- (2 +2) T (P +2)

1) f:xx® —%x2 +6x-1:

c’est une fonction polynéme donc dérivable sur R :
pour tout x € R: f'(x) =3x* ~9x+6

£(x) =0 3x* ~9x+6 =0 x | 1 2
c £(x) + 4 - 4 +
a+b+c=0 donc x=loux===2
a f(l) = 2 +00
lim f(x) =limx® =+ t)| \f 9 1/
lim f(x) =limx® =~ % (2)=
» fadmet deux extremums Hn mlm-mum local en2
un maximum local en 1
2) fixm ;—’:—i—g— : C’est une fonction rationnelle donc dérivable sur D, = R\ {3}.
’1 2 3
1 -3 X | o
f'(x)= 7 =5 2 '
(x-3)" (x-3) f'(x) - -

lim f(x) =lim% =1 £(x) e
X—»-+00 +0 X
lim f(x) =1 \-‘v \1

lin31(x -3)=0et lirr31(x +2)=5

lirg} f(x)= +oo}

| X |—oo 3 +00
car.’x_?’l = d N

litg} f(x)=—o



Fonction dérivée — Corrigés 95

« fn’aaucun extremum

3) f: XH—A’%Z

C’est une fonction rationnelle donc dérivable sur D, = R\ {1}
Pour tout x € R\ {1}

f'(x)= (xz _4x+7)'(x—])-—()§._l)n(x2 —4x+7)

(x-1)

_(2x-4)(x-1)-x* +4x -7 _x'2x-3
(x—l)2 (x-1)2

f'(x)=0©x2—2x—3=00na: a~-b+c=0 donc x=—10ux=-—a—c=3

—00 -1 1 3

) N
6

() _m/- \—w +oo\2/+oo

lim f(x) = lm—;z—-hmx_.—oo , limf(x)= lun%—lunx +0

X—»-—0 X+

hm(x—l)=0 et lml1x -4x+7 =4

lim £(x) = +o x | 1 +o
ilf _ car:x_ll _A n
lim f(x) = —o

un maximum local en -1

» fadmet deux extremums : <un minimum local en 3

4) f:x>x*-4x+3

D, ={xeR,x* ~4x+3 20} xz_:x+3 { " ; — 3 " = D, = -, 1JU[3, +f

Onpose U: x> x> —4x+3:
C’est une fonction polynéme donc dérivable sur R : U'(x)=2x-4

et pour tout x € ]~0, [UJ3, +=[, U(x)>0
donc f =+/u dérivable sur Joo, 1{U 13, +oof

U(x) __ 2x-4 _  x-2
2JU(x) 2Vx*-4x+3 Vx*-4x+3

et f'(x)=
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f'(x)=0x-2=0x=2 or 2¢D;

X |- 1 3

f' - 7

o - FE

ol b
\f(l)=0 f(3)—0/

lim (x —4x+3)— lim x? = +00 = hm Vx2 —4x+3 =+

i ~>+0 )

» fadmet deux minimums egaux enlet3

-fXHX‘FaX 10 eR
x—2

1) Pour tout x e R\ {2}

£(x)= (x2 + ax—lO)‘(x— 2)~(x- 2)'(x2 + ax—-lO) _(2x+ a)(x—-2)-x*-ax+10
(x-2)} (x-2)°

_x —4x+10-2a
(x-2)’

2) fadmet deux extremums si et seulement si f'(x) s’annule deux fois et

change de signe. f'(x)=0 < x> ~4x* +10-2a=0 :

C’est une équation du second degré qui s’annule et change de signe deux

fois si et seulement si A" = b —ac > 0 signifie :

-(10-2a)>0 < —6+2a>0 <[a>3]

2 2
3 a=5=>f X =M et f' b'e =_)-(-—:...4.l
) ( ) x_2 ( ) (x_2)2
f'(x)=0x*-4x=0x=00oux=4
X |—o0 0 2 4

] NP I
() / LN

lim f(x) = hm—-—= lim x = -

X-—»—0 x—+—0 X X——00

lim f(x) = 11m—2= lim x = +o©

X—»+0 x+0 X X—>+00
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lin21X2 +5x-10=4 et lin;tx—2=0

x |~©-2 -1 1 +0

) I Y

£(x) w_/;/ \0/

lim f(x) =+ Car :—= |‘°° 2 4o
X2 "x-2| - (L +
lug! f(x)=—o

frxx®-3x+2
1) f est une fonction polynéme donc
dérivable sur R

pour tout x € R: f'(x)=3x>-3
f'(x)=03x’-3=0x*=1ox=loux=-1
2) f(-2)=0donc d’apres le tableau de variations de f
X |—oo 2 1 +00

@l b b

3) g:x> %x‘ —%xz +2x: c’est une fonction polynéme donc dérivable sur R
pour tout x e R: g'(x) =x>-3x* +2 =f(x)

lim = lim +x* =+ x -0 2 1

Moo |xf-rm 4
g(x)=fx)) - ¢ + ¢ +

g(x) +°°\-6/ 400

1) Lafonction x > +/x+4 est dérivable sur ]-4,+] .
La fonction x - —x+1 est dérivable sur IR .
La fonction f est dérivable sur |4, +o] .

1, _1-2Jx+4
2Jx+4 2Jx +4

Pour tout x e |4, +o[ , f'(x) =
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2)

1-4(x+4)  _ -4x-15
2Ux+4(1+2Vx+4) 2Ux+4(1+2Vx+4)
Le dénominateur est strictement positif et -4x-15<0 pour tout x>0.
Pour tout x>0 ona f'(x) <0 d’ot f est décroissante sur [0, +oo]

donc f'(x) =

X |0 +0

ff'((:)) F \—> —0

3ﬂf(x)=ggpm&[—w-&]+1 =x1£xpm&[ %u —&]u

Jx
or lim%=0:lim—3+1=1:>lim §+1 1 donc 1% 1-vx =0

Il en résulte que lim f(x) = —0

£([0;+o0[) =}, 3].

2) g(3)=0.

) -g(2) J2x-3-x+2 —
1n!g g2 =lin1+ 2=lirn+ 2x 3_1_1 2x-3 -1
3 x_% i x_% xd x——% 3 2x -3 (x——)

2x-3) o
1=hm —-1=4w

lim
x_pﬁ \/_2—)(———(X"—) x—»— F2x-3

1

car lnn 2x-3=0" donc hm V2x-3 =0" et par suite hm =+,
x—»i x-»—z- p \/2)( 3
g n’est pas dérivable a droite en % .
- ' 2 1
b) g est dérivable sur [2,+o| et g'(x)= -1= -
)8 ool et g0 24/2x-3 V2x-3
V2x=3  2x-3(1+v2x-3) 2x-3(1+2x-3)
' = - 3
3 ) o g'x)=0 &x=2¢e},+]
() b ~ g admet un maximum absolu en

1
(x) / \ 2 de valeur -1 donc g(x) <-1 pour
B 3 o | tout xe[2,+o[.
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7
g,

1) « @admet aux points d’abscisses -3 et 4 deux tangentes horizontales donc f
dérivableen-3eten4et f'(-3)=f'(4)=0
+ @ admet deux demi - tangentes sécantes au point d’abscisse 0 donc f
n’est pas dérivable en zéro (c’est un point anguleux)
— @ admet une demi tangente a droite au point O de vecteur directeur

1
i [ 1 J donc f dérivable & droite a zéro et f, (0) =7
2

~» ¥ admet une demi tangente a gauche en O de vecteur v (_21)

-1
donc f dérivable a gauche en zéro et £, (0)=-2car \7(_ £ O)J
8

2)
X |- -3 0 2 4 +0o

I - q -
3 +00 | +00
f(x) _w/ \0/ \_w

3) f'(x)s’annule en 4 mais ne change pas de signe donc f n’admet pas un
extremum en 4.

4) fadmet deux extremums
» Un maximum local en x =-3égal af(-3)=3
» Un minimum local enx =0 égal af(0)=0

1) - @admet deux tangentes horizontales aux points d’abscisses 0 et -2 donc
f dérivable enOeten -2 etf'(0) =£f'(-2) =0
« #admet une demi tangente verticale a gauche au point d’abscisse 3 donc

f nest pas dérivable a gauche en 3
« @ admet une demi tangente a droite au point d’abscisse 3 de vecteur

directﬁ(i] donc f est dérivable a droiteen 1 et f;(1)=1.

N
+

» Ces deux demi - tangentes sont sécantes (point anguleux) donc f n’est
pas dérivable au point d’abscisse 3.
2) fadmet trois extremums

+ Un minimum absolu en x = -2 (pour toutx e R ;f(x) 2 -2)
« Unmaximum local enx =0, pour x € ]-2,3[,f(x) <4
« Un minimum localen x =3
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pour tout xe [0,+[ , f(x) 2 f(3)donc f(x)>1.
3)
-0 -2 0 3 +00

o) - 0 o+ b - +
© 4 ®
£(x) ' \2/ 1/+

1) f(1)=1, (T) est la tangente a la courbe I' au point d’abscisse 1.

La tangente (T) a pour coefficient directeur f'(1) = ——iB - ZA =1
BT XA

f'(%) =0 car la courbe I" admet une tangente horizontale au point d’abscisse 3

2
2) (T):y=1-x+p oit p est Iordonnée a l'origine. On lit sur la figure
I'ordonnée du point d’intersection de (T) avec I’axe des ordonnées.
Do (T):y=x.
3) f est croissante sur [O,%] donc f'(x)20 pour tout xe [O,%] d’ot1 la courbe

de f' estsituée au dessus de ’axe des abscisses sur l'intervalle [0,%]

Les courbes 1 et 3 ne conviennent pas.

f est décroissante sur [%,4] donc f'(x)<0 pour tout xe[—%,4] d’ou la
coutbe de f' est située au dessous de 1'axe des abscisses sur l'intervalle

3,4].

f '(%) =0donc la courbe de f' coupe l'axe des abscisses au point d’abscisse % .
La courbe 2 convient.
Conclusion: la courbe 2 est la représentation graphique de la fonction

dérivée de f.

1) fest définie sur X |—o0 2 1 0 1 2 +00
R\ {-1}. F(x) N ]0 — ~ # ~ q N
f est dérivable est 3 oo
dérivable sur \5\0_1
R\ {-1}. f(x) \ /
2) limf(x)=1 et 1 L0 2
lim f(x)=-1.

X—>+00

La droite d’équation y =1 est asymptote a la courbe % au voisinage de —
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3)

4

5)

La droite d’équation y = -1 est asymptote a la courbe Zau voisinage de +o .
lim f(x)=-w et 1i1r11+ f(x) = +o donc la droite x =~-1 est asymptote a &

x—=-1"

» f est dérivable en -2 et f'(-2)=0 donc au point A(-2,3) la courbe admet
une tangente paralléle a ’axe des abscisses d’équation y =3.

» f est dérivable en 1 et f'(1)=-3 donc au point B(1,0) la courbe #admet
une tangente de coefficient directeur -3. T; :y =f'(1)(x-1)+£(1)

donc T : y=-3x+3

+ £'(2) =0 donc la courbe ¥ au point C(2,-2) une tangente parailele a I'axe
des abscisses d’équation y =-2.

L’équation f(x)=0 admet deux racines I'une o e[-2,-1]etl'autre
le ]-1,2]

D’apres les particularités de la fonction f déduites de son tableau de
variation, on peut tracer 1’allure de la courbe de f :
x=-1
3
¥
y=1 \
A I\
I \X/— T

1) £(1)=3,

La restriction de f 4 l'intervalle [1,+c0[ \ {2} est rationnelle donc continue sur

cet ensemble d’ol1 elle est continue en 1 et par suite continue a droite en 1.
Il en résulte que f est continue a droite en 1.

La fonction u: x > x* +3, étant polyndme, est continue sur IR et x* +320

pour tout réel x donc la fonction Ju est continue sur IR.
La fonction v:x+> 2—x est affine donc continue sur IR .

La fonction g:v++u est continue sur R et g(x) = f(x) pour tout x & }-o,1]
donc lirg f(x)=g(1) =3 =£(1). f est continue a droite et & gauche en 1 donc f

est continueen 1



102 Fonction dérivée — Corrigés

2) Dérivabilité de fen 1: on pose, pour tout x € D, \{1} : ¢(x)= -f-(-)()z:—i(l)

x*—2x+4 _
7 2
Pour tout x € 1, +0[ \ {2}, g(x) =—2X s (x4-x 1)_(2: . :2)

4(x- 1) _4(x-1)
(x 1)(2x X ) 2x—x*
ling @(x)=0. festdoncdérivable a droiteen 1 et f,;(1)=0

2 I +3-
Pour tout xe}-e0,1], (P(X)=2—x+x\lf1+3——3= X +3 1(x+l)

=
x* +3—(x+1)* _ -2(x~T) _ 2
(x—-l)(\/x2+3+x+1) jx/ﬁ(\/xz+3+x+l) V& +3 +x+1

o(x)=

alors 12111 o(x) = —% . festdoncdérivable a gaucheen1et f; (1) = —%.
3) « Suri,+o[\{2};f(x)= %—%’;%4 : f est une fonction rationnelle définie
donc dérivable sur J1,+oo[\{2} :
F(x)= (2x—2)(2x-xz)—(z—:fx){x2 -2x+4) 8(,(_1)2
(2x -x7) (2x-x?)
+ Sur]-eo,1[:f(x) = 2-x4h +3 .

U:x+—2-x | leux foncions polynémes
V:x > x? +3] done dérivables sur }-o,1]

Soient :

On a aussi pour tout x = ]—-co 1[ Y (x) >0 donc f =U++/V dérivable
A_._ = —1 <+ X

,/V ) 2\/x2 +3 V243

4) a) onapourtoutx e R:x* < x> +3=> x| <vx*+3

On a aussi x <|x| donc x < \/xz +3
b) Sur J-o,1f, f' (x)=-1+-7==".Onad’aprés §) a)
+’3

X<x*+3 > =X 1 = 2t

sur |-, 1[, f'(x)= U())+-

-1<0=£'(x) <0

vx? +3 N
B(x-1
Sur J1,+oo[ \ {2} : f(x)——-—-—— >) car x>1
(: x=x2)
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- 1 2 +00

f'(x) -

;
+o0 +00 -1
£(x) \3 / 3 /

lim2-x =40

lim f(x)=lim(2-x+vx? +3 }=+o car{*" "
xlb—eo() m( XX ) r{limx2+3=+oodonclim X2+3 =+

X~»—00

2
lim (9 = Jim (257 )=1

lirr212x—x2 =0 et lirr21x2—2x+4=4 donc

Eglf(x)z_w X I—oo 0 2 +owo0
li_g!f(x)=+oo car:2x——x2' = J)"'J) -

c) g:xt> Jf(x) D, = {x e R, f(x)existe et f(x)2 0}
or d’aprés le tableau de variation de f:

« f(x)>0 sixe]-x,2[
{' f(x)<0 sixe]2,+o0] Donc D, =]-0,2[.

P f:x>—x* +3x* -4
1) fest une fonction polynéme donc dérivable sur R
f'(x) =-3x" +6x

f'(x)=0-3x* +6x =0 x [ ¢ 0 2 +00
S x=0oux=2 £'(x) _ 4 + 8 -
¢ +oo\8\ /0
X
() “ \_w
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lim = lim-x®* = —wet lim f(x) = lim—x> = +o0 X |- -2 2 +®
X >+ X—>+o0 X—»—0 X—»—00 f X + - —
2) f(-2)=0donc d’apres le tableau () l ¢ J)
de variation de f
3) M(x,f(x))e &
x € 0,1 = f(x) <0 (d'apres 2)) -g
On pose P(x)le périmeétre du rectangle
OHMK, P(x) =2 (longueur +largeur)
Longueur = OK =[y, - | =—(x) GO MG ED)
largeur = OH = |xH —xol =X
Donc P(x)=2(x—f(x))= 2(x+x3 -3x* +4) =2x" —6x +2x +8
C’est une fonction polynoéme donc dérivable sur ]0,2[ ; P'(x)=6x*-12x+2
P'(x)=06x*-12x+2=0&3x* -6x+1=0

9 1

A'=b'2—aC=(_3)2-3=6>0:>X'=%0u X"=T=1+T

. ///
/%%/%
///’/////;

.

On travaille dans l'intervalle ]0,1[ , d’apres le tableau de variations de P ;

V6

le périmetre de OHMK est maximal six =1 —3



Chapitre 7
Exemples d’étude de fonctions

1. Eléments de syméiries d’'une courbe

Le plan est muni d’un repére orthogonal (O, 1, ).

Soit f une fonction définie sur un ensemble D et & sa courbe représentative.
= Axe de symétrie

La droite A:x =a estun axe de symétrie de &, si et seulement si,

pour tout x appartenant a D, 2a~x appartient a D et f(2a —x) = f(x)
o Centre de symétrie

La droite I(a,b) est centre de symétrie de &, si et seulement si,

pour tout x appartenant a D, 2a—x appartient a D et f(2a —x) = 2b - f(x)

2. Branches paraboliques

& Fonction polynéme
Soit f un fonction polynéme de degré n, n>2 . Alors f(;(’ﬂ \ j
tend vers l'infini quand x tend vers l'infini. S
On dit que la courbe représentative & de f dans un repére —d—
O, f,f) admet une branche parabolique de direction (O,i) , / l\

au voisinage de l'infini.
La courbe ¥ aura l’'une des 4 formes ci-contre :

& Fonction [t

Soit f la fonction f:x > vax+b, a#0. Alors @ tend vers zéro quand x
tend vers l'infini. On dit que la courbe représentative € de f dans un repére
(0,1,j) admet une branche

parabolique de direction (O, 1) au voisinage \ * 1/_

de 'infini. _ ‘6\"\

La courbe % aura l'une des 4 formes ci-contre :
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EXERCICES

n On considére la fonction f définie sur R par f(x) =-x> +6x-6.

& est la représentation graphique de f dans un repére orthonormé (O, 1, 7).

1) Etudier f et tracer 2.
2) Soit A la droite d’équation y =2.

a) Construire sur le méme repére ¥ 'image de & par la symétrie

orthogonale d’axe A.
b) Montrer que ¥ ' est la représentation graphique de la fonction g définie

sur R par g(x)=x>-6x+10.

Soit la fonction f définie sur R par f(x)=3x>-5x+2.

1) Tracer dans un repére orthogonal (O, i,) la courbe @de f

2) a) Discuter, suivant les valeurs de m, le nombre de points d’intersection de
sa courbe représentative & avec ladroite D, :y =x+m.

b) Existe-t-il une tangente & & de vecteur i+j.
3) Lorsque D, coupe ¥en deux points distincts ou confondus M' et M", on
appelle P le milieu de {M'M"]. Quel est ’ensemble des points P lorsque

D,, varie?

Soient les fonctions f:x > x* —4x+2 et g: x> -x* —4x+2.
% et & les représentations graphiques respectives de f et g sur un repére
orthonormé (O, 1, 7).
1) a) Etudierfetg.
b) Montrer que % et & sont tangentes au point d’abscisse 0.
c) Tracer Fet¥ .

2) Soith: XI—){ x22—4x+2 S%XZO
X" —4x+2 six <0
a) Vérifier que h est dérivable en zéro.
b) Tracer la courbe (I') de h dans le repere (O, 1, j).
c) Montrer que €(0,2) est un centre de symétrie de (T').
3) Soit D, la droite d’équation y =ax+2, aelR.
Déterminer suivant a le nombre de points d’intersection de (I') et D, .
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On considére les fonctions f et g définie sur IR par:
f(x)=2x(1-x) et g(x)=2x~2x* +-3-x3
1) Dresser les tableaux de variation de f et g.
2) & et &, désignent les courbes représentatives respectivement de f et g dans
un repére orthonormé (O, 1, 7).
a) Montrer que ; et &, sont tangentes a l'origine 4 la méme droite.
b) Préciser la position de &; et de &, par rapport a cette droite.
c) Tracer & et &, .
On considere la fonction f définie sur R par x* —2x* +1.
& est la représentation graphique de f dans un repére orthonormé (O, 1,7).
1) Etudier les variations de f et tracer &
f(x) sixe}-e0,-1JU[L, +[
—f(x) sixe]-1,1]
a) Tracer €' courbe de g a partirde & .
b) Justifier graphiquement que g est dérivable en 1 et -1.

2) Soitg: xr—){

Soit la fonction f définie, pour tout x réel, par: f(x)=-2x> +3x* +2

1) Etudier f et construire sa courbe représentative & dans un repére
orthonormé (O, 1, 7).

2) Montrer que o(},3) est un centre de symétrie & .

3) Donner l'équation de la courbe % dans le repére (w,1,]). Retrouver le

résultat de la question 2.
4) Ecrire 'équation de la tangente 8 & au point d’abscisse x,. Déterminer les

équations des tangentes a ¥ issues du point A(2,-2).
5) Déterminer graphiquement et suivant m le nombre de solutions de

I'équation (E, ):2x(x-3)= 2 ;m (ol m est un parameétre réel)

Le plan est rapporté  un repére orthonormé (O, i, j).
1) Soit la fonction f définie pour tout x réel par : f(x) = x> - 4x
a) Etudier cette fonction
b) Tracer la courbe représentative & de f.
c) Préciser le signe de f(x).
2) Soit la fonction g définie pour tout x réel par: g(x)=x* —4x*
Etudier cette fonction et tracer sa courbe représentative &' .
3) A tout point M de &, d’abscisse différent de 0, 2 et -2, on associe sa
projection orthogonale N sur (O, i) et sa projection orthogonale P sur 0,7).
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a) Calculer le périmétre g# du rectangle ONMP en fonction de x et étudier la
variation de g lorsque x varie.

b) Calculer l'aire ¢ du rectangle ONMP en fonction de x et étudier la
variation de # lorsque x varie.

On considére la fonction f définie sur R par f(x)=x>-3x*+4.

& est la représentation graphique de f dans un repére orthonormé (O, 1, j).

1) a) Dresser le tableau de variation de f.
b) Montrer que € admet un centre de symétrie que l'on précisera.
¢) Tracer Z.

2) Soit g la fonction définie par g(x) = |x|* -3x> +2.
%' la courbe de g dans le repere (O,1,3).
a) Tracer ' en utilisant &.
b) Déterminer graphiquement et suivant les valeurs du réel k le nombre de
solutions de I'équation (E,):|x[ -3(x* +k)-2=0.

T 1.3 3 2
3) Smth.xr—>4x 5 X +8.

T est la courbe représentative de h dans le repere (O, 1, 7).

a) Montrer que pour tout réel x, on a: h(2x) = 2f(x).

b) En déduire que I' estl'image de & par une homothétie de centre O et de
rapport qu’on précisera.

Soit f la fonction définie par f(x) =+/x* +x+1 etsoit g=~f.

On désigne par &; et &, leurs courbes représentatives dans un repere
orthogonal (O,1,7).

1) Déterminer le domaine de définition D, de la fonction f.

2)a) Déterminer la forme canonique de x* +x+1.

b) Montrer que le droite A, :y =x +-%— est asymptote & &; au voisinage de +w» .

c) Préciser la position relative de la courbe &; par rapport a A, .

d) Montrer que la droite A:x = ——;— est un axe de symétrie pour &;.
3) Etudier f et tracer &; et &, .
4) Vérifier que &, U%, a pour équation x* —y* +x+1=0.
5) On considére les vecteurs i=i+j, v=-i+7 et Q(—%,O) )
a) Déterminer une équation de (') =&; U%, dans le repére (Q,4,V).

b) Conclure.
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Soit f la fonction définie par f(x)=+'x*+3 et on désigne par @sa courbe
représentative dans un repére orthonormé (O, i, j)

1) Etudier f

2) Déterminer lim(f(x)—x)et lim(f(x)+x) et en déduire que la courbe &
admet une asymptote A au voisinage de +x et une asymptote A’ au

voisinage de — .

3) Montrer que la courbe % est au dessus de ses asymptotes.

4) Vérifier que A et A’ sont symétriques par rapport a I’axe des ordonnées.

5) Tracer A, A'et &.

6) Soit g la fonction définie sur IR par g(x) = Vx* —4x+7
a) Vérifier que pour tout xeIR: g(x) =f(x+2)
b) En déduire, en utilisant la courbe & la représentation graphique de la
fonction g

Soit la fonction f définie par f(x)=+x*-2x-3

On désigne par #la courbe de f dans un repere orthonormé (O, i, 7).

1) Etudier les variations de f.

2) Montrer que f n’est pas dérivable a droite en 3 et Interpréter graphiquement
le résultat.

3) Montrer que la courbe % de f admet la droite D: x =1comme axe de
symétrie

4) a) Montrer que la courbe & de f admet la droite A:y =x-1 comme

asymptote au voisinage de +w .

b) Montrer que pour tout réel x, x> -2x -3 <(x—1)?
c) En déduire la position de la courbe % par rapporta A.

5) Tracer la courbe Z°.

6) Soit g la fonction définie par g(x) = ,/ x? —2x- 3|

En utilisant la courbe €, tracer la courbe @' de g dans le méme repére.

2
On considére la fonction définie sur R \{-2,2} par f(x)= 2x —3x+2

x* -4
On désigne par ¥ sa courbe représentative dans un repere orthogonal (O,1,7).
1) On se propose de déterminer les réels a, b et c tels que f(x)=a+ " E 5+ E 5

pour tout x différent de 2 et 2.
a) Calculer Iin}(x —2)(x) et en déduire la valeur de c.

b) Calculer lin_';(x +2)f(x) et en déduire la valeur de b.

c¢) Calculer lim f(x) et en déduire la valeur de a.
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2) Etudier f.

3) Tracer la courbe 2.

4) Soit m un réel. Discuter suivant les valeurs de m le nombre de points
d’intersection de % avec la droite d’équation y =m.

5) a) Déterminer I'abscisse du point ot € coupe son asymptote horizontale
b) En déduire la position de & par rapport a son asymptote horizontale.
6) En utilisant la courbe @ tracer la courbe de la fonction g: x - f(-|x|) .

2
Soit f 1a fonction définie sur R " par f(x) = (XT_I) .

On désigne par & sa courbe représentative dans un repére orthogonal (O, 1, 7).
1) Préciser les asymptotes de .

2) Etudier les variations de f.

3) Ladroite A:y =1 rencontre € en un point A. Déterminer les coordonnées

de A et une équation de la tangente 2 ¥en A.
4) Tracer Zet A.

1) Etudier la fonction f définie par f(x) = )(ZL—XI&_;(%-—Z_ et préciser les asymptotes
de la courbe #def.
2) a) Tracer sa courbe représentative € dans un repére orthogonal (O, i, j)
b) Soit ©(2,0). Ecrire 'équation de & dans le repére (Q,1,7).
et en déduire que Q est un centre de symétrie de ¢.
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CORRIGES
n f:x> -x*+6x-6

1) fest une fonction polynéme donc dérivable sur IR :
pour tout xe IR : f'(x)=-2x+6

f'(x)=0=x=3

+oC

f'?") + Cz -
f(x) . / \ .

lim f(x)= lim —-x*=-w
|xji>+a0 x>0

Construction de & :
x |0 |1 |2 |3 |4 |5 |6
()6 [1 |2 |3 |2 [1 [-6

& est une parabole de sommet S(3,3) et d’axe de symétrie la droite D:x =3.

2) a) ¥'=S,(¥) (voir figure).
b) Soit M(x,f(x))e &
M'(x',y’) tel que :M' =5, (M) 1
{(MIVI')_LA + @’
M*M'eA T
x=x'

S +y_,

=y'=4-f(x)
=4+x*-6x+6
=x®-6x+10

=x"2=6x'+10 car (x =x")

donc M'(x',y') € ' courbe de la fonction

g: x> x*-6x+10.
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1) L’équation de la courbe Zest de la forme y =ax” +bx+c ot a=3, b=-5

et c=2. Lacourbe & de f est la parabole de sommet S(-g-, —115) et d’axe de

rie A:x=B  (Liabsci b5 i gSyol
symétrie A:x= < (L’abscisse du sommet est 2 = 6 et f( 6)- 12)

L |A
& |

A

‘O'i‘

[

2) a) Les coordonnées des points d'intersection de ¥ et D, s’obtiennent en
y=x+m
y =£(x)
Les abscisses des points d'intersection sont solutions de 1’équation :

(E,): 3x*-6x+2-m =0, A'=9-3(2-m)=3+3m
Cette équation admet deux racines distinctes ou confondues si et seulement
si A20 c’est a dire m e[-1,+o].

résolvant le systeme : {

b) Une tangente 3 & de vecteur directeur i+j donc de coefficient
directeur 1 est une droite D, qui coupe ¥ en deux points confondus.
C’est la droite D_, d’équation y =x-1.

3) Les abscisses de M’ et M" sont solutions de I'équation (E_). Onadonc

=b
X ¥ Xy _ X'+X"_ 2 _1q
2 2 2

Les points M’ et M" appartiennent a la droite D, donc leur milieu P est
aussi un point de D,, (car M’ et M" et le milieu du segment [M'M"] sont
alignés). '

x=1
L’ensemble des points P est donc défini par: {y=x+m

m € [-1, +oo]
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x=1
ce systéme est équivalenta {y=1+m
y €[0,+o]

L’ensemble des points P est la demi-droite [Az) de vecteur directeur j ol

A(0,1) estle point de contact de D, et la courbe &

1) a) f:x+>x*-4x+2 :fpolyndme donc dérivable sur IR. f'(x)=2x—~4

X {—© 2 +0
lim f(x)— hm x? =+ £'(x) _ ¢

x>0 x>+
) | N , 7 e

polyndme donc dérivable sur R. g'(x)=-2x-4

gix —x'~4x+2:g

e 1 s
g | 7O

|x|—>+ao
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f(0)=g(0)=2

® ¢ '0)=g'0)=—4

} donc & et & admettent la méme tangente T au point

d'abscisse 0 d'équation : y =—4x+2
¢) Tableaux de valeurs :

x |-1{0]1]213|4
f(x)|7|2|-1]-2}-1

]
s, ]
V<Y
2]
)
N
[=]
[y

X
g(x)1-3|12|5|6|5

o
]
[

ix2
2) a) hixps i () six20
g(x)six<0
h dérivable a droite en zéro et h}; (0) =f'(0)=—4
h dérivable a gauche en zéro et h, =g'(0) =4

h; (0)=h,(0) =4 = h dérivable en zéro et h'(0)=-4
b) Voir figure.
¢) Montrons que (0, 2) est un centre de symétrie de la courbe (I')

h étant définie sur IR donc pour tout xe IR, -xeR.
« Si x>0,ona -x<0:
h(x)+h(-x) = f(x) + g(—x) =x* —4x+2-x> —4(-x)+2=4=2x2
« Six<0,ona-x>0:
h(x)+h(-x) = g(x)+f(—x) = —x*> —4x+2-x* +4x+2=4=2x2
+ Si x=0, h(2x0-0)+h(0)=2h(0)=4
On conclut que pour tout réel x, h(‘—x) +h(x)=2x2 donc le point
€(0,2) est un centre de symétrie pour la courte (I").
y =ax+2 y =ax+2
3) M(x,y)eDaﬂl“@{yzf(x) ou v =g(x)
= f(x)=ax+2 ou g(x)=ax+2*donc le nombre de points
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d’intersection de D, et I'est égal au nombre de solutions des équations *
donc:*x* —4x+2=ax+2 ou —x*—4x+2=ax+2
=>x*—(4+a)x=0 ou -x*-(4+a)x=0
=>x=0ou x=4+a ou x=—4-a
donc « Si a=—4alorson aune seule solution: x =0
= un seul point d'intersection
» Si a=—4alors on a trois solutions = D, (T = {3 points}
1) fest g sont des fonctions polynémes donc dérivables sur IR.
Pour tout réel x, f'(x)=2-4x

X —00 -;- +00
. T _ 2= -
e, £ ) = Jim = 2 = oo )|+ 0 -

1
£(x) / 2\
—00 —00

' - _ 2
g'(x)=2-4x+8x ™ oo

X
A":b'z_ac=4_.]6=_12<0 7 ]
=> g'(x) n'a pas de racines (x) +

lim g(x)=lim8x" = +a f(x) oo/+°°

Xi->+00 —

2) a) f(0)=g(0)=0donc l'origine O(0,0) est un point commun a &; et %, -
Deplus f'(0)=2 et g'(0)=2 donc les courbes &; et &, sont tangentes

a l'origine a la méme droite. 1,
Equation de la tangente commune 4 &; et €, enO: ! &
T:y=2x. B

b) Position relativede &, et T :
f(x)-2x =-2x* d’ot1 f(x)-2x <0 pour tout réel x
Par conséquent Pour tout réel strictement <

positif &; est au dessous de T ——af
% NT ={O(0,0)} /
g(x)-2x = -2x* +%x3 =x*(-2 4--§x)

Pour tout x € ]—oo,%[, ?8 est au dessus de T.

Pour tout x e ]%,+oo[, &, estauadessous de T. ] &

%, NT={0(0,0)} .
c) Tragage:
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%, est la parabole de sommet S(%,%) et d’axe
la droite D : x =%.

%, admet deux branches paraboliques de direction

celle de (O, j), I'une au voisinage de +o et I'autre
au voisinage de — .

f:x x*—2x* +1
1) f et une fonction paire car pour tout xe R, f(-x)=£(x)
donc il suffira de 1’étudier sur[0, +oo[ , f polynéme donc dérivable

sur [0, +oof et £'(x)=4x"—4x =4x(x* -1).

x |0 1 + 00
X o + +
x* -1 - 4 +
f'(x) - 04 +
1
£(x) \0/+oo

lim f(x) = lim x* = +o0

x_[0]1]2 101
f(x) |1{01]9

%, admet une branche parabolique de direction (O, )
au voisinage de +o .
On construit & sur [0, +oof puis on utilise la symétrie par rapport

a (O, i) pour tracer ¥ sur |-»,0].
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117
2) a) Si xe o, -1jU[1,+o[: g(x)=f(x) > &' =&
Si xe[-1,1]:g(x)=-f(x)=>&'= S(0.) (¥)
b) €’ admet deux tangente horizontale au points d’abscisses 1 et -1
donc g dérivableen let-1et g'(1)=g'(-1)=0.
6
1) La fonction f est définie, continue et dérivable sur R puisque c’est une
fonction polynéme.
Pour tout réel x, f'(x)=-6x>+6x
f'(x)=0 ©@6x(-x+1)=0 & x=0 ou x=1
X |~ 0 1 +00
£1(x) - t{ + ¢ —
+ 00 3
£(x) \
\ 2 / .
2) Montrons que le point o (,2) est un centre de symétrie :
Pour tout xeR, ona (2x%-—x)e R.
f(2x-%—x)=f(l—x)= 2(1-x) +3(1-%)* +2=2x" —3x? +3
2><-g-f(x)=5—(-2x3 +3x2 +2)=5+2x% -3x* -2 =2x%>~3x* +3
Donc f(2x%—x)=2x%—f(x).
Dot le point ® (£,3) est un centre de symétrie pour la courbe & de f.
3) On écrit I'équation de la courbe & dans le repére (0),}, i) .
Soit M(x,y) dans le repeére (O, f,i) et M(X,Y) dans le repére (co,_i',i) .
OM=00+OM=1i+3j+Xi+Y] e OM=xi+yj 4onc {x=%+x
=3+X)i+E+Y)j y=3+Y

M(x,y)e € < f(x)=y © y=-2x>+3x>+2
& 3+Y=23+X)P +3G+X)* +2
o Y=2X"+3X & G(X)=Y
Dans le repére (u),i,_j.) ,la courbe % est la courbe représentative de la fonction
G définie sur R par G(X)=-2X>+ %X . Cette fonction est impaire, ® 1’origine

du repére est un centre de symétrie pour %.
% admet deux branches paraboliques
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de direction (O, i) ,I'une au voisinage
de +w etl’autre au voisinage de —o

4)

d’abscisse x, .

5)

Soit (T) une tangente a la courbe & au point

(T):y = £'(xo )(x —x0) +£(x,)
(T):y =(~6X3 + 6%, )(x —Xp) +(-2x3 +3x +2) —Lds
(T):y =(—6x; +6Xy )X +4x5 —3x; +2

(T) est issue du point A(2;-2) c’est a dire
(T) passe par A(2;-2) si et seulement si

~2 =(=6X] +6X,)2+4x] —3x) +2 < 4x3 -15x2 +12x, +4=0 (E)
On remarque que la courbe & passe par le point A(2;-2).

Donc x, =2 est une racine de I'équation (E). Par conséquent :

(E) & (x, —2)(4x3 +bx, —2) =0 < 4x3 +(b-8)x2 —2(b+1)x, +4 =0.

Cette égalité est vraie pour tout réel x, si et seulement si

{b -8=-15
b+1=-16

L’ équation (E) est équivalente a (x, —2)(4x% -7x,-2)=0

<Sb=-7

& x,=2 ou 4x2-7x,-2=0

=7=-9_- 749 _
& X =TgT=gou X =g 2
Deux tangentes (T;) et (T,) sont issues de A, Fune au point d’abscisse

Xy =2 c’estle point A, et 'autre (T,) au point d’abscisse —% . Latangente
171
47327
2_

(T,) correspond a la tangente au point B(—

Pour tout x différent de 0, I'équation 2x(x-3) = M est équivalente a

2x? ~3x = 2—)—(m &2 -3 =2-me -2 +3x* +2=m & f(x)=m

2-m

Donc le nombre de solutions de I'équation 2x(x -3) = est le nombre

de points, d’abscisses non nulles, d’intersectionentre € et D, :y=m
On remarque que f(0) =2 donc au niveau de m =2, il faut tenir compte de
la condition exigée sur x.

m —0

2 3
Nombre de points 1 3 1
communs 3D, et &

+00
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1)a) La fonction f est définie, continue et dérivable sur R puisque c’est une

fonction polynéme. Pour tout réel x, f'(x)=3x"-4

f'(x)=0 &3x*~4=0 <:>x=% ou =23

X |- :zaﬁ 3% +0

f'(x) + (} - ? +
16J3 +00

(o | 7 \_9£ 7

b) La courbe & est symétrique par rapport a8 O car f est une fonction
impaire. Elle coupe l’axe (x’x) aux points d’abscisses -2, 0, 2.

&
iV N
2f O\; |2
P — M
X [—o0 -2 0 2 +00
c) Signe ce f(x) : f(x) _ 4 + $ I -
X P \f2_ +00
x2=2 - q +
4x 0 + +
gx) o - q +
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2) Lafonction g est définie, continue et

0 +00
dérivable sur R puisque c’est une g(x) \ } /
-4

fonction polynéme. g'(x)=4x>-8x
g2'(x)=0 & 4x(x*-2)=0

& x=0ou x=+2 ou x=—/2
g est paire, il suffit de dresser le tableau 1 @’
de variationde g sur R, . ]

La courbe %" est symétrique par rapport a l’axe
des ordonnées car f est une fonction paire.

Elle coupe I’axe (x'x) aux points d’abscisses -2, 0, 2.
Chacune des courbes & et €’ admet deux branches
paraboliques de direction (O, j), I'une au voisinage de
+o et l'autre au voisinage de —o.

Signe de g(x) :

X |—o0 -2 0 2 +00

g(X)++—¢—(+

3) Pour tout xe R\{0,-2,2}, #(x)=2(x|+|f(x)) et a(x)=|x-f(x)|
Les fonctions g et  sont paires, puisque pour tout x € R\{0,-2,2}

A=) =2(|~x| +[f0) = #(=x) = 2(jx] +|~£(0) = 2(x]| + X)) = (x)
a(—x) =|-x-f(—x)| = a(-x) =|x - f(x)| = &(x)

Sur ]0,2[, p'(x) =2(-3x*> +5).
Sur J2,+o[, p'(x)=2(3x*-3)=6(x>-1) >0 pour tout x & ]2,+oo[

x |0 a5 2 +o0
£(x) 2(—x® +5x) 2(x*>-3x)
£ o+ 9 - +

I
#%) o e
0 / | \ /
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x 10 V2 2 +00
Sur 10,2[, a'(x)=-4x’+8x a(x) —x* +5x* x* —4x*
Sur ]2, +oof , a'(x)= 4x® -8x a'(x) + ¢ - +
1
4 +00
a(x) \
. / | ) /

frxx®-3x*+4

1) a) fest une fonction polynéme donc dérivable sur R
£'(x)=3x* —6x
f'(x)=03x*-6x=0=x=0 ou x=2
X -0 0 2 +0
F(x) L R BT
) |t

© Imi=lime =+ fmi()=lm e =
b) I(a,b) est un centre de symétrie de ¥’ si et seulement si pour tout
xeR, 2a-xeR et f(2a-x)+f(x)=2b
f(2a-x)+f(x)=2b < (2a-x)’ ~3(2a-x)’ +4+x°-3x* +4 =2
< 6(a-1)x* -12a(a—1)x+8a® -12a> +8-2b =0
L’égalité f(2a—x)+f(x)=2b est vérifiée pour tout x € R équivaut a

a=1

-12a(a-1)=0 S1p=2

8a®-12a%*+8-2b=0
Conclusion : I(1,2) est un centre de symétrie de la courbe %

¢) Voir figure
La courbe & admet deux branches paraboliques 1'une au voisinage de
+o et 'autre au voisinage de ~o.

2) g:x|xf ~3x*+2
a) » Six20alors g(x)=x>-3x"+2=f(x)-2= &' =t_;; (&)sur[0, +]

6(a-1)=0 {

+ Pourtout xeR :g(-x)=g(x)
D’o1 g est paire donc on construit &’ sur ]-w,0]par symétrie par rapport
a l’axe des ordonnées
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b) (B ):[x -3(x*+k)-2=0 & |x’-3x*-3k-2=0

& x> -3x* +2 =3k +4
> g(x)=3k+4
Soit D, la droite d’équation y =3k +4

le nombre de solutions de 1’équation (E, ) est égal au nombre de points

d’intersections de ¢’ et D, (paralléle a (O, f) ).

3k+4 —00 =2 2 +a0
k —00 -2 %2 +00

Nombrede  |pas de solution 4 solutions 2 solutions
solutions de
2 solutions 3 solutions

I'équation (E, )

. 1.3 3.2
3) h.XH4x > X +8

a) h(2x)=1(2x)° -3(2x)" +8 =2(x’ ~3x* +4) = 2£(x)

b) Soit M(x,f(x))e & ; M'(2x,h(2x))el’

OM' = 2xi +h(2x) j = 2xi +2f(x) j (d"aprés a)) = 2(xi + £ (x).j) = 20M
- donc M'=h, (M) d'ot I'=h, (¥).

9

1) fest définie si et seulement si x> +x+120 ce qui est vérifiée pour tout réel
x car le discriminant de x* +x+1 est strictement négatif d'ou D, =IR.
1

2 eix+ 2112 3
2) a) x +x+1—(x+2) 4+1 (x+2) +4.
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b) Pour tout x & [, +xf, x+-;—= f(x+-1-)2

|

hm [f(x) (x+—)] hm [\/(x+2) +3 \[x+—) J_,Hgi =0
J(x+ 2) +5 +J(x+ 2)
La droite A, :y =x +% est asymptote & &; au voisinage de +o .
a) Position de &; par rapporta A, :
3
D’apres ce qui précede : f(x)—(x + \/(x e J(x T >0
Donc la courbe de &; est située au dessus de ’'asymptote A, :y =x +5
pour tout x € [—%, +co[ .
d) Montrons que la droite A:x = —% est un axe de symétrie pour #;.
+ Pour tout réel x, on a 2x(—%)—x eR.
o £2x(3)-%) =f(-1-%) = J(-1-%) +(-1-X) +] = VX* +x+1 = (%)
D’ot1 la droite A:x = —%— est un axe de symétrie.
3) La fonction x > x*> +x+1 est polynéme donc dérivable sur R et pour
tout xelR x*+x+1>0 donc f est dérivable sur IR .
2x+1 x |~o0 -71 +

Pour tout réel x, f'(x)=———=—.
2Vx% +x+1 T -

Le signe de f'(x) est celui de 2x+1. ) +

lim (x* +x+1)-lunx = lim f(x) =+ b e

X[+ |x|~3+0 [ f(X) B

+ Construction de &; : On construit (C,) la 2
représentation graphique de la restriction de f a I'intervalle [:21-,+oo|: eton
termine la deuxiéme partie (C,) par symétrie par rapport a la droite

cx=_1
A:x= Tk

(CHUG,)=¢2.
+ Construction de &, : Puisque g(x) = —f(x)alors & est la symétrique de

& par rapport a I’axe des abscisses.
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4) Equation de (T) =€; U%;, dansle repere (O,1,j) :
Mx,y)eg;Ug, oy=f(x) ou y=-f(x)
S y=vx*+x+1 ou y=—Vx*+x+1

Sy =x’+x+loxi -y +x+1=0
Par conséquent (I'): x* —y* +x+1=0.
5) Equation de (I') dans le repére (Q,1,¥) :
Soit M (x,y) dans le repére (O, 1,j) (X,Y) dans le repere (Q,, 7).
OM = 0Q+QM et OM =xj + yj ce qui équivaut a dire
xI+yj=6ﬁ+éﬁ=—%Y+xa+w =-%§+xd+j)+Y(—i+i)
=(—%+X-—Y)T+(X+Y)i
x=-1+X-Y
y=X+Y

Par conséquent : { o))
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or I'équation de (I') dans le repére (O,1,]) est x* —y* +x+1=0 (2) donc
I'équation de (I') dans le repére (Q, 1, V), obtenue en remplagant dans
I’équation (2) x et y par leurs valeurs en fonction de X et Y données par (1),
est:

(—%+X—Y)2 ~(X+Y) +(—%+X—Y)+1=0

@%—(X—Y)+(X—Y)z _(X+Y)? —%+X—Y+l=0

< —4XY +% =0 XY= % (le produit est non nul donc X # 0)
On obtient donc (I'):y = 16X 6X (Q,4,v) .

b) La courbe(I') est donc une hyperbole qui a pour asymptotes les axes du
repére : les droites passant par Q et de vecteurs directeurs Get v et
pour centre de symétrie Q I'origine du repere.

X |- 0 +00

1) La fonction f est définie sur IR La fonction £(0) ~ + N
x > x? +3 est dérivable sur R

(polynéme) et de plus . +20 o0
x*+3>0 pour tout réel x, donc f est (0) \ A /

dérivable sur R.
) 2x X
f (x) = =
W43 xP+3
lim (x*+3)= lim x* =+o0 donc lim f(x) =+

[ x]-»+0

2) » lim (F(0)-x) = Tim Vx* +3 - x—11m-’£—+3—" lim
e Jx? +34x YT +3+x

or lim x?+3 =+0=> hm\/x +3 =+ => lim Vx® +3 +x =+ d’ou

X~»+0 —>+00 X—»+0

lim——3_ =0 donc lim (f(x)-x)=0
X—>+00 x2 +3 +x X—3400
La droite A:y=x estasymptote 23 & au voisinage de +o.

+ lim () +) = lim V5 Bax=limX¥3=X 3 g
""““’«/x +3-x "“’“"’\/xT+3—-x

La droite A':y =—x estasymptoted & au vmsinage de -

3) Ona f _ 2 _ 2 3 2 _ X+3X
) Ona 0= = +3 - = EI = et >0

« Pour x [0,+[ ona vx? =x et par suite donc f(x)-x >0

Pour x € }-,0[, ona ¥x*+3 >x
—

+
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On conclut que pour tout réel x vx* +3 >x donc la courbe est au dessus
de l'asymptote A:y=x.

« Pour x €]-»,0] onavx? =-x d’our f(x)+x >0 donc f(x)>-x
Pour x e [0,+oo[, ona Vx*+3 >—x donc f(x) > —x
—— b
Y Y

On conclut que pour tout réel x, Vx> +3 > —x donc la courbe est au
dessus de 'asymptote A':y =—x.

4) Vérifions que A et A’ sont symétriques par rapport a ’axe (Oy).

6)

Soient M(x,y)e A < y=x et M'=5,,(M) et M'(x',y'), onadonc
y'=y et x'=—x or y=-x cequidonne y'=-x"' d'ot M'(x",y)eA’".
Les droites A et A' sont symétriques par rapport a (Oy).

5)

g: x>t —4x+7

gestdéfiniesur R (x*<4x+7 50 puisqde A <0)

Pour tracer la courbe de g en utilisant la courbe de {, il faut d’abord trouver -
une relation entre f(x)et g(x). ‘
B8O =VX? —Ax+7 = J(x=2)* —4+7 = (x—2)* +3 =f(x~2)

Soit M(x,f(x)) e & et M'((x+2),g(x+2))e g,

ona g(x+2)=f((x+2)-2)=£(x) d’ou M'(x+2,£(x))

— (2 e =
MN[ OJ < MN=2i d’ou N=t,(M) c’est a dire tout point de & est

l'image dun point de la courbe & par translation de vecteur 2i .
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1) f:x>vx®-2x-3 est définie sur ]-o0,~1]U[3, +oof.

Pour tout x<-1 et x>3, x |-oo 1 1 3 400

oy _ x-1 ;
f(X)_«/xz—2x—3 £(x)
dim -2 3= lim Xt g(x)

= Him f(x)=+wo

[+

2) Dérivabilité de f a droiteen 3: f(3)=0
Pour tout x>3,0na:
fO)-F3) _Vx*-2x-3 __ x2-2x-3  ___ x4l
x -3 x-3 (x=3Wx2—2x—=3 fx*—2x-3

lim(x-1)=3
x—3 N X—l RS : f(X)—f(3)
1i%¢x2-2x-3=0*} B BT

La fonction f n’est pas dérivable a droite en 3 et au point A d’abscisse 3 la
courbe Zadmet une demi tangente verticale.
3) «PourtoutxeD; ona x23 oux<-1 donc -x<-3 ou—-x=21 et par suite

2-xs-lou2-x23 d'ot1 2-xeD;.

e f2-X)=y2-%) =22 -x)-3 = VA +x* ~4x-4+2x~3 =v/x* —=2x -3 = f(x)
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Donc la droite D:x =1 est un axe de symétrie pour la courbe &
4) a) Montrons que la courbe ¥ de f admet la droite A:y =x~1 comme

asymptote au voisinage de +o .
Pour tout x>3, vx*-2x-3+x-1#0 donc

2 2
F(x)~(x~1) = Vo —2x—3 ~(x~1) = X =223 -0=D) -4

I —2x=34x-1 ¥ -2x-3+x-1
lim f(x)—(x-1) = lim 4 =0 d'ouladroite A:y=x-1est
x40 x>0 32 _9x-3+x-1

une asymptote a la courbe % représentant f au voisinage de +w
b) x2-2x-3=(x-1)* -1-3 =(x~1)* -4 d’ohr x* -2x-3 <(x~1)*.
¢) + Pour tout réel x, x* —-2x -3 <(x—1)* donc pour tout x>3 ona
Jx?-2x-3 <\J(x-1)* et par suite f(x)<|x-1| ; or x>3=>x-1>2>0
donc f(x)<x—1. Par conséquent, la courbe & est au dessous de
I'asymptote oblique A:y=x-1.

« Si x<-1,ona x-1<-2<0 et par suite vx*—2x-3 >x~1 donc la
+) )

courbe est au dessus de A sur }-co,-1].
5)

6) g(x) =,, x? —2x—3l

La fonction g est définie sur IR .
Si x<-1oux23ona gx)=f(x), I'(g)=%.

Si -1<x<3 ona g(x)=+-(x*-2x-3)
La restriction de g a l'intervalle [-1,3] a pour équation y =v-x* +2x+3 .
Elle est représentée par I',(g) .

Pourtout -1<x<3,ona y=+-x*-2x+3 o y>=-x*-2x+3 et y20
o x*+y?-2x-3=0et y20
o (x-1P+y*=4 et y20
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L’ensemble des points M(x,y) de I',(g) est un demi cercle de centre I(1,0) et
de rayon 2 située au dessus de I’axe des abscisses. ' =T, UT

A

2
1) a) ligrzl(x—Z)f(x)=liE;M[ 2x* —3x+2 ]—1' :

2
- lmZx -3x+2
M(x+2) x+2
2
La fonction x ._)_2x_—_§g<_-_l-g

<12 est rationnelle donc continue en tout réel o1
elle est définie donc continue en 2

Dioﬁlim2x2 -3x+2 _2x4-3x2+2

o x+2 5+2 =1d'oul: lim(x—2)f(x)=1 o
D’autre part llm(x 2)f(x) = hm (x—2)a + b(x+ 22) +e
-2

5 b sont continues en 2 donc
lim(x-2)a=0 et lim-(l(-_—
x—2 x-»2 X

" 2) b =0 et par suite linzl(x -2)f(x)=c @ |
D’aprés @ et @, on obtient c=1

. 1 2x2 -3x+2 2x? —3x+2
b) lim (x+2)f(x)= lim (A7) [ J lim

=-40
(x-2)(x+7) x-2
D’autre part lin_l2 (x+2)(x)= 1in_12 (x+2)a+b+ (—)—’:—2) c=b ®
D’apres @ et @ on obtient b=-4.

2 2
c) 11mf(x)—11m—;ﬁi—g=lim—2lz—=2.
X=>40 X -4 x>0 X
; — 1 c_ _ . b _ . _
Or }erlwf(x)—gm at—st+—5=a car xlgpm-—“z_o et lim 0.
Nenrésulte a=2.

x—>+ooX—2
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S . _5__4 1
Conclusnon.‘ Pour tout xe R \{-2,2}, f(x)=2 prang, Ry
2) fest rationnelle donc dérivable sur R \{-2,2} etona

(4x-3)(x* —4)-2x(2x* —=3x+2) _ 3x* -20x+12

f'(x)= =
) (x? -3y’ -4y
On pose N(x)=3x*-20x+12, A'=100-36=64.
._10-8 _2 10+8
X'=7 —3etx =3 =6.
X |- 2 2 2 6 +o
£'(x) + + ({ -
/+°° /:‘l\ R
2 /
f(x) b 4
- z
3) Asymptotes de la courbe @ def:
. 1
Calcul de ’!%f(x) f(x) = 2-—)(_'_2 3
3 _ 3 _3 1 o oy s
Ona: 3‘51x+2‘m‘1 et ,!Enx—Z—m cat uj;}(x 2)=0
- B SN
hmf(x) 11m2 2 T =t ™
3 3 .3 1 PR
Ona: lim "5 =5T5=7 e lim; 75 =—= cr lim(x-2)=0
: - __3___ 1 o
lim f(x) = lim 2 - =25 +5 =5 =~ (%)
De (*) et ("”), on conclut que la droite A:x =2 est asymptotea &.
i C fx)=2——3 41
» Calcul de xlirng(x). f(x)=2 33 7%=3
M —-l--= l 3 = i = *
Ona: xl—1>13*x—2 4 x—lg}'X'i'z +oo qar xl—lbrg’(x+2) 0
= _3 1 __
thf(x) xlu_12\2 St =™ *
T B | L3 . )
Ona: fim =g et Jim oo car i (ce2) =0
lim £(x) = li 3+l ()

x—3-2" x—-2" X+ 2 - 2
De (*) et (**), on conclut que la droite A':x =-2 estasymptotea %
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\ E
. I%l_x’n f(x)= |311_§1w—2;(x2_ =2 d’oit ladroite A":y =2 est asymptote & au

voisinage de +w et —o.
4
r
&
y=2 - ~
i
i
X=-2 x=2
Soit N le nombre de points d’intersectiorde et A, :y=m
5) « k —0 z +00

2 2
Nombre de points 2 1 0 1 2
communsaA_ et &

L’abscisse du point d’intersectior. de @ avacl’asymptote A":y =2 est
solution de I'équation f(x) =2

X) = 4 1 s, 4 1 =10
=22 i3 2 "2 ¥ X3

6) g(x)="£(-|x)).
+ La fonction g est définie si et seulement si
~|x|#2 (évident) et —|x|#-2 donc x#2 et x#-2.

La fonction g est définie sur R \ {-2,2} .

+ Pourtout xe R \{-2,2}, (--x) e R “{-2,2}.

g(—x) = f(-|]-x}) = f(~|x]) = g(x) d'ou la fonction g est donc paire.

+ Pour tout x€ ]-o,0]\ {-2}, g(x)=f(—(~x)) = f(x) la restriction de la
fonction g a I'intervalle ]—x,0] est représentée par I, la partie de la
courbe %’ correspondante  cet intervalle.

Puisque g est paire, la restriction de g a Vintervalle [0, +oo[ est

représentée par I', symétrique de I'; par rapport a I’axe des ordonnées.
On pose I'la courbe de g. On adonc I'=T. UT, (voir figure).
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1) La fonction f est définie sur IR " = ], 0[U]0, +o[

_1\2
» limf(x)= 1‘2}9("22— =+ d’ott ladroite A:x =0 estasymptotea &

. lim(x_l) lim X =1 douhm(X 1) =1
X X

x-»+a0 X X—>+0

hm(x 1)—hm——l douhm(xxl) =1

X—>—00 X x—-00 X X——0
Ladroite A":y =1 est asymptote a au voisinage de +© et —o.
2) f est rationnelle donc dérivable sur son domaine de définition IR".

Pour tout réel non nul , f'(x) =2 (-’5—_—1) (_x_—l) = 2l(-)5——1) ~2x=D
X X x2 X x3
f'(x)=0x=1. 0 0 1 o0
0 1

X -0+ [+ £ + _ P
+o0

+
tz('(_xl) 4—— :({: £(x) 1/ i"‘”\ /
0

3) L’abscisse de A est solution de 1’équation f(x)=1.
x—1
X

Pour tout réel non nul, f(x)=1< X—_l =1 ou =-1

& x=x-1 ou x— 1—~x<:>x——— donc A( 1)
—— 2
impossible

TA:y=f'(-2—)(x—%)+f(%) or f'(%)=—8 et f(—%)=1 donc T, :y =-8x+5.
4) Construire et
? 4

i
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1) +D,={xeR tel que x*-3x+2%0}
or x*-3x+2=0 <x=1ou x=2 douD,;=R\{1,2}.
f est rationnelle donc f est dérivable sur son domaine de définition .

[ —2 2 6 _5
Pour tout x e R\{1,2}, f(x)=(xzx—;;—x:-(2)z.

Le signe de f'(x) est celui du numérateur n(x)=-2x*>+6x-5 :
=9-10 <0 donc le signe de n(x) est le signe de (-2).

Pour tout x € R\{1,2}, n(x)<0.

» Limites aux bornes du domaine de définition de f :

lim f(x) = lim 22)(—3 =lim2X=1lim 2= A:y =01"axe des abscisses
’;””f B X 2"x3xé* 2 xo A ) X_H”E _ (et uneasymptote 2 € au
Lim f(x) = }Lﬂ—-—xz “ 12 lim =5 -z Hm = voisinage de + et -
X 00 1 2 +00
-3x+2| o+ o = 0

lirgxz—3x+2=0+ 1 ¢ hnz\x -3x+2=0" i
1in212x—3=1 = 1m )= +°°et1 I%x-3=1 = lim f(x) = -0

x—2
X2

D’oil la droite A:x =2 est une asymptote a &

hmx -3x+2=0" l ¢ hr?x -3x+2=0" lim £
im2x-3=-1 [~ 2% G = et 1 ox—g=_1 [ =HmfC=

x—»1

D’ou1 la droite A':x =1 est une asymptote a &

X
f'(x) - — _
0 +00 +00

] NGO\,

—0
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2) a)

N W TR 3@

8765432 1)

b) Montrons que le point Q(%,O) est un centre de symétrie de &
Soit M(x,y) dans le repere (O, f,}) et M(X,Y) dans le repére (Q, i, i) .
OM=0Q+QM=237+Xi+Yj et OM=xi+yj donc {x =3+X

=EZ+X)i-Yj =
22+X)-3
M(x,y)e & « f(x)= y<_.>y— 2x 3 .. (3+X)-
-3x+Z (2+X) 3(7+X)+2
o Y_ 3+2X-3 o Y=S&A 8X
Z+X?+3X-3-3X+2 4x? -1

Dans le repere (Q,1,]), la courbe Zestla :surbe représentative de la

fonction G définie sur R {—— —} par G(X) = 8X =
impaire, donc sa courbe :dmet Q, I'originz du repere, comme centre de

symétrie.

. Cette fonction est




Chapitre 8
Fonctions trigonométriques

Le plan est muni d’un repére orthogonal (O,i,}).

1. Fonctions périodiques
Définition
On dit qu'une fonction f définie sur une partie D deRest périodique si et

seulement s’il existe un réel non nul a tel que :
o
— \p+21/ "\

@ Pour tout xeD ; x+aeD.
{a+T _\_l /

Q@ f(x+a)=f(x)

T-i

Ef%m

Le réel a est dit une période pour f. 2T-i |
Le plus petit réel a strictement positif qui est une période pour f est dit la période de
f. On lanote en général T.

Construction

Soit f une fonction et soit T sa période.

Soit g la restriction de f & [a,a+T], la courbe représentative de f se déduit a

partir de celle de g par des translations de vecteurs kTi avec ke Z.

2. Fonction cosinus
Soit M un point du cercle trigonométrique de coordonnées (cos x, sin x) avec
(1,OM) = x [2n]
+ La fonction cosinus, notée cos, est la fonction périodique, de période 2x,
qui au réel x associe le réel cosx donc cos:IR = IR ;x> cosx
» La fonction cosinus est paire.
+ La fonction cosinus est dérivable sur R et (cos)'(x) =-sinx.

+ La fonction cosinus est croissante sur [-=,0] et décroissante sur [0,n].
» La courbe représentative de la fonction cosinus est invariante par :

- les translations de vecteur 1

K2ni,keZ VAN ot | 1/
. £ il \

- les symétries de centre T N =T/ A, 7

B,(Z+kn,0), keZ JALOR |\ LA /A x
2 J \ N
- les symétries d’axes
d’équation x =kn, keZ

3. Fonction sinus
+ La fonction sinus, notée sin, est la fonction périodique, de période 2n, qui

au réel x associe le réel sinx. sin:IR - IR ;x> sinx
+ La fonction sinus est impaire.
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« La fonction sinus est dérivable sur IR et (sin)'(x) =cosx .

« La fonction sinus est croissante sur [0,%] et décroissante sur [%,].

 La courbe représentative de la fonction sinus est invariante par :

- les translations de vecteur
k2ni,keZ

- les symétries de centre
B, (kn,0), keZ

- les symétries d’axes d’équation

x=%+k1r, keZ

4. Fonction tangenie

On appelle fonction tangente et on note tan la fonction tan: x >

« La fonction tangente est définie pour tout x # % +kn (keZ)

« La fonction tangente est impair
et périodique de période = .
+ La fonction tangente est dérivable

pour tout réel x¢%+kn (keZ)

et (tan)'(x)=1+tan’*x.
« La fonction tangente est croissante
sur tout intervalle [3t+kmn, 5+ kn[

avec keZ.
+» La courbe représentative de la fonctio

1Y
\ - / \\ "Il}. l/, \‘
\ ]/ X i \
n||[B.
B_l [¢) "-’ Bl B3 X
A/ \LLL/
\17 \'§ )4
sin x
cosX
| I ] |
1 IERN]| J
J
1A/ /
3 /
By B B,
/ / /

/
[
|
I

I e

tangente est invariante par : - les translations de vecteur kni, ke Z
- les symétries de centre B, (kn,0), keZ

5. Limites remarquables

o lim3X g » lim
x>0 X x>0

1-cosx -0

X

o lim

x—=0

X

2

6. Fonctions x > cos{wx +¢); X - sin(fwx+¢) ol ocR" et pe R
» Les fonctions f:x - sin(ox+a) et g: x> cos(@x+¢) sont périodiques de

L. 2z
ériode T =—.
P fo

+ Ces fonctions sont dérivables sur R : f'(x) = o cos(ox +0) et

g'(x) = —osin(ox + @)

1-cosx _1

2
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EXERCICES

Déterminer une période de la fonction f dans chacun des cas suivants :

a) f:xm cos3x 'b) f:xr—)sin(—’-‘%—’£
c) f:m—)cosl:;- d) f:x > sin(2x)

Déterminer les intervalles sur lesquels f est dérivable et calculer sa
fonction dérivée dans chacun des cas suivants :

1) f:x > sin2x+2cosx 2) f:xr—>1+\/§sin(2x—-g)

3) f:x > cos’ x—sin® x 4) f:x > sin|x|-sin’x

En utilisant le nombre dérivé, calculer les limites suivantes :

1 lim XCOX + 70 2) limsian 3) lims/gcosx—sinx
x»x X-—T x-»52x—1: x—+§ n—-3x
T
4) lim—2c0sx=y3 5) limd2sinx-l g g “PFT
x-’-%4coszx+4sinx—l x4 tanx -1 "_”5512(:05(2)(—%)4-]

Calculer les limites suivantes :

1) Lim sin 3x 2) lim V2 —2cosx
) x>% /3 —2sin x ) x>} 2 - 2sinx

3) lim /3 cosx +sinx 4 limMn_x_
x> gin 2x — /3 cos 2x x-% 1-sin2x

B Calculer les limites suivantes

1) lim sin? x 2) lim sin? 2x 3) lim —cos’® X —cos X +2
x>0 1—cosx x-0 gin? x x—0 xsin x
. X(4sinx —sin 4x) . tanx —sin 2x . sin 3x

4) lxl—rfo‘ 1-cosx 5 lxl—l}(} sin 3x 6) lxl-r»ro1 J1 = cos 2x
. sin x

7) e 1-cosx +sin 4x

Soit f : x > cos2x —2sinx
On désigne par & sa courbe représentative dans un repére orthonormé (O, i, j) .
1) a) Montrer que f est périodique de période T =2x.

b) Comparer f(n—-x) et f(x).
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¢) En déduire qu'il suffira d’étudier f sur [—%,%
2) Dresser le tableau de variation de f sur [—-g-,g

3) a) Tracer C, la courbe de la restrictiondefa [-%,3%

b) Expliquer comment tracer la courbe complete & de f.

Soit la fonction f : IR - IR, xl-)\/'z_sin(zx--})—l

(O,1,7) est un repére orthogonal et #la courbe représentative de f.
%p la courbe de la restriction de f & [0, x].
1) Etudier les variations de f sur [0,7].

2) a) Tracer %p.
b) Expliquer comment tracer la courbe complete @ de f.
3) Soit &' représentation graphique de la fonction g définie sur IR par

g(x) = —~J2 sin(2x ——I—) -1

a) Exprimer g(x +-’-2t-) a l'aide de f(x).

b) En déduire que ¥'est l'image de ¥ par une translation dont on
précisera le vecteur.

¢) Construire &, courbe de la restriction de la fonction g sur [0,n].

Etudier la fonction numérique f d’une variable réelle x :
f:x > f(x) =sin® x —sinx + 2
1) Tracer la courbe représentative dans un repére orthogonal (O, 1, 7).
Déterminer les équations des axes de symétrie.
2) Soit g la fonction définie par g(x)=cos’ x~cosx +2
En utilisant la courbe de f, tracer la courbe de g (expliquer).

Dresser le tableau de variation de f définie sur R par f(x)=x*-x.
2) a) Déduire le tableau de variation de g définie sur R par g(x) = cos® x-cosx.
Dans un repére orthogonal, représenter le graphique de g correspondant

a l'intervalle [-=,x]. Tracer les tangentes aux points d’abscisseslzt- et —% .

b) En utilisant le tableau de variation de g, déduire son signe sur [0, ]

3) Soit h(x)= ( 3 .Dresser le tableau de variation de h a partir de celui de g.
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Soit f la fonction définie par f(x) =sin(2x).
1) Etudier les variations de f sur un intervalle cor venablement choisi.
2) Tracer la courbe représentation graphique (% ) de f dans un repére

orthogonal (O, i, i) .
3) Soit g la fonction définie sur IR par g(x)=sin (Zx —%)
Expliquer comment tracer la courbe (% ) en utilisant (€7) ?
4) Soit h la fonction définie par h(x) = 3 —sin(2x —--g-)
Tracer la courbe (&) de la construction de h en utilisant (% ).
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CORRIGES
B

a) f(x)=cos3x. f(x)=cos(ox+¢) avec ®=3 et ¢=0.

Une période de f est 2“ 2”

b) f(x)=sin®%%) , f(x)=sin(@x+0) avec m=711- et ¢=

z
e
Une période de f est & Zr. 2" =8n.

fol -
c) f(x)=cos(== ) , f(x)= cos(cox+q>) avec m—%l et 9=0.

Une période de f est = 2" = gﬂ =6m.

d) f(x)=sin(2x) , f(x)= sm((ox+(p) avec 0 =2 et ¢=0.
Une période de fest 2% =28 =

2
Rl

1) f: x> sin2x+2cosx
u: Xk sin2x

VX COSX
Pour tout xe R, f'(x)=u'(x)+2v'(x)=2cos2x—2sinXx.

2) f: XI-)\/Esin(Zx——Z-)+1

} dérivables sur R = f =u+2v est dérivable sur R

f est dérivable sur R : purtout xeR , f'(x) = 22 cos(2x —%) .

3) f: x> cos® x-sin® x
u:X k> Ccosx
ViX k> sinx
Pour tout xeR ,

} dérivables sur R, donc f est dérivable sur IR

f'(x) = —3sinx cos® x —3cos xsin? x = —3sin X cos x(cos X +sin x)
4) f: x> sin|x|-sin’x , f(x) ={ Sir_lx—Siflzzx si'x 20
—sinx—sin“x six<0
* Sur ]0,+o[, f(x)=sinx—sin’x
u:x > sinx dérivable sur IR donc dérivable sur ]0,+o[.
f=u-u’ est dérivable sur ]0,+of.
Pour tout x>0,

f'(x) =u'(x)-2u'(x)u(x) = cos x —2cos xsin x = cos x(1 - 2sin x) .
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Pour tout x<0,

f'(x) = —u'(x) - 2u'(x)u(x) = —cos x — 2 cos xsin x = —cos x(1 + 2sin x)
o Dérivabilité en 0 :
%) f(x) f(O) lim sinx —sin? x = lim sin x (1 smx)

x—»O+ x-—»(l* X x—0*
sinx f9=fO) _1x1-1.
X X

=1, ainsi: lim

x>0

lilg(l—sinx) =1et li_r}(}
D’oix f est dérivable a droiteen O et £;(0)=1.
% lim f(x) £0) _ —sinx -sin® x _

x50~ x—)O X x-—»O

hm(l sinx) =-1 etonahm sinx =1, ainsi limm(—ol=—l

x>0 X x>0~ X

Donc f est dérivable 4 gauche en 0 et £,(0)=-1.
Ona: f;(0)#f;(0) d’ou f n’est pas dérivable en 0.
Conclusion : f est dérivable sur R’
Pour tout x >0, f'(x)=cosx(1-2sinx)
Pour tout x <0, f'(x) =—cosx(1+2sinx)

Soit: f:x>xcosx ; f(n)=-m
U : x - cosx dérivable sur R = f =U -V dérivable sur R
f'(x) =U'(x)-V(x)+V'(x)-U(x)
V:x > x dérivable sur R = —xsin X+ cos X

en particulier en f est dérivable x, ==

done: lim XX+ _ i FCI=E() _ iy
X7 X—T xR X—T7
2) hm sin 2x =?
XHi -T

Soit f: x i sin2x dérivable sur R et f'(x)=2cos2x, f’(%) =2cosm=-2

1A N
f(i-)-smn—o
2% —sin2 & f(x -f(E)
donc limSin2X _ 1y sin2x szz=llim ) 2 =—f'(£)=—l
x._,z2 X—T 2.t 14 2 4k T 2
2 X——2- 2 X—2

3) hm\/gcosx—sinx
xik T—3%x

Soit f:x > /3 cosx—sinx ; f(%)=0
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4) lim

5)

f est dérivable sur R en particulier dérivable en %
f'(x)=-v3sinx-cosx d'ou f‘(-E):_JE.[i_l:_z
3 2 2
J3cosx—sinx _ 1 f(x)‘f(%) o) 1 )
TR o e (§)=—3-><(—2)=-3-

X3

2cosx—+/3
x7% 4cos® X +4sinx -1

Soient les fonctions : f: x > 2cosx ~/3 ; f(:éi)=0

g:x > 4cos’ x+4sinx~1 ; g(‘—g‘-)=0
f est g sont dérivables sur IR (d’aprés opérations sur les fonctions dérivables)
f'(x)=-2sinx > f'(%"l =1

g'(x)=-8sinxcosx +4 0sx > g'(_(—.") =443

£(x)- f(-16‘-

T o T
2cosx—+/3 - lima X*s _f( 6) _1 _\3
-2 4cos® x+4sinx -1 xoX -n\ [_m\ 43 12
° t5-8(F) &(-F)
:<+g

xk tanx -1

f:x > 2sinx—1dérivable sur R f(g—)=0

g:xm tanx-1 , g(§)=0. g es dérivable sur R \{%+k1t,keZ} donc
dérivable en % ; £1(x) =«/§cosx—-.-f’(%)=1

' - 2 'E — E_.
g'(x)=1+tan x—+g(4)—2 (tan.4-1)

a2sinx-1
T 721"
. 2sinx—-1_ X4 _f(4)_1
lim = - = ==
wr tanx-1 wex fanx-1 A
; Pl B
x-Z 4
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u(x)—u(—51'-
cos(2x+") 1 u(x)- u(5") x__5£
6) lim ————————-lim 5 = lim (1)
""5“2cos(2x~£)+1 > y(x)-v(2E ") >3 y(x)— v( 43
x__5_T£

ol u(x) = cos(2x +—) et v(x) = 2cos(2x—-—) et u( %) =1 et v —) =-1
les fonctions u et v sont dérivables sur IR et u'(x) = -2sin(2x +§-) ;
v'(x)=~4sin(2x-J). Ona u'(§61‘-) =0 v'(%") 2320 (2)

cos(2x + E) -1

D’apres (1) et (2) on déduit hm — 3
x> g 2cos(2x -—)+1

1 hm_%_=?
) \[- 2sinx
18re méthode : Onposeh:x—%@x:ln%
donc si ng- alors h—»0 : (sin(a+b)=sinacosb+cosasinb)
g SI3X sin(3h +x)
13 -2sinx h_’ow/g—25inhcosE—Zcoshsin—:‘}TE
= lim —sin3h
"“"'«f sinh— /3 cosh
—sin3h
. h
=lim
h—>0\/§(l~cosh)__s'ﬂ
h h
—sin3h
lh—»o h —3
hm COSh—O = lim sin3x _ ___-3 =
h—0 ) h x—)—-\/— 2sinx \/§X0—1
limsmh=1
h-0 h

2éme méthode : en utilisant le nombre dérivée

On pose u(x)=sin3x et v(x)= J3-2sinx

u est dérivable sur R et u'(x) =3cos3x donc u'(Z)=3cos3n=-3
v est dérivable sur R et v'(x)=-2cosx donc v'(Z)=-2cos(3)=-1
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sin3x
n .
X—-3 u'(zx)
v'($)#0 donc lim sin 3x =lim 3 -3

x-% +f3 - 2sinx x-»%s/g—Zsinx_v'(%)

V2 -2cosx
2 lxm——————’
) «/ -2sinx

On pose u(x)=+2 -2cosx et v(x)=+2 —2sinx,
les fonctions u et v sont dérivables sur R .
u'(x)=2sinx donc u'(%) = 2(—‘[22) =2
v'(x)=-2cosx donc V'(%) = —2(%) =—J2 d'ou v '(%) =0 d’ol

\/5 —2cosX

_x n

hm‘/_ —2cosx lim X3 u( )
x> \2 ~2sinx x+% A2 — ZSmx v ( )

4
3) lim \/—COSX"I'SlnX -7
x->Fsin2x — V3 cos2x

u(x)=+/3cosx+sinx et v(x) =sin 2x ~J3cos2x
u et v sont dérivables sur R .
Pour tout réel x, u'(x) = —/3sinx+cosx et v'(x)=2cos2x+2+/3sin2x

_ - _my 3,1,
u( ) — 3sm3+cos( ) +2

5 2% 4 2./35in =21 5 T 1-3=-4

=-1

\ (——) 2cos—==

V3 oosx +sinx

P '
Dot hm J3 cosx +sinx —lim X+3 _u(—'—

2
x->F 5in 2x — J3 cos2x x> sin 2x — V3 cos 2x ' _g) -4 2

n
X+
3

4) lim SOSX—sinx _ »
x->E 1-sin2x

La méthode du nombre dérivé n’est pas convenable pour cet exemple, car si

on pose v(x)=1~sin2x, v'(x) =—2cos2x et v'(%;-)=0.

On pose h=x—--§1£<:>x=h+%doncsi XH% alors h—»0
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oS X —Sinx cos(h+%)—sin(h+7745)
lm} 1-sin2x =£I—I£ . T
e 1—sm2(h+—)

cosh cosz —sinhsinZ rin sinh cosz ~cosh st

1- sm2hcos——cos2hsm—

V2 osh — ‘/—smh ‘/—smh 71:/

1- coth
_~J2sinh _ 2
2sin’h  2sinh
h -3 000 3
sinhl - ft +
. COSX—SINX _ 1. -2 _
Done l‘j;‘ 1-sin2x 28 Zsinh ~ 1
cosx—sinx _y: . —v2 _
3_,“; 1-sin2x &%ZSmh
—_ . 2
(sinx)
1) ll Sln X - X =?
S 1—cosx x—»ﬂ(l-cosx)
x2
iy (82) -1 N
- I N G
liml_cosx=l x—>01 ~COS X _1_
x—=0 x2 2 2
2) LimSI2X _o
x>0 Sm X
lim & sin 2x -—hmZszx lim (smh)=2
x>0 X 2x h—0 h
(on pose h =2x, quand x >0, h —»0)
i SI2X _ 5 (sin2x) ,
x>0 X hmsm 29x = lim 'x A 22 -4
lim SINX _q x>0 sin’x x>0 (ginx 1
x>0 X X

3) hm—cos X—COSX+2 =2
x>0 x sin x



146 Fonctions trigonométrigues -Corrigés

4

5)

6)

(1-cosx)(2+cosx)

. —COS2 X — . (1-cosx)(2+cosx ) 2

lim =08 X —c0sx+2 _ 1y, X ) _lim X
x—>0 xXsmx x—0 xXxsmx x—0 Xsin x

2

X

(—1—_%5—5)-(2+cosx)

=lim !
x—0 sINn x
X
lim2+cosx =3, liml—c?sx =1 et 1imSX -1
x>0 x>0 X 2 x-»0 X
1

2 =x3

Conclusion : lim =S98 X—cosx+2 _2 * _3
x50 Xsmx 1 2

4sinx _sin4x

limx(4sinx—sin4x)___lim x X lim SiRax _ ,
x>0 1-cosx x>0 1-cosx x-0 X
2
X

lim Si0X 1
x=»0 X

i 4sinx ~sin4 -
lim SiIN4X _ 4 :>limx( sinx-sindx) _4 4_o
x>0 X x—0 1-cosx _1_
. 1-cosx _1 2
m=—=—=3

) tanx _sin2x
limtanx.—sin2x=l. tanx‘—sm2x___lim X__ %
x-0 sin3x x>0 sin 3x x—0 sin 3x
X
lim 20X _ ¢
x—>0 X
limS2X _ ol _ jmtanx—sin2x 1-2 1
x>0 X x—0 sin 3x 3 3
liﬂsm3x_3
sin 3x sin 3x
Hm 33X _pm ¥ =1 I
x30 \f[1—cos2x *20 \[1-cos2x x>0 Jl—cost
Ix| x!



Fonctions trigonométriques — Corrigés

147

—sin 3x
sind3x oo~ x _-3_-3V2
x20" \f1 —cos2x  x-0 Jl—cosx V22
2

sin 3x

sin 3x . X 3 _3V2
im =lim ===
x-0" A1 —cos 2x x—»°’\/1—cos2x V2
2
Remarque : On pose f(x = sin3x__
d p () J1-cos2x

lir(x)g f(x)= 111(1)1 f(x)donc f n’a pas de limite en zéro

sinx
7) lim—31X ___ _1{im X __
x>0 1—cosx+sin4dx x-0 1—cosx+s1n4x
X X
hmsmx =1
x-»0 X
liml—cosx__o — lim sin x 1
x>0 X 1= cosx+sindx 0+4
lim31n4x___4
x>0 X

f: x> cos2x-2sinx
1) a) PourtoutxelR, x+2rneRR.

_1

4

f(x +2m) = cos[2(x + 2)] - 2sin(x + 2x) = cos(2x + 4m) - 2sin x

=cos2x —2sinx =f(x)
Donc f est périodique de période 2x .

b) f(n—x) = cos[2(n — x)] - 2 sin(n - x) = cos(-2x) —2sin x

= c0s2x -2sinx = f(x)

c) fest périodique de période 2n donc on pourra l’étudier sur [ >, ] un

intervalle d’amplitude 27 . On af(2a-x) = f(x) avec a = -721 (d’apres 1/b/)

donc la droite D: x =12[- est un axe de symétrie de &

Donc il suffit d’étudier f sur [ 75 |-

u: X+ cos2x
ViX > -2sinx

2)

} deux fonctions dérivables sur IR d’ot1 f est dérivable sur R .

f'(x) =-2sin2x-2cos x = 4sin xcosx —2cosx = —2cos x(2sin x + 1) .

Sur [_Tﬂr{l , f'(x)=0 < cosx=0 ou sinx=-+

2

ox=-Zoux=Zoux=-L

2 2

6
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€os X 0 + +
2sinx+1 - 0 +
fx) | o+ 0 0
£(x) 3 \
3) a) Voir figure.
D x=%
b) f périodique de période T = 2n 3
donc on trace ¥ par la translation § \ A .
de € devecteurs 2kni(keZ). :25—7150 i 5/ 121!. '
1 %
f:-R >R, xr—-)s/isin(Zx—%)—l
1) f est dérivable sur IR en particulier sur [0,x].
£'(x) = 24/2 cos(2x —%) pour tout x €[0,x].
f(x)=0< cos(2x—1‘—) =0 2x—%=%+kn keZ)yo x =3T“+%’£
Pour k=0, x——e[O n] et pour k=1, x=-—e[0 n)
x 0 3 = n
X=2x-3 | % 3% ¥y 3
£(x) + b + 4 +
)
- V2-1
o | _— -
2 \ﬁ-l
2) a)

£:(0) =2 donc au point d’abscisse 0,
# admet une demi tangente de

. -1
vecteur directeur ua 2|

f;(n) =2 donc au point d’abscisse =,
admet une demi tangente de

. (-1
vecteur directeur v 2
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b) f est une fonction périodique de période T = %’t =T7.

% la courbe de la restriction de f a I'intervalle [0,n] d’amplitude = donc

on trace ¥ par les translations de & de vecteurs kni, keZ.
3) g(x)=—v2 sin(2x -P-1
a) g(x +12‘-) = —Jisin[z(x +§)—%]—1 =/2sin(2x -%)-1 =f(x)

b) Soit M(x, f(x)) e & et M'(x+7,g(x+ ) e &"

x+%—x T .
MM’ = MM’| 2 =>MM'=-725i:>M'=t,,,(M)
g(x +%)—f(x) 0 z

donc &' =t,.(¥).
2

c) voir figure.

1) « Domaine de définition: f: x> f(x)=sin’x—sinx+2 est définie sur R .
s Périodicité : Pour tout x réel : f(x +2n)=f(x), d'ou f a pour période 27 .
11 suffit donc d’étudier f sur un intervalle d’amplitude 27 et de construire la
représentation graphique correspondant a cet intervalle, on aura les autres

parties de la courbe par les translations de vecteurs 2kni ot ke Z.
+ Axe de symétrie: On a aussi, f(n—x)=f(x) donc f(2 x%—x) =f(x). llen

résulte que la droite D: x =-12£ est un axe de symétrie pour la courbe ¥ def.

1l suffit alors d’étudier f sur un intervalle d’amplitude =, l'une des bornes
est %, par exemple [-—’21,—’25 .

+ Variationdef:
Pour tout xe R, f'(x)=2sinxcosx—cosx =cosx(2sinx—1)
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I I n
x "2 6 2
COS X 0 + + 0
2sinx-1} -3 - 0 +
f'(x) 0 - 0 + 0
f(x) 4 \ 2
% /

Tracé de la courbe de f :
Soit (I';) la représentation graphique de la restriction de f a [-%,E
(T',) la symétrique de (T';) par rapport a D, alors (I' )U(T,) estla

représentation graphique de la restriction de f & [-E -3—75] qui est un

14

2772
intervalle d’amplitude 27, les autres parties de la courbe représentant f
se déduisent de (I';)U(T,) par les translations de vecteur 2kn ikeZ).

2) Pour tout réel x, g(x) = cos® x —cosx +2 =sin*(x +12[-) —sin(x +%) +2=f(x +-g—)

D’olr g(x —--723) =f(x) , pour tout réel x.

Soit M(x,f(x))e & et M'(x —-725, g(x —%)) €g

Le vecteur I\E;I(

-~E
2

0 ), il en résulte que M’ se déduit de M par la translation

de vecteur ——725f .
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1) fest définie, continue et dérivable sur R

J2,
[T E

X —0 3 +o0
f'(x) - +
£69) " \—1 / )

2) a) Lafonction g est définie sur R
La fonction g est paire, puisque pour tout x réel on a :

g(-x) = cos’ (~x) — cos(-—x) = cos® x —cos X = g(x)

La fonction x 1 cosx est périodique de période 2x .

1l suffit alors d’étudier g sur 'intervalle [0,7].

g'(x)= —2sinxcosx +sinx = —-sinx(2cosx—1) = —sin x- f'(cos x) .

Pour tout x €[0,n], ona cosx €[-1,1].

f'(cosx) =0 @cosx=%— et onaxef0,n] e&x=

I
3
X 0 % T
cos X 1 1 -1
f'(cosx) + 0 -
~-sinx 0 -
0
g'(x) 0 - 0 + 0
2
gx) |

151
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Le graphique correspondant a l'intervalle [-=, %] est (C,)U(C,) ot (C,) estla
représentation graphique de la restriction de f a V'intervalle [0,n] et (C,) estla

représentation graphique de la restriction de f 4 I'intervalle [-x,0] qui se déduit

de (C,) par symétrie par rapport a I’axe des ordonnées.

b)

3)

g(x)=0 < cos’x—cosx=0 < cosx(cosx~1)=0
& cosx=0 oucosx=1c>x=-’2£+kn ou x=2kn, (keZ)

Pour xe[0,n],ona g(x)=0 <x=0 ou x=%

Signe de g(x) N 0 1 -

gx) |0 - {, + 2
h(x)=

g( x)’

On désigne par D, est le domaine de définition de h.

D, ={xeD ,tel que g(x)¢0} = D, R\({ +kn, keZ } U{2kn ,keZ })
Dérivabilité de h: g est dérivable sur R et pour tout xe D, ona g(x)#0
-g'(x)

(g(x))*

Le signe de h'(x) est le contraire de celui de g'(x) sur D, .

La fonction h est paire et 2n - périodique, il suffit de I'étudier sur [0,=]

lin} h(x) = lim L _wcar lin} g(x)=0" (car g(x)<0 pour toutxe [0,%])

o' g(x)

lﬁ h(x) = 1:111 g—(lx-5 =—wcar lim 1g(x) =0 (car g(x)<0 pour toutx [0,

donc h =é est dérivable sur D, etona: h'(x)=

lim h(x) = lim ——

( y = +ocar lim g(x) =0" (car g(x)20 pour toutx e[}, n])
x—»«g x—»-'- x—F : .

7

Nia

x |0 3
h'(x) +

+o0

h(x) / 4 \ —~—

|
8
|
8
of=
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1) La fonction f est définie sur R .
f est périodique de période -223 =x. On peut I'étudier sur [0,x] intervalle
d’amplitude =.
On a f'(x) =2cos(2x)

f'(x)=0 cos(2x) =0 2x=%+kn , keZ
blm = fefon® = i

x €|0, n] xe[(),n]
x=2+k% , keZ
=k =3z
{xefOn] o x=% ou x=7
x |0 3 = n
L T
2x 0 X 3n
2 2
cos(2x) + |0 tf +
1
£(x) \ /

2) Tracé de f dans un repére orthogonal (O, i,j) tel que “% 1" =lcm et "]“ =1
» (C,) est la représentation graphique de la restriction de f a lintervalle [0,x].

+ On effectue ensuite des translations de vecteur kni (k €Z).

N

o v

3) g()=sin(2x-3)
g est définie sur IR etona g(x)=sin [2(x —%)] = f(x —%)
Dot g(x +%) =f(x) pour tout réel x, par conséquent : la courbe de g est

déduite de la courbe de f par translation de vecteur %_f .
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~

4) h(x)=3-g(x), on pose k(x)=-g(x).
La courbe de k est symétrique de la courbe de g par rapport a I’axe des
abscisses.
h(x)=3 +k(x).
La courbe de h est 'image de la courbe de k par la translation de vecteur 3j .




1. Principe de récurrence

Chapitre 9
Suites réelles

Soit n, un entier naturel et P, une propriété dépendant d’un entier naturel n
supérieur ou égal a n,.
Si les deux conditions suivantes sont vérifiées :

& P, estvraie,

¥ si P, estvraie alors P, , est vraie,

alors P, est vraie pour tout entier naturel n supérieur ou égal a n,.

2. Sultes réelles : rappel

Suites arithmétiques

Suites géométriques

Définition : 1l existe un réel r tel que Il existe unréel q#0 tel que
relation de récurrence pourtoutn, U, ,, =U, +r pour toutn, U, =qU,
Terme général U,=U,+(n-p)r U,=U,-q"*
Somme
(n-p+1) 1-q" P!
Sn=Up +Up+1+"'+Un Sn =_—2——(Up +Un) Sn=UP(—1—q_——)(q¢1)
(p<n) 1
n(n+1) Sia#l,
" . . _amnriy n+l
Sommes particulidres 142+ 4n=—> 1+a+al+.ta =%

3. Variation d'une suille

Définition : sens de variation d’une suite

Soit (U,) une suite numérique définie pour tout entier n2>n; 20.

= Lasuite (U,) est dite croissante si U,_,, 2U,_ pour tout n>n,.

= Lasuite (U, ) est dite décroissante si U

n+l

<U, pourtout n2n,.

= Une suite est dite monotone lorsqu’elle est soit croissante, soit décroissante.

Méthode :

+ Trois méthodes pour étudier le sens de variation d’une suite :
® Suite définie par U, = f(n)
« Si f est croissante sur [p, +oo[ alors la suite (U, ) est croissante.
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+ Si f est décroissante sur [p, +oo[ alors la suite (U, ) est décroissante.

‘Attention : la réciproque est fausse : Une suite peut étre croissante sans que la ;,

i

fonction associée le soit.
@ Etudierlesignede U, -U,

U
@ Pour une suite a termes strictement positifs, comparer L}‘“ et 1.

4. Suite majorée, minorée et bornée

Soit (U, ) une suite numérique définie pour tout entier n2p (peIN)
= Lasuite (U,) est dite majorée s’il existe un réel M tel que pour tout n2p, U, <M.
= Lasuite (U_) est dite minorée s'il existe un réel m tel que pour tout n2p, U 2m.

= Lasuite (U,) est dite bornée lorsqu’elle est majorée et minorée.

5. Suites récurrentes: U, =f(U,) ‘

» On trace dans un repere orthonormé
la courbe C représentant la fonction f. ]
+ Leréel U, étant donné, on obtient U, =£f(U,) Uz A

comme ordonnée du point de C d’abscisse U,

\

Soit A, ce point. U,
+ Le point d’intersection de la droite A:y =x 1
et la droite d’équation y =U, a pour abscisse U,
» Ayant ainsi reporté U, sur 1’axe des abscisses, i‘

on peut obtenir U, comme I'ordonnée N .
du point de C d’abscisse U,, soit A, ce point. /© / iy U U
On reporte alors U, sur I'axe des abscisses,

eton continue...
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ENONCES

1) Soit U la suite définie par U, =1 et pour tout entier natureln:U_,, =3U_ +2
Montrer par récurrence que pour tout entier natureln,ona: U, =2x3" -1

2) Soit V la suite définie par U, =3 et pour toutentiern: U , =-U_ +4.
Montrer que pour tout n >0, U_ =2+(-1)".

Montrer par récurrence que pour tout entier naturel n,
a) 4" +5 est un multiple de 3.
b) 3" —4*"*? est divisible par 11.

Pour tout entier naturel non nul n : on pose :
1 1 1 1
= + + Feeed
" 1x2 2x3 3x4 n(n+1)

n
1) Montrer, par récurrence, que S, = el
n+

1 1 1
+ oot
n+1)(n+2) (n+2)(n+3) 2n(2n +1)
Utiliser la premiére question pour donner une écriture plus simple de U, .

2) Onpose U, =

Soit U la suite réelle définie sur IN par:
{Uo =2
pour toutnelN, 2U,,, =U_ -2n-3

1) Calculer U, et U, et vérifier que la suite U n’est ni arithmétique ni

géométrique.
2) Soit V la suite définie sur Npar V, =U_+pn-1, peN.

a) Montrer que la suite V est géométrique pour un entier p qu’on

déterminera.
b) Exprimer V_ puis U, en fonction den.

c) Exprimer, enfonction den, lessommes S, =YV, puis S! = >u,.
k=0 k=0
Soit U une suite définie sur IN par :
U,=6etU, =U -2n+3 (nelN)
1) Vérifier que U n’est ni une suite arithmétique ni une suite géométrique.
2) Soit la suite V définiesur Npar: V =U_, ~-U, .

a) Montrer que V est une suite arithmétique dont on déterminera le premier
terme et la raison.
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n-1
b) Exprimer ZVk en fonction de n et en déduire U, en fonction de n.
k=0

Soit U la suite réelle définie sur N par:
U, =2
Un+1 =2-

pourtout ne N~
U.-6

1) Montrer que la suite U n’est ni arithmétique ni géométrique.

2) Vérifier Montrer que pour tout entiernonnuln: U, <4

3) Montrer que pour tout entiernonnuln: U, >U_ eten déduire un
encadrement de U,

n+l

4) Soit V la suite définie sur IN™ par V_ = U_l—z

a) Montrer que V est une suite arithmétique dont on déterminera le premier
terme et la raison.
b) Exprimer V, puis U_ en fonction de n.

Etudier le sens de variation de chacune des suites suivantes :

2
1) .[.]‘"=n +1 (l’lZl) 2) Vn=2"—n 3) Wn=ll+1
2n 3

Soit la suite U définie pour tout entier naturel par: U_=

2n
(n+1)?

a) Montrer que pour tout entier naturel : 0 < U, <1
b) Etudier le sens de variation de la suite U

Pour tout entier naturel n, on pose: U, =n*-2n+4 et V., =4-n>+3n.
Montrer que (U_) est minorée par 3 et que (V,) est majorée par 7 .

Soit la suite définie par: U, =n”> -8n+5, pourtout neIN.

1) Alaidede U,k -U,, montrer que la suite (U,) est croissante a partir du
rang 4.

2) Retrouver ce résultat a I'aide de la fonction associée f définie sur [0, +oof par

f(x)=x*-8x+5.

n®-n

U est la suite définie par: U =

1) Donner I'expressionde U_,, ~U, en fonctionden

2) Etudier la monotonie de la suite U
3) Montrer par récurrence que pour tout n€ IN, U_ est un entier naturel.
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E Soit (U, ) la suite définie par U, =1 et pour tout entiern: U, , = % .

x+1
x+3

2) Démontrer par récurrence que pour tout entiern: 0<U_ <1.
3) Montrer que la suite (U,) est décroissante.

1) Démontrer que la fonction x > XX=. est croissante sur [0,1].

m On considére la suite (U, )définie, pour n>2,par: U, = %;—

1) Caiculer U,, U, etU,.
2) Montrer que la suite (U, ) est croissante.

1) Soitla suite (U,) définie par U, == +3 pour n21.

Montrer que cette suite est bornée.

2) Soit la suite (V,) par V, = '(‘::)22) (n>0)
a) Montrer que pour tout entier n>0, ona V, =1- (_111?1?

b) En déduire que la suite (V,) est bornée.
¢) Quel est le sens de variation de la suite (V,) ?

On consideére la suite (U, ) définie sur IN i par U, = Jn+2-vn

1
<U, <-—-
Jn+2 Jn'

2) En déduire que la suite (U, ) est bornée.

1) Montrer que pour tout n>1 :
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CORRIGES
B

1) U,=1let U, =3U +2
Montrons que pour tout entiern, U_ =2x3" -1
o Pour n=0,0ona U,=1et 2x3°-1=2-1=1 donc U, =2x3°-1
La propriété est vraie pour n=0.
« Soit n >0, supposons que U, =2x3" —1et montrons que U, ,, =2x3™" -1
U,,, =3U_+2 et d’aprés I'hypothese de récurrence, on obtient : v
U, ,, =3(2x3" =1)+2 =2x3""! ~1,d’ol1 la propriété est vraie pour n+1.
» Conclusion: Pour tout entier natureln, U =2x3" -1.
2) U, =3 et pour toutentiern: U_ A =-U +4.
Montrer que pour tout n20, U _ =2+(-1)".
o Pour n=0,ona: U, =3 et2+(-1)’=2+1=3 d'ot U, =2+(-1)°.
La propriété est vraie pour n=0.
« Soit n>0, supposons que U, =2+(-1)",montrons que U, ,, =2+(-1)""
U,_,, =-U_+4 et d’apres 'hypothése de récurrence on peut écrire :
U, =—Q+(1)")+4=-2-(-1)" +4=2+(-1)™"
Conclusion : Pour toutentier n20, U =2+(-1)".

a) Onnote P, la proposition « 4" +5 est un multiple de 3 »

« Pour n=0, 4°+5=6 =3x2multiple de 3. Donc P, est vraie.

» Supposons que P, est vraie pour un entier n >0, c'est-a-dire que pour un
entier n 4" +5 est un multiple de 3 ». Montrons, sous cette hypothése, que
P, ., est vraie, c'est-a-dire que "4™' +5 est un multiple de 3 »
Pour utiliser 'hypothése de récurrence, on fait apparaitre 4" dans 4™ en
écrivant 4" =4"x4.
L’hypothése de récurrence : « 4" +5 est un multiple de 3 » s’écrit
4" +5 =3p, avec p entiernaturel (non nul). D’'ol 4" =3p-5
Ainsi 4™ +5=4"x4+5=4(3p-5)+5=12p-15=3(4p-5).
Cette derniére égalité prouve que 4" +5 est un multiple de 3donc P, est
vraie.

+ Conclusion: P, est vraie pour tout entier naturel n, donc pour tout n 20,

4" +5 est multiple de 3.
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b) Montrons que 3" —4***? est un multiple de 11.
On note P, la proposition « 3% —4***? est un multiple de 11 »
« Pour n=0, 3°-4%=11 multiple de 11. Donc P, est vraie. ‘
» Supposons que P, est vraie pour un entier n >0, c'est-a-dire que pour un
entiern 3"** —4*"*? est un multiple de 11 ».
Montrons, sous cette hypothése, que P, ,, est vraie, c'est-a-dire que
3ind _ g8+ 42 ogt un multiple de 11 »
OV _ A2 gaed gl g2 g4 gni3 3 gdni2  nse

= 3n+3 ><3 _44n+2 X (253 +3) = 3(3n+3 _44n+2)_44n+2 X 25
R — s

=3x11k —4*"*? x11x23 = 113k - 4**? x 23)
: ¥

entier

w

D'out P, est vérifiée.

Cette derniére égalité prouve que 3™ — 44+10*2 gt yn multiple de 11
donc P_, est vraie.

» Conclusion: P est vraie pour tout entier naturel n, donc pour tout n >0,
33 —4*"*? est multiple de 11.

1 1 1 1 n
1)Onpose: S : + + oot =
) po n «1x2 723 3xd n(n+1) —1 »
1
* Pour n=1, S1=“;‘='— et —— =1 won S, =L estverifice
’ 1x(1+1) 2 1+1 2 1+1

. n P
+ pour un entier n 21 supposons que S, =—— est vérifiée et montrons
n+l1

1
que ¢a entraine que S_, =8r-

n+2’
1 1 1 | 1
o = + + doeet +
1x2 2x3 3x4 nn+1) (n+1){n+2)
_S + 1 n + 1 _ (n+1) _n+l
" (n+1)(n+2) n+l (m+Dn+2) (n+1)(n+2) n+2
 Conclusion: D’aprés le principe de raisonnement par récurrence :
+ 1 Foee+ 1 = n
1x2 2x3 n(n+1) n+l1

Pour tout entier n>1 :

2) Déduction de l'expressionde U, = ! + 1 oot 1
(n+)(n+2) (n+2)(n+3) 2n(2n+1)
1 1 1 S

+ oot =S5, -
(n+1)(n+2) (n+2)(n+3) 2n(2n+1) > °*°

n =
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Dou U = 2n___n__2n(n+1)-n@n+1) n
2n+1 n+1 n+1)(2n+1) (n+1)(2n+1)

1) U, =-1—(U -2n-3)

U. = 1 11

1——(U -2x0- 3)-—-—— et U, =-—(U -2x1-3)=~—
4
* Si U est une suite arlthméhque alors U,+U,=2U,.
U0+U2=2-}-1-=—E

4 4;=>U,+U,#2U,
2U, =-1
d’otr U n’est pas une suite arithmétique.
Si U est une suite géométrique alors U, xU, =U?

U, U, _2(—--)_-E
1 2 :onUzath
T4

donc U n’est pas une suite géométrique.
2) V.=U_+pn-1

a) V,,=U,, "'P(!l+l)—l=—;-(Un -2n-3)+p(n+1)-1

=%U —n—2+p(n+l) l—-l—V -2-n+ (n;Z)p

V est une suite géométrique si et seulement si, V, , = EV“ ssi

n+l

(-Ii%)p 2-n=0ssip=2.

Si p=2, V est une suite géométrique de raison q =% et de premier
terme V, =U; +2x0-1=1.

b) Vn=Voq“=-l- et Un=Vn—2n+1=Eln——2n+1

n

n+l
S—ZOV =V, +V, 4+ +V, _V(llilq) (ona q=1)

1-—L

n+1 1
=1| =2 |=20-5)
1-

1
2
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s -ZU Z(v _2k+1)= (ivk)+znj(-2k+1)
k=0 k=0

Onpose t, =-2n+1, neN.

c’est une suite arithmétiquecar t_,, -t =2(n+1)+1+2n-1=-2,

Donc de raison r = -2 et de premier terme t, =1. D’ox

Z—2k+1 Zt =ty +t ettt =—— ;1(t0+tn)—n—+l(1 -2n+1)
k=0
_—(n+1)(n—1)=1—n
2 2
1-n?
Conclusion: S ZV +Zt =2(1-—=)+ .

2n+1 2

Ug=6, U,,=U -2n+3

1) U, =U;-2x0+3=9 et U,=U,-2x1+3=10
U, +U, =16 # 2U, donc U n’est pas une suite arithmétique.
U, xU, =60 #U? donc U n’est pas une suite géométrique.

2)a) V,=U_ -U =-2n+3

n+l

Viu—-V.=-2(n+1)+3+2n-3=-2 ,donc V est une suite arithmétique

de raison r=-2 et de premier terme V, =3.

n-1
b) YV, =V, +V, 4tV =-‘21(V0 +V.) (nombre de termes = n)
k=0

=-'21(3—2(n—1)+3)=n(4—n) V _, =-2(n-1)+3

Dautrepart: YV, =V, +V,+V, +-e4+V_,
k=0

n-1

3V, =U,-U,+U,-U,+U,-U, +...+U,_, -U, ,+U, -U_,

k=0
=(U,+U —~+=FU_)-U,- (U + ) TU,
=Un—UO
n-1
Donc U, =[2Vk)+U0 =n(4-n)+6. U,=-n"+4n+6
k=0
1) U =2, U=2-—%_-3, u,=2-_4__10
U, -6 U,-6 3

U, +U, #2U, donc la suite U n’est pas arithmétique.
U, xU, # U donc la suite U n’est pas géométrique.
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2) Montrons par récurrence que pour tout neIN", U_ <4
« Vérification pour n=1, U, =2 <4 (l'inégalité est vraie pour n=1)
» Supposons que U, <4 pour neIN" et montrons que U_,, <4.

-1 4

>— =~
U.-6 2  U,-6

U <4 =U -6<4-6=>U -6<2> <§~

=2- <2+2=U_ <4

La propriété est vraie pour n+1.

+ Conclusion: pourtout neIN" : U <4.
3) Montronsque U, >U,_:
4y . -U2 +8U_-16 _-(, -4)
Uu-6 °* U, -6 U, -6 )
or U_ <4 donc U, -6<0 et (U, -4)*>0 donc U,,, ~U, >0 et par suite
Pourtout ne N°, U_,>U,_ .
Encadrementde U :
La suite U est croissante donc pourtout neIN": U, >U, doncU_ >2.

Deplus U, <4. Doncpourtout neIN", 2<U, <4.

Un+l —Un =2_

4) V = 1 nelN’)

"TU, -4
DVl 1 _ 1 _ U, -6
U4 , & _, 20,-12-4-40,+24 U, +8
U, -6 U, -6
_U,-6 1 U-4 1

Vn+l _Vn - - - =
2U +8 U -4 -2(U -4 2
La suite V est arithmétique de raison —% et de 1*" terme V, = —-;— .

b) V est une suite arithmétique de 1¢ terme V, donc pour tout neIN" :

V, =V, +@-Dr=-2 s (o) =T -8

2 2
vl oy -4l S22
4 v

n

, pourtoutn e N”

2 2 2
YU, -U, = (n+D)"+1 n"+1 _ (n* +n-1)
2(n+1) 2n 2(n+Dn
Le dénominateur est strictement positif, pour tout entier n, il suffit donc
d’étudier le signe du numérateur. Or ce numérateur est égal a (n®+n-1)et
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pour n>1,ona: n? +n > 1, donc le numérateur est strictement positif.
suite U est donc croissante.
2) V., =2"1 _(n+1)-(2"-n)=2""1-2"-1=2"(2-1)-1=2" -1
Pour tout entier natureln,ona 2" ~1=20donc U, ,-U, 20.
La suite (U,) est donc croissante.

La

3 W, = n3+n L, alors tous les termes de la suite sont strictement positifs :

Wou _n+2 3" _ n+2 _ n+2

W, 3x3* n+1 3(n+1) 3n+3°
Pour comparer ce quotient & 1, on compare n+2 et 3n+3.
(Bn+3)-(n+2)=2n+1 et pour tout entier naturel n, 2n+1>0.

Par conséquent, n+2 <3n+3, ce qui signifie que V&'}“ <1.

n

La suite (W, ) est décroissante.

a) Montrons que pour toutn, 0<U_ <1
*Pour n=0 ona U,=0 d'ou 0<U, <1.

« Soit n un entier quelconque, supposons que 0 <U_ <1 et montrons que ¢a

A montrons que U, 20
entraine 0<U_,, <1
n1 =7 \y montrons que U__, <

*Pour toutneIN,ona Un+1 20
* Montrons que U

n+l <
2n —n2

U, -1= ~—1= <0 dou U ,, <1 Onadonc: 0<U
(n+1) (n+1y

» D’apres le principe de récurrence, 0<U_ <1 pour tout entier n.

b) Pour tout ne N,
_qp _2n+1)  2n 2(n+ 1’ -2n(n+2y°  2(-n’*-n+1)
TR T (n+2) (n+1)? (n+2)*x(m+1) [(n +2)(n+1)J
Le dénominateur est strictement positif.

V5-1 et x"=

Soit le trindme —x* —x +1 qui s’annule pour x'= 5 >

—-x* -x+1<0 pour xZ—‘/—gz;l donc

Par conséquent U, ,; —-U,_ <0 donc la suite (U, ) est décroissante.

g

n+1 <

1

-n’-n+1<0 pourtoutne N".
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Ona: U =n’-2n+4.
«U_-3=n>-2n+4-3=n’>-2n+1=(n-1)* 20 donc U, -3 >0 pour tout
entier n et par suite la suite U est minorée par 3.

+V =4-n"+3n. Soit g(x)=4-x"+3x.

g estdérivablesur IR et g'(x)=-2x+3. Ona g'(x)=0<x= % .
g admet un maximum absolue en x, =§2- de valeur g(%) .

g(-;—) =6,125<7, d’or, pour tout réel x, g(x) < g(%) donc g(x)<7.
V_ =g(n) donc V_ <7 pour tout entier naturel n.

U,=n’-8n+5, pourtout neIN.
1) U,,,-U, =(n+1-8(n+1)+5-(n*-8n+5),
U,.-U,=2n-7
7

Ona2n-720 onzy d'oupourtout n=24, U_,,-U, >0 .

n+l

La suite (U, ) est croissante a partir du rang 4.

2) La fonction f définie sur [0,+[ par f(x)=x*-8x+5, étant polynéme, est
dérivable sur [0,+o[ et f'(x)=2x-8.
Ona: f'(x)20 <2x-820 & x=>4.
Donc f est croissante sur [4,+0 et puisque U, =f(n) pour tout entiern4
alors la suite (U, ) est croissante a partir du rang 4.

3 _ 3 _
D U_,-U =(n+1) (n+l) n°-n

* 3 3
2) Puisque neIN alors n*+n 20 donc U,,, ~U_ 20 et par suite la suite U

est croissante.
3) Montrons par récurrence que U est un entier

Pour n=0, U,=0eNN.

Supposons que pour n€IN,U_  €IN et montrons que U_,, e N.
OnaU,_, -U =n*+ndonc U, =U, +n’+n ;

OrU eNetn’+neN,donc U, eN.

=n’+n

n+l
3

n .
est un entier naturel.

Conclusion : Pour tout entier n,
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1) f(x) =

x+1
x+3
f est rationnelle et définie sur [0;1] donc dérivable sur [0;1].
x+3-x-1 2
= >
(x+3) (x+3)

, xef0;1].

Pour tout xe[0;1], f'(x)=

f est croissante sur [0;1].
2) Montrons par récurrence que 0< U <1.
e Vérification: U;=1 donc0<U, <1 (vérifiée)

» Supposonsquepour neIN 0<U_<1 etmontrons que

0<vU,_, <1.
D’aprés 'hypothése de récurrence: 0<U_ <1
Puisque f est croissante sur [0;1] f(0)<f(U,)<f(1)

0<1SU <£<l
3 4

n+l —

0<U,,, <1.
+ Conclusion: pourtoutneIN, 0<U_<1.
3) Ona U, =£(U,). Montrons par récurrence que la suite U est décroissante :

e U,=1etU, =% donc U, <U,.

+ Soit neIN, supposons que U, ,, <U_ etmontronsque U, , <U_,,.
L’hypothése de récurrence: U_,, <U,_ f est croissante sur [0,1]
et tous les termes de la suite (U, ) appartiennent a I'intervalle [0,1],

Donc f(U,,)<f(U )=>U_, <U
» Pour tout entier natureln, U_,, <U_ d'ou lasuite U est décroissante.

n+2 n+l

=39 327 3.8
1) U2—22‘4 ’ U3‘32‘9"3 ’ U4"42_16'
2) Tous les termes de la suite sont strictement positifs.
3n+1

Uy _(+I _ 3% p? 3y

U, 3" (n+l 3" (n+lp
rl2

3n®
(n+1)?
3n’-(n+1*=3n*-n’-2n-1=2n’ -2n-1.

Pour comparer a1l oncompare 3n> et (n+1)°.
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On considere le trindme T(x)=2x?-2x-1, A'=1+2=3,
x' =—1'—2\/5 <0 et x" =—1+2\/§ =14
d’ott T(x)>0 pour tout x >2
2
Pour tout n>2, 2n?>-2n-1>0 donc 3n* >(n+1)* d'oit (:’rl)z >1
Il en résulte que U,,, >U, . Lasuite U est donc croissante.
1) U, =%—+3 pour n>1.
D) +3(< | I+3 clest-a-dire |U, | < Li3et puisque L <1 alors
n n | n n
|U,|<4. Lasuite (U,) estbornée, eneffet -4<U, <4.
n(n+2)
2) V,=—m- 0
) Vo=tasrr (>0
nn+2) n’+2n_(n+1)*-1 1
a) V,= 3 2 7z 1T 7"
(n+1y (n+1) (n+1) (n+1)
b) Pour tout entier n>0,0na: 1_(n—11)2 <1 car —(nTll)z-<
Donc V, <1.
D’autre part tous les termes de la suite (V,) sont strictement positifs
donc V, >0.
On obtient donc: 0<V, <1 d’otilasuite (V,) estbornée.
¢) V_ =f(n) o f(x)= )(()(():2)22) avec x €0, +oof .
f(x)=1 _Zx:_l)z' f est dérivable sur ]0,+w[ et
f'(x)=~ “2+1) 2 groi £ est croissante sur 10,4+,

(x+1)*  (x+1)°
puisque V, =f(n) alors la suite (V,) est donc croissante.
. )

1) On a pour tout entier naturel n :

N _(\/n+2—\/ﬁ)(~/n+2+x/ﬁ)_ n+2-n 2
U, =Vn+2-Jn= Jn+2+n " Jdn+2+vn Yn+2+4n

« Pour tout entier naturel non nuln, n+2>n donc
Jn+2>vn
Jn+2+vn+2>vn+2+vn >0
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1 1

<
2n+2 Jn+2++vn
1 < 2
Jn+2 Jn+2+vn

<u, @O

On obtient donc :

1
Jn+2
« Pour tout entier naturel nonnuln, n+2>n donc

Jn+2>vn

Jn+2+/n>2dn>0
1 1

<
Jn+2+vn 2Jn
2 1

T

On obtient donc U <-—— 2
T @

Conclusion : Pour tout entier naturel nonnuln:

<U, s-L

1
vn+2 Jn

2) Pour tout entier non nul n, on a n21:>JHzl:>—l—sl =U, =1.
n

, . 1
D’autre part, pour tout entiern, ———>0.
part, p Nn+2

Dioi1 0<U, <1.

(U,.) est minorée par 0 et majorée par 1 donc (U,) est bornée d’our (U,,) est
bornée.
Remarque : Un majorant d’une suite doit étre indépendant de n.



Chapitre 10
Limites de suites réelles

1. Sulte convergente

Soit (U,) une suite numérique définie pour tout entier n>p.
On dit que la suite (U,) converge vers un nombre réel ¢ si pour tout €>0,
il existe un entier naturel N tel que si n>N alors |U, -4 <¢.

L+g

Z—e-

Théoréme : Unicité de la limite

Si (U, ) converge vers un réel £ alors ce réel est unique.

Conséquence : Une suite (U,) converge vers un nombre réel £, si et
seulement si, la suite |U, —¢| converge vers zéro.

Notation et vocabulaire

Si une suite (U, ) converge vers un nombre réel £, on écrit }ﬂ U, =¢.
On dit que £ est la limite de la suite (U,).

Une suite qui ne converge pas est dite divergente.

2. théoréme ( admis ):
Soit f une fonction définie sur un intervalle du type Ja,+oo[ .
(U,) lasuite définie par U, =f(n).
Si xl_if?mf(x)=L alorsnl_imeUn =L (L fini ou infini )

3. Limite infinle d’'une suite

Soit (U,) une suite numérique définie pour tout entier n>p.
= Ondit que la suite (U, ) tend vers +o si pour tout A >0, il existe un
entier naturel N tel quesi n>N, alors U, >A.
= On dit que la suite (U, ) tend vers —w si pour tout A <0, il existe un
entier naturel N tel quesi n>N, alors U, <A.

4. Umite par comparaison

Soit (U,) une suite réelle définie pour tout entier n>p.
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» Si, a partir d"un certain rang, U, 2V, etlimV =+ alors limU =40,

» Si, a partir d'un certain rang, U, <V, et hm V, =-o alors hm U, =—o.

N-»+a0

» Si, & partir d’un certain rang, [U,|<V, etlim V, =0 alors im U, =0.

n—+wo

5. Limite d'une sulte géométrique
Soit (U,) une suite géométrique définie par U, =q" (n20).
» Siq>1 alors l{Elw U, =+» (lasuite (U,) est divergente)
» Si |q| <1 alors li’rz}n U,=0 (lasuite (U,) est convergente)

» Si q<-1 alors lasuite(U,) n’a pas de limite

6. Opérations sur les limites (finles ou infinles) d’une sulte

=>Les théorémes sur la limite en +o d’une somme, d'un produit et d’un
quotient de deux fonctions s’appliquent dans le cas des suites.
= Soit deux suites réelles (U, ) et (V,) convergentes respectivement vers
£et £'. Soient a et b deux réels. Alors:
elasuite (aU_ +bV,) converge vers al+b{',
«la suite (U,V,) converge vers ££'.

= Soit une suite réelle ((U,) convergente vers un réel £non nul.

Alors la suite ( 1 ) converge vers 1

U £
= Soit une suite réelle (U,),., telleque U, >0.

n

lim U, =+ si et seulement si lim .

n—>+we n—>+o

= Soit une suite réelle (U, ),., telle que U, <0.

ImU, = Yim U =0.
® imU, | limV, lim(U, +V.) | im(U.V.)
L % VL Yk
+00 £7#0 +00 o (*)
+00 +00 +o0 +00
—00 —00 -0 +-00
+o0 —oo | ESN
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EXERCICES

Soit U la suite réelle définie sur IN par:
U,=1etpourtout neN: U , =2U -3

1) a) Tracer la courbe de la fonction f définie sur R par f(x)=2x-3.

b) Représenter graphiquement U, U, ,U, et U, et interpréter
graphiquement le résultat.
2) Soit la suite réelle définiesur N par: V =U_-3.

a) Montrer que V est une suite géométrique.

b) Exprimer U, en fonction de n, et en déduire la limite de U, en +w.

Soit U la suite définiesur IN par Uy =9 ety _ = SSJH “16
= n+ +

1) a) Tracer dans un repére orthonormé (O, i, }) la courbe de la fonction f

8x—-6
défini R f(x) = .
éfinie sur R, par f(x) 1
b) Représenter les quatre premiers termes de la suite U .
2) a) Montrer que la suite U est minorée par 6.

b) Montrer que la suite U est décroissante.
3) a) Montrerquepourtout neIN : y_ _6< ;(Un -6)

b) Montrer par récurrence que pour tout ne N : U,-653 (.g.)

¢) Déterminer alors la limite de la suite U en + .

B2/ soitf: J«,6[—R, xt>—

6—x

1) Dresser le tableau de variation de f.
2) Etudier la position relative de &; et A puis les construire.

3) Montrer que la droite A:y=x est tangente a la courbe %] en un point A
que I'on déterminera.

B/ On considére la suite (U, ) définiepar U, =-3 et U_,, =f(U_)

1) a) Placer sur I'axe des abscisses: U, U,,U, et U, (utiliser & et A).
b) Montrer que pour tout entiern, U <3.
1

U_-3

a) Montrer que la suite (V,) est définie pour tout entier n.

b) Montrer que la suite V est arithmétique.
b) Exprimer V_ et calculer lim V.

n-»+o

2) Pour tout entiern, on pose v_ =

c) Exprimer U_ en fonction de n et en déduire lim U, .

n—>+o
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1) Soit f la fonction définie sur R par f(x) = %xz +2 et #%sacourbe

représentative dans un repére orthonormé (O, 1, j).
a) Montrer que pour tout xe R, f(x)>x+1.
b) Représenter la courbe # et la droite A:y=x.
2) On consideére la suite (U_) définiesur IN par U, =3 et U_,, =f(U,).
a) Placer les termes U,, U,, U,. Conclure.
b) Prouver que pour tout entier natureln, U,,, -U, 21.
En déduire le sens de variation de la suite (U,).
c) Montrer que pour tout neIN, U, -U, 2n.
En déduire la limite de (U,) quand n tend vers +c.

U,=1
Soit (U,) la suite réelle définie sur IN par : ’ U
Un+l = - ] (ll € IN)
2+U,
1) Montrer que pour tout entier natureln, U >0
2) Montrer que la suite U est décroissante.
3) a)Montrer quepourtout neN, U_, < %Un
b) En déduire que pour tout entiern, 0 <U,_ < 2i"
¢) Trouver la limite de la suite (U,).
Etudier la limite de la suite (U, ) définie sur IN par:
cn-—1_ _2n’-7 _n+Vn
) Uu=n-73 2 U=Tr 3 Un=T3na
2 / 2 "
4 U, =55"2—— 5) U, =v2 - 6 U, =
) s a7 ) Un =v2tn—n ) Un=om

Soit (U, ) la suite définie par U, =0 et pourtout neIN: U, =U2+1
1) a) Calculer U,,U,, U, et U,.

b) Démontrer que pour tout entier naturel n>4 : U >2".
2) En déduire la limite de la suite U lorsque ntend vers +o .

U
B Soit U la suite par: U, =1 et pour tout entier naturein: U , =—2=
1+U
. 1
1) Montrer par récurrence que pour tout entier natureln: U = 1
n+

2) En déduire que la suite U est convergente.

Etudier les limites des suites suivantes :
nsinn n_ 2 _ An
=———; V,=n’-cos’mn ; w _¥-4.. _3-7
n’+1 " 2 S T

n
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Soit la suite U définie sur N par U, =2 et U, =2U, -1
1) a) Montrer par récurrence que pour toutentiern: U, >1

b) En déduire que U, ,, > U, pour tout entiernet que U_ >2
2) a) Montrer par récurrence que U =2"+1

b) En déduire mU, .

m Pour tout entier naturel n, on pose :
2 2 2 e 2
S, = + +e =
" " 1x3 3x5 2n+1)(2n+3) & (2k +1(2k +3)
2 _1 1
QCk+1)(2k+3) 2k+1 2k+3
et en déduire une écriture plus simplede S .

2) Calculeralors lim S, .

n—>+0

1) Vérifier que pour tout entier naturel n :

Pour tout entier naturel non nul n, on pose :
S,=1+2+--4+n, S, =1P+2%+...4+n’ et S =1x2+2x3+--+(n-1)n
1) En partant du développement de (x+1)’ et en utilisant 'expressionde S_,

déduire que S’ = nn+1)@2n+1)
n 6 .

2) Calculer alors S .

n—>+wo n

3) Etudier lim(s“3 )

Soit (U, ) la suite définie par

U, =0 et pour tout entier natureln: U, = JLZ——IJ: .
1) Exprimer U,_,, -3 en fonctionde U, .
2) Montrer que pour tout entier natureln: |U,,, -3|< %IUn -3

1
3n-1 °

3) En déduire que pour tout entier n, |U, -3|<

4) Conclure la convergence de la suite (U,).
2

On considére la suite (U ) définie sur Npar U, = _n_'
n!
1) Calculer les six premiers termes de la suite.
2) Montrer que la suite (U ) est décroissante a partirde n=2.
2n

(n-1°

3)a) Montrer que, pour toutentier n>22 : 0<U_ <

b) En déduire la limite de la suite (U ).
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CORRIGES
B

1) a) f est une fonction affine, sa représentation graphique est une droite D.

Constructionde D:y =2x-3
x | 0|3 < u, U, Ut
f(x) | -3 | 3
4
v‘.

b) U,=1; U,=f(U,); U,=£U,); U,=£(U,).
On trace la droite A:y =x quinous permet de représenter les termes de
la suite U.

On constate, graphiquement, que la suie U est décroissante et qu’elle
tend vers — .

2)a) V.=U -3 neN. V,_=U,, -3=2U,-3-3=2(U,-3)=2V,.

Donc V est une suite géométrique de raison q =2 et de premier terme
V,=U,-3=1-3=-2.
b) V. =V,.q" =-2x2" =2
U, =V, +3=3-2""
Pour toutneN, U =3-2"".
. mV, =—o car g=2>1etV,=-2<0 d'ot lim U, =3£1}1w(Vn+3)=—w.
2

1) a) lilfn f(x)=8 d'ol A:y =8 asymptote horizontale a % au voisinage de +w

Tableau de valeurs : -

X 0 1

=)}
o

fx) | 6 | 1

wig|n
Nfho (G
WG|
o
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b) U, =9 donc U_,, =f(U, ) .(voir la figure ci-dessus)
U, =f(U,) , U, =f(U,) et U, =£(U,)
Soit D la droite d’équation y = x .
2) a) Montrons par récurrence que pour tout neIN, U 26.
» Vérifions pour n=0, U, =926. Vraie.
» Supposons que U_ >6 et montrons que U_,, 26
8U, -6 6= 2(U,-6)
‘U, +1 U +1
D’apreés la suppositionona: U 26 = U, -620et U _+1>0
doa U ,~-620 = U_, 26 vraie pour n+1.
+ Conclusion: pourtoutentier neIN : U_26.
(U, -1)6-U,)
n U, +1
or d’apres 2) a) U 26=>U ~-125>0,U +127>0et6-U_<0
donc U ,,~U, <0 d’oit U est décroissante.

Un+l _6 =

b) U, ,-U

2
3 D’aprés2)a) U,,, -6=—(U, -6
) @) Daprs 2a) Uy =6 =5=3(U, -6)

1 1 2 2
S== <=

orU 26 =>U +127>
" " u+1 7 U +1 7
2

et U -620

2(U, -6
QMSE(UH—Q =U,,-6<=(U_,-6)
U, +1 7 7

n

b) Montrons que pour tout ne N, U_-6<3 x(-?—)

0
e Vérifionspour n=0: U;,-6=3 33(%) vraie pour n=0.
2\ 2\

» Supposons que U —-6<3 7 et montronsque U, -6<3 7

onad’aprés3)a): =U , -6< %—(Un -6)

. - 2 2 (2
et d’apres la supposition : -7—(Un -6)< x5 3
2 n+l
o -6 <3x(2)

La propriété est donc vraie pour n+1.
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» Conclusion: pourtout ne N, U, -6< 3(-;—) .

c) OnaU,26 =U, -620 =>0$Un—6$3x(—§-) .

n+0\ 7

lim(g) =0 car —-1<§<1.
Ainsi :

OSUn—6ssx(E)
7/ = lim U, ~6=0= lim U, =6.

lim3x(_2_) =0

n—»+wo 7

A/ 1) f(x)=-é—2—-)-(-, x&]-,6]

f est définie ]—00, 6 [ . Puisque f est rationnelle donc f est dérivable sur |-, 6 [
- __9
(6-%)° (6-x)

Pour tout x e]—oo,6[, f'(x)=9

lim f(x) = limi=0 ; lim f(x) = lim =400,
X+ X0 ¢ x—6~ x-6" G — X
Tableau de variation de f :

X —00 6

f'(x) +

400
2) Positionde donc & et A : | f(x) /
0
2
f(x)-x= 2 -X= x-3)
-X 6-x

On sait que 6—-x >0 pour tout x € |]<0,6][ et (x-3)* 20 donc
f(x)-x 20 pour tout x € }]<0,6[ d'ot1 & est au dessus de A.
9 9
=2 |x=—— et xels,
3) M(x,y)egNA< y 6-x & X 6—x et x & J6,+20]
y=x y=x

%=x & X2 +6x-9=0 (x> -6x+9)=0 & «(x-3 =0 =>x=3
-X

Donc €;NA={A(3;3)} A esttangented®, enA.
B/ U,=-3 et U, =f(U,)
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1) a)

£

b) Montrer que pour toutentiern, U <3.
« Vérification pour n=0, U, =-3 donc U;<3.
 Supposons que U, <3 pour un entier ne IN, montrons que U, ,, <3.
OnaU_<3 (hypothese de récurrence)
Or Donc f est croissante sur }~,6[ et pour tout entiern, U, <3 donc
f(U,) <f(3) et par suite U_,, <3.
» Conclusion : Pour tout entiern, U, <3.
1
U,-3
a) On a pour tout entier naturel n, U, <3 donc U, -3 %0 pour toutn et
par suite (V,) est définie pour tout entier naturel n.
Montrons que la suite V est arithmétique.

2) Pour tout entiern, V, =

v o1 1 _ 1 _ 6-U,
Ty -3 9 3 T 9-18+3U, 3(U, -3)
6-U, 6-U,

v vy .8U, 1 _6-U,-3_ 3-U,
w1 T3 -3) U,-3 3(U,-3) 3(U,-3)

21
3
D’o la suite V est arithmétique de raison % et de premier terme
1 1 1

Vo = =3 3" %
U,-3 -3-3 6
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b) V, enfonctionden: Vn=V0+nr=—-1—+n(-;:)=_1'£2n,
lim V, = lim ZE20
1 1 1
¢) V=o— =5U -3=—U =3+
) n Un _3 n Vn n Vn
PuisqueVn=—1+2ndonc U, =3+ 6 =—-3+6n+6 d'oﬁUn=6n+3.
-1+2n -1+2n 2n-1
6-lv~é 1
lim U =1im6n+3= im n _3 car lim—=0.
n-»+o no+0 2y — 1 n-»+o 2 _l n-s+0 )
n

1) a) f(x)—(x+1)=711-x2 +2—(x+1)=%x2 -x+1 =(%x—1)2

D’ou f(x)2x+1 pour tout réel x.

\‘é’- P

b) Lacourbe # représentative de f est une parabole de sommet S(0,2) et
d’axe de symétrie la droite des ordonnées.
2) On considére la suite (U,) définie sur IN par U, =3 et U, =£(U,).
a) (voir figure).

b) U,,-U, =f(U,)-U,.
Or f(x)2x+1 d’oir f(x)—-x =1 pour tout réel x et par conséquent
f(U,)-U, 21 pour tout entier naturel n c'est-a-dire U,,, -U_ >1.
U,,-U,21>0 donc U,,, >U, d’ottlasuite (U_) est donc croissante.
¢) U,,; —U, =1 pour tout entier n, donc
U, -y, 21
U,-U, =21
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U, -U,,=2

En addltlonnant membre & membre, on obtient :

U,2U,+1+1+---+1 d’ott U, 2U; +n et par suite U, -U; 2n.
n fois

+ limn=+w donc th +n =+w et puisque U, 2U; +n donc

N—>+0

lim U, =+w.

N—»+40

1) Montrons par récurrence que pour tout entier natureln, U, >0
« Vérification: Pour n=0, U, =1
» Supposons que U_ >0 pour un entier ne N, montrons que U, >0

Ona: y,, = 5 U{nj et d’aprés 'hypothese de récurrence U >0 ce qui
+ n

entraine U +2>0 etparsuite U, >0.

« Conclusion : Pour tout entiern, U_>0.

2) Montrons que la suite U est décroissante.

n+l

— 2— -
U, -U, = U, _v, = u,-u, _-U,U,+1)
" 2+U0, 2+U, 2+U0,

Puisque U_>0,U_+1>0etU_ +2>0 alors U ,-U_ <0.
La suite U est décroissante.

1
3) a)Montrons que U, < 2Un
1 U, 1 22U -2U -U: u?
U"”_?U"=2+U 7V 22+0.) 22+ 0.)
dou U, , <= U . On peut donc écrire: U_, < _1U .
2 2 "

. 1
b) Montrons que pour tout entier natureln, 0<U, < o
On sait que pour tout entier natureln: U >0 (1)
1
Montrons par récurrence que U < Py :
« Pour n=0,0onay, -1 (vérifiée)
2

« Supposons que U, = —2-1— et montrons que ¢a entraine U, < —2-37 .
D'apres la question précédente: U ,, <-U

r Y 2
L’hypothese de récurrence ; 2_1” - ;_ U < ;_ x
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dou U 1

n+l —E n 2n+1 n+l £ 2n+1 *

Donc U

« Conclusion: Pour tout entier natureln: y_ <$ov (2)

De (1) et (2) on obtient : pour tout ne N 1
n 2 n

o 1 =(}_)" et on sait que hm(l) =0 car —1<+<1.
2n 2 n-40{ 2 2

1
_ . .U, S
U, >0 donc |U,|=U, , ainsiona: [U»]53 = lim U,

1 n— 40

tim =0

3)

4

5 U

S = lim n-—L- =400 donc lim U, =+

e lim —=0 nr+o n+ n—+o

_2x*-7 2x* _
On pose f(x) = a1 hm f(x)-hm 2

X—>+00 x2

Puisque U, =f(n) alors lgn U, =2.
U, _n+yn

T 3n+1
n(1+-L) 1+\/I
n+\/— lim \/H = lim n _l
n—>+cc 3n+1 n->+w 1 _t\—>+ao 1 —3
n(3+-) 3+
n n
2
U=—si>sH,
" n?’-3n+7
On pose U, = f(n) oit f(x)=——2—
pose n (n) ou (X) 2_3 +7
lim x* -3x+7 = lim x* = +0 d’ott lim Z =0 et par suite
X—>+0 X400 x—>+cox -3x+7

lim f(x) =0 . ll enrésulte lim U_=0.
X—»+0 N>+
La suite converge vers 0 .
=+2+n’-n
lim v2+n? —n= lim (\/2+n —n)(\/2+n +n) = lim —_—2
n—>+w0 -+ \/2+n +n n->+o ’2+n2 +n

or lim v2+n? +n—11mn( —+1+1)

n-—++w

mn%:o:nlm 1=z = limn( %+1+1)=+oo.

n—>+w n

=0
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Il en résulte lim ———2——=0. Lasuite U est convergente vers 0.
e J2+n’ +n

=3 _3 _(3)"
6) U =2—= ={2
) n 2211 (22)n 4

|%|<1 d’ot lim (i—)ﬂ =0 d’ou limU_ =0.

La suite U est convergente vers 0.

1) a) U,=U,+1=1,U,=U,+1=2,U, =U2+1=5 et U, =U? +1=26.
b) « Pour n=4, U, =26 et 2622* donc U, 22* (vérifiée)

» Supposons que U, >2" et montrons que U, >2"".
U,,,=U2+1 or U, 22" donc U? 22> d’our U2 22™" +1
Ainsi, U, 22™ +1

2 +1-2"1 =2"(2" -2)+1or n>4 donc 2" -2>0
donc 2" +122°",
On obtientdonc: U_,, 22*" +1 et 2" +122"" d'oit U

» Conclusion: Pourtout n>4, U >2"

n+l
n+1 2 2 *

2) 2>1 donc lim 2" =+ et puisque U, 22" alors lim U =+w»

n-»+o

E Ona: U, =1 etpour tout entier natureln: U_, =1U{J
+ n
1) Montrons que pour tout n>0: y . _1
" o on+1
1 ,os 1
Pour n=0, Uj=1et —=1d'ou Uj=—— .
0+1 0+1

La propriété est vraie pour n=0.

1 1
Soit n =0, supposons que U_=—— et montrons que U__, =——.
PP q n n+1 q n+l n+2
1
OnaU _ U, _ ne1 __ v __1
L1+ U 14+ 1 n+l+1 n+2
n+1
. . 1
Conclusion : Pour tout entier n20,0na U, =7
n+

2) lim U, = lim —1—

=0.
n-»+0 nsso N+ 1

n

» On sait que, pour tout entier n, |sinn|<1 donc: 0< |Un] <

n® +1
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lim —2— = fim % = Jim + =0 donc lim U, =0

naon 41 nowopn n-»+0 By n—s+o

e Pour toutentiern: -1<-cos’an <0
d’or V, 2 n?-1

et lim(n®~1)=+w donc lim V =+w

n—>+o0 n—>+Ho

e lim W, =+ car 3>1= lim 3" = +00

3\ _
T, =£—7# or -1 <§<1 donc lim (%)" =0
(_;_) +1 7 n—>+w

Par suite lim T =-1

n—+wo

10
1) Uy=2etU_, =20 -1.
a) Montrons par récurrence que pour tout entiern, U, >1
U, =2 donc U, >1.

Supposons que pour un entiern, U, >1. Montronsque U, >1.

U,>1 =20,>2=20, ~-1>1donc U_, >1.
Conclusion : Pour tout entier natureln, U_ >1.

b) U, -U,=2U -1-U, =U, -1, etpuisque U  >1 alors U _,-U_>0

Donc, pour tout entier natureln: U_, >U, .
U, <U,,, donc, pour toutentiern: U, <U, <U, <---<U
Do U >2 car U;=2.

2) a) Montrons par récurrence que pour tout entiern: U_=2"+1

n+l

a*

s Vérification pour n=0, U, =2 et 2" +1=1+1=2 donc U, =2" +1.

* Soit ne N, supposons que U, =2" +1 et montrons que U_,, =2""+1

U, =2U -1=2Q2" +1)~1=2"" 41
Donc la propriété est vraie pour n+1.
» Conclusion: pour toutentiern, U_=2"+1.

b) im U, =lim 2" +1=+00 car 2>1 = lim 2" = +4o0.

1) On peut écrire quel que soit p entier naturel :
1 1 2k+3-2k-1 _ 2
2k+1 2k+3 (2p+D(2p+3) (2k+1)2k+3)
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A3

2) lim$, =1 car lun—l——3-=0.

n-ri0 2

1) Onas$, = Eg‘itll pour tout entier non nul n.

(x+1)* =x* +3x% +3x+1
Remplagant x successivement par 1,2, ..., n

(A1 =12 +3x1% +3x1+1
QA =2 +3x22+3x2+1 @

(n+1)® = &% +3xn* +3xn+

Additions membre & membre et simplifions :

(n+1)*=1*+3S) +3S,+n. Dou

?ﬂ] _n@+DQ2n+1)
2

38! =(n+1)3—(n+1)--339‘—iﬂ=(n+1)[(n+1)2—1— ;

2)S" Z(k Dk = Z(kz—k) Zk’ Zk S!' -S

p=l p=!

_ n(n +1)(2n + l) _n(n+1)

= —3—(n -1(n+}1)

6 2
3) _S_g_ _ n(n—1)(n+1)
n’ 3n®
Soit f la fonction définie sur IR* par: f(x) = i(_x_';:#iﬂ
1 g S, 1
leme(x) = l 333 d'ou xl-y?w;’_ =3

U, =0 et pour tout entier natureln: U, =./12—Un .
(12-U, -3)12-U_ +3) _ 3-U,

1) v,-3=12-0,-3= -
m " J12-U, +3 J12-U, +3
U, -3
2) u | = 1 U, -3
| 3= J12-U, +3 ﬁZ—Un+3| -3
Pour tout entier naturel n,ona: 4/12-U, 20 donc J12-U_  +323>0

Dol ———L——— 1
J12-U_ +3 *3 ()

el T
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En multipliant par le réel positif |U ~3| les deux membres de I'inégalité (1),

on obtient ———————lU -3|sdju, -3
12-U, 3

Ainsi , pour tout entier natureln, |U,,, -3|< %IU -3|.

3) Montrons par récurrence que pour tout entier naturel n, |U, -3|< 3n-—1

« Pour n=0,o0na |U,-3|=|-3|=3 et =3 d'ou |U, 3|_ 3o (vraie)

30 -1
+ Soit n un entier naturel quelconque, supposons que |U, -3| <
1
montrons que |U,,; ~3| < o5

Ona:|U,, -3|< §|Un -3

L'hypothese de récurrence|U, —3| < — donne ——|U -3|< %

3n1

Dot |U,,, -3|< 3lU -3<1 3}_,

Donc lUn+1 —3' < ET;I)TI

La propriété est vraie pour n+1.
1
3n—1 *

. -31<3(2) .

« Conclusion : Pour tout entier naturel n, |U, -3|<

4) Pour tout entier naturel n, |U, -3| <

On pose v, =(%) , puisque ; <lalors limv, =0.
On obtient donc :
0<|U, -3|<v

lim v, =0 } = lim|U,~3|=0= lim U, =3.

n—»+0

0’ 1? 2? 3 3

2
1) UO=BT=0,U1=F—1 U —-E=2,U3='§"'=5,U4=§ et U5=—

2) On remarque que pour tout n>0, U, >0

On calcule le rapport %‘“ pour étudier le sens de variation de la suite.
(n+1)

U,y (m+D)! (n+1) n! _ n+l

U, 2 (a+D)! “n? . a?
n!

1 1
= e —
n n?
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Ona 1ol 1l o1 Uy 3
n22:>n52etnzs4=>U s4<l

La suite est décroissante & partir durang n=2.
3)a) Montrons par récurrence :
» Vérification pour n=2 : 0<U, <4 estvraicar U,=2
2n

(n-1)’

c'est-a-dire montrons que 0 <U

» Soit n>2 (quelconque). Supposons que 0<U, <

2(n+1)
(n+1-1)

Onatrouvé-%l n+l donc U_, =£ﬂ—U
U n? n?

n

2(n +1)
Montrons que 0 < u,., 2

n+l <

2n
(n-1y?
En multipliant les membres de l'encadrement par le réel strictement positif

n+1
—;—, on obtient :
n

D’apres 'hypothése de récurrence,ona: 0<U, <

xn+1 2n xn+1
n nz —(n_l)z nz

o<, <2+ ()
n(n-1)

(n-1) ~n =n? -3n +1 qui est strictement positif puisque le trinme

0<U

x*-3x+1>0 pour toutréel x (A<Oeta=1>0)
1

rpour tout n>2, (n-1)° >ndoncn(n-1?>n*d'olt 0 <———<—
or pour tout n (n-1) onc n(n-1)* >n il YT

2(n+1) < 2(n+1) )

et par suite
n(n —1)?

Danaa»mﬁm0<umsuif)

d’ol1 la propriété est vraie pour n+1.
Conclusion : D’apres le principe du raisonnement par récurrence,

0<U <—22_
"o @-D

b) Soit f la fonction définie sur IR\ {1} par: f(x)=

(X 1)2

lim f(x) = hm 2 _ lim E—0 d’oir lim —28
PE— 4o X X—+0 X R+ (n 1)

Ainsi limU_=0

n—+we




Chapitre 11
Statistiques

I- Paramétres d'un caractére statistique :
On distingue deux types de parameétres sur un caractére statistique.
Le mode
. - La médiane
* Les parametres de position
La moyenne
Quartile
L'étendue
L'écart type
* Les parametres de dispersion
P pe Variance

Intervalles, Interquartiles
1. Médiane et quartiles

Définition 1 :
Soit X une série statistique de valeurs (x,,X,,...., Xy ) rangées dans I’'ordre

croissant. On désigne par [%I-] . [%] et [§4N-:| les parties entiéres,

respectivement de N N3N

4’2 4
Le réel x N est dit premier quartile de X.

4

—

Le réel x[

N2

Ja est dit médiane de X (ou deuxiéme quartile)

Le réel x ., est dit troisiéeme quartile de X.

4

—

50 % 50 %

(25%] 25% | 25% | 25% |

i | i ]
! ] 1

[l
Xmin ('21 M(I-':=Q2 Qs Xmax
Q, est tel que au moins 25% des valeurs lui sont inférieures et 75% des valeurs
lui sont supérieures.
Q; est tel que au moins 75 % des valeurs lui sont inférieures et 25% des valeurs
lui sont supérieures.

Définition 2
Soit X une série statistique de valeurs (x,,Xx,,...,Xy) rangées dans l'ordre

croissant. Soit Q, le premier quartile et Q, le troisi¢me quartile.
On appelle écart interquartile la différence Q, -Q, .
2. Moyenne et écart type
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Définitions
Soit X une série statistique de valeurs x,, ...., x, d’effectifs respectifs n,, ....,n

On désigne par N Veffectif total (N =n, +n, +---+n,).

p*

Moyenne : Le réel i=-l%inixi est la moyenne de la série.

i=1

Variance : V = -&—Znixf -X* est la variance de la série.

Ecarttype: Leréel ¢ = JV estlécart type de la série.
L’écart type d’une série statistique est une mesure de la plus ou moins
grande dispersion des valeurs de la série par rapport a la moyenne de la
série.
Un écart-type important signifie que les valeurs de la série s’éloignent
souvent et de fagon importante de la moyenne.

Ecart fype ef moyenne :
Soit X une série statistique de moyenne X et d’écart type o.

Le réel —% est dit écart-type relatif de X. Il peut étre exprimé en pourcentage.

W/ Séries Chronologiques

¢ Le coefficient multiplicateur qui permet de passer de I'année b a I'année n
est égal au quotient de la valeur de I'année n par la valeur de I'année b.

3 valeur de l'année n
" valeur de l'année b

¢ L’indice I de 'année n, base 100 en 'année b est égal a
I=Cx100

1/ Série statistique & deux variables
> Définition :

On dit qu’un couple (X, Y) de variables statistiques définit une série double
si les deux variables X et Y sont observées simultanément sur une méme
population.
Dans le cas o1 X et Y sont quantitatives, la série double correspondante est
’ensemble des couples de valeurs numériques prises par X et Y.

= Sil'étude est portée sur une population de n individus (unité statistique),
'ensemble des couples(x;,y; ) avec i€ {1,2,....,n} est une série statistique

double en données individuelles .
> Distribution marginale
Soient X et Y deux variables statistiques définies sur une population
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d’effectif total N. On désigne parx,,x,,......, X, les valeurs de X et par
¥1:Y2swn Yo Celles de Y. Le nombre d’individus de la population
vérifiant simultanément X = x, et Y =y, est noté n, associés aux

couples (xi,yi)sont présentés a I'aide d"un tableau a double entrée de

la forme :
Y Distribution
Vi | Vo [ eeeenn | ¥i | oo | ¥Yq marginale
X de X
X4 n;, Ny | | Ny | eevean | Myq n,
n
X, Ny | Ny | o | Ny |l 2q n,,
X; n, [ 0y Ry N n,
n n
Xp np1 P2 veeeen npj ceeves Pq np.
Distribution
marginale | n, | n, | ... | 0y |...| N4 n
deY

Distributions marginales :

+ La distribution marginale de la variable X est la distribution des différentes
valeurs prises par la variable X.
La distribution marginale de la variable Y est la différence des différentes
valeurs prises par la variable Y .

*+ Les totaux inscrits en marge du tableau a double entrée définissent deux
distribution marginales, I'une associée a la premiére variable statistique
et ’autre associée a la deuxiéme variable statistique.

= Moyenne — Variance — Ecart type

ini.xi ini-xiz
=, V=5 X 000= 00

_ 2, in.iyf
Y- , V(Y)=ELN_-Y2; o(Y) = V(Y)

= Point moyen :
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On appelle point moyen d’un nuage de points le point G(Y, Y)

_ in _ ZYi
X=It o | Y=dd
n n

X est la moyenne arithmétique des réels x,
Y est la moyenne arithmétique des réels y,

= Nuage de points:

Le plan est muni d'un repére. Soit (X,Y) une série statistique double.
Le nuage de points représentant la série (X,Y) est 'ensemble des points

M(x,y) ol1 (x,y) est un couple de valeurs numériques prises respectivement
parXetY.

IV. Ajustement affine

Soit (X,Y) une série statistique double et G son point moyen.
On divise le nuage de point de (X,Y) en deux parties, contenant a peu pres

le méme nombre de points obtenant ainsi deux nuages de points.
On désigne par G, et G, les points moyens de ces deux nuages.

Graphiquement, 1a répartition des points du nuage nous permet de voir s'il
existe une relation entre les deux caracteéres étudiés.

Si le nuage de points représentant la série statistique double (X,Y) a une
forme allongée et si les points qui le forment se répartissent sensiblement
autour d'une droite passant par le point moyen G, cela permet de dire que
l'on peut lier Y et X a I'aide d'une fonction affine.
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EXERCICES

n Une enquéte sur 1000 personnes porte sur la durée passée chaque jour
devant la télévision, les résultats sont donnés dans le tableau suivant :

Durées | [0;1] | [12[ | [24] | [46[ | [6:10] | Total
Effectifs 100 200 500 150 50 1000

1) Dresser un tableau dans lequel figurent pour chaque classe : L'effectif,
le centre et la fréquence, ainsi que les fréquences cumulées croissantes.

2) Préciser la population sur laquelle porte 1’étude statistique, ainsi que le

type du caractére étudié.

3) Déterminer I'étendue et la classe modale de ce caractére.

4) Tracer le polygone des fréquences cumulées croissantes, puis déterminer la
médiane du caractére et I'intervalle interquartile .

5) Représenter, a I'aide d’un histogramme, les effectifs de chaque classe.

6) Calculer la moyenne et I'écart type du caractére étudié.

Les notes obtenues par les éléves de deux classes A et B dans un méme
devoir de mathématiques sont les suivantes :
Notes de la classe A :
14,15, 04,07,11,14, 09,10, 12, 12,16, 10,18, 13, 12, 3, 11, 14,12,10
13, 06,12, 10 ; 07.
Notes de la classe B :
11, 13, 08, 09,10, 07,08,09, 11, 14,17, 06,05, 09 12,07, 13,11, 10, 08, 04,
09, 10, 13, 12.
Calculer pour chaque classe :
a) lamoyenne X et l’écart type G .
b) Le pourcentage d’éléves ayant une note appartenant a l'intervalle
[X-0,X+0].
¢) Calculer les quartiles de chaque série de notes.
d) Tracer les diagrammes en boites de chaque série de notes. Conclure.

Le tableau suivant donne le pourcentage de la population de la Tunisie
vivant sous le seuil de pauvreté.

Années 1975 1980 1985 1990 1995 2000
Pourcentage 22% 129% | 7% 6,7% 6,2% 4,2%
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D’aprés INS

1) Enl'an 2000, la population de la Tunisie était de 9563500 habitants.
Quel est le nombre d’individus vivant sous le seuil de pauvreté en1’an
2000.
2) Sachant qu’en 1990 la population de la Tunisie est 8154400, quel était en
1990 le nombre d’individus vivant en Tunisie sous le seuil de pauvreté.
3) En prenant pour base 'année 1975, traduire en termes d'indices I'évolution
de ces pourcentages (les résultats seront donnés 2 107 pres).

nLe tableau suivant donne les dépenses moyennes en Tunisie par personne
et par an entre 1975 et 2000 en dinars.

Année 1975 1980 1985 1990 1995 2000
Dépenses 147 218 471 716 966 1329
(DT)
D’aprés INS

1) Calculer le coefficient multiplicateur qui permet de passer de 1975 a 1980.
Interpréter.

2) Calculer les coefficients multiplicateurs qui permettent de passer de
I'année 1975 a chacune des autres années. (les résultats seront donnés a
107 pres)

3) En prenant pour base 100 ’année 1975, traduire en termes d’indices
I’évolution des dépenses.

4) Construire le graphique des indices des dépenses moyennes par personne
en Tunisie.

B On donne la série statistique suivante a deux variables :

x; {1,2]114]116118
y: [ 13112 ) 14 | 16

La droite A de l'ajustement affine du nuage de points de la série double (X,Y) a
pour équation: y =9x+0,6
a) Calculer la moyenne X

b) Exprimer la moyenne Y en fonction de a.
c¢) En déduire la valeur de a.
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n Dans le tableau ci-dessous on reporte le chiffre d’affaires annuel (en
milliers de dinars) d’une librairie (de 1998 & 2005).

Année 1998 | 1999 | 2000 | 2001 | 2002 | 2003 | 2004 | 2005
Rang X, 1 2 3 4 5 6 7 8
de Vannée

Chiffre
d’affaires 80 83 78 78 78 73 72 70

(y))

1) Représenter le nuage de points de la série double (X,Y).
2) Donner un ajustement affine du nuage de points de la série double X, Y).
3) Déterminer graphiquement le chiffre d’affaires de la librairie pour ’année

2008 .
4) Déterminer par le calcul en quelle année le chiffre d’affaires sera-t-il

inférieur a 60.

Le tableau suivant donne I'age (X) et la tension artérielle (Y) de 7 personnes.

Age X |36 42 48 54 60 66 68
Tension | 12 13,5 12,6 14,3 15,4 15 15,5

1) Représenter le nuage de points M(x,y) dans un repeére orthogonal.
On prendra pour unités graphique 0,5 cm pour 1 an en abscisses et 3 cm en
ordonnées pour 1'unité de tension artérielle. L'origine correspond au point
1(10 ;10).

2) Déterminer I'équation de la droite d’ajustement affine du nuage de points de
cette série.

3) Quelle serait la tension d’une personne de 70 ans ?

B Le tableau suivant donne la distance de freinage d (en métre) d’une
voiture, en fonction de sa vitesse y (en kilométres par heure) :

v{Km/h) {30 (40 {50 |60 {70 | 80
d (metres) | 42 | 60 { 80 | 90 | 95 | 110

On note ¥ et d les moyennes respectives de v et d.
On note V(v)et V(d)les variances respectives de v et d.
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1) Calculerv, a,V(v) et V(d).

2) Soit A la droite d’ajustement affine du nuage de points de la série (v,d).
On considére qu’une équation cartésienne de Aest: d =1,3v +8. Calculer la
distance de freinage lorsque la voiture roule a2 100 Km/h.

3) Lavitesse de la voiture est de 140 Km/h, lorsque le conducteur, roulant
suivant une ligne droite, apergoit un obstacle situé a une distance de 200
metres. Pourrait — il alors éviter cet obstacle sachant qu’il met une seconde
pour appuyer sur les freins ?

Pour un immeuble de 20 appartements, on veut étudier deux critéres : le
nombre de personnes par appartement (caractére X) et le nombre de piéces
de 'appartement (caractere Y).
Le tableau suivant donne la répartition des 20 appartements dans
I'immeuble en fonction des deux caracteres X et Y.

X; Ji 2 3 4 5
1 3 1 0 0
2 2 3 1 0
3 1 2 2 0
4 0 2 1 1
5 0 0 0 1

1) Combien y a-t-il d’appartements a 3 piéces occupés par des familles de 3
personnes ?
Combien y a-t-il de familles occupant des appartement a 2 piéces ?
Combien y a-t-il de d’appartements occupés par des familles a 4 personnes ?
2) Donner les distributions marginales pour chaque caractere.
3) Quelle est en moyenne le nombre de pieces par appartement de cet
immeuble ?
Quelle est en moyenne, le nombre de personnes par appartement de cet
immeuble ?

Le tableau ci-dessous donne la répartition de 100 éleves suivant leurs
notes de mathématiques (Math) et sciences physiques (Ph). Les notes ont
été regroupées par classe.

X désigne la note en mathématiques et Y désigne la note en sciences physiques.

[0,4] | [4.8] | [812[ | [12,14] | [14,18]
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[0,4] 2 1 0 0
[4;9] 2 15 5 0
[8;12] 0 4 40 10 0
[12;14] 0 5 5
[14;18] 0 0 0 4 1

1) Représenter la série (X,Y).

2) Déterminer la distribution marginale de X et calculer X et V(X).
Déterminer la distribution marginale de Y et calculer Y et V(Y).

3) Quelle est la moyenne des éléves en mathématiques lorsque leur note en
physique appartient 2 la classe [8;12] .

Le tableau suivant donne la répartition de 150 personnes selon le nombre
d’années d’études apres baccalauréat (X) et I'age (Y).

Distribution
Marginale
22 25 28 35 e X .
2 10 4 9 2
3 24
4 0 26 23 25
5 0 8 6 8
6 0 3 1 5
Distribution
Marginale
De Y 17 46 40

1) Compléter le tableau.

2) Déterminer les distributions marginales de XetdeY .

3) Quel est le nombre moyen d’années d’étude apres baccalauréat de ces
personnes.
Quel est la moyenne d’age de la population étudiée.

4) Quel est 'dge moyen des personnes ayant un niveau « bac+4 ».

5) Quel est en moyenne le niveau d’étude des personnes ayant I’age de 25 ans.
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CORRIGES

1.
Fréquences
Classes Centres Effectifs Fréquences cumulées
croigsantes
[0;1] 0,5 100 0,1 0,10
[L2 1,5 200 0,2 0,30
[2;4] 3 500 0,5 0,80
[4;6] 5 150 0,15 0,95
[6;10] 8 50 0,05 1
1000 1

2. La population est constituée de I'ensemble des 1000 personnes sur
lesquelles porte 'enquéte. Le caractére étudié sur ces personnes est leur
durée journaliére de présence devant le téléviseur. Ce caractére est

quantitatif (car on 'exprime & I'aide d’un nombre traduisant une quantité)
et continu car ce caractére peut prendre toutes les valeurs comprises entre

Oet10.

L’étendue de ce caractere est 10-0 =10 (heures). La classe modale est celle

dont l'effectif est le plus élevé. Ici, la classe modale est la classe [2;4]

( Le plus grand nombre de personnes passent entre 2 heures et 4 heures
devant la télévision)

Le polygone des fréquences cumulées croissantes :

1 —
A
0,75 /
/
0,5
0,25 Me
0,1
A S
0
2 3 N5 6 7 8 9 10
Q t\_i

Q3



Statistiques — corrigés 197

Par lecture graphique sur le polygone ci-apres, on obtient la médiane de ce
caracteére en lisant l’abscisse du point du polygone dont l’crdonnée est 0,5.
Me =2,8 (heures), c'est-a-dire 2 heures 48 minutes. Cela signifie que la
moitié des 1000 personnes interrogées regardent chaque jour la télévision
pendant une durée inférieure a Zheures 48 minutes.

Sur le méme graphique, on lit Q, =1,7 (abscisse du point cdlont I'ordonnée
est 0,25) et Q, =3,8 (abscisse du point dont I'ordonnée est (),75).
L’intervalle interquartile est [1, 7; 3,8:| et I'écart interquartile est
3,8-1,7=2,1 (heures), c'est-a-dire 2 heures 6 minutes.

On peut en déduire que la moitié des 1000 personnes interrogées ont: une
différence de présence devant la télévision moins de a2 h ¢ min.

Comme on peut déduire que la durée de présence devant la télévision est
entre 1,7 et 3,8 heures pour 500 personnes.

5. On représente les effectifs de chaque classe avec un histogr: mme, cor:stitué
de rectangles, dont 'aire est proportionnelle a I’effectif de l¢. classe.

On prend une aire qui représente 25 personnes.
>
001 2 4 6 10
6)

Centres | Effectifs 2

Classes n;X; nx,

Xi ni

[0;1] 0,5 100 50 25

(52 15 200 300 450
[2;4] 3 500 1500 4500
[4;6] 5 150 750 3750
[6:10] 50 400 3200

1000 e
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n,X; +N,X, + 03X, +0,X, +05Xs 3000

= =3
0 +N, +n3 +N4 +ng 1000

X=

_ 0%, +hyxy” +ngx;” +0,X," +05Xss 22 11925
my+n, +n3+n4 +ng 1000
6=V =4/2,925 =1,71heures = 1heure 43 min

a) Pourlaclasse A: x=11 ; V=12,83 ; o©=3,58.
PourlaclasseB: X=10,08 ; V=11,43 ; o©=3,37.

b) » Danslaclasse A, les éléves dont la note est située dans V'intervalle
[Y -0, X+ 0'] , C'est-a-dire dans [8 ; 14] puisqu'il s’agit de valeurs entiéres,
sont au nombre de 17.

\Y 32=2,925

Le pourcentage correspondant est : -;—;—x 100=68.

Dans la classe A :

Il y a 68% des éléves dont la note se situe dans l'intervalle [X—o,X +0].

+ Dans la classe B, les éleves dont la note est située dans l'intervalle

[X-0,X+06], c'est-a-dire dans [7 ; 13] puisqu’il s’agit de valeurs entiéres,

sont au nombre de 20.

Le pourcentage correspondant est : ;%x 100 =80 .

Dans la classe B :

Iy a 80% des éléves dont la note se situe dans l'intervalle [X—oc,X +0].
¢) Pourlaclasse A: N=25.

1er quattile : 17\;— =6,25 donc le 1¢r quartile est la 72™ valeur de la série.

Q, =10

2éme quartile: N =25. N est impair donc la médiane de cette série estla

13%me yaleur de la série. Me=12.

3éme quartile : —Z—N =18,75 donc le 32me quartile est la 19°™ valeur de la
série. Q;=13.

PourlaclasseB: N =25.

1e quartile : % =6,25 donc le 1€ quartile est la 7°™€ valeur de la série.
Q=8

2ime quartile: N =25. N est impair donc la médiane de cette série estla
13éme yaleur de la série. Me=10.
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3ime quartile : %N =18,75 donc le 3%™e quartile est la 19°™e valeur de la

série. Q,=13.

d) Construction du diagramme en boites :

Xinin Q1 Me Qs Xmax
Classe A
1 . 1 1 (] i i ) 1 1 L I 1
T 1 T T T 1 L] ) L) LI ¥ T )
3 45 8 10 12 13 15 18
Classe B
X min Q1 Me Q'3 X' max

e Pourlaclasse A : L'intervalle interquartile est [10,13] .
Pour la classe B : L'intervalle interquartile est [8,13].

Interprétation :
La moitié des éléves de la classe A ont des notes entre 10 et 13 alors que
dans la classe B la moitié des éléves ont des notes entre 8 et 13.
e Pourlaclasse A: Q, =10.
Pourlaclasse B: Q', =8
Interprétation :
Au moins, 25% des éléves de la classe A ont des notes inférieures a 10 alors
que dans la classe B, 25% des éléves ont des notes inférieures a 8.
® Pourlaclasse A : La médiane est égale a 12
Pour la classe B : La médiane est égale a 10
Interprétation :
Dans la classe A, la moitié des éléves ont des notes inférieures a 12, tandis
que pour la classe B, la moitié des éléves ont des notes inférieures a 10.
¢ Pour les deux classes, le 32me quartile est égal a 13.
Interprétation :
Au moins 75% des éléves ont des notes inférieures a 13.
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Les deux classes ont la méme proportion d’éléves bons en mathématiques
(25% des éleves)

1) La population est de 95636500 en 2000.
0,042 x 9563500 = 401667 personnes
Il'y avait 401667 personnes vivant sous le seuil de pauvreté en I'an 2000.

2) Lapopulation est de 8154400 en 1990.
8154400 x 0,067 = 546344, 8 arrondi a 546345 .
Il y avait 546345 habitants vivant sous le seuil de pauvreté en 1990.

3) L’année de base est 1975.
Soit I, l'indice de I'année de base I5=100.

Soit I; l'indice de 'année 1980: I, =

On calcule de méme les autres indices , on obtient :

0'1229 x100 = 58,6 2 107" pres.

7

Années 1975 1980 1985 1990 1995 2000

Indices 100 58,6 31,8 30,5 28,2 191
218

].) On note C1980/1975 = '1"47 = 1, 4829.

C1980/1975 est arrondi a 1, 483 a 10-3 prés
Cigg0/1975 > 1. Il s’agit d"une augmentation.
Le pourcentage de cette augmentation est t = (1,483-1) x100 = 48,3.

471 716

2) Ciogs/975 = ?4—7 =3,204 . Cyg90/1975 = E =4,871
966 1329
1995/1975 = 3 = 6,571 Canoo/1975 = EVCan 9,041

3) Si N; désigne l'indice de I’année i, on a N; = C; ;1975 x100, on obtient le

tableau suivant :

Année 1975 1980 1985 1990 1995 2000
})Delg)enses 147 218 471 716 966 1329
Indices | 100 1283 | 32040 | 4871 | 6571 | 9041
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4) Construction du graphique des indices des dépenses moyennes :

1000
900 —
800 =
700 2

600 =
J 5 500 ==
400 =
a) §=1(in)=§=1'6 300 ; : ”
i 5 200 :

c) G(Y,V)GA:Y=—9)(+O’6 1085— <5

1975 1980 1985 1990 1995 2000
=9x1,6+0,6 >55+a=5x9x%x1,6+0,6x5=>a=20

D samm

805 &
1 —_ ¢ A=
) 70 [~y

55+a
5

6!
50
140
3

1 2 3456 7 8 9101112

2) Coordonnées des points G, et G,
Le point G, du nuage formé par les quatre premiers points a pour
coordonnées (X;,y,) avec:

%, =1_+2:;#=.1_Q=2,5
?l_ﬁo_ﬁﬁ_m_ﬂ&_é‘lig_m 75 G,(2,5;79,75).

Le point moyen G, du sous nuage formé par les quatre derniers points a
pour coordonnées (X,,¥,) avec:

X, = _53_*‘5'2#& 246 6,5
= 78+73+72+70 _ 293 73 25 G2(657325)

Equation de la droite (G,G,) :

La droite d’ajustement affine de y en x est de la forme y =ax+p
(car G, et G, ne sont pas de méme abscisse).

G,(2,5,79,75) appartient a (G,G,) donc 79,75=2,50+p.
G,(6,5;73,25) appartient a (G,G,) donc 73,25=6,5a +p .
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On résout alots le systeme {g’ggi :;g' gg

{g‘i‘__;g‘@f_z 5o, A0l @ =-1,625 et p=83,8125.

(G,G,):y=~1,625x +83,8125.

3) L’année 2008 est I'année de rang 11.
A Vaide de la droite (G,G,) on pgiit déterminer le chiffre d’affaires prévu
pour 2008 en considérant I’abscisse du point de (G,G,) d’abscisse 11, on lit
y=66.

5) On cherche x tel que y <60 .

y <60 < ~1,625x +83,8125 <60 <> 1,625% > 23,8125 < x> 2?’2;25
23,8125 _
—i,_6§5— =14,654

Le premier nombre entier supérieur a ce nombre est 15.
Donc c’est en I'année dé raiig 15 que le chiffre d’affaire est au dessous de
60 milles dinars (pour la premiére fois). L’année de rang 15 est 2012.

1)
2) Coordonnées des points G, et G, ;; §z
Le point G, du nuage formé par 14: .
les quatre premiers points a pour 3 G ;/_
coordonnées (X,,¥,) avec: ’li ) 4
ZX 30_40 50 60 70

X, =t—=45 et y = 3Zy,_ml

i=1
donc G,;(45; 13,1) .
Le point moyen G, du nuage formé par les quatre derniers points a pour
coordonnées (X,,y,) avec:

7
_Zx =64,666 , ¥,=2.y,=153  donc G,(64,666;15,3)
i=5

Equatlon de la droite (G,G,) :

La droite d’ajustement affine de y en x est de la forme y =ax+p
(car G, et G, ne sont pas de méme abscisse).

G,(45;13,1) appartient a (G,G,) donc 13,1=450+p.

G, (64,666 ;15,3) appartient a (G,G,) donc 15,3 =6,5x64,666+p .
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On résout alors le systéme {ﬁa&g(; +1 g ’=115 3

{19, 6660 = 2,2

B131.45q d'0% a=0,11187 etp=8,066.

(G,G,):y=0,11187x+8,066 .

3) Onremplace x =70 dans l'équation (G,G,):y =0,11187x+8,066, on
trouve y =15,8969 .

la tension artérielle estimée d’une personne de 70 ans est environ 15,9.

- 6
1) « v= lZv, l(30+4o+50+60+70+80)_§9_55
nis 6 6
6 -
. V(v)=13 v (3) =291,66667
ni;
= 1¢ 1
. d==Y4d,;= —6—(42+60+80+90+95+110) 79,5
nll
. V(d)== Zdz (@) =511,25

2) A:d—1,3V+8,
pour V=100Km/h on trouve d =138 metres.

3) Ladistance d (en métres) nécessaire pour stopper le véhicule dés qu’il voit le
danger est égale a la somme des distances parcourue pour une seconde de

reflexe et la distance de freinage.
Pour V=140Km/h ona: d=1,3x140+8 =190 métres,

140 km = 1 heure =
140 000 meétres 3600 secondes
1 seconde
140000

la voiture parcoure la distance = 38,88 matres.

d’ot1 la distance de freinage est 190 + 38,88 = 228,88 > 200metres d’ou le

conducteur ne peut pas éviter I'obstacle.

Comment lire ce tableau ?

+ Pour obtenir les distributions marginales on ne tient compte que des totaux

en ligne et en colonne.
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Distribution
Yi 2 3 4 5 Marginale
X, deX n,
1 3 1 0 0 4
2 2 3 1 0 6
3 1 2 2 0 5
4 0 2 1 1 4
5 0 0 0 1 1
Distribution
marginale 6 8 4 2 20
deY n,

n,, =1 signifie qu’une seule famille de 4 personnes habite un appartement a
4 piéces.

n,, =1 signifie qu'une seule famille de 3 personnes occupent un appartemant
de 2 pieces.

n,, =2 signifie que 2 familles de 3 personnes occupent un appartement de 4
piéces.

Les totaux en lignes n,, et colonnes n,; donne l'effectif d’une modalité d'un
caractére indépendamment de sa répartition en fonction de l'autre caractere.
Exemple: n, =8, cela signifie que 'immeuble compte 8 familles occupant
des appartement a 3 pieces.

n,, =5signifie que I'immeuble compte 5 familles composées de 3 personnes.

1) «3 pieces » correspond a la deuxiéme valeur de Y dans le tableau et « 3
personnes » correspond a la 32me valeur de X. ng, =2.
Le nombre de familles occupant des appartements a 2 piécesest n, =6.
Cette valeur est obtenue de la 1% colonne total du tableau.
Le nombre d’appartements occupés par des familles de 3 personnes est
n, =5. Cette valeur est obtenue de la 3*™® ligne total.

2) Distribution marginales de X :
Les marges d’un tableau d’effectifs 2 double entrée sont la ligne total et la
colonne total.

X; 1 2 3 4 5

Effectif n,, 4 6 5 4 1

Y; 2 3
Effectif n, 6 8
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3) X: le nombre moyen de personnes par appartement et Y est le nombre
moyen de piéces par appartement.
5
_ Zni-xi _ Zn'iyi
X=&l—=26 Y="—=2,8
20 20
~— 16 (6) 0 6 ) &
D
—113 0 Y €t {6} 4
—110 9 5 {40 5) ¢
— 6 e @ @ © {
—2 ) < {6 O {6}
0 2 6 1 1 1
2
Distribution
Y 2 6 10 13 16 Marginale
X; deX n,
2 2 1 0 0 0 3
6 2 15 5 0 0 22
10 0 4 40 10 0 54
13 0 0 5 6 5 16
16 0 0 0 4 1 5
Distribution
marginale 4 20 50 20 6 100
deY n,
Distribution marginale de X :
X; 2 6 10 13 16
Effectif n,, 3 22 54 16 5

Moyenne arithmétique X et V(X):
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5
Zn X Zni.xiz 4
= =9,66 V(X)=il—-X"=8,5
100 (X) 100 o
Distribution marginale de Y :
Y. 2 6 10 13 16
]
Effectif n; 4 20 50 20 6
Moyenne arithmétique Y et V(Y)
Y=2 =9,84 v(Y)=L2 -Y =9,6944
100 100

3) Laclasse [8,12[ correspond a la 3*™¢ valeur prisepar Y: Y, =10.
On note X3 la moyenne en mathématiques des éléves ayant la note en

Physique appartenant a la classe [8,12].
Ily a50 éleves ayant la note de physique entre 8 et 12.

Note de Math des
éleves ayant la note de 2 6 10 13 16
Physique dans [8,12]

Effectif n,, 0 5 40 5 0

X =0><2+5x6+40x10+5><13+0><16 =9,9

50

0 ®1 3 1 5

X : le nombre d’années d’étude apres le bac et Y : 'age.
1) 10+4+9+2=25 1) 17-(0+0+0+10)=7 (2)
46-(9+23+6+3)=5 (3) 40-(2+25+8+1)=4 (4)
24-(7+5+4)=8 (5) 0+26+23+25=74 (6)
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0+8+6+8=22 7) 5-(3+1)=1 8)
4+8+26+8+1=47 9

2)
X, 2 3 4 5 6
Effectif n, | 25 24 74 22 5
Y, 22 25 28 35
Effectif n,; 17 47 46 40
3) X=3,72

Y =28,24

4) «Bac + 4 » correspond a la 3®™€ valeur de X. Il y a 74 personnes ayant le

niveau « Bac+4 ». On désigne par Y3 est I’dge moyen des personnes ayant
un niveau « Bac + 4 »

On ne tient compte que de la ligne correspondante a la modalité 4 du
caractere X.

Age des
personnes ayant 22 25 28 35
Bac + 4
Effectif n,; 0 26 23 25
Y, - 0x22+26x25;:3x27+25x32 ~27,986

5) «l'adge 25 ans » est la 22™e valeur prise par Y. Il y a 47 personnes d’age 25
ans dans cette population.
On désigne par Xz le nombre moyen d’année d’étude apreés bac des
personnes ayant 1’dge 25 ans. On ne tient compte que de la colonne
correspondante a la modalité 25 du caractére Y.

Nombre d’années
apres bac pour les 2 3 4 5 6
personnes d’age
25 ans.
Effectif n, 4 8 26 8 1
7 _ 4x2+8x3+26x4+8x5+1x6

X2

= 3,872
47
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