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Avant propos

La Collection « Aquipat », 3tme gdition, est un ouvrage de mathématiques qui s'adresse 4 tous
les éléves de Terminales Scientifiques (C, D et E) et tous les collegues enseignants intervenant dans
ces classes. Il rassemble tout le programme en vigueur depuis 2008, excepté la statistique.

Il est concu de telle sorfe que tout éleve de Terminale Scientifique peut, sans aucune
difficulté, préparer et réussir son baccalauréat. Il permettra aux collégues enseignants de proposer

directement des exercices par chapitre a leurs éleves.

La Collection « Aquipat » comprend deux grandes parties.

- La premiére partie comprend un résumé de chaque chapitre suivi des plusieurs exercices, des

problémes de synthese et enfin des sujets de fype baccalauréat ;
_ La deuxiéme partie est le corrigé de la plupart des exercices, problémes et sujefs proposés

Par ailleurs, nous mettons en garde [éleve de toute lecture systématique du corrigé. Tout éléve

consultant ce document, doit d'abord lire et essayer de corriger lui-méme l'exercice et enfin s‘assurer
de sa démarche. Nous vous signalons également que cerfains corrigés sont condensés dans l'objectif

de pousser ['éléve a découvrir la démarche et enfin de s'en approprier. Ainsi, nous assurons tout ¢leve
qui mettra en pratique nos suggestions et qui exploite correctement notre collection réussira son

examen en mathématiques.

Chers collégues enseignants, VoS remarques et suggestions seront les bienvenues pour
I'amélioration du document, d'avance merci (nul n'est infaillible et toute ceuvre humaine n'est jamais
parfaite).

L'auteur
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1¢re Partie : Enonceés

D NOMBRES COMPLEXES ET TRANSFORMATIONS DU PLAN
A) RESUML: DU COURS

1) Etude algébrigue

Définition 1 : On dit que z est un nombre lorsqu'il s’écrit sous la forme : z = a + (b ol a et b sont des réels et [ le

nombre imaginaire tel que : i? = —1. U'ensemble des nombres complexes est noté C.

Vocabulaire :
b est la forme algébrique de z avec d la partie réelle de z et b la partie imaginaire de z.

e a+li
a; b) appelé point image de Z et, 3 tout point

e A tout nombre complexez = a + ib, on associe le point M(
M(a; b), on associe le nombre complexe z = a + ib appelé affixe du point M

Propriété 1:Soitz =a+ ib un nombre complexe
e Sia = 0,z estditimaginaire pur;
e« Sib=0,zestditréel;
e Sia=0etb=0,alorsz=0.
Définition 2 : on appelle conjugué de z = @ + ib le nombre complexe : Z = @ — ib
Propriété 2 : Pour tous complexe z = a + ibet Z=a-—ib,ona:
« z+4+zZ=2a;
o« z—Z=2ib;
« zxz=a’+b*;
e« 7z estréelsi, et seulement siZz=172Z;
e z estimaginaire pur si, et seulementsi:z =—Z
Définition 3 : on appelle modulede z = @ + ib, le réel positif noté |z| tel que : |z| =V a? + b?
Propriété 3 : Pour tous complexes Z
o |zz'| =zl x|Z|
‘l 2
z 1zl
- \1‘ =
z! 1z7]
o |z*=l2I"
o« |z+Z< 2+ |z'| (Vinégalité triangulaire)

1) Etude trigonométrigue

et z', pour tout relatif n,ona:

+ 0 toute mésure de I'angle orienté (€1, 0M) eton nq.elz arg(z) =

pDéfinition 4 : On appelle argument de z

€, 0M)+2km k€L

R
cos@ = Ret)
i d lors : e
Si @ est un argumentde z, 3 L9 Im(2)
sin@ = ——

Iz|

Propriété 4 : Pour tous coraplexes z et 7' non nuls, pour tout relatif n non nul,ona:

e arg(zz')=argz+t argz' + 2km;
o arg (%) = —argz + 2km;
. arg (—"—,) — argz — argz' + Zkm

e arg(z')=nargz + 2k
e z=2% ©argz= argz'|2m)

M
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. serique de Z-.
Définition 5 : Si |z| = r et argz = 8 + 2km, r(cos@ + isin) est la forme trigonometriq

Définition 6 : on appelle forme exponentielle de z, I'écriture : rel®

de
. . ;sinn@ (formule
Propriété 5 : Pour tout réel @ et pour tout relatif n, on a : (cos@ + isin@)" = cosnd + st

Moivre)
o elf 10 . el0—e™'0 formules d’Euler)
Propriété 6 : Pour tout nombre réel 9, on a: cos0 = etsinf = 2i fa

1)) Equations dans C
Propriété 7 : Soit I'équation complexe : az? + bz + ¢ = 0 (a # 0)
On pose : A= b% — 4ac

e SiA= 0, 'équation admet une solution double : z = —Eb;
i L : -b- —b+VA
* SiAe R, I'équation admet deux solutions : z; = i etz; = —
I N —b+iV=4
e SiA€RY,équati fons i3 7y = 2 =
quation admet deux solutions : : z; — etz 2a bk
* SiAeC,Aadmet deux racines carrées § et - § et 'équation admet deux solutions complexes : Z3 = —5
__ —-b+é
et Zy = T
V) Nombres complexes et géométrie
Tableau récapitulatif des nombres complexes et configurations
configurations Caractérisation complexe -| Caractérisation géométﬁque
i Zc— Z —_— — T
ABC triangle rectangle en A C A _ ib mes(AB,AC) =F E + 2k
Zg — 7y
(b e RY)
ABC triangle équilatéral Zc—Zp _ eJ_”%r AB = AC = BC
Zp —Zy4
ABC triangle isocéle en A ;C_‘ZA — Tic AB = AC et mes(AB,AC) =
B~ €A
(0<a<m
ABC triangle rectangle et isocéle en Z¢ =2 = T AB = AC et mes(AB'AC) = ig
A Zgp —Zy
A, B et Csont alignés Zc —2p _ a mes(AB,ZE) = 0[n]
Zg — Zy
(a€R") >
A, B, C et D sont cocycliques zg—Z¢ .28~ Zp R Mes(CA,CB) = Mes(DA,DB) (]
Zy— Z¢ Zy—Zp
ABCD est parallélogramme Zg—Z4 =Zc— 2Zp AB = DC
Tableau récapitulatif des nombres complexes et transformations
transformations Ecriture complexe Caractérisation géométrique
Translation de vecteur 1(b) zZ'=z+b MM — 3 —
Symétrie par rapport a ['axe réel /=2 OM' = OM
(31, OM') = _(?3’1" OM)
Symétrie par rapport al’axe z'=-2 {OM’ = OM
imaginaire 2 ,O-__.M’ o S,
= : ( 1 T — (€1, 0M)
Symétrie de centre Q(w) Z —w=-(z-w) QM — G
it Z-w=k(z-w = —
Homothétie de centre Q(w), de ( ) M = ki
rapport k .
Rotation de centre Q(w), d'angle a z' —w= ez - w) {.QM’ — Y]
mes(QOM, QOM') = a
- - ! =a+2
Similitude de centre Q(w), d’angle Z' —w=ke'(z - w) {QM’ = kQM 2
a, de rapport k mes(OM, OM') = o + 2k
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B) EXERCICES

Exercice 1

Soit Z = E_(J%_:;)—;T .Onposez; =(1+ i)° etz; = (\/§+ 3i)*.
1) Mettre z, et z, sous forme trigonométrique. En déduire leur forme algébrique.
2) Donner la forme algébrique, puis la forme trigonométrique de Z.
3) En déduire les valeurs exactes de cos 1—"2 et sinlfz—.

Exercice 2
(z)°

On considére les nombres complexes : Z; = 1-i;z;=1-iv3 etZ=_—"1.
(z2)

1) Calculer le module et un argument de z;, Z; et Z.

2) Déterminer la partie réelle et la partie imaginaire de Z.

3) Déduire des questions précédentes les valeurs exactes de cos% et sin%.
Exercice 3

Soit P un plan rapporté a un repére orthonormé (0,4, ). A tout point M de P de coordonnées (x, y) on associe

son affixe z = x + Uy.
1) Montrer que I'ensemble D d

droite dont on donnera une équation.
ensemble D est une droite en utilisant le

es points M de P dont I'affixe z vérifie: |z—1—-2i|=1[z—-7+ 2i| est une

2) Retrouver sans calcul que I point A d’affixe z4 = 1+ 2ietle

point B d'affixe zg =7 — 21.
Exercice 4
soitgp: C—{-1,1} > C I'application définie par: o(z) = z—zzf—l-
1) Démontrer que pour tout nombre réel @ de I'intervalle ]0; m[, le nombre complexe (p(e“’) est imaginaire
pur ; déterminer son module et son argument.
2) OnnoteZzle nombre complexe conjugué de z.

2z
-1
a) Montrer que: o(z) = iz 2).
EETH

— X + iY avec x,y, X et Y nombres réels. Calculer X et Y en fonction

b) On posez:x+iyet22(§2—1)

dexety.
c) Leplanest rapporté a un repére orthonormé (0,1, V) ; Détermine
L

d’affixe z tels que @(z) soitun nombre imaginaire pur.

3) Résoudre dans C 'équation @(2) = >

r 'ensemble des points M du plan

Exercice 5
1) Ecrire sou
2) Pouri nombre réel quelconque, on pose : Z

Calculer les réels x; ety en fonction de A.
de coordonnées (X4; ¥Ya) quand A décrit [0; 2.

3 _ g sont les affixes des points de (0.

s forme trigonométrique les racines cubiques du nombre complexe : @ = 16(1—1i)

,=1+i+2V2e =x3+ Y2

a)
b) Déterminer I’ensemble (C) des points M;

3) Montrer que les solutions de I'équation [z — (1 + i)]

Exercice 6
soitzy = =3 + V3 22 —JZ+iveetzz=

Zyz3

/8 — iV/8 trois nombres complexes. On pose : Z = — ¢
2

1) Ecrire Z1; 22 et z5 sous forme trigonométrique puis exponer:tielle.

2) Endéduire une forme exponentielle de Z.
3) Calculer alors la forme algébrique de Z.

E_‘_‘____;___—_—-_—______’_’_————-——____-—_—/—
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Exercice 7

T
; rargument 'i.
- S odule 1 etd
On considére le nombre complexe z = —1 + iy, ou i est le nombre complexe dem

1) Calculer les valeurs du réel y pour que |z| = 2.
2) Pou chacune des valeurs de y trouvées :

- Ecrire z sous forme trigonométrique.

4

- Ecrire z" sous forme trigonométrique.

3) Onpose Z = —8 + 8iv/3.
a) Ecrire Z sous forme trigonométrique.
b) Résoudre dans C I'équation z* = —8 + 8i+/3.
Exercice 8 .
1) Résoudre dans C I'équation z° = 1 les solutions seront données sous forme trigonomeétrique.
2) Démontrer que la somme des solutions est nulle.

e 2 4 1
3) En déduire que : cos?" + cos%r =3
. 4n . 2 . 2n 4m
4) Exprimer cos < en fonction de cos ?" puis calculer cos = etcos—.
Exercice 9

Le plan complexe est rapporté 2 un repére orthonormé (0; i; ¥) d’unité graphique 2 cm.

; < ; . ; : métrique et sous
1) Résoudre dans C I'équation z3 = 1. Les solutions seront données sous forme trigonometrique
q :

. L. . - : 3 _
forme algébrique. En remarquant que 23 = 8, déduire les solutions de I'équation z° = 8.

2) Ondonne les points A, B et C d’affixes respectives —1 + iv3; 2 et — 1 — iv3.
a) PlacerA,BetC.

b) Calculer le module et un argument de 24~28,
Zc—2Zpg
c) Endéduire la nature du triangle ABC.
3) On considere f, la transformation du plan dans lui-méme qui, 3 tout point M d’affixe z associe le point M
2
d’'affixe z' tel que z' = e'3 z.

a) Déterminer la nature et les éléments géométriques caractéristiques de f.

b) Déterminer les affixes des points A’ et C’ images respectives des points 4 et C par fs

c) Endéduire I'image de la droite (AC) par f. En donner une équation.
Exercice 10

Le plan est rapporté a un repére orthonormé (0; U; V) et tout point M (x, y) est repéré par son affixe z = x + iy.

On désigne les points A, B, C et D d’affixes respectives —1, 1,% et 2. A tout point m du plan d’affixe z + 2, on
2z-1

2-z°

a) Déterminer I'ensemble E des points m d’affixe z tels que |Z| = 1.

associe le point M d’affixe Z tel que : Z =

b) Déterminer I'ensemble F des points m d’affixe z tels que arg(Z) = g (2m].

c) Tracer les ensembles E et F. On prendra 2 cm pour unité graphique.
z

-1 . . .
d) Exprimer en fonction de z le nombre complexe U = 7+1- EN déduire que les points 4, B, m et M sont

cocycliques ou alignés.
Exercice 11

Dans le plan complexe rapporté au repére orthonormé direct (0, U, V), on considére I'application F qui, a tout
point M d’affixe z, associe le point M’ d’affixe z’ définiepar:z' = u’z+ u— 1ot u désigne un nombre
complexe.

a) Déterminer I'ensemble des nombres complexes u pour lesquels F est une translation ; caractériser F poyr
chacune des valeurs trouvées.
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b) Déterminer Fensemble des nombres complexes u pcu
r lesque : rt ;
P quels F est une rotation d’angle b caractériser

F pour chacune des valeurs trouvées.
c) Déterminer I'ensemble des nombres comp
caractériser F pour chacune des valeurs trouvées.
d) Caractériser F lorsque U = 1-1.
Exercice 12
Soit un plan P rapporté a un repére

z = x + iy son affixe.
On désigne par A et B les points d'affixes respectives i e

lexes u pour lesquels F est une homothétie de rapport —-2;

orthonormé direct (0; U; ¥). Pour tout point M(x ; y), on désigne par

t — 2i. Soit f I'application du plan privé de Adans P
d’affixe z # i, associe le point M’ d’affixe z' définie par:z' = £2z+—1:
z

A) Soit z un nombre complexe différent de i.

a) On désigne réspectivement parr et @ le module et argument de z
0 a I'aide des points A et M.

b) Montrer que (z' +2i)(z — i)=1.

c) Ondésigne respectivement par r' et @' le module et un argumen
de 1 et 0. Interpréter 1’ et 8 a l'aide des points B et M'.

B) Soit (C) le cercle de centre A et de rayon 1.

a) Montrer que siM appartient a (C), son image M’ apparti

— i. Interpréter géométriquement T et
t de z' + 2i. Exprimer ' et 8’ en fonction

ent 3 un cercle (C") de centre B dont on donnera

le rayon.
b) Le cercle (C") estil I'image par f du cercle <)

C) Soit T le point d’affixe g + (1 + iz—z—) i
AT déduire que T appartient au cercle (C).

a) Calculer I’affixe de AT ; en
de 'angle (U; 717') Tracer le cercle (C) et placer le point T.

b) Déterminer une mesure en radians

Exercice 13
pére orthonormé direct (0,1,]). Unité: 2 cm
3+i

Le plan est muni d’un re
1) Soit le nombre complexe zy =37
trigonométrique et exponentielle.

a) Ecrire z; sous forme algébrique,
3_(7+0)2° +2(8+30)z—-100+D=0.

b) Monter que Z; est solution de I'équation (E) : 2

c) Résoudre dans C I'équation (E).
2) On considere les points A BetK

a) Placerles points A, B et K et montrer que
b) SoitT le cercle circonscrit au triangle ABK. Déterminer I’affix

3) SoitA ['ensemble des points d’affixe z vérifiant la relation |z —

Justifier que le point F d'affixe 4 + 2i appartient al.
ensemble A.

du plan d’affixes respectives 1 +1i,3 + iet3—i.

le triangle ABK est rectangle isocéle.

e du centre G et du rayon de I.
1-i|l=1z—-3+1il

a)

b) Caractériser géométriquement I
E de A situé sur l'axe

0 et déterminer I'affixe du point

c) Démontrer que A a pour équation-x + Y +2=
des ordonnées.
Exercice 14
a est un nombre quelconque. On considere dans C i’équation (E):
z3 — (ia+ 2V3)z% + (2iaV3 + 4)z — 4ia = 0.
1) Déterminer le nombre a pour que _2i soit solution de (E).
oré 2, tel que : 23 + (2i —2V3)z" + (4 —4i3)z + 8i=P(D)(z -

2) Déterminer le polynéme P de de

V3 —i).

W
/—’//
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4)

a)
b)

<)

*affixes
) ts M,N et Qda
Dans le plan complexe rapporté a un repére orthonormé (0, 1,/), on donne les points

respectives :v/3 + i, —2i et V3 — i.

Représenter les points M, N et Q.

T désigne le symétrique de M par rapport a (0f). Démontrer que le triangle TMQ est rectan
Démontrer que les points M, Q, N et T sont cocycliques.

gle en M.

Exercice 15

On considere I'équation (E) : z3 — (1 —i)z2 + 2(1 + i)z + 8i = 0.

1)

2)

a)

b)

3)

a)
b)

. . N ions seront notées
Résoudre I'équation (E) sachant qu’elle admet une solution imaginaire pure. Les solutions

Zg, Zy et z; ol z est la solution imaginaire pure et |z;| < |2;|. o
Dans le plan muni d’un repére orthonormé direct (0, I, J), on considére les points A, BiEEC
respectives zg, z, et z,.

affixes

. . Z3—Zg
Calculer le module et I'argument principal du nombre complexe zz —
1740

Déduire que le point C est 'image du point B par la similitude directe S de centre A dont on precisera le
rapport et I'angle.
Soit T la transformation du plan qui a tout point M d’affixe z associe le point M’ d’affixe z’ telle que :
1
z’=\/—i(1+i)z+\/§+(2—\/ﬂi

Déterminer la nature et les éléments caractéristiques de T.
Déterminer I'image D de C par T.

Exercice 16

A)
1)
2)
3)
B)
1)

2)
3)

4)
a)
b)
5)

On considére le polynéme P défini sur C par : P(z) = 23 — (2 + iv2)z? + 2(1 + iV2)z — 2iv2.
Montrer que I'équation P(z) = 0 admet une solution unique imaginaire pure 2.

Déterminer les nombres réels a et b tels que : P(z) = (z — zy) (2% + az + b).
Résoudre dans C I'équation P(z) = 0.

3
On considére les points 4, B, ] et K d’affixes respectives:z, = 1+ i,zg = 1 — i, zZy = ivV2etzy=¢e'".

Placer les points A, B, ] et K sur une figure qui sera complétée au fur et 3 mesure dans la suite de
I'exercice.

Soit L le symétrique du point J par rapport au point K. Déterminer 'affixe du point L.

Montrer que les points A, B, J et L appartiennent a un méme cercle dont on précisera le centre et le
rayon.

Soit D le point d’affixe zp — —1 + i. On considére la rotation r de centre O qui transforme J en D.
Déterminer une mesure de I’angle de la rotation .

Soit C 'image du point L par la rotation r. Déterminer I’affixe du point C.

Quelle est la nature du quadrilatere ABCD ? lustifier la réponse.

Exercice 17
Le plan complexe est rapporté a un repére orthonormé direct (o, U, V). On considére I"application f du plan dans

lui-méme qui, a tout point M d’affixe z, associe le point M’ d’affixe Z'telle que: z' = z2. On note Q le point
d’affixe 1.

1)
2)
a)
b)
3)

————___'——_\
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Déterminer 'ensemble I’y des points M du plan tels que f(M) = M.

Soit A4 le point d'affixe a = V2 — iVZ2 .

Exprimer a sous forme exponentielle.

En déduire les affixes de deux antécédents de A par f.

Déterminer I'ensemble I, des points M d'affixe z tels que I'affixe z' du point M’ soit un nombre imaginaire

pur.
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4)

a)

Dans cette question, on souhaite déterminer I'ensemble I3 des points M distincts de Q pour lesquels le
triangle QMM est rectangle isocéle direct en £1.

Alai i ' i . . .
aide de la rotation de centre Q et d'angle -, montrer que M est un point de I'; si et seulement si

22—iz—1+i=0etz#1

b)
c)
5)

a)
b)

Montrer que z2 —iz—1+1i= z-1D(z+1-D.
En déduire 'ensemble I3.
Soit M un point d'affixe z différente de 0 et 1.

Exprimer (OM, OM") en fonction d'argument de z.
En déduire 'ensemble Iy des points M distincts de O et de  tels que 0, M et M’ soient alignés.

Exercice 18
Le plan complexe est muni du repere orthonormé (0,1, V) direct.

1)
a)
b)
c)
d)

2)
a)

b)

<)

Exercice 19
Dans le plan complexe muni d’

Soit z € C ou C désigne I’ensemble des nombres complexes. Posons Z = X + iy, x et y réels.

Sous quelle forme est écrit z ? Quelle est sa partie réelle ? Quelle est sa partie imaginaire ?

Quel est le module de z ?

Soit a un argument de Z pour Z € C*. Déterminer le cosinus et sinus de @ en fonction de z.

Soit M(z) un point du plan complexe et M'(z") 'image de M par la rotation de centre 0 etd'angle 6.
Exprimer z’ en fonction dezeth.

On considére dans C équation (E) d'inconnue z qui suit : %zz +4y3z+32=0

Résoudre |'équation (E).

On considére les points A et B d’affixes respectives @ = —4+/3—4iethb= —4+/3 + 4i.

Calculer 0A,0B et AB.En déduire la nature du triangle 0AB.

On désigne par C le point d’affixe ¢ = \/3 + i et par D son image par la rotation de centre O et d’angle ;

Déterminer Iaffixe du point D.

On suppose G le barycentre des points pondérés (0,1); (D, —1) et (B,—1).
Montrer que le point G a pour affixe g = —4+/3 + 6.

Placer les points 4, B, C et G sur une figure.

Déterminer une mesure en radians de I'angle (_671', ﬁ). En déduire la nature du triangle GAC.

un repére orthonormé (0,1, V), on donne les points A et B d’affixes respectives

zA:2+2ietzB:1+\/§+i(3+\/§).

1)
2)
3)

4)
5)

Exercice 20

1)
a)
b)
c)

2)

—————
Ndonaye Patrice Ouala (Collection Aquipat)

z . .
Ecrire le nombre Z = ;”? complexe sous forme algébrique.
A

Déterminer OA et AB. Vérifier que 0B = 2(1+3).

Déterminer en radians, la mesure principale de (Ii, OA) et (u,0B).En déduire une mesure en radians de

I'angle (Tﬂ, 0B).

n 4 m
En utilisant les questions précédentes, donner les valeurs exactes de cos; et sin.

péterminer l'affixe du point D image de A par la rotation de centre O etd'angle & oua = 2(0A,0B).

Dans C on considéere I’équation : 3+ (—4— 6i)z* + (—4+ 20i)z + 16 —16i = 0.

Démontrer que cette équation admet une solution réelle zo que I'on précisera.

Résoudre dans C cette équation.
Démontrer que les trois solutions trouvées scint éléments d’une suite géométrique de premier terme Zg

dont on donnera la raison.
Le plan est rapporté a un repére orthonormé direct (0,4, 7).
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a) Déterminer I'ensemble des points M d'affixe z vérifiant : |(1 - tﬂz - ‘| =
b) Déterminer I'écriture complexe de la similitude directe S qui transforme .4(!) enOetle
point B(ﬂ en B'(4i). Préciser ses éléments caractéristiques.
¢} Donner I'expression analytique de S.
Exercice 21

Soit f I'application définie sur Cpar : f(z) = (-1 + i)z + 1 + i.

1)
2)
3)

4)

Donner la nature et les éléments caractéristiques de la transformation plane § associ¢e a [

Donner I'expression analytique de S. ) . |
Soit (D) la droite d’équation y = 2x — 1 et (D’) 'image de (D) par S. Déterminer une équation dela
droite (D). :

Soit (C) le cercle de centre I(1,2) et de rayon 2 et (C") I'image de (C)par f. Donner une équation du
cercle (C").

Exercice 22

. . : i3 int
Le plan complexe est rapporté 4 un repére orthonormé (0, %, 7). Soit la transformation S du plan qui, a tout po

M d’affixe z, fait correspondre le point M’ d'affixe z' tel que:z = (1 + lﬂ

1)
2)
3)
a)
b)

4)

3+t\/_

Démontrer que S admet un unique point invariant J dont on précisera I'afflxe.
Déterminer la nature et les éléments caractéristiques de S.

Soit A le point d’affixe —1.

Tracer le cercle (C) de diamétre [JA].

Caractériser et tracer le cercle (C") image de (C) par S.

. . . V3
Déterminer I'ensemble des points M d’affixe z tels que : I(l +iV3)z + % + t% =1

Exercice 23

F est I'application du plan dans lui-méme qui, a tout point M d’affixe z, associe le point M’ d’affixe z’ définie par :

z'=2z+43—4i

1) Aestle point d’affixe —2 + i.

a) Déterminer I'affixe du point A’ = F(4).

b) Placer A et A’ dans le repére muni du repére (0, ey, €3).

2) —Montrer que I'application F admet un unique point invariant Q dont on déterminera I'affixe w.

- Démontrer que, pour tout point M(z) dont I'image par F est M'(z"),ona:z' —w=2(z— w) (1)

- Traduire vectoriellement la relation (1).

- Reconnaitre I'application F.

3) —Déterminer 'ensemble I des points M d’affixe z vérifiant : |z + 2 — i| = 1.

- Quelle estI'imageI''de T par F ?

- Tracer sur la figure précédente les ensembles I" et "',

Exercice 24

1) Résoudre dans C I'équation : 4z — 12z + 153 = 0.

2) Dans le plan complexe rapporte a un repére orthonormé (0, U, V), on considere les points A, B, C et P
diaffixes respectlves Zy == + 6i, zg = 3 — 60,z =-3— 11 el zp =3 + 2ietWw le vecteur d’affixe
Zy = -1+ E i.

a) Déterminer I'affixe zy du point Q, image de B par la translation de vecteur w.

b) Déterminer I'affixe zz du point R, image de P par 'homothétie h de centre C et de rapport — 1,

c) Déterminer I'affixe zg du point §, image de P par la rotation r de centre A et d'angle - T,

d) Placer les points P, @, R et S dans le plan précédent.

e) Démontrer que le quadrilatere PQRS est un parallélogramme.

-ﬂ_\
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f)
g)

Calculer ?—'?. En déduire la nature du triangle PQR.
P2
Justifier que les points P,Q,RetS appartiennent a un méme cercle dont on précisera I'affixe du centre et

la valeur de son rayon.

Exercice 25

1)
a)

b)
c)
2)
3)

a)
b)

c)

Exercice 26
soit a, B et A des nombres réels. On considere dans le

d’affixe z, associe le point M' d’a

1)
2)
a)
b)
3)
a)
b)
c)

Exercice 27
soit P le plan complexe. On désigne

On considére les nombres complexes : d = _Ji+ib=3+2ietc=7-2L
Déterminer de deux fagons différentes les racines carrées de a. En déduire les valeurs exactes

St . D
de cos— et sm—fr

12 12°
Déterminer les entiers 1 pour lesq
Déterminer les entiers 1. pour lesq

Déterminer et construire les ensemb

bl = |al.
Soit f I'application du plan dans |ui-méme qui, 3 tout point M(z), associe le point M'(2") tel que :

2 = (1+iV3)z —5iV3

Démontrer que f admet un seul point invariant Q.
Démontrer que f estla composée d’une rotation et d’'une homothétie positive de

I'angle de la rotation et le rapport de I’'homothétie. ;
Déterminer et construire les images par [ des ensembles déterminés 3 la question 2).

uels @™ est un nombre réel.

uels @™ est un imaginaire pur.

les des points M d'affixe z telsque:a) |z — b|=|z—cl;b) 2|z —

méme centre ; préciser

plan complexe la transformation f3 qui, a tout point M

ffixe z' définie par : z = (a+ip)z+1- iA.

Déterminer a et § pour que [ soitune similitude directe du plan de rapport 2 et d’angle -—g.
On donne 3 a et p les valeurs trouvées précédemment.

Déterminer I'affixe du centre 2 dela similitude f; en fonction de A.
Quel est I'ensemble décrit par le point {2 lorsque A varie.

soit A et B les points du plan d'affixes respectives 2 el - i
Déterminer A de facon que B soit I'image de A par fa

eur de A, donner I'expression analytique de f3.

Pour laval
is 'écriture complexe de f,fl.

péterminer les éléments caractéristiques pu

par A le point d'affixe 3 — i. On note f 'application de P dans P qui 3, tout

point M d’affixe z, associe le point M’ d’affixe z' définie par: i — 5'-:7—;5:—1.25
1) Interpréter géométriquement le module et un argument de Z'(on poseraZg = —1-2ietzg=3— i).
2) Onposez= X tiyetz =x'+ iy'. Exprimer x' et y' en fonction dexetdey.
3) Déterminer et construire I’ensemble des points M d’affixe z tels que :
a) |z'l=1
b) |Z'| =2
c) z'est réel
d) z'est imaginaire pur.

Exercice 28
On considéere le pl

1)

e ——
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an affine euclidien P rapporté a un repére (0,7.))-

de P dans P qui, a tout point M(x,¥), associe le point M'(x’, y") tel que:

Soit S I'application

1 V3 3
X =-5x=7 ¥y
, V3 1 V3
y=2*"3" 2




’ acisera.
s ) . s que l'on pre
Montrer que 2’ est lié 3 z parlarelationz‘ = az + b, ol a et b sont des nombres complexes q
En déduire la nature de $1 et donner ses éléments caractéristiques.

” i ’il existe une unique
2) On considére le point A d’affixe z, = 1 et B le point d’affixe zg = —1. Démontrer qu !| o onts
- g me
similitude plane directe S; qui transforme A en 0 et B en B. Donner la nature et les é1¢é
caractéristiques de §,.
3)

Donner la nature et les éléments caractéristiques de §;  §,.
Exercice 29

™
— . ‘angle —. On

Le plan est muni d’un repére orthonormé direct (0, %, 7). On note r la rotation de centre O et d'angle
considére le point A4 d’affixe zg=—3+1i,
note B I'i
1)

e i : dde z4.0n
le point 4, d’affixe z,, = Z, ol Z, désigne le conjugue de z
mage du point A, par la rotation r et zg I'affixe du point B.

. - . ; le repere. On
Ecrire le nombre complexe z, sous forme exponentielle, puis placer les points A et A1 dans P
prendra 2 cm comme unité graphique.

eri =5 & sbrique. Placer B
2) Vérifierzp = 2e™3 sous forme exponentielle, puis écrire le nombre zg sous forme algébrique
dans le repére

3) On considere le vecteur unitaire W tel que (4, W) =

— et la droite A passant par O et de vecteur directeur
12
w.

Démontrer que le triangle OAB est rectangle isocéle en 0.
b) Tracer la droite A, puis démontrer que A est la bissectrice de I'angle (OA, O_B.). En déduire que les points
A et B sont symétriques par rapport a A.

4) On note By le symétrique de B par rapport a I'axe (0, u) et B' 'image de B4 par la rotation r. Démontrer
que B' = A.

Exercice 30
On considére le polyndme complexe définie par:P(z) = z* — 42% + 922 — 4z + 8.

1) Comparer P(Z) et P(z). Calculer P(i). En déduire une, puis deux solutions de I’é
2) Mettre P(z) sous la forme d’

3) Résoudre dans C I'é

quation (E) : P(z) = 0.
un produit de deux polynémes du second degré a coefficients réels.
quation (E). Calculer la somme et le produit des solutions de I'équation (E).

Ndonaye Patrice Ouala (Collection Agquipat) ———
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) . CALCULSDES PROBABILITES

CALOULS Voo TRV AR =

A) RESUME DU COURS

t vocabulaire des événements

1) Dénombrement &
Outils de dénombrement
modélisation Outil de dénombrement Nombre des tirages
Tirages simultanés de p éléments Combinaison de p éléments p n!
d’un ensemble 3 n éléments Cn = p! (n—p)!
p - uplet nP

Tirages successifs avec remise de p
éléments d’un ensemble an

éléments
n!

éléments
Tableau récapitulatif des événements
Langage probabiliste Langage ensembliste Notation
Univers Ensemble des possibles Q
Eventualité Elément de £ w E S
Evénement Partie de {1 AcQ
Evénement certain Partie pleine Q
Evénement impossible Partie vide ()
Evénement« AetB» Intersectionde Aet B AnB
Evénement « Aou B » Réunionde AetB AUB
Evénement élémentaire Singleton {w)
Evénement contraire de A Complémentaire de A A
A et B sont disjoints AnB=09

Tirages successifs sans remise de p Arrangement de p éléments p
A=
(n—p)!

éléments d'un ensemble finian

Evénements AetB incompatibles

i) Probabilité d'un événement
s suivantes:

le probabilité d’un événeme
babilités des événeme

possible est0;

Définition 1 : On appel nt A le réel P(A) vérifiant les condition

« P(A)estlasomme des pro
La probabilité de I'événement im
e la probabilité de I'événement certain est 1.

Propriété 1 : Pour toute probabilité P, pour tous événem
e SIANB= @ P(AUB)= P(A) + P(B)

. PAUB)=PA+ p(B) — P(ANB)
. PA)+PA)=1

propriété 2 : Deux événements
Propriété 3 : Dans un cadre d’équiprobabilité, la probabilit
)

péfinition 2 : On ap
réel noté Pg(A) ou P(A

variables aléatoires réelles
elle variable aléatoire rée

nts élémentaires ded;

ents AetB,ona:

A et B sont dits indépendants si, et seulementsi: P(AD B) = P(A) X P(B)
2 4t P . _ cardA
& d’'un événement A est: P(A) =40

Probabilité conditionnelle
e I'événement B est réalisé, le

pelle probabilité conditionnell
P(ANB)
/B), tel que : Pg(A) = o)

e de I'événement A sachant qu

Iv)
< R. On note : X(2) =

péfinition 3 : oN app

lle X "application de I'univers £ ver

{x1; X257 Xn} _
probabilités des événements constituant cette

péfinition 4 : On appelle loi de p

robabilité de X I'ensemble des

variable X.
Une loide probabilité est bien représentée par un tableau, comme ci-dessous :

uala (Collection Aquipat) Page 13
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Remarque:P; + P, + -+ P, =1

Définition 5 : X est une variable aléatoire prenant les valeurs x1; Xz; ...; Xn P, +
ol gt E(X) = ZagPi = ¥1P1 T X2h2
* On appelle espérance mathématique de X le réel, noté E(X) tel que : E(X) = i
AL qu'n

«  Onappelle variance de X le réel, noté V(X) tel que : V(X) = E(X2) — [E(X))?

® On appelle écart type de X le réel, noté §(X) = W
Définition 6 : On appelle fonction de répartition de la variable aléatoire X la fonction croissante e
vers [0; 1] définie par: F(x) = P(X < x)

V) Epreuve et schéma de Bernoulli

Définition 7 :

n escalier de R

; ; , . . ; 2 ités : le Succes
¢ Onappelle épreuve de Bernoulli toute épreuve aléatoire ne conduisant qu’a deux éventual

de probabilité p et I'Echec de probabilité qp+q=1)
e On appelle schéma de Bernoulli toute répétition de n épreuves de Bernoulli de facon identique et
indépendante
Propriété 4 : On répéte n épreuves de Bernoulli de fagon identique et indépendante

® La probabilité d’obtenir k succeés lors de ces répétitions est : Py, = C,’{pkq"-k

* L'espérance mathématique et la variance sont : E(X) =npetV(X) =npq

Ndonaye Patrice Ouala (collection Aquipat) \
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B) EXERCICES

Exercice 1
Une urne U, contie
blanches. On tire simultanément 2
1) Calculerle nombre des tirages possibles.
2) Calculerla probabilité de chacun des événements suivants :

A : « toutes les boules sont de méme couleur »

B : « le tirage comporte exactement une boule blanche »

C : « le tirage comporte exactement deux boules blanches »

Exercice 2

Une urne contient sept boules b
1) On tire successivement et au hasar

probabilités :

a) De tirer trois boules de méme couleur
b) De ne tirer que trois boules blanches
c) De tirer au plus deux boules blanches
d) De tirer exactement une boule blanche

nt 3 boules noires et 2 boules blanches. Une urne U; contient 2 boules noires et 2 boules

boules de Uj et une boule de U;.

lanches et cinq boules noires.

d trois boules de I'urnepsans remettre la boule tirée. Calculer les

e) De tirerau moins une boule noire.

emise trois boules de 'urne, reprendre les questions a),b)et c).

2) Ontire successivement avecr
Exercice 3
9% pratique

Dans une région du Tchad, 88% ture, 20% pratique I’élevage et 15

de la population pratique I’agricul
I’agriculture et I'élevage.
Quelle est |2 probabilité de choisir au hasard une personn
a) Pratique I’agriculture mais pas I'élevage.
b) Pratique I'élevage mais pas I'agriculture.
c) Pratique ni I’élevage, ni I’agriculture.

e de cette région qui :

Exercice 4

On dispose d'un dé cubique dont deux
1) Onlance5 fois de suite le dé. Ces lancers sont indépendants.

Calculer la probabilité d’obtenir 4 fois une face bleue et une fois rouge dans cet ordre.

é d’obtenir 4 fois une face bleue ?
n € N*. Déterminer le nombre minimal des lancers pour que la probabilité d’obtenir

faces sont bleues et les autres sont rouges.

a)
b) Quelestla probabilit

2) Onlancen fois le dé,

au moins une fois une face bleue soit supérieure ou égal a >

Exercice 5
n étant un entier naturel supérieur ou

Une urne contient 4 boules rouges, trois boules vertes et boules jau
3 2. Ontire simultanément deux boules de 'urne et on suppose que

1) Calculeren fonction de . la probabilité des événements suivants :

A : « obtenir deux boules de méme couleur »

de couleurs différentes ».

té d’obtenir deux boules jaune

nes,
tous les tirages sont équiprobables.

égal

B : « obtenir deux boules
s est de 13—3 Déterminer 1, puis P(4) et P(B).

2) On suppose que la probabili

7. 0n répéte ¢
bre de fois ou ['événement A4 est réa

t dans 'urne, apres chaque tirage, les

inq fois I’expérience en remettan
lisé au coursde ces> répétitions.

3) Onsuppose quen =
deux boules tirées. Soit X le nom
péterminer la loi de probabilité de X.

Page 15
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Exercice 6 le cas
1) On considére Q I'univers associé 3 une expérience aléatoire, A et B deux événements. Dans
d’équiprobabilité, rappeler les probabilités des événements suivants : A, A sachant B,
AnB et(AnB)U (AN B).
i) Une société nationale d’électricité ayant une production insuffisante en
alimentation continue dans tout le pays, procéde a des délestages. Ainsi,

électricité pour assurer une
3 partir d'un certain jour les

délestages ont débuté dans une ville 3 un rythme décrit comme suit :
- Le premier jour, la ville est délestée

- Silaville est délestée un jour, la probabilité qu’elle soit délestée le jour suivant est o

5
- Silaville n’est pas délestée un jour, la probabilité qu’elle soit délestée le jour suivant est ¢

On désigne par D,, I'événement : « la ville est délestée le n'*™° jour » et P, la probabilité de Da
1) Montrer les égalités suivantes :

2 =

P(Dy) = 1; P(Dyyy /Dy) =3 et P(Dyyy /D) =,
2) Exprimer P, en fonction de P(D,,; N D,) et P(D,.; N D,)
3) Endéduire que, pour toutnnonnul,ona: P, 4 = —%Pu + E‘

90
4) On pose u, = 6p,, — 29+ Pour tout 7 non nul.

a) Montrer que (u,,) est une suite géométrique dont on précisera la raison et le premier terme.

b) Exprimer u,, puis P,, en fonction de n.

c) Un match de football doit se jouer le 20™€ jour. Quelle est |la probabilité pour que les habitants de la ville

le suivent sans délestage ?

Exercice 7
Dans un magasin d’électroménager, on s'intéresse au comportement d'un acheteur potentiel d’un téléviseur et
d’un magnétoscope. La probabilité pour qu’il achéte un téléviseur est de 0,6.
La probabilité pour qu’il achéte un magnétoscope quand il a acheté un téléviseur est de 0,4.
La probabilité pour qu'il achéte un magnétoscope quand il n’a pas acheté un téléviseur est de 0,2.

1) Quelle est la probabilité pour qu’il achéte un téléviseur et magnétoscope ?

2) Quelle est la probabilité pour qu’il achéte un magnétoscope ?

3) Le client a acheté un magnétoscope, quelle est la probabilité qu’il achete un téléviseur ?
Exercice 8
Une urne contient 3 piéces équilibrées. Deux d’entre elles sont normales : elles possédent un c6té « Pile » et un
coOté « Face ». La troisieme est truquée et posséde deux cotés « Face ».
On prend au hasard une piéce de I'urne et on effectue de manieére indépendante des lancers successifs de cette
piece. On considére les événements suivants :
B : « la piéce prise est normale », B : « la piéce prise est truquée », P : « on obtient Pile au premier lancer » et
F,, : « on obtient Face pour les i premiers lancers ».

1) Quelle est la probabilité de I'événement B ?

2) Quelleestla probahilité de I'événement P sachant que B est réalisé ?

3) Calculer la probabilité de I'événement P N B, puis de 'événement P N B.En déduire la probabilité de

I’'événement P.
4) Calculer la probabilité de I'événement F,, N B, puis de I'événement F,, N B. En déduire la probabilité de

I'événement F ;.

ﬁ
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Exercice 9

Un sondage est effectué dans un conservatoire de musique.
60% des éléves pratiquent un instrument a cordes (C), 45% des éléves pratiquent un instrument a vent (V) et 10%

un instrument a cordes et vent.
1) On choisit un éléve au hasard dans le conservatoire.
a) Quelle est la probabilité de I'événement « cet éléve pratique au moins un des instruments considérés »
b) Quelle est la probabilité de I'événement « cet éléve pratique un et un seul des instruments considérés »
2) On choisit au hasard un éleve pratiquant un instrument C. Quelle est la probabilité pour que cet éléve
pratique un instrument V' ?
3) Soit n un entier supérieur ou égala 2. On choisit au hasard n éléves. On suppose que le nombre d’éléves

du conservatoire est suffisamment grand pour que la probabilité de rencontrer un instrumentiste de type

donné soit constante au cours du sondage.
a) Quelle est la probabilité p, qu’au moins un des éléves choisis pratique un instrument C?
b) Déterminer le plus petit entier 1t tel que p,, = 0,999.

Exercice 10
Dans une académie, les éléves candidats au baccalauréat série ES se repartissent en 2016 selon les trois

enseignements de spécialité : mathématiques, sciences économiques et sociales et langue vivante. Nous savons

de plus que : 37% des candidats ont choisi I'enseignement de spécialité mathématiques.

25% des candidats ont choisi I'enseignement de spécialité langue vivante.

21% des candidats ont choisi ont choisi I'enseignement de spécialité mathématiques et ont obtenu le bac.

32,5% des candidats ont choisi I'enseignement de spécialité SES et ont obtenu le bac. De plus, parmi les candidats
ayant choisi I’enseignement de spécialité langue vivante, 72,5% ont obtenu le bac. On interroge un candidat pris

au hasard. On note :

M LU'événement : « le candidat a choisi I
S L’événement « le candidat a choisi I’enseignement de spécialité science
L L’événement « le candidat a choisi I’enseignement de spécialité langue vivante »

enseignement de spécialité mathématiques »
s économiques et sociales »

R L'événement « le candidat a obtenu le bac »
On pourra faire un arbre pour faciliter les réponses a
1) Traduire en termes de probabilités les informations numériques données ci-dessus.
2) a)Déterminer la probabilité pour que ce candidat ait choisi I'enseignement de SES
b) Déterminer la probabilité pour que ce candidat ait choisi 'enseignement de spécialité langue vivante et

ux questions. Les résultats seront arrondis au millieme.

ait réussi aux épreuves du bac.
3) Quelleestla probabilité pour que ce candidat ait choisi I'enseignemen

échoué au bac ?
4) Cecandidata choisi I’
obtenu le bac?
Montrer que le pourcentage de réussite au bac pour les candida
On interroge successivement au hasard et de fagon indépendante trois candidats.
un d’entre eux soit regu ?
exacicment soient regus ?

t de spécialité langue vivante et ait

enseignement de spécialité mathématique. Quelle est la probabilité qu'il n"ait pas

5) ts de ES dans cette académie est 71,6%
6)
a) Quelleestla probabilité qu’au moins I’
b) Quelleestla probabilité que deux candidats sur trois

Exercice 11

Une urne A contient5 boules numérotées de 1 a 5 et une urne B contient 6 boules sur lesquelles sont inscrits les

numéros1,1,1,1,2et2.
1) On tire une boule de chaque urne et on dé
(on suppose qu’ily a équiprobabilité des tirages des boules dans chaque urne).

a) Déterminer laloi de probabilité de X.
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b) Calculer I'espérance mathématique E(X) etla variance V(X).
2) On effectue quatre fois le tirage précédent, les boules étant remises dans leur
chaque tirage. ?
a) Quelle est la probabilité d’obtenir exactement deux fois une somme paire au cours de ces qu:tre tirages ?
b) Quelle est la probabilité d’obtenir au moins une somme paire au cours de ces quatre tirages
Exercice 12
Dans une loterie, on distribue deux séries des billets A et B. La série A comporte 12 billets dont 4 ?ont 833’::":5 =
la série B comporte 15 billets dont 5 sont gagnants. Une personne achéte 3 billets dont 2 de la série A et ldela
série B. On suppose que tous les choix sont équiprobables.
1) Quelle est la probabilité qu’un seul billet soit gagnant ?
2) Quelle est la probabilité pour que 2 hillets au moins soient gagnants ?
3) Tout billet gagnant de la série A rapporte 2500 frs et tout billet gagnant de la série B rapporte 5000 frs. On
désigne par X la variable aléatoire qui associe a achat des 3 billets le gain réalisé.
a) Quel est I'ensemble des valeurs prises par X ?
b) Déterminer la loi de probabilité de X.

c) Calculer I'espérance mathématique de X.
Exercice 13

s urnes respectives apres

Une loterie émet chaque semaine 20 billets dont 6 gagnants. Une partie consiste a acheter deux billets (choix
simultané et au hasard de 2 billets).

1) Aliachéte une semaine 2 billets. Calculer la probabilité qu’il perde.

2) Onsuppose qu'Ali achéte chaque semaine 2 billets. Quelle est la probabilité qu’il gagne exactement une

fois dans un mois de 4 semaines ?
3) Parmiles 6 billets, il y a : 1 billet qui gagne 1000 frs, 2 billets 500 frs et 3 billets 200 frs. On désigne par X la

variable aléatoire qui, a chaque partie associe le gain mathématique en frs.
a) Déterminer les valeurs possibles de X.

b) Déterminer la fonction de répartition de X.
c) Calculer 'espérance et la variance de X.
Exercice 14

La loi de probabilité de variable aléatoire X d’une expérience aléatoire est donnée par le tableau ci-dessous.

x; 1 2 3 4 5 6
P; 1 1 1 p 1 1
12 6 4 12 3

1) Déterminer la valeur de a.
2) Déterminer I'espérance mathématique, la variance et I'écart type de X.
3) Définir et représenter la fonction de répartition de X.

Exercice 15

Un lot de bulbes de tulipes a un pouvoir germinatif de 80% (chaque bulbe produit une fleur avec une probabilité

de Ie—- et ceci indépendamment des autres bulbes).

Chaque bulbe contient 'un de trois génes r (rouge), b (blanc), j (jaune), qui détermine la coule

ur de la fleur future
éventuelle. On suppose en outre que |a probabilité pour qu'un bulbe donné possede le géne r,

b,j est
1 4
respectivement E TET: et ceci indépendamment des autres bulbes. On Suppose enfin que le pouvoir
germinatif est indépendant de la nature des génes.
a) Quelle est la probabilité d’obtenir cing fleurs en plantant cing bulbes ?
b) Quelle est la probabilité pour qu’un bulbe planté produise une fleur rouge ?

e
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On plante cing bulbes, et on appelle X la variable aléatoire égale au nombre de fleurs rouges obtenues

Déterminer la loi de probabilité de X, et calculer son espérance mathématique.
c) Quelleestla probabilité pour qu’un bulbe planté produise une fleur blanche ?

Soit n un entier, n > 1. On désigne par Pn la probabiiité de n’obtenir aucune tulipe blanche aprés avoir planté n

bulbes. Calculer p,.

Combien des bulbes faut-il planter au minimum pour obtenir au moins une tulipe blanche avec une probabilité

supérieure ou égale a %% ?
Exercice 16
Des sondages permettent de constater qu
dans cet exercice, que la probabilité pour
qu’il soit droitier 0,9.
a) Calculer la probabilité pour qu’un
exactement 3 gauchers.
b) Un atelier de couture est équip
probabilité pour que les 8 mem
NB : On donnera une valeur décimale ap

e 10% de la population est constituée de gauchers. On considerera donc,
qu’un individu pris au hasard soit gaucher est égale a 0,1 et celle pour

groupe de 8 personnes contienne un seul gaucher, au moins un gaucher,
é de 7 paires de ciseaux pour droitiers et de 3 pour gauchers. Quelle est la
bres du personnel trouvent chacun une paire de ciseaux lui convenant
prochée a 0,001 prés des probabilités demandées.

Exercice 17
Dans chacune des situations décrites

1) Dans une classe on choisit deux éléves au hasard. A:
s et des camerounais, on discute avec une personne. B : «

ci-dessous, énoncer I'événement contraire de I'événement donné.

« les deux éléves sont des filles ».
2) Dans un groupe des tchadien la personne est
un homme camerounais ».

3) Au restaurant, Luc prend au hasard un plat et un dessert. C:
te 3 billets. D : « 'un des billets au moins est gagnan

« Luc prend une viande et une glace ».

4) A une loterie, Elise ache t », E : « deux billets au

maximum sont gagnants ».
Exercice 18
Une urne contient des boule
A : « tirer une boule blanche »
B : « tirer une boule ni blanche, ni rouge »
C : « tirer une boule noire ou une boule rouge »
1) A et B sont-ils incompatibles ?

2) B et C sont-ils incompatibles ?
ar une phrase simple les événements A et B.

s blanches, noires et rouges. On tire une boule de l'urne. On note :

3) Traduirep
Exercice 19
On choisit une cart
A I’'événement « la carte choisie est un pique »
t « la carte choisie est rouge (cceur ou carreau) »

e au hasard dans un jeu de 32 cartes. On note :

B I’événemen
C I'événement « lacarte choisie est une figure (valet, dame, roi) »

er un modéle mathématique décrivant I’'expérience aléatoire.

ts A,B,C,AnB,BnC,AUB,AUC.

. « la carte choisie n’est ni un pique, ni une figure »

1) Précis
2) Déterminer les probabilités des événemen
3) Déterminer la probabilité de I'événement D

Exercice 20

On jette une piece de monnaie trois fois de suite.
1) Donner la liste de tous les résultats possibles en notant P pou
2) Donnerla probabilité des événements suivants :

r Pile et F pour Face.

A : « le tirage ne comporte que des Piles »
B : « le tirage comporte au moins une fois Face ».

e e —————————————————————————————————
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Exercice 21

Une caisse contient 10 cubes bleus, 22 cubes Jaunes et 4 cubes rouges, tous de Ia méme tallle.
1) Quelle est la probabilité de pouvolr faire le drapeau du Tchad :
a) En prenant simultanément 3 cubes ?
b) En prenant simultanément 4 cubes ?
2) Quelle est la probabilité, en prenant successivement 3 cubes l'un prés I'autre sans remise,
'ordre le drapeau tchadien ?
3) Quelle est la probabilité, en prenant successivement 3 cubes I'un aprés [autre avec remise,
I'ordre le drapeau tchadien ?
Exercice 22
On lance un dé 3 6 faces. On suppose que la probabilité d’apparition de chaque face est
numéro inscrit sur elle.

d’obtenir dans

d’obtenir dans

proportlonnelle au

a) Calculer la probabilité d'apparition de chaque face.
b) Calculer la probabilité d’obtenir un nombre pair.
Exercice 23

On lance deux fois de suite un dé cubique parfait dont les faces sont numérotées de 1 a 6 de fagon a fo
celui du 2™ lancer celui des

rmer un

nombre de deux chiffres : le résultat du premier lancer donne le chiffre des dizaines,
unités.
Calculer la probabilité des événements suivants :
A : « le nombre obtenu est pair »
B : « les deux chiffres du nombre obtenu sont identiques »
C : « le nombre est supérieur ou égal a 55 »
D : « le nombre obtenu contient au moins un 6 ».
Exercice 24
On dispose de deux urnes u; et u,. L'urne u; contient trois boules blanches et une boule noire. L'urne u;
contient une boule blanche et deux boules noires. On lance un dé non truqué. Si le dé donne un numéro d
inférieur ou égal 3 2, on tire une boule dans I'urne u;. Sinon, on tire une boule dans l'urne u;. On suppose que les
boules sont indiscernables au toucher.

1) Calculer la probabilité de tirer une boule blanche.

2) Ona tiré une boule blanche, calculer la probabilité qu’elle provienne de l'urne u;.
Exercice 25
Une population est composée de 45% d’hommes et de 55% des femmes. On suppose que 5% des hommes et 0,7%
des femmes sont atteints du Sida.

On prend une personne au hasard.
1) Quelle estla probabilité pour qu’elle soit atteinte du Sida ?

2) Quelle est la probabilité pour gu’elle soit un homme sachant qu’elle est atteinte du Sida ?
3) Quelle est la probabilité pour qu’elle soit une femme sachant qu’elle est atteinte du Sida ?
Exercice 26
Le quart d’une population a été vacciné contre une maladie contagieuse. Au cours d'une épidémie, on constate
qu’il y a parmi les malades un vacciné pour quatre non vaccinés. On sait de plus qu’au cours de cette épidémie, il
y avait un malade sur douze parmi les vaccinés,
1) Démontrer que |a probabilité de tomber malade est égale a %
2) Quelleestla probabilité de tomber malade pour un individu non vacciné ?

3) Le vaccin est-il efficace ?
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Exercice 27
Une urne contient sept boules : une rouge, deux jaunes et quatre vertes. Un joueur tire au hasard une boule Si

est jaune, il perd 5 ;' ; si elle est verte, il tire une deuxieme de I'urne sans avoir
euxieme boule est boule est rouge, il gagne 8 £, sinon il perd 4 f

elle rouge, il gagne 10 f ; si elle

replacé la boule tirée. Si cette d
’ 1) Construire un arbre pondéré représentant I'ensemble des éventualités de ce jeu.

2) Soit X la variable aléatoire associant a chaque tirage le gain algébrique du joueur (une perte est comptée
négativement).
a) Etablir laloide probabilité de Ia variable X.

b) Calculer I'espérance de X.
3) Les conditions de jeu restent identiques. In
joueur lorsque la boule tirée au deuxieme tirage est rouge, pour que I'espérance de X soit nulle.

diquer le montant du gain algébrique qu'il faut attribuer a un

Exercice 28
Une famille comprend 4 enfants. La probabilité pour qu
able aléatoire pouvant prendre les valeurs 0,123,4

'un enfant soit un gargon est de i—. Le nombre de gargons

est ainsi une vari
1) Déterminer la loi probabilité de X
2) Déterminer 'espérance mathématique de X.
3) Déterminer la variance et I'écart type de X.
4) Déterminerla fonction de répartition de X.

Exercice 29

On considere la variable aléatoire dont la loi de probabilité est donnée par le tabieau ci-dessous :

1) Calculerla valeur de a.
2) Calculer I'espérance mathématique, la variance et I’écart type de X.

3) Définiret représenter la fonction de répartition de X.

Exercice 30
On dispose d’un dé pipé dont le
probabilité d’apparition d’une face

un numéro impair-
1) Calculerla probabilité d’obtenir chaque face.
nt les résultats suivants:

on lance ce dé, on suppose que la

s faces sont numérotées de 126. Lorsque I’
apparition d'une face portant

dont le numéro est pair est le double de celle d’

2) Une personne qui lance ce dé obtie
Si la face est 1 ou la face est 6, elle gagne 1000 f ;
_ sjlaface est 3, elle ne gagne rien ;
_  Siune autre face sort, elle perd 500 f.
On désigne par X 1 variable aléatoire qui, a chaque
a) Donnerla loi de probabilité de X.
b) Calculer |'espérance mathématique, la variance et P'écart type de X.

c) Donneret représenter la fonction d

lancer fait correspondre le gain du joueur.

e répartition de X.

Exercice 31
: I'une pipée de sorte que lorsqu’on la lance, la probabilité d’obtenir pile soit

On utilise deux pieces de monnaie
& . |'autre normale dont la probabi
4

. \ i
lité d’obtenir pile est ;2 chaque lancer.
- . .
u hasard (chacune de deux pieces a une probabilité = d'étre prise).

1) On prend une piece a
a) Quelle est la probabilité d’obtenir pile ?
b) On aobtenu pile : quelle est la probabilité d’avoir utilisé la piéce pipée ?

¢) Quelle est la probabilité d’obtenir au moins une fois pile en faisant trois lancers avec la piece choisie ?

/-——‘—" “_M
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: . " nc a chaque fois
2) Trois fois on choisit 'une des piéces au hasard qu’on lance (chacune de deux piéces a do

une fois pile.

. y . . " : i
une probabilité - d'étre lancée) : déterminer la probabilité d’obtenir au moins
tat pour les deux

3) On lance les deux piéces ensembles : quelle est la probabilité d’obtenir le méme résul
pieces ?

Exercice 32
On sélectionne les candidats a un jeu télévisé en les faisant répondre a 10 questions. Il
chacune des questions, parmi quatre affirmations, celle qui est exacte. Un candidat se présen
les questions au hasard. On note X la variable aléatoire désignant le nombre des réponses exact
ces candidats a l'issue du questionnaire.

1) Quelle est la loi de probabilité de X ?

2) Calculer la probabilité pour qu'il fournisse au moins 8 bonnes réponses,

s devront chaisir, pour
te et répond a toutes

es données par

et soit ainsi sélectionné ?

Exercice 33
Un sac contient 5 jetons verts (numérotés de 1 2 5) et 4 jetons rouges (numérotés de1a4).
1) On tire successivement et au hasard 3 jetons du sac, sans remettre le jeton tiré. Calculer les probabilités :
a) De ne tirer que trois jetons verts ;
b) De ne tirer aucun jeton vert ;
c) De tirer au plus deux jetons verts ;
d) De tirer exactement un jeton vert.
2) On tire simultanément et au hasard 3 jetons du sac. Reprendre alors les questions a), b), c) et d).
Exercice 34
Une urne contient 10 boules blanches et n boules rouges, nn étant un entier naturel supérieur ou égal a 2. On fait
tirer 3 un joueur des boules de I'urne. A chaque tirage, toutes les boules ont la méme probabilité d’étre tirées.
Pour chaque boule blanche tirée, il gagne 2 frs et pour chaque boule rouge tirée, il perd 3 frs. On désigne par Xla
variable aléatoire correspondant au gain algébrique du joueur.
Les trois questions de I'exercice sont indépendantes

1) Le joueur tire deux boules successivement et sans remise de la boule tirée
20n
(n+10)(n+9)
b) Calculer, en fonctionde n, la probabilité correspondante aux deux autres valeurs prises par la variable X

i s o, ; P —6n%-14n+360
c) Vérifier que I'espérance mathématique de la variable aléatoire X est : E(X) = G TO)r )

a) Démontrer que: P(X = —-1) =

d) Déterminer les valeurs de n-pour lesquelles I'espérance mathématique est strictement positive.

2) Le joueur tire 20 fois successivement et avec remise une boule de I'urne. Les tirages sont indépendants.
Déterminer la valeur minimale de I'entier n afin que la probabilité d’obtenir au moins une boule rouge au
cours de ces 20 tirages soit strictement supérieur a 0,999.

M
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) ALGEBRE LINEAIRE
A) RESUME DU COURS

1) Loi de composition interne

Pré requis : Soit E un ensemble fini non vide, x et 1 deux fois
e xestune loide composition interne dans E, si et seulementsi:VXx € E,yeEE,x*YyE€ E (on dit

également que E est stable pour 1a loi *)
e Laloi * est associative dans E, si et seulement si: VX € EyeEEVzZeEE,x* (y*xz)=(x*y)*Z

e Laloi * est commutative dans E, si seulement si:VXEEyEEX*xy=Yy*X

e e estun élément neutre pour |a loi * dans E, si seulementsi:VXEE xxe=€*xX= X

R i n o 9
e x'estle symétrique de x dans E, si et seulementsi: VX € Exxx =x'xx=e

e Laloi L est distributive par rapport 3+, siseulementsi:VXEE Y€ EvzeExL1l(y*z)= (y*z)1x

) Structure de groupe

Définition 1 : E estun ensemble et * une loi de composition interne dans E

(E,*) est un groupe si et seulement si les conditions suivantes sont vérifiées :

e Laloi * est associative dans E;

e Laloi* admet un élément neutre dans E ;

e Toutélémentde Eaun symétrique pour la loi *.
Remarque : Si de plus la loi * est commutative dans E alors

Définition 2 : (E,*) estun groupe et E' un sous ensemble de E.
t si les conditions suivantes sont vérifiées :

(E,*) est un groupe abélien ou groupe commutatif

(E' ) est unsous groupe de E si et seulemen
= VxEE',yEE’,x*yEE’;
e Lélément neutre de E pour laloi * estu
e Lesymétrique de tout élément de E pou

1) structure d’anneau

n élément neutre deE';
rla loi x estun élément de E'.

+ et | deux lois de compositions internes dans E.

péfinition 3 : E est un ensemble,
onditions suivantes sont veérifiées :

(E* 1) estun anneau si et seulement silesc
e (Ex*)estun groupe commutatif ;
e Laloilest associative dans E ;

Laloi L est distributive par rapportala loi * dans E.
e:Sidepluslaloil est commutative et admet un élémentn

Remarqu
commutatif unitaire.
péfinition 4 : (E* L) estun anneau et E' un sous ensemble de E.

! x est un sous anneau de E si et seulement si les conditions sui
)
o« E' eststable pour les lois x et L ;
e (E'* L)estun anneau.

V) structure de corps

semble, » et L deux lois de compo
jvantes sont vérifiées :

[ ]
eutre dans E alors (E,*, 1) estun anneau

vantes sont vérifiées :

péfinition 5 : E estun en sitions internes dans E
(E» L)estun corps si et seulement si les conditions su

o (Ex)estun groupe commutatif ;

o (E,) estungroupe;
e Laloilest distributive par rapport aloi L.
e : Si de plus, laloi L est commutative dans E alors (E,*, L) est un corps commutatif.

Remargqu
péfinition 6 : (E,*, L) estun corps et E' un sous ensemble de E.

e
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. es:
(E',*, 1) est un sous corps de E si et seulement si les conditions suivantes sont vérifié
e FE’ eststable pourles lois et L ;
e (E',x, 1) estun corps.

V) Homomorphismes

. . muni de la loi de
Définition 7 : E est un ensemble muni de la loi de composition interne * et F estun ensemble

composition interne L. Soit f une application de E dans F. )
f est un morphisme de (E,*) dans (F, L) si et seulementsi:Vx € E,y € Ef(x+y)= fx) LSO
Tableau récapitulatif

E+F E=Fety=1
i de (E.*
f est une application quelconque [ est un morphisme de (E,*) dans f estun endomorphisme de ( )
(F, L) : =
f est une application bijective [ est un isomorphisme de (E,*) f estun automorphisme de (L, )
dans (F, 1)

Vi) Espaces vectoriels
Définition 8 : E est un ensemble muni d’une loi de composition interne + et une loi de composition externe :
(E,+,") est un espace vectoriel sur R si et seulement si les conditions suivantes sont vérifiées :

e (E,+) est un groupe commutatif ;
e Les axiomes suivants sont vérifiés :
- Vx€E1l-x=ux;
- Vx€E(aB)ER},a-(B-x)=(a-B) x;
- Vx€E(a,B)ERL (a+B) - x=(a-x)+ (B x);
- Vxy€EELVvaeR a (x+y)=(a-x)+(a-y).
Théoreme 1: (E, +,-) est un espace vectoriel et E’ un sous ensemble de E.
E' est un sous espace vectoriel de E si et seulement si les conditions suivantes sont vérifiées :
e E'estnonvide:E' = (;

e [E'eststable pourleslois+et- .

Théoréeme 2 : (x1; X3; ...; X,) une famille de n vecteurs d’un espace vectoriel E.
e Ondit que cette famille est génératrice si et seulement si tout vecteur x de E est une combinaison linéaire
des vecteurs : Xy; X3; ...; X, c'est-a-dire : x = ) T a;x; avec ay; a3; ....; @, des réels.
e Ondit que cette famille est libre si et seulement si la seule combinaison linéaire des vecteurs
X1; Xg; ...; Xy soitun vecteur nul de E de coefficients tous nuls, c’est-a-dire : ¥ a;x; = Or=2x1=x;, =
e =X, = 0

e Cette famille forme une base si et seulement si elle est une famille libre et génératrice.
e On appelle dimension d’un espace vectoriel E le nombre des vecteurs de E qui forment la base de E
VIl) Applications linéaires et matrices

Définition 9 : E et IF sont deux espaces vectoriels sur R, f une application de E dans F.
f estune application linéaire si et seulement si les conditions suivantes sont vérifiées :
e VXEEVYEEf(x+y)=fx)+fO)
e Vx€eEaceR, f(ax) =af(x)
NB : On peut simplement montrer que : V (x,y) € E’ VY (a,p) € R2, f(ax + BY) = af(x) + BI ()
Définition 10 : f est une application linéaire dont I'expression analytique dans le repére (0,1,]) est :

{x’ = ax + by
Yy =cx+dy

) ..[a b
On appelle matrice de f dans la base (1,]) le carré : [c d]'
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Quelques opérations avec les matrices : M = [a b] etM' = {
c d c d

« M ,___a+a’ b+b'.
i [c+c’ d+d’] '
5 _[aa ab
= [ac ad]
« MxM = aa' + bc' ab' +bd
[ca’ +dc cb' + dd']
= 1 d —b
. M= ad-be [-—c a ]
B8) EXERCICES
Exercicel

On munit R de la loi de composition interne * définitpar:V (x,y) ER%Ex*+y = Y3 +y3

Montrer que I'application x — %3 est un isomorphisme de (R,*) vers (R, +). En déduire que (R, +) estun

groupe commutatif.

Exercice 2

Soit G = R* X R et * la loi dans G définit par: (x,y)*(x".y') = (xx',xy' +¥)-
1) Montrer que (G,*) est un groupe non commutatif.
2) Montrer que (JO, +oo[ X R,*) estunsous groupe de (G*).

Exercice 3

Soit * une loi de composition interne as

f: E — E définie par:f(x) =axxx*a soit surje
a) Montrerque e = a=* p et ¢’ = b x a sont neutres res

sociative sur E. On supposeé qu’il existe a € E tel que I'application

ctive et on note b un antécédent de a par f.

pectivement 3 gaucheeta droite puis que € = e'.

b) Montrer que a est symétrisable et f bijective.

Exercice 4

soitn€ N et f:R" = R* définie par: f(x) = x™. Montrer que [ estun endomorphisme du groupe (R*,X).

Exercice 5

o R _ (x,y)+(x'.y')=(x+x’,y+y’)
On munitA =R X Rde deux lois définies par: {(x, 3)* .y} = (xx',xy' + X3
1) Montrer que (A, +) est un groupe commutatif.

2) Montrer que :
a) Laloi*est commutative,
b) (4, +,*) est un anneau commutatif unitaire.

associative et admet un élément neutre dans A.

Exercice 6

Montrer qu’un anneau (A, +,X) n'a pas tous ses éléments non nuls sont

de diviseurs de zéro si et seulement si,

réguliers.
Exercice?

Rd lois d ition int .{xly=x+y—1
On définit sur eux lois de composition in erne pari|, . y=xy—Xx-Y )

Montrer que (R, 1,#) est un corps.

Exercice 8
JZ] ensemble des réels suivant : Z[ﬂ ={m+ 2, metn €L}

[\fZ_], muni de I'addition et de la multiplication des réels, est un sous anneau de R.
] dans lui-méme, qui 3 m + V2 associe o(m+ nv2) =m-— nv2.
[\fz—] +,X) .(c'est une bijection, et un morphisme pour

On note Z[
1) Montrer que Z

2) On considéere I'application @, de Z[\fZ_
Montrer ¢ estun automorphisme de I'anneau (Z

chacune de deux lois)
3) PourtoutX € Z[\/fl—], on pose N(x) = x@(x). Montrer que N est une application de Z

un morphisme pour la multiplication.

[\/f] dans Z, qui est

Ndonaye Patrice Ouala (collection Aquipat) Page 25



4) Démontrer que x est un élément inversible de Z[v2] si et seulement si N(x) = +1.
5) Vérifierque 3 + 22 et —3 + 22 sont inversibles dans Z[\/ﬂ
Exercice 9
Démontrer que les ensembles suivants sont des sous espaces vectoriels
a) Ey={xy,2)eR3x+y+3z= 0}
b) E; = [(x,y,z) € R3,2x + 3y—-5z= 0] N {(x,y,z) ERx—y+z= 0}

) Es={(xy.2) eRx+2y—z=0)
Exercice 10

Les vecteurs u suivants sont-ils combinaison linéaire des vecteurs u;?

a) E=R%u= (1.2}, = (1L, -2),u, = (2, 3);

b) E=R3u= (2,5.3),u, = (1,3, 2),u, = (1, ~1,4);

< E=Ru=(31m), uy =(1,3,2),u, = (1, -1, 4)(discuter suivant Ia valeur de m).
Exercice 11

Les systémes suivants forment ils des bases de R3 ?
a) $1={(1,-1,0),(2,-1,2)};
b) Sz ={(1,-1,0),(2,-1,2), (1,0, a)} avec a réel (on discutera suivant la valeur de a) ;
c) $3=1{(01,1),(1,0, 1),(1,1,0)}.
Exercice 12 :
Soient F et G les sous espaces vectoriels de R3 définis par:
F={(x,y,2) e R3 x — 2y +z = 0}
G={(x,y.2)€ER3,2x—y+2z= 0}
1) Donner une base de F, une base de G, en déduire leur dimension respective.
2) Donner une basede F N G, et donner sa dimension.
3) Les espaces F et G sont ils supplémentaires ?
Exercice 13
On considére I'application h: R? — R? définie par : h(x,y) = (x—y,-3x+3y)
1) Montrer que h est une application linéaire.
2) Montrer que h n’est ni injective, ni surjective.
3) Donner une base de son noyau et une base de son image.
Exercice 14

- . , = gae f() =3i—6j

i | toriel de base (1, J), et f I'endomorphisme de P définie par :{ . /.

Soit P, le plan vecto @D.etf p f(]’)=21—4]
1) Déterminer f(v), image du vecteur ¥ = xi + yj.

2) En déduire I'expression analytique de f dans la base (@ )).
3) Déterminer kerf et Imf. Déterminer une base de kerf et de Imf
4) Déterminer la matrice de fof.

Exercice 15
F =7+ 2j+3K
Soit E, I'espace vectoriel de base (7,7}, k), et f I'endomorphisme de E définje Pars f(N=7+7—k
(k) =7 +%

1) Déterminer f (i), image du vecteur U = xT + yj + zk.
2) En déduire 'expression analytique de f.

3) L’endomorphisme f est il un automorphisme de E ?

4) Déterminer la matrice de fof. Est elle inversible ?

5) Déterminer kerf et Imf.
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Exercice 16
Soit u: R3 — R3 I'application définie par : u(x,y,
1) Montrer que u est linéaire.
2) Déterminer une base de ker(u) etun
3) A-t-onkeru ® Imu= R3?
Exercice 17

7)=(-2x+4y+4z,—x+y -2x+4y+ 4z).

e base de Im(u).

Soit (e, €, €3) la base canonique de R>. Soit f: R3 — R3 I'application définie par : f(e1) = e, +2e, +
3

2e3),f(e2) = %(291 —e, +2e3) et f(e3) = §(291 +2e; — €3).

Soient E_y = {u € R3\ f(u) = —u}etEy ={ue R3\ f(u) = u}
1 sont des sous espaces vectoriels de R>.

1) Montrer que E_; et E
— e appartiennent aE_jetqueey

2) Montrer que €1 — €2 ete;
3) Que peut-onen dédire sur les dimensions de E_jetEy?
4) Déterminer E_4 N E;.

5) A—t-onE_1 @ E1= R3?

6) Calculer f*= -fof et en déduire que

Exercice 18
E5 est un espace vectoriel de dimension 3, de base (i,J, k) et E; estun plan vectoriel de base (e;,€z)- F est

qui, a tout vecteur (x,y, z) de E3 associe le vecteur u’ = f(10) G:) telque :
{x’ =2x—-y—2Z

y =-x+2y+z

image de f. En donner si possible une base

+ e, + e; appartient ak;.

[ est bijective et déterminer 1.

I’application de E3 dans E,
Déterminer le noyau et I’ de chacun de ces sous espaces vectoriels.
Exercice 19

E est un plan vectoriel réel de base (I,

u (;) associe le vecteur;7 (x') tel que .{y’ =
y 1y =1 —-a)x+ay
dans la base (L. J)-

est un automorphisme ?
de a 'ensemble des vecteurs invariants par fq-

J), a estun nombre réel donné et fq I‘endomorphisme de E qui, au vecteur

1) —Ecrirela matrice M, de [q
pour quelles valeurs deaf,

2) Déterminer suivant les valeurs

3) Onse place dans le cas oua=0.

Déterminer le noyau et I'image de fo-
ase de E. Déterminer la matrice Mg de [o

a)
j. Montrer que (e, €;) estuneb

b) On pose: €] = i+jete; =
dans la base (€1, €2)-

Exercice 20
a+tb 0 ] ou a et b sont des réels. On

E est I’ensemble des matrices carrées d’ordre 2 de la forme : Map) = [ a B oot

vectoriel des matrices carrées d’ordre 2.

pose : I= M(O,l) et] = M(I,O)'
alors M X M estune matrice de E.

1) Montrer gue E est un espace vectoriel de base (I,]) de I'espace
2) Calculer]z, en déduire que si M et M’ sont deux matrices de E,

3) Montrer que (E, +,%) est un anneau commutatif unitaire.

4) Quelles sont les matrices M(a p) inversibles ? Exprimer M(—al,b)'

M/
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IV) ‘Arithmétique
A) RESUME DU COURS

1) Les ensembles N et 7
Propriété 1: a, b et ¢ sont des entiers naturels
e a<a;
e Sia<betb<aalors:a=b;
e Sias<betb=<calorsa<c
Propriété 2 : toute partie non vide de N admet un plus petit élément.

_— , i . raie, on peut
Raisonnement par récurrence : Pour démontrer par récurrence qu’une proposition P(n) estv !
procéder comme suit :

* \Vérifier que P(ng) est vraie ol ng est le premier rang;

* Supposons que la proposition est vraie au rang k ;

¢ Vérifier que la proposition est aussi vraie au rang k + 1.
Propri€té 3 : a et b sont deux entiers relatifs. Il existe un unique couple (q,7) EZX Ntelque:a = bgq+r
(division euclidienne de a par b)

Propriété 4 : b est un entier naturel supérieur ou égala 2. i
. o ; -14 ...
Tout entier naturel x peut s’écrire de fagon unique sous la forme : x = apbp + ap—l'bp + - +a b’ +ao

Dans la base b, x s’écrit: x = a,a, q ... azalaob
1) Multiples et diviseurs
Définition 1 : a et b sont deux entiers relatifs
On dit que a est un multiple de b s'il existe un entier relatif k tel que:a = bk.
Side plus b # 0, on dit que b est un diviseur de a.

Propriété 5: a, b et ¢ sont des entiers relatifs aveca = Oet b = 0
e adivisea;

e Siadivise b, alors: |a| < |b|;
* Siadivise betbdiviseaalorsa=boua=-b;
e siadivise b et b divise c alors a divise C;
* siadivise b et c alors pour tous entiers relatifs x et y, a divise bx + cy .
NB : a et b sont des entiers relatifs
¢ L’ensemble des multiples de a se note : aZ ;
e L’ensemble des diviseurs de a se note : D(a) ;
* L'ensemble des diviseurs communs de a et de b se note : D(a; b).
Définition 2 : n est un entier naturel, a et b deux entiers relatifs. On dit que a est congrua bmodulonsia — b
est multiple de n et on note : a = b[n].
Propriété 6 : a, b, a’, b’ sont des entiers relatifs, k et n deux entiers naturels
e Sia=d'[n]etb=>b'[n],alors:a+a =b+b'[n];
e Sia=a'[n]etb = b'[n],alors:aa’ = bb'[n];
e Sia=a'[n],alors:a* = a'*[n].
Propriété 7 : Si r et r’ sont les restes respectifs des divisions euclidiennes de a et a’ parm,alors:q = a'[n]
r=7p
) PPCM et PGCD
Définitions 3 : a et b sont des entiers relatifs
e On appelle plus grand commun diviseur de a et de b, noté pgcd(a; b),

le plus grang élément positif de
D(a,b).

- e e e e e ——
- e e —

Ndonaye Patrice Ouala (Collection Aquipat)

Page 28



‘ ‘: ‘ - .n B B B B R D B m W= &= == =

*  On appelle plus petit commun multiple de a et de b, noté
, noté ppem(a; b),
positif de aZ N bZ. ( ), le plus petit élément strictement

Remargue : Pour tous entiers relatifsa et bona: pged(a; b) X ppem(a; b) = a x b

Propriétés 8 : a et b sont deux entiers naturels. On pose : pgcd(a; b) = petpged(a; b) = &
e aZnbZ=pZetD(a;b)=D(S); o
e  Sim estun multiple de & alors pour tous entiers relatifs xety,ona:m = ax + by.

e ['équation ax + by = c admet une solution dans Z* si et seulement si ¢ est un multiple de pgcd(a ; b)
Algorithme d’Euclide : a et b sont des entiers naturels strictement positifs et 1° le reste de la division euclidienne
de a par b.

e Sir=0,alorspgcd(a; b)=Db;
e Sir=0,alorspgcd(a; b) =pgcd(b; 1).
V) Nombres premiers entre eux

Définition 4 : Deux entiers relatifs a et b sont premiers entre eux si et seulement si : pgcd(a; b) = 1.
Théoreme de Bézout : Deux entiers relatifs a et b sont premiers entre eux si et seulement si qu'il existe deux

entiers x et y telsque:ax + by =1
Théoreme de Gauss : a, b et ¢ sont des entiers relatifs non nuls
Si a divise bc et si a et b sont premiers entre eux alors a divise c.

B) EXERCICES
Exercice 1
Démontrer par récurrence que :
a) Pour tout entier naturel . non nul, ¥ _ k(k+ 1) (k + 2) = w
b) Pour tout entier naturel . non nul, Yho k(n—k) = (i——l)—:(ﬂ:l).

c) Pour tout entier naturel 1, g2n+1 4 2n+2 ogt divisible par 7.
d) Pour tout entier naturel n, gn+1l 4 26n+1 agt divisible par 11.
e) 3x52mt1 4 2371 est divisible par 17.

Exercice 2
1) Ecrireen base deux les nombres suivants : 85 ;104 ; 3607

2) Ecrire dans le systeme décimal les nombres suivants, écris en base deux:10110%; 111000%;

2 T701000112
10101010°; 110100011
3) Ecrire 26 — 1 en base deux
4) Ecrire dans le systeme décimal : BAC2016'¢

Exercice 3
Soit a et b deux nombres réels.
a) Démontrer que pour tout entier n supérieur ou égal a2,ona:
at — b" = (a— b)(@ ! + a2+t ab" Tt b" 1)
b) En déduire que pour tout entier n impair et supérieur a2ona:
a™ + p" = (a AL b)(au—l _ au—Zb e — abn—Z _ bu—l)

Exercice 4
Effectuer la division euclidienne de a par b dans chacun des cas suivants :

a) a= —2372etb=44;b)a= 735etbh = —412;c)a = -235eth=-17;d)a = 50764 et b = 327

Exercice 5

1) la division euclidienne de 900 par un entier naturel b a pour quotient 14 et pour reste I". Quelles sont les

valeurs possibles de b et r?
2) Déterminer les entiers naturels 1 dont la division euclidient

1e par 16 a un reste égal au carré du quotient.

——————
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i el b.
; . s s s : ar un entier natur
3) Soit q et r le quotient et le reste de la division euclidienne d’un entier naturel @ p

Sachantque a + b +r = 3 025 et q = 50, rétablir la division.

Exercice 6 e
: ient :
1) Trouver les couples (a; b) d’entiers naturels (a < b) dont le PGCD d et le PPCM m veri
2m+3d =78

2) a)Déterminer I'ensemble des diviseurs de 276.
c) Déterminer les entiers naturels x et y(x < y) dont le PGCD d et le PPCM m vérifient :
m+3d=276et10 < d < 30.
Exercice 7
1) a) Trouver al'aide de I'algorithme d’Euclide, le PGCD de 1683 et 969.
b) Résoudre dans Z X Z les équations : 969x — 1683y = 51 et 969x — 1683y = 102.
2) a) Résoudre dans Z chacune des équations : 3x = 1[5] et 5x = 2[7].
3x = 1[5]

b) Résoudre dans Z | & :{
) e dans Z le systéeme 5x = 2[7]

Exercice 8
Un entier naturelna:
-pour reste 5 dans la division euclidienne par 8;
-pour reste 4 dans la division euclidienne par 11
Quel est le reste de la division euclidienne de n par 88?
Exercice 9
Résoudre dans N? |es systémes suivants :
a) {PGCD(x; y) = 354 b) {PPCM(X; y) =168 ) {PPCM(X; y) =228 d) {PQC"(’“ y)=12
X+ = 5664 xy = 1008 PGCD(x;y) = 12 x? —y? = 7344
Exercice 10
Pour tout couple (a; b) d’entiers naturels, on désigne par i leur PPCM et par 6 leur PGCD.
1) Déterminer les couples (a; b) d’entiers naturels tels que:2u+ 36 =11.

2) Dresser la liste des diviseurs de 108. Déterminer les couples (a; b) d’entiers naturels tels que g — 36 =
108 et 10 < § < 15.

Exercice 11
1) a) Démontrer que V n € N,32"*1 4 2 43n+1 ogt divisible par 11.
b) Déterminer a € Z, tel que : 32™*1 + a.43"*1 soit multiple de 11.

2) Un nombre s’écrit 34110 et 2331ﬂ. Déterminer a.
3) a)Déterminern € N tels que : 52" + 5™ soit divisible par 13.
b) Déterminer suivant les valeurs de n € Z, le reste de la division euclidienne par3 de a = 2n2 —
4) Résoudre dans Z : x% 4+ 2x — 3 = 0[6]
Exercice 12
1) Ondonne:1<n<6
Calculer les restes de la division euclidienne de 3™ par 7.
2) Montrer que, V1 € N*, 3™6 — 3™ est divisible par 7.
3) Endéduire que 3" et 3™"6 ont le méme reste dans la division euclidienne par 7.
4) Calculer le reste de la division euclidienne de 31090 par 7,

nt+2

Exercice 13
1) Déterminer les entiers n tels que : a) PPCM(n;6) = 96 ; b) PPCM(n; 72) = 216
2) Déterminer I'entier naturel n tel que : 600 <n < 1100 et PGCD(n; 630) = 105
Exercice 14
1) Démontrer que pour tout entier relatif n,14n + 3 et 5n + 1 sont premiers entre eux.
N *\\
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2) On considere I'équation (E) : 87x + 31y =2
a) Veérifier, a I'aide de la question 1), que 87 et 31 sont premiers entre eux.
b) En déduire un couple (u; v) d’entiers relatifs tels que 87u + 31v = 1 puis un coupl ;
c) Déterminer 'ensemble des solutions de (E) dans PRty Hptnenihan
3) Trouver les points de la droite d’équation 87x — 31y — 2 = 0 dont les coordonnées sont des entiers
naturels et dont I'abscisse est comprise entre 0 et 10.
Exercice 15
1) a)Démontrer que 193 est un nombre premier.
b) Soit @ un entier naturel inferieur 3 192. Montrer que a'®? = 1[193].
2) On considére I'équation (E) : 83x — 192y = 1, ou x et y sont des nombres rélatifs.
a) Vérifier que 192 et 83 sont premiers entre eux.
b) En déduire un couple (xq; Yo) solution de (E).
c) Résoudre dans 72 I'équation (E”) : 83x — 192y = 0.
d) En déduire toutes les solutions de (E).
Exercice 16
Soitn € Z.
1) Montrer que n? = 0[8] ou n? = 4[8], si n est pair.
2) Montrer que si n est impair, n* = 1[8].

Exercice 17
Il s’agit de résoudre dans Z le systeme ($): {7:[ EE Zﬂ;‘]ﬂ

1) Démontrer qu'il existe un couple (u; v) d’entiers relatifs tels que : 19u + 12v =1 (on ne demande pas

dans cette question de donner un exemple d’un tel couple).
— 13 x 12v + 6 X 19u est une solution de ($).
n= 19
2) a) Soit ng une solution de (S). Vérifier que le systeme (§) équivaut é{ _ no[19]
n =ngy(12]
. < n =ng[19]
b) Démontrer que le systeme {n = ng[12]
équation : 19u + 12v = 1 et calculer la valeur de N

Vérifier que, pour un tel couple, le nombre N

équivaut a n = ng[12 ¥ 19]

3) Trouverun couple (u; v) solution del’
correspondante

4) Déterminer ensemble des solutions de (S).

5) Un entier nest tel que lorsqu’on le divise par 12 le reste est 6 et lors
On divise n par 228 = 12 X 19. Quel est le reste 1" de cette division ?

qu’on le divise par 19 le reste est 13.

Exercice 18
1) a) Résoudre dans 72 réquation (E') : 2x —3y = 0.
b) Déterminer dans 72 une solution de I'équation (E) : 2x—3y =3.

c) Résoudre (E).
) . (x=1[3]
2) Résoudre dans Z le systeme : {x = 2[7]
Exercice 19
1) Que
2) Pour tout couple (x ; y) des entiers naturels, on

péterminer les couples (%3 y) d’entiers naturels

Is sont les entiers naturels dont le carré est un diviseur de 1998 ?
désigne par i leur PPCM et par 6 leurPGCD.

tels que : u® — 38* = 1998.

m_————______-ﬁ
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7 CALGULS VECTORIELS
A) RESUME DU COURS

1) Fonction vectorielle de Leibniz
Définition 1 : (4;, ;) n points pondérés tels que Y7 a; # 0. .
On appelle barycentre des points pondérés (4;, a;) <<, I'unique point G tel que : X7 aiﬁ = 0.
Propriété 1 : Soit (4;, @;)1<i<,, N points pondérés. Pour tout point M, on a :

* SiXia; #0,alors T a;MA, = (X a;) MG ot G = bar{(A; ai)}1<i<n

e SiYla; =0,alors X" a,;MA, est un vecteur indépendant du point M.
Propriété 2 : L’ensemble de barycentre de deux points distincts A et B est la droite (AB).

Propriété 3 : L'ensemble de barycentre de trois A, B et C non alignés est le plan (ABC).
1) Fonction scalaire de Leibniz

Propriété 4 : Soit (4;, @;)1<;<, N points pondérés tels que : 1a;#0
* Pour tout point M du plan, on a: Y7 a;MA;? = (5% a;) MG? + Y7 a;GA;* ot G = bar{(Ay @d}1zisn
* Laligne de niveau k de la fonction scalaire M ~ Y7 a;MA;? est 'ensemble vide ou le point {G} ou le

k-Y" a,GA
n_.
1%t

cercle de centre G et de rayon

. . . 2
Remarque : Si M est un point de I'espace, la ligne de surface k de la fonction scalaire M — Y7 a;MA;” est

I'ensemble vide ou le point {G} ou la sphére de centre G et de rayon /"—’E‘;,L;f‘ﬁ
Propriété 5 : Soit (4;, a;)1<i<, N points pondérés tels que : 27 a; =0 et O un point du plan

* Pour tout point M du plan, ona: Y} a;MA;2 =Y% ;04> — 2 Y7 a;04,.O0M

* laligne de niveau k de la fonction scalaire M - Y7 a;MA,” est :

- L’ensemble vide, le plan, si Y} a;04, = 0 ;

- Une droite de vecteur normal 7 a;04,, si %1 a;04, = 0.
Propriété 6 : A et B sont deux points distincts du plan, k un réel strictement positif différent de 1.
L’ensemble des points M du plan tels que :% = k est le cercle de diametre [IJ] ou I = bar{(4,1), (B, k)} et
J = bar{(A,1),(B,—k)}.

1) Produit vectoriel

Définition 2 : L'espace est muni du repére orthonormé direct (0,7,J, 7('), U(x;y; z) et ¥(x'; ¥'; z') deux vecteurs.
On appelle produit vectoriel de 1 par ¥ le vecteur noté U A ¥ tel que :

e UATD=0sill7V;

e Siiet¥ nesont pas colinéaires, alors : U AV LU, UAV L Vet |[di AT = |[u]| x [|D]| x sin (&, D).

'}

— . ={ly y’| ‘z z’l Ix xl)
AD , :

S (lz Zl"x xUly ¥

Propriété 7 : A, B, C et D sont quatre points de |'espace :

AM.AB
e Ladistance du point M a la droite (AB) est : d(M, (AB)) =1 | I

A5
e L'aire du triangle ABCest: A = %"A—B' /\:4_6"”
e Le volume du tétraedre ABCD est:V =%|@/\R)ﬁ[

ﬂ
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B) EXERCICES

Exercice 1

Soit A, B, C trois points non alignés d'un
1) On considére les applications f(M) =

I’ensemble des points M tels que :

a) il = zllgMll-
b) f(M).g(M) =2.
2) Quelle est I'applica
a) MM =MA+MB+MC?
b) MM = 2MA - MB —MC?

plan P.
77 + MB + MC et g(M) = 2MA - MB — MC. Déterminer

tion qui associe au point M de P le point M' de P dans chacun des cas suivants :

Exercice 2
que : ]Iﬁ” = ||1_4_E|| =4d et “-E'_C'" — 2d ou d estun

Dans le plan P on considére trois points A, B et C tels
1 = bar{(4,2),(8,1),(C, 1)}, 0u 1 € R —{-2}.

de ces points lorsque 4 € R — {(-2}.
des points pondérés (A4,-1),(B, 1) et (C,1).

nombre réel strictement positif. On pose G
1) Déterminer ensemble A des barycentres G,

2) Danslecas oud=-1,0n appelle G le barycentre
a) Déterminer G.

b) Déterminer I'ensemble (E) des points M du pl
= —2MA+ MB + ch, pour tout point M du plan.

an tels que : ——||—}l_d;_41‘||2 + ”W”Z + ”m"z =0.

3) On pose V

a) Démontrer que ¥ est un vecteur constant.
2
b) Déterminer I'ensemble (D) des points M tels que : —leMAllz + ||MB]| + ||MC]| 2 = 32d%.

3 tout point

Exercice 3
On considére I'application [ 4 qui,

Soit, dans le plan euclidien P, un

carré ABCD, de coté ¢, ou ¢ € Ri.
_ aMA + MB + MC + aMD.
s éléments caractéristiques de f,-

M associe le point M’ tel que: MM’
+ MB% + MC? + MD? = 4c*.

suivant les valeurs de a, la nature et le
b) Déterminer, puis construire I'ensemble (E) des points M tels que : MA?
Déterminer, puis construire I’ensemble (F) des points M tels que :
||m—ﬁ§ﬂiﬁ+ﬁ5|| = ||M_3+M_§+—M—C'+W||.

d) Déterminer, puis construire I'ensemble (G) des points M tels que :
2

(MA—EE-W+W).W+FTE+M‘E+MD = 2c%.

Exercice 4
Le plan est muni d’un repére orthonormé direct (0, 1,J)-

1) Soitle triangle ABC, I milieu de [BC] et G le barycentre
{(A,-1), (B, 2),(C,2)}- O estle centre du triangle ABC.

Al. Construire le triangle et placer lesp

Exprimer 4G en fonction de A
nstruire I'ensemble E des points M du plan tels que :

|’ + MB + MC]|.

a) Déterminer,

c)

du systeme des points pondérés

a) oints 1,0 et G.
b) Déterminer et co
|-FA + 2B + 2MC]| =

e maintenant que le triangle ABC est tel que : ||AB|| = |ac|| = 2a et |BC|| = aouaestun

2) Onsuppos

réel strictement positif.
e:—MA* + 2MB?* + 2MC? = 16a?. Vérifier

a) péterminer et construire 'ensemble F des points M tels qu
que A € F.
b) Déterminer et construire I'ense

3) Dans cette question 4 et B son
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mble D des points M tels que : —2MA?
nt d’affixe z.

t les points d'affixes 1 et 2i, C est le poi
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¢ |-m; 0[ tel
a) Interpréter géométriquement |—-—| et arg( ) Dans la suite, on désigne par & ]
que cos@ = . Le point C est défini par (BA,BC) = aet BC = fg BA.
b) Calculerla valeur exacte de sina.
c) Démontrer que: y ot l—ﬁ et en déduire z et placer C.

1-2i
d) Vérifier le triangle ABC est isocéle en A.

Exercice 5
Soit A, B, C trois points distincts et non alignés du plan. Soit a un réel. On considére I'application fa
point M du plan associe le point M’ tel que MM’ = aMA + aMB — MC.
1) Déterminer a pour que [, soit une translation, dont on déterminera le vecteur. o
obtenue.

qui a tout
n note ag la valeur

2) aestdifférent de ay dans la suite de I'exercice.
a) Montrer que f, admet un seul point invariant, noté (.
b) Déterminer et représenter I'ensemble des points £, lorsque a décrit R — {ao}-
c) Montrer que, si de plus a # 1, f, est une homothétie dont on déterminera les éléments caractéris
Que peut-on dire de f;.
Exercice 6
Le plan P est muni d'un repére (0, 1,]). Si M et N sont deux points du plan. On note MN leur distance.
1) Soit A, B et C trois points du plan tels que : AB = AC = 5et BC = 6.
Calculer le produit scalaire AB.AC.
2) Ondésigne par G le barycentre de (4; 2), (B; 3), (C; 3). Construire le point G et calculer la dis_tir:CiEA-
3) On considére I'application f de P dans P qui, 2 tout point M de P, associe le réel : f(M) = 2MB.MC +
MC.MA + MA.MB
Démontrer que I'on a, pour tout point M de P : f(M) = f(G) + 4MG?.
4) Déterminer et construire I'ensemble (E) des points M tels que : f(M) = f(A)
Exercice 7
1) A, B et C sont des points du plan P dont les affixes respectives sont —1 + 3i, 1+ i et —4.
Déterminer I'affixe du barycentre G des points A, B et C affectés des coefficients 4,3 et 5.
2) On désigne par h I'application de P vers R qui a tout M de P associe le réel :MA.MB + 2MB.MC +
3MC.MA.
Calculer h(G). Exprimer h(M) en fonction de h(G) et MGZ.
Déterminer et dessiner I’ensemble des points M de P qui vérifient: h(M) = 18
Exercice 8
ABC est un triangle, on pose : BC = a, AC = b, AB = c. A’ est le milieu du segment [BC], B’ celui de [AC],
C’ celui de [AB]. Soit G I'isobarycentre du triangle ABC.

Z 42
1) Montrer que, pour tout point M du plan, ona: MA? + MB?% + MC? = 3MG? + # .
s 2
2) En calculant de deux fagons différentes (MA + MB + MC) , établir que :
g —— —— 5 at+bP+c?
2MA.MA'+ MB.MC =3MG" ————

3) On considére les points communs aux cercles de diamétre [AA'] et [BC]. Montrer que, lorsqu'ils existent,

ils appartiennent a un cercle de centre G dont on donnera le rayon en fonction de a, b et c.

tiques.

B

A
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Exercice 9
L'espace est rapporté & un repére orthonormé (0; T; J; k), on considbre les points A(6; 0; 0) et B(0;6;0)

1) Déterminer le barycentre G des points O, A, I affectés respectivement des coefficlents 1, 2, 3.

2) Soit C(0,0,4). Déterminer I'ensemble (§) des paints M de I'espace définls par:
(MO + 2MA + 3MB). MC = 0. Donner une équation cartéslenne de (S).

3) Déterminer l'intersection de (§) et du plan d'équation x = 0.

4) Soit (P) 'ensemble des points M de I'espace tels que : MO? + 2ZMA? + 3MB? = 24, Vérifier que
A € (P). Déterminer ()

Exercice 10

1) Soit ABCDEFGH un cube tel que (-A—l—f. ﬁ, }—ﬂf) est une base orthonormée directe de I'espace. On
désigne par I le milieu de |EF) et par ] le centre du carré ADHE.

a) Vérifier que IGATA = l—37 En déduire I'aire du triangle 1GA.

b) Calculer le volume du tétraédre ABIG et en déduire la distance du point B} au plan (I1GA).

2) Soit ABC un triangle et M un point de I'espace. Dans chacun des cas sulvants, déterminer le lieu des

points M tels que . AM AAB = AC
a) ABCn'estpasun triangle rectangle en A.
b) ABCestun triangle rectangle en A

Exercice 11
On considére |'espace muni du repére orthonormé (0,1, U, W) oUW = il A 7. On considére les paints

A(3;1,0), B(1;2;0),€(3:2; 1) et D(0; 0; d) ou d estun réel poéltlf non nul. On a ainsi un tétraedre ABCD.

1) 0npose:ﬁ=ﬁ§/\7ﬂ?‘

a) Calculerles coordonnées de Ti.

b) En déduire I'aire du triangle ABC.

2) Déterminer une équation cartésienne du plan (ABC).

3) Onnote H le projeté orthogonal de D sur le plan (ABC).

On pose : DH = ATi. Calculer A en fonctionde d
2d+5

a)
expression de la distance DH. Montrer que le volume du tétraédre ABCD estVy = ——

b) En déduire I

droite (DB) est elle perpendiculaire au plan (ABC)?

4) Pour quelle valeurded la
r la distance de A au plan (0BC).

I 5) Onsupposed = 0. Calcule
Exercice 12

L’'espace est muni du rep

de la face ABCD est le point [

1) Déterminer BCABA
En déduire I'ensemble (I') des points M de I'espace tels que : (]TC A Eﬁ) ABM =0

are orthonormé direct. ABCDEFGH estun cube, son aréte a pour longueur [, le centre

2)
3) péterminer fensemble (I'") des point M de |'espace tels que : (B—f A B_,4)W =0
4) On appelle P le barycentre du systéme:: {(4;2),(C; -1)}
a) Montrer que P est le symétrique de C par rapporta A
e 'espace tels que : |2M4 - Mc|| = ||-MA + 2MB - MC||.

b) Déterminer I'ensemble (Ip) des ponts Md

vérifierque A € (To)

semble (Iy) des points M de l'espace tels que : Hﬂm = 4-576" = ||m +MB + MC +

c) péterminer |'en

mDll
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Exercice 13 . - ont pour coordonnées respectives
L'espace est rapporté & un repére orthonormal (0. ( f, k). Les paints A, B et € ont P
A(l, —2;4),B(-2;: -6.5)etC(-4:0; -3)
1) a) Démontrer que les points A, B et € ne sont pas alignés. ABO).
b) Démontrer que le vecteur ri(1; — 1. 1) est un vecteur normal au plan |
¢) Déterminer une équation du plan (ABC)
2) a) Déterminer une représentation paramétrique de la drolte passant par le point
ABO). i)
k b) Déterminer les coordonnées du point 0 projeté orthogonal du peint 0 sur le plan (l/I [I: -)””
3) Ondésigne par H le projeté orthogonal du point @ sur la droite (BC). Soit [ le réel 1l que
a) Démontrer que ¢ = Eﬂj,ﬂﬁf‘
lec]
b) En déduire le réel ¢ et les coordonnées du point H.
Exercice 14 :
Soient les paints A(2; -3;4), B(-3;1; 2) etle vecteur u(—1;2; 3)
D est la droite passant par 4 et de vecteur directeur u
P est le plan passant par B et perpendiculaire 3 D
1) Déterminer une représentation paramétrique de D.
2) Déterminer une équation cartésienne de P.
3) a) Déterminer les coordonnées du projeté orthogonal H de A sur D.
b) Calculer la distance du point A au plan P.
4) a) Quel est le projeté orthogonal de B sur D ?
b) Calculer la distance du point B 2 la droite D.

0 et orthogonale au plan

/74
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Vi) ISOMETRIES, SIMILITUDES ET/APPLICATIONS AFFINES
A) RESUME DU COURS

) ISOMETRIES DU PLAN
1) Définitions et propriétés
Définition 1 : On appelle isométrie toute application du plan qui conserve la distance.
Les translations, les rotations, les symétries sont des isométries.
Propriété 1:
e Toute isométrie du plan est une transformation du plan donc la réciproque d'une isométrie est aussi une

isométrie ;
e Toute isométrie plane transforme une figure géomeétrique en une figure qui lui est superposable.
Définition 2 : Soit (A) une droite de vecteur directeur u.

On appelle symétrie orthogonale S d'axe (A), qui transforme M en M', la tranformation telle que : [MM"ﬁ =1

avec I milieu de [MM']
2) Composition et décomposition d'isométries

Propriété 3 : (A) et (A") sont deux axes de vecteurs directeurs i et u’
e Si(Q) Il (A"),alorsSyo Sy estla translation de vecteur 20’0 oi1 O est un point de (A) et 0’ son projété
orthogonal sur (A") :
e Si(A)et(A") se coupent en O alors Sp © 5, estla rotation de centre 0 etd'angle 2(1, 57).
Propriété 4 : Soit 1" la rotation de centre A, d’angle @ et 1’ la rotation de centre A’, d"angle '
e Si@+ 0 =0,ror estune translation
e Si@+0 #0,,71 o1 estunerotation d’angle de mesure 6 + g'.
Propriété 5 : r est une rotation et t une translation
T o t est une translation
Propriété 6 : (A) est une droite de vecteur directeur U
L’application f = t © Sy = Sy © Ly estune symétrie glissée d’axe (4) et de vecteur u.
3) Déplacement et antidéplacement
Définition 3 : Soit f une isométrie du plan
e Ondit f estun déplacement si elle conserve les mesures d’angles orientés.

e Onditque festun antidéplacement lorsqu’elle transforme tout angle orienté en son opposé.
les symétries orthogonales et les symétries glissées

NB : les rotations et les translations sont des déplacements,

sont des antidéplacements.

Propriété 7 :
e Toutdéplacementestla composée d’un nombre pair des symétries orthogonales ;

e Tout antidéplacement est la composée d'un nombre impair des symétries orthogonales.

4) Classifications d’isométries
Classification d’'isométries selon les angles

Avec point invariant Sans point invariant
Déplacement rotation Translation
l—’__’_ALtigg’ﬂ,acement Symétrie orthogonale Symétrie glissée
Classification des isoméries selon le nombre des points invariants
Nombre des points invariants de f Nature de f
Aucun point invariant Translation ou symétrie glissée
‘—" Un seul point invariarit 4 Rotation de centre A
Deux points invariants A et B Symétrie orthogonale d'axe (AB)
Trois points invariants A, B et C non alignés Identité

| TS peles <
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)  APPLICATIONS AFFINES _ ve le baryc
Définition : On appelle application affine toute application du plan dans lui-méme qui conser
conserve le coefficient de colinéarité.
Une application du plan f est affine s'il existe une application linéaire ¢ du plan vectoriel t
AetBduplan,ona: f(A)f(B) = (p(ﬁ)
Propriété : Soit f une application affine
* [ estbijective si est seulement si elle transforme un repére du plan en un repére du plan ;
* L'expression analytique de f dans le repére (0, i, J) est :
x'=ax+by+c
{y' =a'x+by+c

entre. Elle

el que pour tous points

L % B BB

B) EXERCICES
Exercice 1

ABCD est un carré de sens direct et de centre 0.
Déterminer les applications suivantes :

U T 5oTeh i ATEn T3t T
Exercice 2

Soit S I'application ponctuelle associée 2 la transformation complexe f d’écriture complexe :

z'=(1- i\/§)2 + V3 + i(2 + V3) ol z est un nombre complexe.

Déterminer la nature et les éléments caractéristiques de §.
Exercice 3

Soit A(1; —1) un point du plan et (D) la droite d’équation : x + y = 0. On note S la similitude indirecte de
centre 4, et rapport % etd’axe (D).
1) Donner un programme de construction du M’, image d’un point M du plan par §.

2) Donner I'expression analytique de S.
Exercice 4

On se place dans le plan rapporté a un repére orthonormé (0, U, V).
1) On considére l'application F qui, a tout point M d’affixe z associe le point M’ d’affixe z’ telle que:

z = G + l\/z_i) Z et on note f son application de C dans C associée.
a) Exprimer fof(z) en fonction de z.

b) Montrer que F = RoS ; ou R est une rotation et S une symétrie axiale. On déterminera les éléments

caractéristiques de ces deux applications R et S.

c) Décomposer R al'aide de deux symétries axiales et en déduire que F est une réflexion dont on
détermineral’axe Dy.

2) On considere I"application G qui, a chaque point M d’affixe z associe le point M” d’affixe z" telle que :

n_ (1 .\/_5)__1 K]
z _(Z+12 z 2+12.

a) Déterminer une équation de I’ensemble des points invariants par G.

b) Montrer que G = ToF ou T une translation dont on précisera le vecteur.

c) Décomposer T al'aide de deux symétries axiales et en déduire que G est une réflexion dont on
détermineral’axe D,

.1, .V3
d) Quelle est I'image du point 4 d’affixe = +i ~ par G.

———_W
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Exercice 5
Le plan complexe P est rapporté au repere orthonormé (0, 1,]). Soit A(1, 0) un point de P et (D) la droite

d’équation: xV3 +y — V3 = - imi
V3+y—+3=0.5itSa similitude directe de centre 4, de rapport V2 et d'angle ; Soit §'la

similitude indirecte de centre 4, de rapport V2 et d'axe (D).
Déterminer la nature et les éléments caractéristiques de § S'etdeS'oS;

a) En utilisant les transformations complexes associées.
b) En décomposant canoniquement S et §', puis en recomposant les transformations apparaissant ainsi dans

SoS'etdeS'eS.

Exercice 6

Soi ‘3 : ‘ di 5 . _
oit un plan P rapporté a un repere orthonormé direct (0, 7, ). On considere I'application f qui associe a tout

, 1., V3
. ¥ =cx+—y+1
point M(x; y) le point M'(x’"; ¥") défini par: 2 X+
r_\/—j 1
=3 X=3y=V3

1) Démontrer que [ est une isométrie.
2) Trouver la nature de f et les éléments qui la caractérisent.
Exercice 7
Soit festla transformation du plan définie analytiqu

X =2(x+V3y+2)
tels que : 21

y = (\/§x—y)

~3
1) Onposez =x t+iyet 7' = x’ + iy’. Exprimer Z’ en fonction de z.

2) Onpose 0’ = f(0). Vérifier que : 0'M’ = OM.
3) Déterminer I'ensemble des points invariants par f.
" = f o f(M); Exprimer z" enfonction de z et mon

ement par : au point M(x; ¥),on associe le point M'(x; ¥)

a) Soit M” d'affixe z"etM trer que f o f estune

translation de vecteur U que l'on précisera.
- - . 1 i rd - . o ’
5) Soitg =1 1.° f- A et B les points d’affixes z4 = 3 etzg = _z!ﬁ' Déterminer les affixes des points A et
z

ouver que g est une symeétrie orthogonale dont précisera

B’ images respectives des points A et B par g. Pr
I'axe (4).

6) Montrer que Za %4

est un réel.
zy_

-z—ll
7) Déterminer alors la nature et les éléments caractéristiques de f.

Exercice 8

Soit un plan P ori 0,1, J)- On considere I'application f qui associe a

enté rapporté a un repéere orthonormé direct(
 M(x: y) le point M'(x'; ¥') défini ar'{xlzy_l
tout point M(x; y) le poin x'; y") défini par : y = —x+2

1) Montrer que f estune isométrie plane.

2) Trouver la nature et les éléments caractéristiques de f.

Exercice 9

Le plan complexe estrap
1) On donne (D) la droite d'équation : V3x +y -2 =0.

a) Exprimeren fonction de x et y les coordonnées de Sp(M), ol Sp désigne la symétrie orthogonale

d’axe (D).
b) On appelle S la similitude direct

coordonnées de S(M) en fonctionde x et y.

porté a un repére orthonormé direct (0O, Uuv).

e de centre A(0; 2), d’angle ;—tet de rapport V3. Déterminer les

e
Ndonaye Patrice Ouala (Collection Aquipat) Page 39



R N R DR

€) Soit T I'application définie par: T = § o §;). Montrer que les coordonnées de T(M) sont données en

) _ V3 3

X =—x-= 3
fonctiondecellesdeMpar: 23 23,_4‘

y’=——2~x—73y+v3+2

. ! et
2) Montrerque T = §), o h(‘ﬁ) = "(A.\/i) o Sp,, 0l &, désigne la symétrie orthogonale d’axe (D) e

h 'homothétie de centre 4, de rapport V3. En déduire la nature de T et donner ses éléments
caractéristiques.

3) Uapplication T est elle bijective ? Déterminer T-1
Exercice 10

Dans le plan euclidien rapporté au repére orthonormé direct (0,1,]), soit les points A(2,0), B(2,2), c(0, 22_-?"“
53 la symétrie orthogonale de base (AC), s; la symétrie orthogonale de (0A), T la translation de vecteur OC.

1) Préciser 'image de B par s, © §1. Déterminer la nature et les éléments caractéristiques de sz © 51.

2) Déterminer la nature et les éléments caractéristiques de T o 53 © 5.
Exercice 11

Soit P un plan euclidien rapporté 3 un repére orthonormé (0,1,J), m un réel et f l'application de P dans lui-
4
~ - - - x' = ix + —y + m
meme qui, au point M(x, y), fait correspondre M '@, y): 54 %
1) Démontrer que f est isométrie plane négative. '
2) Pour quelle valeur de m, f est elle une symétrie orthogonale par rapport a une droite ?
3) Lorsque m = 0, déterminer une droite D et un vecteur B tels que ¥ soit élément de D, et :

f=S8°T =T-¢S,0uS est la symétrie orthogonale de base D et T la translation de vecteur v.

Exercice 12

Dans P, plan affine rapporté au repére (0, 1, )), soit f I'application qui, 3 M(x,y) associe M'(x’,y’) tels que :
o BB R e X 1

X ==—=—+3+ = ety—-2+2 s

1) Démontrer que [ est affine ; écrire la matrice, dans la base (7, J), de I'endomorphisme associé .
2) Démontrer que @ et f sont des involutions.
3) Déterminer les points invariants par f ; préciser la nature géométrique de f.
Exercice 13
Le plan complexe P est rapporté au plan orthonormé direct (0, U, V). On considére la transformation T qui a tout
r_ /
;: ; gi _T_ Zi i Z, joua,b,a, b’ sont des réels.
1) Montrer que les affixes des points M et M’ sont liées par la relation : z' = mz + p, ol m et p sont des
nombres complexes que I'on déterminera en fonctionde a,b,a’ et b'.

point M(x ; y) associe le point M’(x’; y’) données par: {

2) Déterminer a, b,a’ et b’ pour que la transformation T soit la translation de vecteur —21u + .
3) Déterminera, b,a’ et b’ pour que la transformation T soit I'homothétie de centre A(1; 2) et de rapport
2.

4) Déterminer a, b, a’ et b’ pour que la transformation T soit la rotation de centre B(0; 2) et d'angle 3—}.

5) Déterminer a,b,a’ et b’ pour que la transformation T soit une similitude directe de centre C(—1; 1),
d’'angle g et de rapport 2.
Exercice 14

ABC et DEF sont deux triangles équilatéraux de sens direct. Les points G et H sont tels que EDBG et CDFH sont
des parallélogrammes. Le but de I'exercice est de démontrer par deux méthodes que le triangle AGH est

équilatéral.

T e A —
-
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1) Le plan complexe est rapporté a un repére orthonormé direct. On désigne par a,b,c,d, e, f, g et hles
affixes respectives des points 4, B, C, D,E F,GetH. ”
2 =
a) Démon“rerque:c—a= e's(b — a). Exprimer f —d en fonctionde c — d.
b) Exprimer g en fonctionde b, d et e.
. iz
¢) Démontrerque:h—a =e'3s(g—a). En déduire que le triangle AGH est équilatéral.
2) On désigne par: t; la translation de vecteur BD, t, la translation de vecteur DC et r la rotation de centre
D et d’angle g— Onpose f =ty orely.
a) Justifier que f est une rotation dont on précisera I'angle. Déterminer I'image de B par f ; en déduire le

centre de la rotation f.
b) Déterminer 'image de G par f. En déduire que le triangle AGH est équilatéral.

Exercice 15

Soit P le plan euclidien orienté rapporté a un repére orthonormé direct (O, i,]), et f 'application de P dans P

qui, au point M d'affixe z associe le point M’ d’affixe 2z’ telle que : z! = (—% + l?) z+ ; + i?.

a) Démontrer que f estun antidéplacement. Démontrer que f=Sot= toS,ou Sestla symétrie
orthogonale de base D et tla translation de vecteur w ; déterminer w.
b) SoitT le cercle de centre 9.(0, —\/5), de rayon 1. Déterminer I'image deT parf.
Exercice 16
Le plan est muni du repére (0, i,J). Soit f I'application du plan dans lui
x' =§(4x—2y—6)

;1
y =;@2x-y-12)

-méme qui 3 tout point M(x, y) associe le

point M'(x',y") tels que :

1) Démontrer que le vecteurW a une direction fixe que I'on précisera.
2) Démontrer que fof = f.
3) a)Déterminer I’'ensemble des points invariants par f.

b) En déduire la nature et les éléments caractéristiques de f:

Exercice 17

Le plan affine P est rapporté au repére orthonorm
. . e (x=x
M(x,y), associe le point M'(x',y’) tel que : {y’ —3y-1

plication affine bijective.

é (0,1,])- Soit f I'application de P dans P qui, a tout point

1) Démontrer que f estune ap
2) Déterminer I'ensemble des points invariants par F.
3) Démontrer que f estune affinité de P, dont on déterminera la direction, le rapport et I'axe.

Exercice 18
Le plan est muni du repére orthonormé (0, L,)- Soit f I'application du plan dans lui-méme qui a chaque point
¥ = = (5x — 12y +24)
M (x,y) associe le point M'(x’,y") tels que : 1
y' = E(—12x — 5y +36)
1) Démontrer que fof =1d.
2) Démontrer que I'ensemble des points invar
3) Soit Mun point du plan et M’ son image par f.
a) Démontrer que le milieu de [MM'] appartient a (D).
b) Démontrer que le vecteur MM' a une direction fixe, orthogonale a celle (D).

¢) Endéduire |a nature et les éléments caractéristiques de f.

jants par f est une droite (D) que I'on précisera.

p——— commormmm e
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Définition : Soit (D) une droite, F un point n’appartenant pas a (D), e un nombre réel strl.cte
On appelle conique de foyer F, de directrice (D) et d’excentricité e 'ensemble (I') des points

MF
MH

VID | ETUDE/GENERALE DES CONIQUES
A) RESUME DU COURS

= e, ou H est le projeté orthogonal de M sur la droite (D).

e Sie =1, (I estune parabole ;
e Si0<e<1,(T)estuneellipse;
e Sie> 1, (I estune hyperbole.

ment positif
M du pian tels que :

1) PARABOLE i
Equation y? = 2ax x“ =2ay
parameétre la] |a|
Sommet 0 0 .
Axe focal La droite de repére (0, 1) La droite de regere (0,))
Foyer a 0 2
¥ (E' 0) ¥ ( ’ z) . J
- - 5 /
Directrice (D) : x = — (D):y= ~3 /
Equation de la tangent (T) au point YYo = a(x + xg) xxy = a(y + ¥o) J -
Mg (xg; ¥o) _ )
a>0 \
-
1+ 1__;:
. Foo
-2 1 0 1 2 3 j2 _{|
_1_-
_2_ \‘-\
a<o
; %
2 /
/
1) ELLIPSE
1‘:C35;l>b zémecas:a<b
Equation f_ 4 Y ~ 1
réduite a? _b?
Demi distance c=+a? - b?
focale .
Excentricité e=—
Foyers F(c;0),F'(—c;0)
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_ [ so
ommets A(a; 0),A'(—a;0), B(0; b), B’
) ’ ’ ’ y ] B 5 —
. I /’.«XE focal (AA’)( 1B (s —B) A(a; 0),A'(—a; 0), B(0; b), B'(0; —b)
Directrices - P ) = (BB )
Equati (D):x=— et@)ix=—7 (D) : L ' b2
ion de la Vo € y_ “et(D):y=-=
tangente au B 1 . | +22 1
‘ point az b2
. Mg (xo; Yo)
Représentation x' = acos
= P i
éfinition MF + MF' = 2a ' = - oS
bifocale avec FF' = 2c MF + MF' = 2a avec FF' = 2¢
R Courbe BEP—
| i
) -fa /
' -5+
, m)  HYPERBOLE
l Equation réduite 2 ¥yt xz y?
ol il —ET
- Centre 0 (]
l Demi distance focale c = Ja? + b? c=+b?+a?
c c

Excentricité

l Foyers

Sommets
Axe focal

- l Directrices
e la tangente au point

Asymptotes

F(c;0),F'(=¢;0)

F(0;c),F'(0,—©)

A(a;0),A'(=a;0)

bz
@ y=lret(d):y =%

' Equationd
&finition bifocale

Mo (Xo;
]
[ DefintionBPocse

_
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2 2
D):x=Set(@):x=-" D) y=Cet®@)y=-2
— xxg_ 90 _ Xxg_ Yo
- @ b

|MF — MF'| = 2a avec FF' =2c

B(0; b), B'(0; —b)

(A):y=—xet(A>=y=—§x

|MF — MF'| = 2a avec FF' = 2¢
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Courbe

- 34

B) EXERCICES
Exercice 1 dont
2 3 R . . 2 i on
Le plan est rapporté & un repére orthonormé. Dans chacun des cas suivants, préciser la nature de la conique

une équation est fixée. Préciser ses foyers, ses sommets, éventuellement ses asymptotes :

2 24—y ED* 0 A E 0 L. 2_9y2 + 8x+54y—11=0
a) 5x*+36y*—1=0;b)"=+%-1=0;¢) -5~ —1=0d)4x y

Exercice 2 ‘
1) Atout nombre réel m, on associe I'ensemble C,,, des points M(x ; y) dont les coordonnées vérifient
I'équation: mx? —4mx— (m—-1)y 2 +2=0
Etudier, suivant les valeurs de m, la nature de C,,.
2) Soit C I'ensemble des points dont les coordonnées (x ; y) vérifient I'équation :
4x|x| + y* — 16x — 20 = 0.
a) Montrer que C est la réunion d’une partie de conique C; et d’une partie de conique C.
b) Déterminer pour chacune des coniques C; et C; la nature, le centre, les sommets et éventuellement les
asymptotes.
c) Montrer qu’en chacun des points ou les courbes C; et C, coupent la droite (0, ), elles ont la méme
tangente.
d) Tracer la courbe C en prenant pour unité le centimétre.
Exercice 3
Si A et B sont deux points de P, on notera d(4, B) la distance de ces deux points.
Soit I' 'ensemble des points M de P vérifiant la condition : d(M, F) + d(M, F') = 4, ou F et F’ sont les points des
coordonnées respectives (1; 0) et (—1; 0).
1) Vérifier que I contient les points A, B, C, D, E de coordonnées

respectives : (—2; 0),(2; 0), (—1; %),(1; %),(1; _%)

2) Quelle est la nature de I' ? Montrer qu’une équation cartésienne de T dans le repére (O,1,]) est :
IZ yl _
T t3 =

3) Représenter la courbe I' et les points A, B, C, D , E(unité : 3cm).
Soit M un point de P de coordonnées (xo; ¥o) qui n'appartient ni a la droite (BC), ni a |a tangente en B AT.
Déterminer les coordonnées du point P d’intersection des droites (DE) et (BM,) ainsi que les coordonnées du
point Q d’intersection des droites (AE) et (CM,).
En déduire que le point M appartient a I' si et seulement si les points P et Q ont Ia méme ordonnée.
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Exercice 4
1) Soit P une parabole de foyer F et de directrice D. Etant donné un point M de P et H son projeté
orthogonal sur D, montrer que :
- Le milieu | de [FH] appartient a la tangente cu sommet ;
. Latangente en M a P est la médiatrice de [FH].
2) a)Déterminer le lieu géométrique des foyers des paraboles ayant une directrice D donnée et tangentes a
une droite (T) donnée.
b) Déterminer le lieu géométrique des sommets de ces paraboles.

Exercice 5
Un point M(x ; y) du plan est repéré par son affixez = x + iy.

A tout point M d’affixe z non nulle, on associe le point M’ d'affixe z' = %(z + %)

1) Calculer les coordonnées (x'; y') de M'en fonction de (x; y) de M
2) Déterminer I'ensemble E des points M tels que M’ appartienne a I'axe réel.
3) On suppose que M décrit le cercle de centre O et de rayon 2. On écrit alors z sous la forme :

z = 2e', t € [0; 2m].
a) Exprimer x’ et y' en fonction det.

b) Endéduire que M’ décrit une conique I' dont on déterminera le centre et les sommets.

Exercice 6
' = x+3y

x
f est la transformation du plan qui a tout point M(x ; associe le point M'(x'; y') tel que :
planq P (x; ¥) P ' ¥) = enfBt

1) Préciser la nature de f et ses éléments caractéristiques.

2) Soit (E) I'ellipse d’équation : ax* +y? = 4.

a) Déterminer le centre, les foyers et les sommets de I'ellipse (E)

b) Déterminer une équation cartésienne de (E'), image de (E) par f.

3) Déterminer la nature, le centre et les sommets de (E*). Tracer (E) et (E") sur un méme graphique.

Exercice 7

M est un point du plan complexe d’affixe z.
1) Démontrer que I'ensemble des points M du plan telsque Z +z+ 4 = O estune droite (D).
1

2) Démontrer pour tout point M, la distance de M a(D)est 3 |z +z + 4|

Z—I-il —ﬂestune llipse dont aci f
= o ellipse dont on précisera un foyer,

3) Démontrer que I'ensemble des points M tels que :
une directrice et I’excentricité.
Exercice 8 ~
Le plan (P) est muni d’un repére orthonormé (0; u; V)

M d’affixe z associe le point M’ d’affixe Z' telque: z' = z:t +iz + 1.
ensemble des points M dont I'image par f est le point A d’affixe 3i.
image de M par f. Déterminer X’ et y’ en fonction

et f 'application de (P) dans (P) qui a tout point

1) Déterminer I’

2) Soit M(x; y)un point de (P) et M(x';y)= fmnr
dexety.

3) Soit (¥) I’ensemble des points M du plan dont I’

équation cartésienne de (¥).
4) Soit (C) 'image par f de la droite (O; ). Déterminer une équation cartésienne de (C).
5) Montrer que (y) et (C) sont des coniques dont on déterminera les éléments caractéristiques.

Exercice 9 ‘
Le plan orienté est rapporte a un rep

image est sur la droite d’équation x = 1. Déterminer une

&re arthonormé (0, U, V). On désigne par (y) 'application du plan dans lui-

méme qui, 3 tout point M d’affixe z, associe le point Z' tel que : L G + 1?) (z—-1)

e M
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1) Démontrer que (¥) est une rotation dont on précisera I'angle et le centre.

z2 l'ensemb
2) Atout complexe z # 3, on associe le nombre complexe : Z = 77 On note (H)

le des points

M(z), telle Z soit un nombre réel
a) Démontrer que (H) est soit une droite, soit une hyperb
les directrices et |'excentricité.
b) Tracer (H')
3) Démontrer que I'image de (H') par () est une conique. Préciser sa nature,
Exercice 10
A tout réel m € I = ]0; 1[, on associe dans le plan affine euclidie

2
conique (E,,) d’équation : y2 = 2x — x;

ole (H") donton précisera le centre Q, les foyers,

son centre.

n rapporté a un repére orthonormé (0; T; J), 1a

1) Construire la courbe (E 3).
4

2) Quelle est la nature de (E,,) ? Déterminer par leurs coordonnées dans le repére (0; T; J) le centre et les

sommets de (E,;). Déterminer et tracer la courbe (§) constituant I’ensemble des sommets du grand axe
de (E,,) quand m varie dans I.

3) Déterminer par leurs coordonnées dans le repére (0; i, J) les foyers de (E
courbe (C) constituant 'ensemble de ces foyers quant m varie dans 1.

). Déterminer et tracer la

Exercice 11
1) Résoudre dans C I'équation : sintaz? — 4sinaz + (4 + cos?a) = 0, @ €]0; 7[
2) Soient M et N les images des solutions de I'équation dans le plan affine.
a) Montrer que lorsque a décrit ]0; [, I'ensemble des points M et N est une partie de la conique
©): x* =4y’ +4
b) Donner la nature et les éléments caractéristiques de (C).
c) Donner I'équation complexe de (C).
d) Dessiner (C).
Exercice 12
Un plan est rapporté 3 un repére orthonormé (0; T; j) d'axes (x'0x) et (¥'0Y).
1) Soit (C) le cercle d’équation : x2 + y* = 1. Atout point M(x ; ¥) de ce cercle, on associe le point

X=x
N(X; Y)tel que: Y:%y

Monter que N appartient a une courbe (E) dont on donnera une équation et les éléments de symétrie.
2) Atout point M(x; y) de (C), d’ordonnée nulle, on associe maintenant le point P(X ; Y) tel que :

X=:
y
Y =+32
y
Montrer que P appartient a une courbe (H) dont on précisera les équations des asymptotes
Exercice 13
(0,1,]) est un repére du plan. On appelle (E) la conique de foyer 0, de directrice (A) d’équation:y = 2 et
d’excentricité %
1) Montrer que (E) a pour équation : 12X? + 9Y% = 16 par rapport 3 un repére que I'on précisera. Quelle
est la nature de (E) ?
xl

2) Soit ¢ I'application qui a tout point M(x, y) associe le point M'(x’, ') tel que : { .
y =

po)

X
V3 2-
27"

“

a) Donner une équation cartésienne de I'image (E’) de (E) par ¢.

d Patrice Ouala (Collection Aquipat)
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b) Construire (E) et (E").

Exercice 14

Le plan est § 3 ; 6 (0,1,
rapporté a un repere orthonormé (0, i, j). Soit (D) la droite d’équation x = 6 et F (8) un point du
plan. Soit @ un réel tel que : 0 < 0 < =. ’
= 2

On appelle (Tp) 'ensemble des points du plan tels que : # =L
. - H  cos0
Ou H est le projeté orthogonal de M sur (D)
a) Préciser la nature de (Tp) suivant les valeurs de 8

b) Préciser la nature de (T) correspondant a = 0 ; Construire (Iy)

c) Ecrire une équation cartésienne de la courbe ([‘g) correspondanta 8 = %

6 6
d) Préciser les éléments caractéristiques de cette courbe (foyers, sommets, éléments de symétrie
asymptotes)

Construire la courbe (l‘g)
6

e) Soit (C) le cercle de centre O et de rayon 10. Ecrire une équation cartésienne de la courbe (E),
transformée de (C) par I'affinité orthogonale d’axe la droite d’équation y = 0 et de rapport %
f) Déterminer la nature de (E) et préciser ses foyers. Construire (E) dans le repére précédent.
Exercice 15

Le plan est rapporté a un repére orthonormé direct (0,14, ).
4

A) On considére les points A (_01) et! (0

). Soit (E) I'ellipse de centre I dont un sommet est A et un foyer

est 0.

a) Déterminer les trois autres sommets de (E)

b) Calculer I'excentricité de (E), et donner une équation de sa directrice associé au foyer O dans le repére
(0,u,v).

c) Former une équation de (E) dans le repére (1,1, V), d’origine I le centre de I'ellipse.

d) Tracer (E).

B) Dans cette partie, a tout réel 8 € [0; ], on associe I'équation : z2 — 2(4 + 5c0s0)z + (4cos6 + 5)2=0

a) Résoudre dans C cette équation.

b) Lorsque 8 € [0; m], on note z; la solution de I'équation dont la partie imaginaire est strictement positive,

et z, |'autre solution.
Soit M, et M les points d’affixes respectives z et Z;
Déterminer les coordonnées du point M, en fonction de 0 dans le repére (0, U, V), puis dans le repere (I, U, V).
En déduire 'ensemble des points M, puis celui des points M, lorsque 6 décrit ]0; =[.

Exercice 16
Dans un plan (P) rapporté a un repére orthonormé (0, i, J), on considére la courbe (Iy,) d’équation :

y? = mx? — (m—1x—3(2m+ 1) oumestun réel fixé
A) a) Vérifier que le point A (g) appartient a la courbe (I';,), pour réel m.

b) On suppose 11 # 0
Montrer que |a courbe (T,,,) est conique a centre.

5 m-1
Montrer que le centre de (T,,) est le point I, (—z—m—, 0).
préciser suivant les valeurs de m, si (T,,) est une ellipse ou une hyperbole
¢) Construire les courbes (I'_y) et ()

B) Soit (g) un couple de nombres complexes. On appelle @, la transformation du plan (P) qui, a tout point
M d’affixe z, associe le point M’ d’affixe z' définie par:z' = az +b
e —————— e —————
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: espectives,
a) Déterminer les complexes a et b pour que les points A(3;0) et B(-3;0) aient pour images resp
par @, les points A’(3; —3) et B'(—3; 3).
&ci re et les éléments caractéristiques de ¢.
Prec:)erjfs:i;:‘r que, image (I''_;) de (1‘_1),qpar P, e(it un cercle dont on précisera le centre et la valeur du
rayon.
c) Déterminer I'expression analytique de ¢. En déduire x et y en fonction
d) En déduire une équation de (I';), image de (Iy) par ¢. Construire la courbe
précédente.

C) Onposem =0

dex'ety’
(r'y) dansla figure

a) Quelle est la nature de () ? On fera une deuxieme figure. ]
b) On pose: G = bar{(4,2); (B, 1); (M, 1)} ot M décrit (Ip) .on appelle (o) la courbe dé
Démontrer que (¥,) est I'ensemble transformé de (Iy) par une homothétie de centre I
précisera le rapport.
On appelle M, et M, les points de (Iy) d’abscisses respectives 4 et 7 dont les ordonnées sont
Construire les barycentres G et G, correspondants.
Exercice 17
Le plan est rapporté a un repére orthonormé (0, 7, ). Soit (C) la courbe dont une représentation paramétrique

x=2et+et . ,
— 2et — et ou t est un réel

y a . . . —
a) SoitM (b) un point de (C). Donner, en fonction de a et de b, les coordonnées d’un vecteur directeur u de

crite par G.
1(1;0) dont on

positives.

est:

la tangente en M a (C)
b) Soit N (Z) un point de (C) et T le point défini par : OT = OM + ON. Montrer que |a droite (MT) est la

tangente en M a la courbe (C).
c) Montrer que la courbe (C) est contenue dans I'hyperbole (H) d'équation : xZ —y? =8.
d) Tracer (H) et préciser son centre, ses sommets, ses foyers et ses asymptotes.
Exercice 18
Soit E un plan rapporté a un repére orthonormé (0,1, ]).
1) Soit T I'ensemble des points de E dont les coordonnées (x ; y) dans le repére (0, 7, J) vérifient :
16x* + 81y* + 72x%y? — 1296y%2 =0
Montrer que I est la réunion de deux coniques I'y et I';.
2) Représenter I' aprés avoir précisé le centre et les sommets des coniques I’y et T;.
Exercice 19
Soit I' I'ensemble des points M(x ; y) dont les coordonnées vérifient I'équation : y2 — xZ + 4x = (.
1) Montrer que I' est la réunion de deux courbes I'; et I, représentatives des fonctions fietf, quelon
précisera.
2) Etudier les variations la fonction f; définie par : f,(x) = Vx? — 4x
Etudier la dérivabilité de la fonction f; aux points d'abscisses 0 et 4, et préciser les tangentes en ces points ;
asymptotes non paralléles aux axes : on donnera leurs équations et leur point d’intersection.
Construire la représentation graphique I'y; de la fonction f.
En déduire celle de f,. En déduire la nature de T

les
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VIII) - CALCULS DES PRIMITIVES
A) RESUME DU COURS

Définition : f est une fonction définie sur un intervalle I.
On appelle primitive de f sur I toute fonction F de I vers R, dérivable sur I et telle que:V x € I, F'(x) = f(x).
Propriété 1 : Toute fonction continue sur un intervalle admet une primitive sur cet intervalle. '

Propriété 2 : Soit f une fonction de primitive F sur un intervalle 1.
La fonction x = F(x) + ¢, ¢ € R, est une primitive de f sur I.
Propriété 3 : f est une fonction continue et de primitive F surl, xg € I et yg unréel.

La primitive de f sur I qui prend la valeur Yo en X est 'unique fo

Primitives des fonctions élémentaires

nction F vérifiant : F(xq) = Yo

i Fonction f Fonction primitive F Intervalle I ou f est continue
xXra xpaxtc ' R
xv— xt xn+1 R
' xe +c
+1 N
5 1 xp 2Vx+c¢ R
Vx
: 1 =1 R; ou R
\ xe—m*1 xH»—————=+tC *
L x" ( ) (n—1)x"1
[ X P COSX x o sinx+ ¢ R
X P sinx x+— —cosx+cC R
2 T T
x - 14+ tan®x x o tanx + ¢ ](Zk—l)f;(2k+1)5[
1 -1 [0; +oof,siT =0
SN i s S VT i 10; +ool,7 <0
2 R
I x—Vx x §x\/E "
Primitives des fonctions composées
[ Fonction f Primitive de f Intervalle I
| u'u™ untt I est un intervalle ou u est
n+1 dérivable
u’ ot | I est un intervalle sur lequel u est
IL__—"——'E/’_ (n— Dun?! dérivable et ne s’annule pas
u’ 2Ju I est un intervalle sur lequel u est
% dérivable et strictement positive
: u'cosu sinu I est un intervalle sur lequel u est
T dérivable
u'sinu —cosu I est un intervalle sur lequel u est
dérivable
1. I=R
cos (ax +b) Esm (ax + b)
e
i ; 1 I=R
; sin (ax + b) - cos (ax + b)
-
u' —d I est un intervalle sur lequel u est
‘ ur (r —Dur?! dérivable et strictement positive
u'\vu 2 I est un intervalle sur lequel u est
—uu . . .
- 3 dérivable et strictement positive

e ————————
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B) EXERCICES
Exercice 1

Déterminer une primitive sur I de chacune des fonctions suivantes : + o J0: oo
1) f)=3x3-2x+1,I1=R;2) f(x) =x+2+ 2,1—] +oof; 3) f(x) = 2%° ——f '

A f(x) = ~3(-3x - 2)%,1=R;5) f(x) = (- 2x+1)5 =R 6)f() = (x+ D(xE+2) 1 =R

)= Gx +4)3'l "] +00[ 8) f(x) = Z+1)2, =R;9) f(x) = sinxcos 3x,I =R;

10) f(x)=3COS(2x—§)—Zsm(——3x) I=R11) f(x )—cosx I—]O [12)f(x)— JZx-1 ] s [

B) fQ) = g1 = |-o0; ¥ 14) o) =721 =], 1[,15)f(x)=xJ}TJr—1,l=R

3 _
16) f(x) = (x = D)Vx? = 2x + 1,1 = ]1; +00[,17) f(x) = 2cosxsin2x,1 = R, 18) f(x) =X = 55,1 =
—g, ;[ +19) f(x) = sin®xcos®x,I = R, 20) f(x) = sinxcos*x,I = R
Exercice 2
Soit f la fonction définie sur R par : f(x) = sin?xcos?x

1) Montrer que f(x) = % — % cos4x

~—
\

2) En déduire la primitive de f sur R qui prend la valeur 1 en E.
Exercice 3

Soit f la fonction définie sur R — {1} par : f(x) = (ZxJ;:;;J
=

P . - a b
1) Déterminer deux réels a et b tels que : f(x) = T R

2) Endéduire une primitive de f sur ]—oo; 1[, puis celle qui prend la valeur 1 en 0.
Exercice 4

Soit f la fonction définie sur R par : f(x) = sin3x
1) Linéariser la fonction f

2) Endéduire la primitive de f qui s’annule en g
Exercice 5

Dans chacun des cas suivants, déterminer une primitive de f sur I

D [0 =350 =12+l D) f) = 5700 T= R f®) = Fore =R f0) = 22 = |
Jo: %[ ; 5)f(x)—tanx 1_]0 T, 6)f(x)—3x2-1+3 =10, 4o, ) F) = — L 1= .
Jo: 3138 70 =51 =100 +00:9) F®) = 1 =11 ool 10) 1) = Sxreoss ()
Exercice 6
On considére la fonction f définie sur R — {— 1} par: f(x) = (;;:11)2
1) Déterminerles réels aet b tels que, Vx + —= f(x) = b

el t (2x+1)?
2) Déterminer les primitives de f sur]—z; +oo[
3) Endéduire la primitive de f sur ]—%; +00[ vérifiant: F(0) = 1
Exercice 7

Déterminer sur I'intervalle | une primitive de f, dans chacun des cas suivants :

1) f(x)_e—2x+11—]R Z)f(x)—xe ["R3)f(X)——ex [—]0 +m[4)f(x):_ I=

10; +oof
5 fkx) = J=R,6)f(x) =2%,1=]0; 4o,

ex+1’

I\M_—.—ﬂ
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Exercice 8

. On considére la fonction f définie su : s T
f r R par: f(x) a2
1 _ bX | X
T(X+2)r atsys t x+2)?

1) Déterminerlesréelsa,betctelsque:V x -2

2) En déduire une autre expression de f(x).
3) En déduire les primitives de f sur R.
Exercice 9
£ es la fonction définie sur R par : f(x) = (x* — 4)e**
1) Déterminer les réels a B,y pour que la fonction F définie par: F(x) = (ax* + px + y)e?* soit une

primitive sur R de f.
2) Déterminer la primitive de f qui s’annule en 0.
1X)/ 7 SUITES NUMERIQUES
A) RESUME DU COURS
1) Généralités sur les suites

Définition 1 : On appelle suite numérique toute fonction de N vers R.
Détermination : Soit (u,,) une suite
e (u,) est déterminée par sa formule explicite lorsqu’elle est u
e (u,) est déterminée par sa formule de récurrence lorsque : Up 41 =

ne fonction de n : u,, = f(n)
-g(uy,) et le premier terme fixé

Définitions 2 : Soit (u,) une suite
e (u,) estdite convergente lorsqu’elle a une limite finie.
e (u,) estdite divergente si elle a pour limite infinie ou elle n’a pas de limite.

i Propriété 1 : Soit (u,) une suite définie sur E.

| e (u,) est une suite croissante si et seulementsi: VN € E, Ups1 = Un s

e (u,)estune suite décroissante si et seulement si:Vn€EE Uy < Uy

t une suite constante si et seulement si:VNnEE U1 = Uns
u,, a partir d’un certain rang.

(uy,) es
e (uy,) estune suite stationnaire lorsque U, 1 =

Propriété 2 : Soit (u,,) une suite
e Si(uy,) est croissante et majorée alors elle est convergente ;

Si (u,) est décroissante et minorée alors elle est convergente ;

e Si(u,) est croissante et non majorée alors elle diverge vers +;

e Si (u,) est décroissante et non minorée alors elle diverge vers —.

i) Suites arithmétiques et suites géométriques

Suites arithmétiques et suites géométriques

Soit (u,) une suite numérique
) est une suite arithmétique lorsqu’il existe un réel 7, appelé raison, tel que : Uy g = U, + 75

o (U

e (u,) estunesuite géométrique lorsqu'il existe un réel q, appelé raison, tel que : U1 = qU,.

&)

' M
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Tableau récapitulatif W
Suite arithmétique ____,/a—o"/’_’_
1 terme Uy __._—————’T”,"
Raison r = qu,
Formule de récurrence Upyg = Uy + T 1::1_ 0 d"
Formule explicite u, = ug +nr . _ x g, p est le rang)
(u, =u, + (n—p)r,pestlel (up, = Up
rang) 1— qn+1
Somme des termes consécutifs : n+1 = Un X
=—((u u S, =Uo —
S,,=u0+u1+---+u,, S"‘ . 2 ( ot ") L np+11 q
-p+ —q" er
(S,,=n; (u, +u,), pestlel® (Sn=up><lq_  pestlel
rang) vane]
Sens de variation e Sir >0, (u,) est croissante o Sivg<Oou Yo >0et
e Sir <0, (u,)est q <0, (up) n'est pas
décroissante monotone < 1ou
e Sir =0, (u,) est constante o Sivg<0etd<g
Vo >0etq > 1, (un) est
croissante
e Sivg<Oetqg>1lou
vp>0et0<q<1,(u)
est décroissante

B) EXERCICES
Exercice 1
On définit la suite (u,,) par uy = 1 et pour tout n entier naturel : u,,;; = gun + 2.
1) Calculer uy,u; et us.
2) Déterminer un réel a tel que la suite (v,,) définie par v, = u,, + a soit une suite géométrique.
3) Dans toute la suite, on pose v,, = u, — 5.
a) Calculer vy, puis donner I’expression de u,, en fonction de n.
b) Endéduire I'expression de u,, en fonction de n.
4) Onpose S, =vVg+vy+-4+vV, et T, =ug+u; + - +u,.
a) Quelle est I'expression de S, en fonction de n ? Etudier la limite de la suite (S,,).
b) Quelle est I'expression de T,, en fonction de n? Etudier la limite de la suite (T,,).

Exercice 2
uo =0

On considere la suite définie par: _ 2u,+1
(un) P [un+1—-—l:'+?,VHEN

1) Calculer uy, uy, usz et uy.
2) En utilisant une démonstration par récurrence, montrer que pour tout n de N: 0 < u, < 2.

. . T 1+u,
3) On donne cette fois une suite (v,,) définie par: v, = PRI
n

a) Montrer que la suite (v,,) est une suite géométrique. On précisera la raison q et le premier terme Vg.
b) Donner I'expression de v, en fonction de n. En déduire celle de u,, en fonction de n.

c) Etudier la convergence de (v,,). Déterminer la limite de (u,,).

4) On considére S,, = Vg + V1 + -+ + V,. Calculer §;, et déterminer sa limite en +oo.

Exercice 3

2u,+3
Uy +4 "

La suite numérique (u,) est définiesur Npar: ug =0etu,, 4 =

1) Montrer par récurrencequeVn =>1,0<u, <1.

e, —oinin i o
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2) Montrer que la suite (uy) est croissante.

3) On considére la suite (v,,) définie par : pour toutndeN, v, =

a) Montrer que la suite
b) En déduire la limite de la suite (V)

c) Exprimer u, en

Exercice 4
uy = 4

On considére la suite numérique u définie par: . '
Vn E N ,un+1 =

1)
premiers termes de la suite U. sur le graphique, la suite sem

2) Soit v la suite de terme général v, tel que : v, = Suy — 3.

a) Montrer que la suite v est géométrique,

b) Exprimer v, en fonction de n. En déduire u,, en fonction de

3) Onpose S, =v; +v1+ -+ Vn

a) Exprimer S, en fonction de n.

b) Calculer Sz016-

c) EndéduireS', =uy +uz +--tuUpen fonction de n. Calcu
Exercice 5 '
On considere la suite des nombres réels (u,,) définie par:ug = L, u
suite (v,,) définie par : v, = Up+1 ~ Un-

1) Montrer que la suite (v,) est une suite géomé

2) Calculer le terme général v, de la suite (v,,) en fonction de
3) Onpose:S, =Vo+ V1 + o+ Vg
a) Démontrer que Up41 = 1+S,

b) En déduire le terme général u,, de la suite (u,

(u,)?

4) Déterminer le plus petit entier p tel que pour tout entier 7. s

trique dont on précisera la

) en fonction de 1. Quelle est alors la limite delas

up—1
up+3’

(vy) est géométrique, on précisera la raison i
et le premier terme.

fonction de v,,. En déduire le comportement a l'infini de la suite (u,)

1+3u,
5

Le plan est muni du repére orthonormé (0, I, J) (unité : 5 cm), déterminer graphiquement les cinq

ble converger vers un réel ; lequel ?

\

préciser sa raison et son premier terme.

n.

ler la limite de S, en +oo.

1
1=2etVne€ Nupy =;un+1—iunetla

n.

upérieur ou égal ap,onait:

lu, — 31 < 1073,
Exercice 6
soit les suites (u,,) et (v,,) définies sur N* par:
24
- uy=12etVn € N*, Upt1 :""; Pn
# 3vn
_ y,=1etVn€ N ,Vnu :ﬁ'%v—

1) Pour tout entiern € N*, on pose : Wy, = Un — Upn:

a) Démontrer que (w,) estunesuite géométrique.

b) Exprimer W, en fonction de n.
c) Prouverque la suite (w,) est convergen
2) Démontrer que la suite (u,,) décroissant
pour tout n € N*%, o

te et déterminer sa

3) Démontrer que,
V1

4) Pourtoutm € N* on pose: t, = 3u, t+ 8v,.

a) Prouver que (t,,) est une suite constante.

b) En déduire que les suites (u,,) et (v,,) convergent et calcule

na:u, = V,. Endéduire que,

limite.

e et que la suite (v,) est croissante.
pour toutn € N*:uy 2 Uy 2V, 2

r leurs limites.

raison et le premier terme.

uite

>

e ————————————————
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Exercice 7
Uy = 0
1) Soit u la suite définie par : {u

n+1 =2_un ,VnE N

a) Calculer uy, uy, us.

ies
b) Comparer les 4 premiers termes de la suite u aux 4 premiers termes de suite W défini
n

Wn = n+1
c) Alaide d’un raisonnement par récurrence, démontrer que, pour toutn € N, Un

ur N par:

= Wpn-

2) Soit v la suite définie par: v,, = ln( ) vneN.

a) Montrer que : vy + v, + v3 = —In4.

b) Onpose:S, =v; +v; + -+ v,. Exprimer S, en fonction de 1. Déterminer la limite de S en L
Exercice 8
La suite (u,,) vérifie, pour tout entier n, la relation : u,,; = /2 + u,.

1) Soit f la fonction définie sur [—-2; +oo[ par: f(x) =V2 + x
Tracer la courbe représentative (C) de la fonction f.

2) Onsuppose uy = 0.

a) Représenter graphiquement (u,,).

b) Conjecturer a partir du graphique le sens de variation et la convergence de (i,)-

3) En utilisant le sens de variation de f et un raisonnement par récurrence, montrer que pour tout 7,

Uniq > Uy

4) En procédant de la méme fagon, montrer que u, € [0 2].

5) On se propose de montrer que la suite (u,,) converge vers 2.

a) Exprimeru,,; —2en fonction deu,

b) Montrerque: |u,,; —2| <= |u - 2].

c) Endéduire que: |u, — 2| < (E)n [ug — 2.
d) Conclure en déterminant la limite de (u,,).
Exercice 9
Partie A : On donne la fonction g de R vers R définie par: {V * & edlg(= w41+ xl_nlxl
Vx €[l +oo[ g(x) =x—2+e'*
1) Déterminer I'ensemble de définition de g.
2) Démontrer que g est continue en 1.
3) Peut-on prolonger g par continuité en 1 ? Si oui, préciser ce prolongement.
fx)=g(x),vx € D,
f0) =1
(C) désigne la courbe représentative de f dans le plan muni du repére orthonormé (O, |, J).
1) a) Etudier la dérivabilité de f enO eten 1.
b) Exprimer f’(x) suivant les valeurs de x.
2) a) Déterminer les limites de f en —c0 et en + .
b) Démontrer que (C) admet une asymptote oblique A en +oco. Donner la position de (C) par rapport 3 A pour
x=>1.
c) Montrer que (C) admet une branche parabolique, préciser sa direction.
3) a) Donner les variations de f et dresser son tableau de variation.
b) Démontrer a I'aide de ce tableau que I’équation f(x) = 0 admet exactement deux solutions. Donner un
encadrement a 0,1 prés de la solution non entiere.
4) Construire (C).
Partie C : Soit h la restriction de f a I'intervalle I = [1; +ool.
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Partie B : On considére a présent la fonction f définie par : {




1) Monter que h est une bijection de I sur un intervalle que I'on précis
; A . era.
2) Construire sur le méme graphique que (C) la courbe I a

) a e.tant un réel strictement supérieur a 1. Calculer I'aire A(@) dela partie du plan limité
droites d’équations x = 1 et x = . Calculer la limite de A(a) en + oo Plan limitée par (C), A et les

Exercice 10

On considére Ia f i efini 1
onction f définie sur R par : f(x) = asi 1
p fx) 1rer On désigne par (C) sa courbe représentative dans un

repére orthonormé d'unité graphique 4 cm.

Partiel : ) N T T .
N rtiel : 1) a) Calculer f'(x), puis étudier son signe suivant les valeurs de x. En déduire le sens de variation d f
5 . S & : eJ.

) Déterminer les limites de f en +oo et en — et dresser le tableau de variation de f

. . 1 ;
2) Démontrer que le point 4 (0; E) est un centre de symétrie de (C).
3) Déterminer une équation de la tangente (T)  (C) au point A.
4) Soit ¢ la fonction définie par: @(x) = % - %x — f(x).
a) Démontrerque:V x € ]—0; 0[, (x) > 0 etV x € ]0; +oo[, (x) < 0.
b) En déduire la position de (T) par rapport a (C).
c) Tracer (T) et (C).
Partie 2 : Soit g la fonction définie sur R par: g(x) = x — f(x).
1) a) Etudier le sens de variation de g.
b) Calculer les limites de g en +o et en —0oo.

N.l -

c) En déduire que I'équation f(x) = x admet une solution unique a et que % <a<
2) Démontrerque:V X € E; %] J(x) € E; %]

3) Calculer f”(x). En déduire que : V x € E; %] A ()] < %

A 1 1
4) Endéduireque:V x € [Z;E],lf(x)—aIS%lx—al.
5) Soit (u,) la suite des nombres réels définie par la relation de récurrence :

1
ug =, etVneN Uy = f(un)

1 1
a) Démontrerque: Yn € N,u, € [Z; E]'

1
b) Démontrerque:Vn €N, |Uupyq — al <7 lu, — al.

n+1
c) Endéduireque:Vn € N, |u, —a| < (;) .
d) Déterminer la limite de la suite (u,)-
e) Trouver le plus petit entier naturel p tel que : |u, — al < 1072 -
A) RESUME DU COURS

D CALCUL INTEGRAL
f une fonction continue sur un intervalle I contenant a et b.

b
e aabde f leréel F(b) — F(a), avec F primitive de f sur I, tel que : fa f(x)dx =

Définition 1 : Soit
On appelle intégrale d
[F(x)] = F(b) — F(@)
iétél: fonction continue sur un intervalle I contenant a.
Propriété 1: f une
ion x — [ f(t)dt estla primitive de f sur I qui s’annule en a.
La fonction A
- . : ‘ai ités d'ai i imité la courbe
Interprétation gra hique : fa f(x)dx représente l'aire, en unites d’aires, de la partie du plan limitee par
représentative de f, 'axe des abscisses et ies droites d’équations x = a,x = b.
riété 2 : Soit f et g deux fonctions continues sur intervalle I contenant a et b.

Propriété
_.__-‘Ei',M
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* Sif(x)20,alors [* f(x)dx > 0;
* Sif(x) < g(x) sur [a; b), alors f:f(x)dx < f:g(x)dx
© LU +g@)dx = [ feodx + [ g)ax.
Propriété 3 : Soit f une fonction continue sur un intervalle I contenant a et b (a < b)
S'il existe deux réels m et M tels que : V x € [a; b], m < f(x) < M, alors : m(b — @) < f: fdx < M(b—a).
Définition 2 : Soit f une fonction continue sur un intervalle I contenant a et b (a # b)
On appelle valeur moyenne de f sur [a; b] le nombre réel n= ﬁf: f(x)dx
Intégration par parties : Soit u et v deux fonctions dérivables sur un intervalle 1 telles que leurs fonctions detivees
respectives soient continues sur I, a et b deux éléments de I.
[ w' v(xdx = v} - [P u)v' (x)dx

) EQUATIONS DIFFERENTIELLES
Définition 1 : On appelle équation différentielle toute équation dont 'inconnue est une fonction dans laquelle
figure au moins une des dérivées successives de la fonction inconnue.
Résoudre une équation différentielle c’est déterminer la fonction inconnue.
Définition 2 : On appelle équation différentielle linéaire du premier ordre, a coefficients constants, I'équation du
type : y' — ay = 0, y étant la fonction inconnue.

Toutes les fonctions du type x — ke, k € R, sont les solutions sur R de I'équation différentielle y' — ay = 0.

Définition 3 : On appelle équation différentielle linéaire du second ordre, a coefficients constants, I'équation
différentielle du type : ay” + by’ + ¢y = 0, y étant la fonction inconnue.

Pour résoudre une telle équation, il faut résoudre son équation caractéristique d’inconnue r: ar? + br + c = 0

A= b% — 4ac Solutions de I'équation Solutions de I'équation
caractéristique différentielle
A=0 Une solution double r = — 2 x = (Ax + B)e™, Aet B réels
2a
A> 0 Deux solutions réelles r; et r, Xx - Ae™* + Be™* , A et B réels
A< O Deux solutions complexes x - (Acosfx + Bsinf)e™, AetB
conjugués:a + ifeta—if réels
B) EXERCICES

Exercice 1

Soit a et b (a < b) deux réels de I'intervalle [0; g[

: 1 1 1
: ; < %
1) Démontrerque:V x € [a; b], —sla S o S o
Al b-a b-a
2) Endéduire que : < tanb — tana < —;.
cosla cos?b

Exercice 2
Calculer les intégrales suivantes :

n

1 , e 1 V3 3y 3 3 sinx
A :f 3xe ™ dx; Bzf ——dx; sz ~=—==dx; I =J’ sinxsin2xdx; E:J dx:
b 1 x(Inx) 0 JxZ+4 0 ~ cosZx

e 6

F=[2@x+ DVIX ¥ 1dx; G = [%lsinx|dx
2

Exercice 3
1) En utilisant une intégration par parties, calculer les intégrales suivantes :

. [ 2 2
A= [y(2x + De?*dx; B =[] Vxinxdx; C=[[7Fdx D= ln(x;-l) &

: v s _ xX3+3x%+5x+2
2) On considére la fonction f définie par: f(x) = —

d—_—_ﬂ—_—_\\
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a) Déterminer quatre réels a,b,cetd telsque:Vx # —1,f(x) = ax? + bx + c + x;:t'

3
b) En déduire la valeur de [; f(x)dx.
3) En utilisant une double intégration par parties, calculer les intégrales suivantes :

nw

-1

n = 0 T
A :f x%cosxdx; B =fz cos3xe**dx; C =f (14 x)%e *dx; D =f cosxe*dx
0 0

Lk ]

Exercice 4
L'objectif est d’étudier la suite (u,,) définie pour tout entier naturel n par :

1)
a)
b)
2)
3)
4)
5)
a)
b)

Soit f la fonction définie sur [0; 1] par: f(x) =In (x + V1 + JEZ)
Calculer f’ et en déduire u,.

Calculer u;,.
Montrer que la suite (u,) est décroissante. En déduire que la suite (u,,) est convergente.

. / 2 sdui 1 i
Montre que, Vx € [0;1],1 <y1+x* < V2. En déduire que, pour toutn > 1, rVZ Su, <+
Déterminer la limite de la suite (u,,).
Pour toutnn > 3, on pose : I,, = f01 X" 21+ x2dx

Vérifier que pour toutn > 3,ona:u, +u, , =1I,.
Par une intégration par parties sur I, montrer que pour toutn > 3,ona: nu, + n—NDu, ;= V2

Exercice 5

1)
a)

2)
a)

_rl 1 e e

Résoudre dans l'intervalle I chacune des équations différentielles suivantes :
xy'—2=0 etI=]0; +of; b)e*y' —e*=0etI=R; c)2y'e*=e*1+e*l etl=
R; d)2y" +e**—e2*=0etlI=R; e)2y" =1+tan’x etl = —g; g[, Ny =@x-—1)e*et

I=R
Résoudre dans R les équations différentielles suivantes :

¥ =-2 B)yVZ—yV3=0ic)9y" —64y = 0; d)2y"+y =0
;e)y"—2y —2y=0;/)2y"-2v2y'+y=0;g)y"+ 4y + 5y = 0.

Exercice 6
1) Résoudre dans R I’équation différentielle (E) : y" + 2y’ + 5y = 0.
2) Déterminer la fonction f qui vérifie : f(0) = 1 et f'(0) = —1.
- 3) Onpose: F(x) = —-sl-[f'(x) + 2f(x)].
' a) Démontrer que F est une primitive de f sur R ; expliciter F(x).
b) En déduire le calcul de fo?f(x)dx.
I Exercice 7
" PartieA:
1) Soit (E) I'équation différentielle : y" + 2y’ + y = 0. Déterminer les solutions de (E).
2) (E’) estl'équation différentielle : y" + 2y’ + y = 27
a) Vérifier que la fonction h définia sur R par : h(x) = x2e* est une solution particuliéere de (E").
b) Démontrer qu’une fonction g est solution de (E’), si et seulement si, k = g — h est solution de (E).
c) Déterminer toutes les solutions de (E’).
d) Déterminer la solution f de (E) satisfaisant aux conditions initiales : f(0) = 4 et f'(0) = 0
partie B : :

1)

On considére la fonction f définie par : f(x) = (x + 2)%2e™* et désigne par (C) sa courbe représentative.

Etudier les variations de f et tracer sa courbe 0.
e e ————————————————————

Ndonaye Patrice Ouala (collection Aquipat) Page 57




i imitive F de
2} Enremarquant que f est une solution de I'équation différentielle (E), déterminer une primit 4

sur R (On calculera f;(f" +2f' + fH(H)dt). {I
3) Onpose: I, = fonf(t)dt,Vn EN
a) Exprimer ]

n en fonction de n et en donner une interprétation graphique. h
b)

Etudier la convergence de Ia suite (Iy), puis en déduire Iaire de I'ensemble des points M(x ; ¥) tels que
X20et0 <yc< f(x).
Exercice 8

On se propose de chercher les fonctions f de R vers R telles que pour tout réel x (E) : f"(x) — 4f'(x) + 3f(x) =
6x? + 5x.

1) Ondésigne par g le polyndme défini pPar: g(x) = ax? + bx + c ol a, b et ¢ sont des nombres réels.

Déterminer a, b et ¢ pour que g soit une solution de (E).

2) Onpose F=f—g.

a) Démontrer que si [ est solution de (E) alors F est solution de I'équation différentielle
(E):y"—4y' +3y=0.

b) Réciproquement, établir que si F est solution de (E’) alors fvérifie:f=F+g

c) Résoudre I'équation (E").

d) Endéduire les solutions de (E).

Exercice 9

1) Résoudre sur R I'équation différentielle (BE):y"—4y=0

2) Démontrer que I'équation différentielle (E):y" -4y = 4x* — 8x + 2 admet sur R une solution, qui soit
une fonction polynéme P du second dégré.

3) Démontrer qu’une fonction f est solution de (E’) si et seulement si la fonction f — P est solution de (E).

4) En déduire les solutions sur R de (E"), celle qui vérifie : £(0) = 0 et f'(0) = 1.
Exercice 10

2 - -
On considére la fonction f définie de R vers R par: f(x) =1In (lrz;-“_l) On appelle (Cy) sa courbe représentative.
Partie A :
1) Déterminer I'ensemble de définition de [, puis écrire f sans le symbole valeur absolue.
2) Montrer que f est une fonction paire et que V' x € Dy, f peut se mettre sous la forme : (@) = nx® —

In|x® — 4|,
3) Calculer les limites de f aux bornes de son ensemble de définition. Préciser les asymptotes éventuelles de
€.

4) Calculer f(x), étudier son signe suivant les valeurs de x et dresser le tableau de variations de f.
5) Déterminer une équation de la téngente a (€y) au point d’abscisse /2.
6) Tracer (Cy).
Partie B :
1) Soit h larestriction de f sur I'intervalle ]0; 2.
a) Montrer que h est une bijection de ]0; 2 sur un intervalle k que I'on précisera.
b) Soit h™! Ia bijection réciproque de h. Dresser le tableau de variation de h~1,
c) Représenter graphiquement les courbes (Cp,)et (Cy-1) représentatives de h et h=1.
2) Calculer h~1(0) et (h~1)'(0).
Partie C:
1) Montrer que, pour tout x € ]2; +oof, f(x) = Zlnxx —In(x-2)—In(x + 2%
2) Calculer, a I'aide d’une intégration par parties : f1 Intdt.
3) Soit F la primitive de la fonction In qui prend la valeur —1 en 1. Déterminer F(x).

#\_\
N
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‘

4) Dans cette question, on prendra : F(x) = xInx — x. Montrer que la fonction G définie par
G(x) = 2F(x) — F(x — 2) — F(x + 2) est une primitive de fsur]2; +ool.

5) Soit a unréeltel que:2 < a < 4 et A(a) 'aire de 'ensemble des points M(x ; y)
as<x<4
{0 Sy<f(x)

a) Calculer A(a) et déterminer la limite de A(a) lorsque a tend vers 2.

b) Interpréter ce résultat.

Exercice 11

vérifiant :

) In désigne la fonction logarithme népérien
On considere Ia fonction numérique f de la variable réelle x définie par : £(x) = In |_-|. on note (C) Ia courbe.
1) Etudier les variations de f
2) Tracer la courbe (C)
3) On désigne par g la restriction de f a I'intervalle ]0; +oo[.
a) Montrer que g est une bijection de ]0; +oo[ sur un intervalle que I'on précisera.
b) On désigne par ¢ I'application réciproque de g : ¢ = g~ et par (¥) sa courbe représentative. Exprimer
@(x) en fonction de x.
4) a étant un nombre réel non nul, on considére la fonction f, de la variable réelle x définie par:

1 o . .
fa(x) =In IEI et on désigne par (C,) sa courbe représentative dans le plan

a) Démontrer que I'image de la courbe () par la symétrie de centre O est la courbe (C_,)

b) a et b étant deux nombres réels non nuls de meme signe, montrer qu’il existe une translation du plan qui
transforme la courbe (C,) en la courbe (Cp).

1)) On désigne la fonction numérique @(x) = In (e * + 1) et on désigne par (y) sa courbe.

1) Etudier les variations de ¢ et tracer sa courbe (y). Démontrer que la courbe (y) coupe la droite
d’équation y = x en un point dont on précisera les coordonnées.

2) A étant un nombre réel positif non nul, on note A(4) I'aire de la parti du plan limité par la courbe (),
I’axe des abscisses et les droites d’équations x = 0 et x = 4.

2
a) En utilisant I'encadrement suivant, pour tout u € [0; +oo[ 1 u — u? < In (1 + u) < u, déterminer un

encadrement de A(4) et en déduire que A(4) < 1.
b) Montrer que A(A) admet une limite en +co et déterminer un encadrement de cette limite.
3) On considére la suite réelle (u,,) de premier terme u, et telle que, pour tout entier naturel, U,y =
@ (u,)
- - 1+V/5
a) Montrer que si u, tend vers | lorsque n tend vers +co, alors : [ = ln( 3 )

. 5 5o 1
b) Montrer que, pour tout entier naturel non nul, u,, > 0 puis montrer pour tout x réel positif, lo' ()| < 2

En utilisant I'inégalité des accroissemerts finis, démontrer que pour tout n entier naturel non nul, on ait :

+V5

= 1 -
|un+1 —1In (1+2\/§)| < %lun —In (1+;/§)| En déduire que la suite (u,,) converge vers In (T)' pour tout nn entier

naturel.
Exercice 12
A) Soit I'équation différentielle (E) : y" —2y'+y =x— 2.
1) Déterminer une fonction affine h qui soit solution de (E).
2) Soit g une fonction dérivable sur R. Démontrer que g est solution de (E), si et seulement si g — h est
solution de I'équation différentielle (E"} : y" — 2y +y = 0.
3) Déterminer une fonction f solution particuliére de (E) dont la courbe représentative passe par le point

A(0; —2) et admette en ce point une tangente paralléle a I'axe des abscisses.

_/____———-_—W
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B)

1)

a)
b)

c)
2)
3)

4)
5)
6)
7)
Q)
1)
2)

3)

Exercice 13

)
1)
2)

a)
b)

)
1)
2)
3)
)
1)
2)

D

F Y ot i o
On considére la fonction f de la variable réelle x définie par: f(x) = (x — 2)e* + xeton acsigne i
(Cy) sa courbe représentative.

Soit g la fonction définie sur R Par: g(x) = (x — 1)e* + 1.

Calculer les limites de gen+oweten — o i
Calculer g'(x) et dresser e tableau de variation de g.

En déduire le signe de g suivant les valeurs de x.

Calculer les limites de f aux bornes de son ensemble de définition.

Démontrer que la droite (D):y =xest asymptote a (Cy) au voisinage de —o. Etudier la position de (Cy)
par rapport a (D).

Calculer f’(x) et en déduire le tableau de variations de f.

Montrer que I'équation f(x) = 0 admet sur R une unique solution & et que :1,68 < a < 1,69

Calculer la limite de f—i’g
Tracer (Cy).

t désigne un réel négatif

en +co et interpréter graphiquement le résultat.

A l'aide d’une intégration par parties, calculer : fto(x — 2)e*dx.

Calculer, en cm?, I'aire A(t) de Ia partie du plan limitée par les droites d’équations : x =£,x = 0,y = x et
la courbe (Cy).

Calculer la limite de A(t) en —co.

On considére I'équation différentielle (E):¥" —2y'+y = 0;y est une fonction deux fois dérivables
Résoudre I'équation (E).

On considere les solutions de (E) dont Ia représentation graphique passe par le point A(0; —1).
Montrer que ces solutions s’écrivent sous la forme :fm(x) = (nx — 1)e*, ol m est un réel.
On suppose que m < 0, étudier les variations de f,,,.
Soit f la fonction définie sur R par: f(x) = (2x — 1)e*
Etudier les variations de f
Construire la représentation graphique de f dans un repére orthonormé d’unité graphique 2 cm.

Calculer I'aire du plan délimité par la courbe de f et les droites d’équations : x = -;-;x = —% ety =0.
Soit h la restriction de f alintervalle [% +00[.
Montrer que h est une bijection de E, +oo[ sur un intervalle que I'on précisera.
Déterminer le sens de variation de h ™1, _I_Jijection réciproque de h.
A) RESUME DU COURS SUR LES FONCTIONS LOGARITHME NEPERIEN ET EXPONENTIELLES
FONCTION LOGARITHME NEPERIEN

T P e . 1 .
Définition : On appelle fonction logarithme népérien, noté In, la primitive de la fonction x + 2 sur ]0; +oo[ qui

s'annuleen1:In1 =0
Propriétés : a et b sont deux réels strictement positifs, r est un rationnel.

Inab = lna + Inb;
In> = —Ina;

a
ln% = Ina — Inb;
Ina™ = rina;
Ina=Inb ®a=>b;
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L

e lna<lnbe a<hb.

Le nombre e est appelé base du logarithme népérien , Ine" =ravece = 2,718

Limites de références : 1) lim,_, 4o [NX = 1, 2) limy_ g lnx = —; 3) “mx—»m = 0;4) lim4_o In (1+x)
Inx
I 1;5) limy; — =1 ;6)limyo xlnx =0
Dérivées :
I e Lafonction x — Inx est dérivable sur 10; +oo[et: (Inx) ==
e Silafonction u est dérivable et strictement positive sur I'intervalle I alors la fonction Inu est dérivable sur
i Ietona: (lnu)--"—’
Primitive : Soit u une fonction dérivable sur un intervalle I. La primitive sur I de la fonction Y est la fonction
u
. In|ul.
) FONCTION EXPONENTIELLE
7 Définition 1 : On appelle fonction exponentielle, notée exp, la bijection réciproque de la fonction logarithme
| népérien.
Propriétés : a et b sont des réels et 7 un rationnel
5 o e%hb=exeb;
° e_a = 1
eﬂ
a-b _ €.
L ) e _b
& (ea)r =e™%
e e2=elteoa=b;
i e el<eleoa<h.
X
Limites de références : 1) lim,_ o €F = +00;2) limy, o e* =0; 3) lilMyo o = = +0034) lillyoo xe* =
s -1
0;lim,_,o—— = 1
Dérivées : ‘
e La fonction x — e* est dérivable sur Retona: (e¥) =e%
e Sila fonction u est dérivable surun intervalle I alors la fonction e est dérivablesur I etona:
(eV) =u'e"
Primitive : Soit u une fonction dérivable sur un intervalle I. La primitive sur I de la fonction u’e" est la fonction
e.
Remarque : les fonctions x — Inxetx = e* sont continues et strictement croissantes respectivement sur
]0; +oo[ etsurR.
NB:Ine* =e™ =x
Les courbes des fonctions x — Inx et x — e* sont symétriques par rapport la prémiére bissectrice




Probléme 1

B) PROBLEMES

FW N
Soit f la fonction définie par : f(x) = X13%" —4x-20

2G+3)  / On désigne par (C) sa courbe représentative dans le repére

;rL)).

1) Déterminer I'ensemble de définition de f.

2) Déterminer les limites de J aux bornes de son ensemble de définition.

3) Déterminer la fonction dérivée de f et en déduire le sens de variation de I

4) Dresser le tableau de variation de f.

5) Démontrer qu’il existe trois nombres réels a,betctelsque: f(x) =axZ+ b+ e

6) En déduire que la courbe (€) admet une courbe asymptote (P). Etudier la position relative de (O) par

rapport a (P).

7) Tracer (C) et (P).

Probléeme 2
] gy x’-4

Soient f et g deux fonctions définies par : f(x) = Zraetg(®) =Vx.

1)
2)
a)
b)
c)
3)
4)
5)
6)
7)
a)
b)
c)

Préciser les ensembles de définitions de fet g.

On considére la fonction h définie par: h(x) = gof(x).

Donner I’expression de h en fonction de x.

Déterminer I'ensemble de définition de la fonction h.

Etudier la fonction h aux bornes de son ensemble de définition.
Calculer f'(x) et g'(x). En déduire h'(x).

Dresser |e tableau de variation de h(x).

Etudier la continuité et la dérivabilité de h en 2 et en -2.

Tracer la courbe représentative (C,) de h.

Soit u la restriction de h sur [2; +oof.

Montrer que la fonction u réalise une bijection de [2; +oo[ vers un intervalle J que I’'on précisera.
Dresser le tableau de variation de sa bijection réciproque notée u~1,
Tracer (Cy-q)-
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Probléme 3
On considere la fonction numériqua d’une variable

(C) sa courbe représentative dans un repére crthonormé (O, 1, J)). (Unité graphique 2 cm).

x-1

W)t et on désigne par

réelle définie par: f(x)=3x-1 —

1) Déterminer 'ensemble de définition Dy de f.
2) Etablir que la courbe (C) admet pour asymptote la droite (A) d’équation y = 3x — 1.0n montrera que
la courbe (C) coupe la droite {A) en un point dont on déterminera les zoordonnées. Etudier la position

relative de (C) et (A).
3) Déterminer les points d’intersection de (C) avec les droites d’équations y = Oety= 2.
xP(x)

4) Démontrer que f(x) peut s'écrire sous la forme : f(x) =)

ol P est un polyndme du 2" degré.

5) En déduire les variations def.

6) Tracer (C) avec soin.
1 a b

—_—

, . : -1 _
7) Déterminer deux réels a et b telsque,V X € Dy, iy el

Probleme 4
Lox

Soit la fonction f définie surl=]-1; +oo[ par: f(x) =|1+x r

On désigne par H sa représentation graphique dans un plan muni d’un repéere orthonormé (0, 1,]). (Unité

graphique 1 cm).
1._

1) Etudier le signe de I'expression T:i' puis définir la fonction par intervalles.

En déduire I'existence d’asymptotes a la courbe H.
2) Etudier la dérivabilité de fen 1. En déduire que la courbe H admet deux demi tangentes au point
d’abscisse 1 dont on déterminera les équations réduites. ’
3) Tracer la courbe H, ses deux asymptotes et les deux demi tangentes.

Probléme 5
1) On considére la fonction numérique g définie par: g(x) = % (\Er_? - 1).
+x

a) Etudierle sensde variation de g. Calculer la limite de g en +c0.

b) EndéduirequeVx € R, glx)<o.

2) On considére la fonction numeérique f définie par: f(x) = — %x +1+ %m
On désigne par (C) la représentation graphique de fdans un repeére orthonormé (0, 1,]).

a) Calculer les limites de fen -co et en +0o.
b) Etudier le sens de variation de f et dresser son tableau de variation.
3) Montrer que les droites () et (A") d’équations respectives y = 1 ety = —x + 1 sont asymptotes a (C)

4) Construire (C).
5) a)Montrer que f est une bijection de R sur un intervalle que I’on précisera. Donner les caractéristiques de

la bijection réciproque f~! de f.
b) Calculer f(0) et en déduire (f’l)'(%).
c) Représenter graphiquement (Cfrl).
Probléeme 6
Soit la fonction f définie sur R — {1} par: f(x) =

x3-4x2+8x-4
(x-1)?

On désigne par (C) sa courbe représentative dans le plan muni du repére (0,1, ]) ;(Unité graphique 2cm sur (xx’)

et 1cm sur (yy")-

1) Etudier la fonction f (limites, variations).
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cx+d
2) a) Déterminer les nombres réelsa,b,cetdtelsque:V x € Dy, f(x) = ax + b+ (x-1)%

b) En déduire que (C) admet une asymptote (D) dont on précisera une équation.

€) Préciser la position de Ia courbe (C) par rapport a (D) et coordonnées du point | commun a la courbe (C)
et a la droite (D)

3) Tracer (D) et (0. , .

4) Déterminer I'abscisse du point J de la courbe (C) ot Ia tangente est paralléle 3 (D) puis 'équation de

cette tangente.

5) Tracer cette tangente,
6) En déduire graphiquement, suivant les vale
fX)=x+m.
7) Montrer que les abscisses des points d’
solutions de Ié
Probléme 7
Partiel :

i 'équation :
urs du nombre réel m, le nombre de solutions de I'éq

intersection de (C) et la droite d’équationy = x + msont
quation (E) : (m + 2)x* + (-2m -~ 7)x+ m + 4 = 0.

Soit g la fonction polynéme définie sur par: g(x)

1) Etudier les variations de g.

2) Montrer que I'équation g(x) =
prés.

=x3—3x—4,

x 10-1
0 admet une unique solution @ . Donner un encadrementde a 3 10

3) Endéduire le signe de g suivant les valeurs de x.

< ; . s e x3+2x2
Partie Il : Soit fla fonction définie par: f(x) =

x2-1
' xg(x)
1) Déterminer la fonction dérivée f'(x) de f(x) et vérifier que pour tout x € Dg, f/(x) =55
2)

2-1)
En déduire le signe de ['(x) etdresser le tableau de variations de f,

3) a) Déterminer les nombres réelsa, b, c et d tels que,

cx+d
Pourtout x € Dy ,f(x) =ax+ b + P
b) En déduire que (Cs) admet une asymptote oblique (D).

c) Etudier la position relative de la courbe par rapport a son as

ymptote. Donner les coordonnées de leur
point d’intersection.

d) Donner une équation 3 chacune des asymptotes paralléles a I'axe (y'y).
5) Tracer (C 1) et toutes ses asymptotes.
Probléme 8

2_ 1 i .
Soit f la fonction numérique de la variable réelle définie par: f(x) == I_x: et soit (C) sa courbe représentative
dans un repére orthonormé (0, 1,]) du plan.

Partie A : 1) Etudier les variations de la fonction f.

2) a) Démontrer que la droite A d’équation y = x est asymptote 3 (0).
b) Démontrer que le point I(1; 1) est un centre de symétrie de (C).
¢) Tracer la courbe (C) .
Partie B : Soit i un paramétre réel et (D,,,) la droite d’équation y = —3x + m.
1) Démontrer que les abscisses des points d’intersection de (C)etde (D
4x! - (4+m)x+1+m=0.
2) Discuter suivant les valeurs de m le nombre des points d’intersection de (C) etde (D).
Partie C: Soit y un réel strictement supérieur 3 1, et (A

. 1 Y & “ 7
1) Vérifier que le point A (1 + = 1+ \/_YT—l) est un point d‘intersection de (©) et (Ay).

2) On rappelle que I est le centre de symétrie de ©

m) sont les racines de I'équation

v) 1a droite passant par J et de coefficient directeur Y.

a) Quel est le deuxiéme point d'intersection B de (C) et (4,) ?
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b) Démontrer que les tangentes en A et B a la courbe (C) sont paralléles.
Probléme 9

Partie A : Soit g la fonction définie sur R par: g(x) = 2x — V1 + a2
1) Etudier les variations de g.
2) Montrer que I'équation g(x) = 0 admet une unique solution a.
3) Justifier que 0 < @ < 1. Encadrer & par deux nombres réels 3 102 prés.
4) En déduire le signe de g.
Partie B : Soit f la fonction définie sur R par f(x) = 241+ x% —x
On désigne par (C) la courbe représentative de f et par Dy et D, les droites d’équations respectives y =
—3xety=nx.
1) Etudier f aux bornes de son ensemble de définition.

2) Déterminer la fonction dérivée f'(x) et vérifier que f'(x) = g(x)z_
Vitx

3) En déduire le signe de f'(x) et dresser le tableau de variation de f.
4) Montrer que les droites Dy et D, sont asymptotes a (C).

5) Montrer que f(a) = 3a.

6) Tracer les asymptotes Dyet D; et la courbe (C).

\ Probléme 10

|

x3-
x4+

e - e 4 - . . .
On consideére la fonction f définie sur R par: f(x) = T On note (C) sa courbe représentative dans un repere

orthonormé d’unité 1 cm.
A) Onpose:g(x)=x>+3x+8
1) Etudier le sens de variation de g.
2) Montrer que I'équation g(x) = 0 admet dans R une unique solution @ etque: —1,6 <a < -1,5
3) En déduire le signe de g(x) suivant les valeurs de x.
B) 1) Calculer f’(x) et étudier le sens de variation de f.

2) Etudier les limites de f en —co et en +, puis dresser le tableau de variation de f.

. . ’ d
3) a) Montrer qu'’il existe 4 réelsa, b,cetdtelsque: f(x) =ax+b+ 311

b) En déduire que (C) admet une asymptote oblique (A). Etudierla position de (C) par rapport a Q).

Vérifier en particulier que (C) rencontre (A) en un point unique A.
4) Déterminer les abscisses des points E et F de (C) admettant une tangente paralléle a (4)

5) a) Vérifier que f(a) = %a : en déduire une valeur approchée de f(a).

b) Tracer (4) et (C).
Probleme 11
On considére la fonction numérique f d’ane variable réelle x définie par: f(x) = x + m On appelle (€)
sa courbe représentative dans un repere orthogonal (0; T; J) avec IlZll = 4 cmet ||jll = 2 cm.

1) Etudierla continuité de f.

2) Etudierla dérivabilité de f, en particulieren x; = —% et x, = % Interpréter graphiquement les résultats.

Calculer la dérivée de f sur chaque intervalle ou elle est dérivable.
3) Ensupposant les équivalences suivantes :

a) Vaxrt—1+4x<0 @xe]_@;_.;.]
b) Vi—4x?—4x>0 @[_%;%]

En déduire le signe de f'(x)
a) Calculer limy,_o[f(x) + x] et lim,_, e, [f(x) — 3x]. En déduire que la courbe (C) admet deux
asymptotes d’équations respectivesy = —xety = 3x.
5) Calculerla limite de f en —oo et en +co. Dresser le tableau de variation de f.
6) Tracerla courbe (C).
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7)

. _— 1
Soit h la restriction de £ 3 I'i ]— ; — —].

Jalintervalle |—co; 2 e rensemble de définition et les
a) Montrer que h admet une fonction réciproque h~! dont on précisera I'ens

variations.
b) Déterminer 'expression de h~1(x).
c) Calculerlim,_,,,[x + h™1(x)] et en déduire que la courbe représentative
(C) ont une asymptote commune.
d) Tracer la courbe (I") dans le repére précédent. 2
e) Calculer h~1(0) et déterminer une équation de la tangente () au point de coordonneef

(o; h"l(o)).

(T') de h™1(x) et la courbe

Probleme 12

A)
1)
2)
3)

B)

1)
2)
3)

4)

Soit la fonction g définie sur R par: g(x) = 4x3 — 3x — 8.
Etudier les variations de g.
Démontrer que I'équation g(x) = 0 admet une unique solution a. Vérifier que : 1,45 < a < 1,46

En déduire le signe de g suivant les valeurs de x.

341
Soit la fonction f définie sur ]—oo; —3[ U] 2 1[ U ]%, +oo[ par: f(x) = :x:_l . On note (C) sa courbe

2l7 7202
représentative dans le plan muni du repére orthonormé O; T )
Déterminer les limites de f aux bornes de son ensemble de définition.

Etudier le sens de variation de f, puis dresser son tableau de variation.
3

Démontrer que f(a) = g & En déduire un encadrement de f(a).

+d
a) Démontrer qu’il existe 4 réels a, b, c et d tels que : V x € Dy, f(x) =ax+b+ =

4x%2-1

b) En déduire que la droite (D) d’équation y = %x est asymptote a (C).
c) Etudier la position de (C) par rapport a (D).

Probléeme 13

Partie 1 : soit g I'application x » g(x) =

1+x2%
3x2-1

de R, \ {‘—/3—3} dans R.

1) Etudier g et tracer sa courbe représentative dans un repére orthogonal.
2) Tracer dans le méme repére la courbe de la fonction x — I[nx.
o\ (V3

3) Soit h I'application x » h(x) = Inx — g(x) de R}, \ {—3—} dans R.

a) Etudier les variations de h.

b) Montrer qu’il existe deux réels x; et x, telsque 0 < x; <1< x, < 2 et h(x;y) = h(x;) = 0.

c) Déterminer le signe de h suivant les valeurs de x

P xl
Partie 2 : On considére I'application de R dans R, f, définie par f(x) = (xZ::)Z
o 3 o (1-3x%)h(x)

1) Calculer la dérivée f’ de f et montrer que, pour x # ?,f (x) = @

2) Déterminer la limite de f en +oo ainsi que les limites de f(x) et de %en o+t

3) En déduire les variations de f (on ne cherchera pas a calculer avec précision les extremums de f). Donner

I'allure de la courbe représentative de f.
_— . « 1 1  x sdui P " 1
4) Vérifierque:V x € R+,x(12+1) =T & En déduire une primitive de la fonction x — X(ITI—) sur
]0; +oo[.
Probléme 14
" T _ lnx—Inx

On considére la fonction f définie par: f(x) = —

1) Déterminer 'ensemble de définition de f et calculer les limites de f aux bornes de son ensemble de

définition.

ﬁ——d_’_—_—’N
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2) Etudier la continuité et la dérivabilité de f sur son domaine de définition et déterminer sa fonction
dérivée f'.

3) On considére la fonction g définie sur]0; +oo[ par : g(x) = x% — 1 + 2Inx. Etudier le sens de variation
de la fonction g. Calculer g(1) et en déduire le signe de g suivant les valeurs de x.

4) Dresser le tableau de variation de la fonction f.

5) On désigne par (€)la courbé représentative de la fonction f et par I' celle de fonction logarithme
népérien dans le repére orthonorré (0, I, J) d’unité graphique : 2 cm.

a) Etudier la position relative de (C) et I'. Montrer que I est asymptote a la courbe.

b) Tracer les courbes (C) et T.

6) On désigne par h la restriction de f a [1; + .

a) Démontrer que h est une bijection de [1; +oo[ vers un intervalle J 3 préciser.

b) Dresser le tableau de variation deh™1, la fonction réciproque de h.

c) Calculer h(e) et en déduire (h'i)’ (1 - —:7)

d) Construire la courbe représentative de h™1 sur le repére précédent.
Probléme 15

Soit f la fonction définie sur I'intervalle ]1; +oo[ par: f(x) = Inx — l—ln; On nomme (C) la courbe représentative

de f et T la courbe d’équation y = Inx dans un repére orthogonal (0, 1,]).
1) Etudier les variations de la fonction f et préciser les limites en 1 et en +oo.
2) Déterminer lim,_,, (f(x) — Inx). Interpréter graphiquement ce résultat.
3) Préciser la position relative de (C) par rapportaT.
4) On se propose de chercher les tangentes a la courbe (C) passant par 0.
I a) Soit a un réel appartenant 3 ]1; +oo[. Démontrer que la tangente T, a (€) au point d’abscisse a passe
par l'origine du repére si et seulementsi f(a) —af'(a) =0
~ Soit g la fonction définie sur ]1; +oo[ par: g(x) = f(x) — xf'(x).
I b) Montrer que sur ]1; +oo], les équations g(x) = 0 et [n3x — In*x — Inx — 1 = 0 ont les memes solutions
c) Apres avoir étudié les variations de la fonction u définie sur R par u(t) = t3 —t2 —t — 1, montrer que la

fonction u s"annule une et une seule fois sur R.
I d) En déduire I'existence d’une tangente unique a la courbe (C) passant par le point 0.

5) Tracer les courbes (C) etT .
i Probléme 16
Partie A : 1) Etudier sur R le signe de 4e?* —5e* + 1.
i 2) Soit ¢ la fonction définie par ¢ (x) = Inx — 2Vx + 2.
I a) Déterminer le domaine de définition de la fonction ¢ et ses limites aux bornes de son domaine de
définition.
E b) Etudier ses variations et dresser son tableau de variations.

c) En déduire son signe.

X

: gt X+——,85ix<0
Partie B : Soit f la fonction définie par : f(x) = 2ex-1’
1—x++xlnx,six>0
On désigne par (C) la courbe représentative de f dans un repére orthonormé d’unité 2 cm.

1) Déterminer Dy le domaine de définition de f.
I 2) Calculer les limites de f aux bornes de D et étudier les branches infinies de (C).

3) Etudierla position de (C) par rapport a I'asymptote non paralléle aux axes dans ]—o0; 0]
. 4) Etudierla continuité de f en 0. Etudier la dérivabilité de f en 0 et interpréter graphiquement les résultats.
I 5) Déterminerla dérivée de f et dresser le tableau d : variation de f.

6) Construirela courbe, les asymptotes et les ¢emi angentes.
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Probléme 17

Partie 1 : Soit g la fonction définie sur ]0; +oo par: g(x) = 2—’:—:; - Inx.
1) Etudier les variations de la fonction g.
2) Dresser le tableau de variation de g.
3) Montrer que I'équation g(x) = 0 admet une unique solution a.
4) Vérifier 1 < @ < 2. Donner un encadrementde a a 1071 pres.
5) En déduire le signe g suivant les valeurs de x.

s pre 21
Partie 2 : On considére la fonction f définie sur ]0; +-oo[ par: f(x) = x—z% et on note (C) sa courb

1) Calculer les limites de f en 0 et +oo. Interpréter graphiquement les résultats.

2(2x+1) 2 4 e
2) Calculer la fonction dérivée f’ de f et vérifier que : V x € ]0; +oo[, f'(x) = Wg(x)- En déduire les

e représentative.

variations de la fonction f et dresser son tableau de variation.

3) En utilisant g(a) = 0, montrer que f(a) = a(zz+1) . En déduire un encadrement de f(a) et donner sa
valeur approchée par excés a 0, 1 pres.
4) Tracer la courbe (C).
Probleme 18
—_1)3
Partie 1 : Soit la fonction f définie sur R par: f(x) = 33(;3

1) Calculer les limites de f aux bornes de son ensemble de définition. -
2) Déterminer la dérivée de f, étudier son signe et dresser le tableau de variation de f.
3) Montrer que I'équation f(x) = 1 admet une unique solution et une seule @ € R. En déduire que :
3<a<4.
Partie 2 : Soit la fonction g définie par: g(x) = %
1) a) Montrer que g est définie sur R".
b) Démontrer que g est la composée de la fonction f et d’une fonction h a préciser.
c) Etudier la parité de g.
d) On note D = ]0; +oo[. Soit k la restriction de g & Dg. Calculer les limites de k aux bornes de Dg.
Etudier les branches infinies.
2) a)En utilisant les questions précédentes, calculer k’(x) et étudier les variations de k sur D. Dresser le
tableau de variations de k.
b) Déterminer le point d’intersection de la courbe de k avec I'axe des abscisses et préciser le signe de k.
3) a) Montrer que k réalise une bijection de ]0; +oo[ sur un intervalle J 3 préciser.
b) Construire les courbes Cy et C;-1, k=1 est la réciproque de k.
Tracer la courbe de g dans le repére précédent.
Probléme 19
1) Soit la fonction numérique g définie sur ]0; +oo[, par g(x) = x2 + Inx — 2.
a) Calculer les limites de g en 0 et +oo0.
b) Etudier le sens de variation de g et dresser son tableau de variation.
c) Démontrer que I'équation g(x) = 0 admet une unique solution « et que 1,31 <a < 1,32.
d) En déduire le signe de g suivant les valeurs de x.

2) On considére la fonction numérique [ définie sur |0; +co[ par: flx) = 1 o +1— Inx)
X .
a) Donner les limites de f aux bornes de son ensemble de définition.

b) Etudier le sens de variation de f et dresser son tableau de variation.
2a%~1

c) En utilisant g(a), montrer que f(a) =

3) Soit (C) la courbe représentative de f.
a) Montrer que la droite (D) d’équation y = x est asymptote oblique a ().

- Donner une valeur approchée de f(a) 20,01 pras
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b) Déterminer les coordonnées du point d'intersection P de (C) et (D).

c) Etudier la position relative de (C) par rapport a (D).

d) Construire (C) apres avoir tracé (D) et les tangentes éventuelies.
Probléme 20

On considere la fonction de R vers R définie par: f(x) = —x 4 In li—i—i et (C) sa courbe représentative.
1) Déterminer I'ensemble de définitior: de f. Montrer que f est une fonction impaire et interpréter
graphiquement le résultat.
2) Pour toutx € Dy, écrire f(x) sans le symbole valeur absolue.
3) Calculer les limites de f.
4) Etudier les sens de variation de f et dresser son tableau de variation.
5) On désigne par (D) la droite d’équation y = —x.
a) Montrer que (D) est une asymptote a (C) et étudier suivant les valeurs de x, |a position de (C) par
rapport a (D).
b) Préciser les autres asymptotes de (C).
6) a)Montrer que I'équation f(x) = 0 admet trois solutions dont I'une est 0.
b) Calculer f G) et f(2). Montrer qu'il existe un unique réel a € E 2[ tel que f(a) = 0. En déduire un
encadrement de la troisieme solution B de I'équation f(x) = 0.
7) Soit h la restriction de f a ]—1; 1[.
a) Montrer que h est une bijection de |—1; 1[ sur un intervalle k a préciser.
b) Soit h~! la bijection réciproque de h. Dresser le tableau de variation de h™!. Construire la courbe (C)
et la courbe (C) de h™1.
Probléeme 21
1) Soit f la fonction définie sur ]—1; +oo[ par: f(x) = 2In (x + 1).
a) Etudier les variations de f et tracer sa courbe représentative (C) dans le repére orthogonal (0,1.)), unité
2 cm.
b) Démontrer que sur [2; +oo[ la fonction [, définie par [(x) = f(x) — x, est bijective et I'équation I(x) =0
admet une solution unique 4.
Uy =75
Upyq = 2In (1 +uy,)
a) Représenter les 4 premiers termes de la suite sur le graphique.

2) On considere la suite (U, nen définie par: [

2
b) Démontrer que, pour tout x € [0; +oof, If' (X)) < =

) En déduire que, pour tout7, ona: [Upsr — Al §|un Al que [ty — Al <2 (;)n‘ S —
converge vers A.
d) Déterminer le plus petit entier naturel p tel que : |u, — 4| < 107%. Que représente u, pour 4.
Probleme 22

1) Le but de cette partie est d’étudier la fonction f définie sur |0; +oo[ par: f(x) = x + My

—. On désigne

X

par (C) sa courbe représentative,
1) Etude de |2 fonction g définie sur ]0; +eo[ par: g(x) = x? 4+ 2 - 2Inx.
a) Etudier le sens de variation de g et calculer g(1).
b) En déduire le signe de g sur 10; +ool,
2) Etude de Ja fonction 1
a) Calculer les limites de [et0eten +o,
b) Etudier le sens de variation de / et dresser son tableau de variation.

Mﬂlﬁm
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) - ar rapport
c) Montrer que la droite (D) d’équation y = x est asymptote a (C) et étudier la position de (C) P PP
a (D).

liele
Déterminer les coordonnées du point A de (C) sachant que (C) admet en A une tangente (T) para
a (D).

e) Construire (D) et (C).

d)

: < . 1
3) Montrer que 'équation f(x) = 0 admet une unique solution x, € [E; 1]-

xZ
)] On désigne par h la fonction définie sur ]0; 4 cof par: h(x) = e” z.
1) Montrer que x; est solution de I'équation h(x) = x.
2)

3)

1
Onnote I = [E; 1]. Montrer que pour tout x € I, h(x) € I.

Calculer h’ et h”. Démontrer que h’ est décroissante sur I. En déduire que, pour tout x de I, ona:
1 1
—ei<h(x)<-lew

4) On considére la suite définie par: uy = 1 et Upyq = h(u,),vneN.

a) Montrer que, pour toutn € N,% <u, <1

1
b) Montrer que, pour toutn € N, [Uni1 — x| < €72|u,, — xp].

) Endéduire que, pour toutn € N, U, — x| < %e_,z_l.
Probléme 23
Partie A : Soit g la fonction définie sur [0; +oo[ par: g(x) = e* — x — 1.
1) Montrer que, pour tout x positif, on a : g'(x) > 0. En déduire le sens de variation de g sur [0; +oo[. En
déduire que, pour tout x positif, ona : g(x) > 0.
2) Soit h la fonction définie sur [0; +oo[ par : h(x) = (2 — x)e* — 1,
a) Etudier le sens de variation de h et dresser son tableau de variation. )
b) Montrer que I'équation h(x) = 0 admet une solution unique a et quel'onaa > 1.
c) Vérifierque:1,84 < a < 1,85.
d) En déduire le signe de h sur [0; +oo].

Partie B : Soit f la fonction définie sur [0; +oo[ par : f(x) = =

e*—x
1) Montrer que I'on peut écrire, pour tout x de [0; +oo[, f(x) =

1—e™* £y v
1_xe—x EN déduire la limite de f en +oo et

interpréter graphiquement le résultat.
h(x)
(ex-x)2""

3) Etudier le sens de variation de f et dresser son tableau de variation.

2) Montrer que, pour tout x € [0; +oof, f'(x) =

(1-x)g(x £ x e 2
4) Montrer que, pour tout x € [0; +oof, f(x) —x = ex_!i( . En déduire, suivant les valeurs du réel x postif,

la position de la courbe représentative (C) de la fonction f par rapport i la droite (D) d’équation y = x,
5) Tracer la courbe (C).
Probléme 24
Partie A : Soit ¢ la fonction définie sur Rpar: @(x) = (x> + x + 1)e™* — 1
1) Etudier le sens de variation de f et dresser son tableau de variation.
2) Démontrer que I'équation @(x) = 0 admet deux solutions dans R, dont I'un dans Vintervalle [1; +oo[, qui
sera notée a. Déterminer un encadrement de a a 0.01 prés.
3) En déduire le signe de @(x) sur R.
Partie B : Soit f et g deux fonctions définies sur R par: f(x) = (2x + 1)e * et g(x) = 2x+1

xZ+x11° Leurs courbes
représentatives dans un repére orthogonal (0,/,]) sont notées Cy et C,.

1) Démontrer que les courbes passent par le point A(0 ; 1) et admettent en ce point I3 méme tangente

Nd
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2x+1)e(x)

it " Etudier le signe de f(x) — g(x) sur R. En

2) Démontrer que, pour tout x réel, f(x) — g(x) =
déduire les positions relatives de Cs et C.
3) Montrer que la fonction h défini sur R par : h(x) = (—2x — 3)e™* ~In(x? +x+ 1) est une primitive sur
R .
Probléme 25

On considere la fonction f définie sur R par: f(x) = X

eX—x’
du repére orthogonal (0, 1,]) d’unités : 2 cm sur (xx') et 5 cm sur (yy’).
A) Soit g la fonction définie sur Rpar: g(x) = e* —x— 1.
1) Etudier les variations de g sur R . En déduire le signe de g suivant les valeurs de x.
2) Justifier que, pour tout x, e* —x > 0.
B) 1) calculer les limites de f en +o0 et en — o0.. Interpréter graphiquement les résultats.
2) Calculer f'(x).
3) Etudier le sens de variation de f, puis dresser son tableau de variation.
4) Déterminer une équation de la tangente (T) a (C) au point d’abscisse 0. Etudier la position de (C) par
rapport a (T).
5) Tracer (C).
Probléme 26
Soit f la fonction définie sur R par: f(x) =1 —x —e*
1) Etudier les variations de f. Calculer f(0) puis, en déduire le signe de f.
2) Soit g la fonction définie sur R par: g(x) = xe™* + 1 — x. On désigne par (C) sa courbe représentative
dans un repére orthogonal
a) Calculer g’(x) puis, montrer que pour tout x réel, ona: g (x) =e*f(x).
b) En déduire le signe de g’ puis dresser le tableau de variationde g.
3) Démontrer que la droite (D) d’équation y =-x + 1 est asymptote a (C) au voisinage de +oo. Calculer la

On note (C) sa courbe représentative dans le plan muni

limite de @ en —oo et interpréter graphiquement le résultat.
4) Etudier la position de (C) par rapporta (D).
5) Démontrer que I'équation g(x) = 0 admet deux solutions x; et x, dont on précisera les signes.
6) Démontrer qu'il existe un point de la courbe ou la tangente est paralléle a la droite (D).
7) Tracer la courbe (C).
Probléme 27
Partie A : Soit f la fonction définie sur R” par: f(x) = x + ;
1) Montrer que f est une fonction impaire et étudier ses variations sur R".
2) SoitCyla courbe représentative de f dans un plan rapporté a un repére orthonormé.
a) Déterminer les branches infinies de courbe Cy.
b) Construire la courbe Cy.
3) Soit g la fonction définie sur R — {1} par: g(x) = ’;2_21.
a) Montrer que, pour toutx € R — 1},gx) = f(x—1) + 2.
b) En déduire que le point I(1, 2) et centre de symétrie de la courbe C, représentative de la fonction g.
4) Sans étudier la fonction g, construire C dans le meme repére. On précisera les asymptotes de la courbe
Cy-
5) Calculer I'aire du domaine slan limité par la courbe Cg, les droites d’équations respectives :

x=2,x=aety=x+1oua estunréel supérieura 2.

MM
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2e*+2x-2 23 arI sa courbe
Partie B : Soit h la fonction numérique définie sur R par : h(x) = — On désigne p

représentative dans un repére orthonormé d’unité graphique 2 cm. _ 'on déterminera.

1) - Montrer que, pour tout x réel,ona: h(x) =2 + @(x), ou ¢ estune fonction que

- Déterminer la limite de ¢(x) en +o0.

- Etudier les variations de h et calculer (0).

2) - Montrer que la courbe I' coupe son asymptote en un poi

- Ecrire une équation de la tangente (T) a I' au point d’abscisse 0.

- TracerT.

3) Soit D,, la droite d’équation y = —m, m est un réel.

a) Tracer D, et D,.

b) Discuter suivant les valeurs de m le nombre et le signe des solutions de I'équatiof!
En:2+m)e*+2x—-2=0

Probléme 28

1) Soit g la fonction définie sur [0; +oo[ par: g(x) = -1+ (1 —x)e™™.

a) Calculer g'(x) et étudier son signe.

b) Déterminer la limite de g en +-oo.

c) Dresser le tableau de variation de g. Préciser g(0).

d) Démontrer que, pour tout x € [0; +o[, g(x) < 0. _

2) Soit f la fonction définie sur [0; +oo[ par: f(x) = xe™* — x + 4. On désigne par (C) sa courbe
représentative dans un repére orthonormé d’unité graphique 2 cm.

a) Déterminer f'(x) et vérifier que, pour tout x positif, on a : f(x) = g@x).

b) Etudier les variations de f sur [0; +oo[. Préciser la limite de f en +0.

c) Montrer que la droite (D) d’équation y = —x + 4 est asymptote a (C). Etudier la position de (C) par
rapport a (D).

d) Construire la courbe (C).

3) Soit h la fonction définie sur [0; +-oo[ par: h(x) = ——% + 4.

i ses.
nt dont on déterminera les coordonneeé

a) Tracer sa courbe représentative (L) sur le graphique précédent.

b) Calculer les coordonnées des points d'intersection de (C) et (L).

4) Démontrer que I'équation f(x) = 2 admet une unique solution a € (2; 3]. Déterminer une valeur
approchée de a a 0,01 prés.

Probléme 29
7 . 1 < 5
Le but de cet exercice est de montrer que I'équation (E): e* = - admet une unique solution dans R et de

construire une suite qui converge vers cette unique solution.
1) On note f la fonction définie sur R par wf(x) = d—e™>,
1) Démontrer que x est solution de (E) si, et seulement si f(x) = 0.
2) Etude du signe de la fonction fsurR.
a) Etudier le sens de variation de f.
b) En déduire que I'équation (E) admet une unique solution surR, notée a.
c¢) Démontrer que a € E, 1].
d) Etudier le signe de sur [0; a].
1) On note g la fonction définie sur [0; 1] par: g(x) = 11:;
1) Démontrer que I'équation f(x) = 0 est équivalente a I'équation g(x) = x.
2) Endéduire que a est I'unique réel vérifiant : g(a) = a.
3) Calculer g'(x) et en déduire que la fonction g est croissante sur [0; a].
1)} On considére la suite (u,,) définie par: uy = 0 et u,,,1 = g(ut,), pour tout entier naturel n.

——————— e ————————————————
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1) Démontrer par récurrence que, pour tout entier natureln: 0 < u, < u,,; < a.
2) En déduire que la suite (uy,,) est convergente. On note [ sa limite.
3) Justifier I'égalité : g(1) = L. En déduire la valeur de L.
Probléme 30
Soit f la fonction définie sur R par: flx) =
repére du plan.
1) Déterminer les limites de f en +o0 et en — .
2) Calculer, pour tout x réel, f(x) + f(—x). Que peut on déduire pour le point A(0; 1 +In4)?
3) Etudier le sens de variation de la fonction f et dresser son tableau de variation.
4) - )ustifier que, pour tout réel m, I'équation f(x) = m admet une unique solution dans R.
- Déterminer un encadrement a 0,1 prés de la solution de I’équation f(x) = 3.

- Pour quelle valeur de m le nombre - a est il solution de I'équation f(x) =m?

X

5) — Montrer que, pour tout réel x, ona: f(x)=x+2+In4— Z:H

- Montrer gue la droite (D) d’équationy = X + [n4 et la droite (D) d’équationy = x + 2 + In4 sont
asymptotes a (C).

- Etudier la position de (C) par rapport a (D).

6) — On considére un réel positif a. Que représente I'intégrale I(a) = fo [f(x) — x — In4]dx?

- Montrer que I(a) = 21n e"+1)
- Calculer a pour que I(a) = 1, puis donner une valeur approchéede @ a 0,1 pres.

Probleme 31

Soit f la fonction définie sur R* p
1) On considére la fonction g définie sur R par: g(x) = (x —2)e* + 2.

a) Déterminer les variations de la fonction g.
= . - - 3
b) Calculerg ( ) et montrer que I'équation g(x) = 0 admet une unique solution a € [i; 2].

c) Calculer g(0) eten déduire le signe de g suivant les valeurs de x.

2) a)Déterminer les limites de f en 0, en +co et em —

b) Calculer f’(x) et montrer que f(x)= g(x).

c) Déduire les variations de f ; dresser le tableau de variations de f.

-1
d) Démontrer que : f(a) = o
3) Démontrer que g(x) = 0 équivaut a 21—e™) =x.
4) Soit h la fonction définie sur E 2] par: h(x) =2(1—e™).
Montrer que, pour tout x de E, 2] : | ()| < %
5) On considére la suite (u,,) définie par:
3
Un+1 = h(un)
Montrer que pour tout entier natureln, u, € [ ] et |lu,,1 —al < %lun — a/. En déduire que, pour tout n
1
naturel,ona : |u, —a| < 5

Probléeme 32

Probleme 32
L'objet de I'exercice est la détermination d'une valeur approchée de !a solution de I'équation f(x) = x, ou f estla

fonction définie sur]0; +oo[ par: f(x) = e2x

”’#—#—_—MM

e

Ndonaye Patrice Ouala (Collection Aquipat) Page 73




, i 2 e la variation dela
1) a) Démontrer que la fonction f est décroissante sur]0; +oo[, puis en déduire le sens d

fonction g définie sur]0; +oo[ par: g(x) = f(x) — x.
b) En déduire que 'équation f(x) = x admet une solution unique & > 0, telle que

N|wW

fems
4

2) a) Prouver que, pour tout x de l'intervalle I = E; %], g(x) appartienta .
b) Démontrer que, pour tout x del, [f'(x)| < %
¢) En déduire que, pour tout élément x de |, |f(x) — a| < % |x — al.

3) On considere la suite d’éléments de I définie par : ug = -Z et Upyq = f(Un), POUr tout entier naturel 7.

) 1
a) Démontrer que, pour tout entier natureln,ona: [U,yq — @l S5 lu, — al

4 . 3 1
b) En déduire que, pour tout entier natureln,ona: |u, — a| < n+z’

c) Déterminer un entier n tel que u,, soit une valeur approchée de « 20,001 pres.
Probléme 33

A) Soit g la fonction définie sur R par: g(x) = —In (1 + %) et I sa courbe représentative dans un plan

€
1+e*
muni du repére orthonormé (0,1,]).
1) Etudier les variations de g. En déduire le signe de g.
2) Démontrer que la droite (D) d’équation y = —x + 1 est asymptote 3T au voisinage de +.
3) TracerT et (D) sur le méme graphique. ;
B) Soit f la fonction définie R par: f(x) = e *In (1 + e*) et () sa courbe représentative dans un repere

(0.L))

1) Enremarquant que f(x) = In (ge")’ calculer la limite de f en —co. Que peut-onen déduire pour la courbe
©)? |

2) Enremarquant que f(x) = (1 + e"‘).]—"%eﬁ, calculer la limite de f en +0. Que peut-on en déduire pour

la courbe (C) ?
3) Démontrer que, pour tout x réel, ona: f'(x) = e”*g(x).
4) Dresser le tableau de variation de f.
5) Tracer la courbe (C).
Probléme 34

f(x) =’—‘zi+x—2xlnx, six>0
f(0)=0
L'objet de ce probleme est I'étude de la fonction f et le tracé de sa courbe.
partie A : On considére la fonction g définie sur ]0; 4oo[ par: g(x) = x—1 - 2Inx.
1) Calculer les limites de g en 0 et +oo.
2) Onadmetquela fonction g est dérivable sur ]0; +oo[ et on note g’ sa dérivée.
a) Déterminer g’ et étudier son signe.
b) Endéduire le sens de variation de g et dresser son tableau de variation.
3) Vérifier que g(1) = 0.
4) Démontrer qu’il existe un unique réel a € ]3;4[ et g(a) = 0.
5) Déduire des questions précédentes, le signe de g(x) sur ]0; +oo[.
Partie B : 1) Démontrer que la fonction f est continue a droite en 0.
2) Etudier la dérivabilité de f en 0 et interpréter graphiquement le résultat.
3) Calculer la limite de fen +oo.

4) Calculerla limite de f—(:l en +00. Interpréter graphiquement le résultat.

5) a) Démontrer que, V € 10; +oo, f'(x) = g(x).

On considére la fonction f définie par :

“
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b) Etudier le signe de f'(x) et dresser le tableau de variation de f.
6) Tracer la courbe (C).
Probléeme 35
Partie | : On considére la fonction numeérique g définie sur R par : g(x) = 4e* — 2xe* — 4.
1) Etudier les variations de g et ses limites puis dresser son tableau de variation.
2) Montrer que I’équation g(x) = 0 admet exacternent deux solutions 0 et a.Vérifier que : 1,59 <a <
1,60.
3) En déduire le signe de g suivant les valeurs de x.

2x-2
>4

—, et (C) sa courbe représentative dans un

Partie Il : On considére la fonction f définie par: f(x) = -

repéreorthonormé (0 ; I; J)- unité graphique 2 cm.
1) Etudier les variations de la fonction h définie par : h(x) = e* — 2x (les limites ne sont pas demandées) et

en déduire que f est définie sur R.
2

2=2
2) Montrer que, pour tout x # 0,f(x) = "z et en déduire les limites de f en +oo et en — .

cX
X

3) Déterminer la dérivée f' de f. Montrer que f' est dusigne de g. En déduire les variations de f et dresser
son tableau de variation.

2- o gt R .
4) Montrer que : f(a) = ;_—Z et en déduire son encadrement a 0, 1 pres.

5) Etudier la position de (C) par rapport a ses deux asymptotes horizontales (a préciser).

6) Tracer la courbe (C).
e*-2

e*—2x

7) Montrer que, pour toutx € R, f(x) = _ 1 et en déduire une primitive de f sur R.

Probléme 36
1) On considére la fonction g définie sur R par : g(x) = e?* —2x - 1.
a) Etudier le sens de variation de g.
b) En déduire le signe de g(x) suivant les valeurs de x.
2) On considére la fonction f définie sur R par: fx)=x+ De ¥ +x+1
a) Etudier les variations de f (on mettra f"(x) sous la forme e 2*g(x)). On désigne par C la représentation
graphique de f dans le plan muni d’un repére orthonormé (O 1; J).
b) Montrer que la courbe C admet une asymptote oblique (A) en +o, en donner une équation.
c) Etudier les positions relatives de C et (A).
3) Démontrer que f est une bijection de R sur un intervalle que I'on précisera. On désignera par f ! la
bijection réciproque de fet(C sa courbe représentative.
4) Construire C et C' . On donnera d’abord le tableau de variation de f~1.
Probléme 37
On considere la fonction numérique d’une variable réelle x définie sur ]0; +oo[ par : f(x) = x2 + 6'—'::’5. Soit (C)
la courbe représentative de f dans un repére orthogonal. L'unité étant de 2 cm sur I'axe des abscisses et 0,5 cm
sur I'axe des ordonnées.
1) Calculer les limites de f aux bornes de son ensemble de définition.
2) En étudiant le sens de variation de la fonction g: x — x3 4+ 3 — 3Inx, montrer que pour tout x réel
strictement positif, ona: g(x) > 0.
3) Calculer la dérivée de f. En se servant de la question précédente, &tudier le sens de variation de f. Etablir
le tableau de variation de f.
4) Ecrire une équation de la tangente (T) a la courbe (C ) au point d’abscisse 1.
5) Etudier la position de (C) par rapport a la demi parabole (€C,) d’équationy = x%,x > 0. Préciser le
comportement de deux courbes I'une par rapport a l'autre quant x tend vers +- .

e o ——
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6) Tracer sur le méme graphique (C ), (T) et (Cy). '
7) Monter graphiquement que, quelle que soit la valeur du réelm, |
Probléme 38

squation f(x) =maune seule solution.
équa

: e*
Partie | : On suppose connu le résultat suivant : lim,_, .« 7= +oo0.

Démontrer que : lim,_,,, xe™* = 0.
Partie Il : On considére la fonction f définie sur R par : f(x) = (x + 1)e™*.
On note (C) sa représentation graphique dans un repére orthonormé du plan. ot e ElEmlents
1) Etudier les variations de f et les limites aux bornes de son ensemble de définition. Res
dans un tableau de variation complet.
2) Tracer la courbe (C). kx
Partie 3 : Pour tout entier relatif k, on note f la fonction définie sur R par : fi(x) = (x +1)e™
On note Cy la courbe représentative de f/.
1) a)Quelle est la nature de la fonction f? .
b) Déterminer les points d’intersection des courbes Cg et C;. Vérifier que, pour tout entier k, ces points
appartiennent a la courbe Cj.
2) Etudier, suivant les valeurs de du réel x, le signe de I'expression : (x + 1)(e* — 1). En déduire, pour k
entier relatif donné, les positions relatives des C, et Cj.1-
3) Calculer f’k(x) pour tout réel x et pour tout entier k non nul. En déduire le sens de variation de f
suivant les valeurs de k. (on distingueralescas k > O et k < 0
Probléme 39
Partie | : Soit g la fonction définie sur R par: g(x) = 2(e* + x) — 7.
1) Etudier les limites de g en + et en — .

2) Etudier le sens de variation de g et dresser son tableau de variation.
3) Montrer que I'équation g(x) = 0 admet une unique solution «a et que: 0,940 < a < 0,941.
4) Etudier le signe de g suivant les valeurs de x.
Partie 2 : Soit f la fonction définie sur R par : f(x) = (2x — 5(1—-e™)
On désigne par (C) sa courbe représentative dans le repére (0 ; I ; D.
1) Etudier le signe de f sur R.
2) Etudier les limites de f en +o0 et en — .

3) Calculer f'(x) et vérifier que, pour tout réel x, f’(x) est du signe de g(x). Dresser le tableau de variation
de f.

g

(2a-5)

4) a/ Montrer que f(a) = e

b/ Etudier le sens de variation de la fonction h définie par : h(x) = (221_57)2 ,pour tout x € ]_oo. _[ En
x— ' o

déduire un encadrement de f(a) a 0,001 prés.

5) Démontrer que la droite A d’équation y = 2x — 5 est asymptote 3 (C) en +oo. Préciser Ia position de
(C) par rapport a A.

6) Tracer (C) et A.
Probléme 40

Partie A : on considére la fonction f et (C) sa courbe représentative dans |e Plan muni du repeére orthonormé
rmé

(0,1,)), définie par: f(x) = 2x+ Ve * + 1

1) Calculer les limites de f en +o et —co, Calculer la limite de @en o
X

2) Déterminer la fonction dérivée de f et étudier son signe. ]

3) Dresser le tableau de variation de f. !

4) Montrer que la courbe (C) admet un point d’inflexion | que I'on précisera,
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5) Tracer la courbe (C).
Partie B : on considére les équations différertielles suivantes :
(E):3y"+2y —y=—-8e*—1et{E):3y"+2y'—y=0
1) Vérifier que f est solution de (E)
2) Montrer qu’une fonction g est solution de (E) si et seulement si g — f est solution de (E").
3) Résoudre alors I'équation (E’) et en déduire les solutions de (E).
Partie C : F est une fonction numérique définie par: F(x) = (ax + b)e™ + x
1) Déterminer a et b pour que F soit une primitive de f
2) On considere la suite (u,) définie par: u, = fzn(f(x) —1dx; Vvn=>2
a) Calculer u; et uy.
b) Donner une interprétation géométrique de u,, et donner son expression en fonction de n.

c) Calculerlim,_, U,

Exercicel
Une urne contient 6 boules indiscernables au toucher dont 4 de couleur blanche et 2 de couleur noire. Une
épreuve consiste a tirer successivement avec remise 3 boules de I'urne, les tirages étant supposés équiprobables.
1) Calculer la probabilité des événements suivants :
A : « Tirer au moins une boule blanche »
B : « Tirer 3 boules de méme couleur »
2) Soit X la variable aléatoire qui, a toute épreuve, associe le nombre des boules noires tirées.
a) Déterminer la loi de probabilité de X.
b) Etablir la fonction de répartition et la représenter graphiquement.
3) On répete 4 fois I'épreuve précédente. Soit Y la variable aléatoire qui, a chaque série de 4 épreuves,
associe le nombre d’épreuves, ol 'événement (X > 1) a été réalisé.
a) Déterminer la loi de probabilité de Y.
b) Calculer I'espérance mathématique et la variance de Y.
Exercice 2
1) Soit A(—i) et B(2) deux points du plan complexe.
1) Déterminer les points C et D tels que ABCD soit un carré de sens direct.
2) Déterminer I'affixe du centre de gravité du carré.
3) Déterminer les longueurs des cotés et de diagonales.
1) Soit a € [0; 7] et on considére le polynéme complexe :
P(z) = z3 — (1 - 2sina)z® + (1 — 2sina)z — 1
1) Calculer P(1).
2) Factoriser P(z) puis, résoudre dans C I'équation P(z) =0
3) Déterminer le module et un argument de chacune des solutions de I'équation P(z) = 0

Probleme

Partie A
1) Soient les équations différentielies (E) :y'+y = 0et(E):y' +y = —%e_; - 2.

1) Montrer qu'il existe une fonction h définie par : h(x) = pe 2 + q solution de (E’) p et q étant des
nombres réels que I'on déterminera.

2) Montrer qu’une fonction f = g + h est solution de (E") si, et seulement si g est solution de (E).

3) Résoudre (E) puis, en déduire les solutions de (E").

M
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)] Soit f la fonction définie par : f(xX) =e*— e 2et (C) sa courbe représentative dans un repere
orthonormé (0, LJ) d’unité graphique 1 ecm.

1) Montrer que f vérifie I’équation (E").

2) Etudier les variations de f puis,
3) Tracer la courbe ().

4) - a) Calculer A(a) =
c) Calculer lim

Partie B

dresser son tableau de variation.

a - ~
flm("z - f(x))dx. a étant un réel supérieur a [n4.
a-+c A(@). Interpréter géométriquement le résultat.

Soit (u,,) la suite numeérique définie par U =1 et U,q+u,= -%e_i -2, neN().

1) Déterminer une suite (a

n) définie par:a, = be_%1 + c telle que (a,,) vérifie la pI'IOPriété (D.
2) Onpose:v, =u

n — @n. Montrer que la suite (v,)) est une suite géométrique dont on précisera le
premier terme et la raison.

3) Exprimer v, puis u,, en fonction de n.

4) OnposeS, =uy+uy +-+ Uy. Calculer S, en fonction de n. La suite (S,,) est elle convergente ?

Sujet n°2
Exercice 1
Le plan complexe est rapporté 3 un repere orthonormé direct (0,1, V). On consideére les points A(a = i) et
B(b =1 + i). On note T4 la rotation de centre 4, d’angle 72—[; rgla rotatriori de centre B, d’angle ; etrgla
rqtation de centre O, d’angle —g

A) On considére le point C d'affixe ¢ = 3i. On appelle D I'image de C par r, G I'image de D par rg et H

I'image de C par 1. 0On note'd, g et h les affixes respectives des points D,G et H.
1) Démontrerqued = —2 + i.

2) Déterminer g et h.

3) Démontrer que le quadrilatere CDGH est un rectangle.

B) On considére un point M distinct de O et A, d’affixe m. On appelle N I'image de M parr,, P I'image de N
parrg et Q I'image de M par ry. On note n, P et g les affixes respectives des points N, P et Q.

1) Montrerque n = im + 1 + i. On admettra quep=-m+1+ietq = —im.

2) Montrer que le quadrilatére MNPQ est un parallélogramme.

tapalitg . Mo _ o, 1
3) Montrer I'égalité : e i+ —

Exercice 2

Une urne contient trois (3) boules portant le numéro 0, deux (2) boules portant le numéro 5 et une (1) boule
portant le numéro a (est un entier naturel non nul, différent de 5 et de 10).

Toutes les boules sont indiscernables au toucher. Un joueur tire simultanément trois boules del’
francs, la somme des numéros marqués sur les boules tirées.

Soit X la variable aléatoire égale au gain du joueur.
1) Calculer la loi de probabilité de X. Calculer, en fonction de a, I'espérance de X.

2) Calculer a pour que I’'espérance du gain du joueur soit de 20 francs. Calculer alors I’
Probleme :
On considére la famille des foncions f,,, définie par: f,,(x) =1 +In (1+mx),oumestunr
désigne le logarithme népérien, (C,,) la courbe de f,, et (A) la droite d’équation y
repére orthonormé (0,1, j).

A) 1) Déterminer I'ensemble de définition de f,,

2) On pose : h,,,(x) = f;,(x) — x et on suppose que m < 0. Etudier les variations de
nombre des points d’intersection de (C,,) et (4).
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Exercice 1

3) On suppose que m > 0.
a) Etudier les variations de h,, et dresser son tableau de variations. Etablir que la plus grande valeur prise par
1

h,, quand x décrit I'ensemble de définition estu(m) = —+1In (m).

b) Etudier les variations de U sur ]0; +oo[. En déduire le signe de u(™n).

c) Déterminer le nombre des points communs 3 (C,,) et (A) lorsque m est positif.

B) 1) Soit (I') la courbe de la fonction logarithme népérien.

a) Trouver une translation &y qui transforme (I') en (€Cy).

b) Représenter graphiquement la courbe (C;) et la droite ().

2) On appelle x; et x; les abscisses des points d’intersection de (Cy) et (B) ; P estle point d’abscisse
négative x; et Q est le point d’abscisse positive X3.

a) Démontrer que 2 < Xz < 3.

b) Calculer, en cm? et en fonction de x; et x,, l'aire d
d’équations x = xy et X = X3. (On pourra utiliser une intégration par parties).

C) On se propose de calculer une valeur approchée de x;. On définit la suite (u,) par:
{uo =0

Upyy = f1(Uy), pourn €N
1) Représenter a l'aide de la courbe (Cp) les termes uy et u; sur I’

2) Montrer que la suite (u,,) est majorée par X.
3) Montrer en utilisant 'inégalité des accroissements finis que : |f’1(x)| < 3 puis que

u domaine compris entre (C1) et (B), et les droites

axe des abscisses.

1
[Ups1 — X2l < glu,,l — x|, pour tout € N.

& . . 1 -
4) En déduire que, pour tout entier naturel 1, |, — x| < = |lug — x21, et que la suite (u,,) converge vers Xz.

5) Déterminer une valeur approchée u, de X3 31072 preés en utilisant I suite (Uy,).

Sujet n°3

On jette simultanément un dé noir et un dé blanc. Le dé noir a des faces numérotés1;2;3;4;5et 6 etledé
blanc a des faces numérotés1;1;2;2;4et 5.
On appelle X Ia variable aléatoire qui, a chaque lancer, associe la somme de deux numéros obtenus.

1) Définir laloi de probabilité de X.

2) Calculer |'espérance mathématique d

3) Définiret représenter la fonction de répartition de X.
lle est la probabilité que le dé blanc ait donné 2 ?
5) Sachantque la somme obtenue est 7, quelle estla probabilité que le dé noir aitdonné 2?

6) Sachant que la somme obtenue est 7, quelle est la probabilité I'un de deux dés ait donné 2 ?
le dé blanc a donné le numéro 2 » sont indépendants.

e X, la variance de X et I'écart type de X.

_4) Sachant que la somme obtenue est 7, que

7) Démontrer que les événements « § = 7 » et «

Exercice 2
1) Résoudre dansC Iréquation : z2 — (1 + V2)z + VZ=0

2) Résoudre dans C I’équation : Z + % =1letz+ % =2
3) Soit le polyndme P(z) =z - (1+V2)2* + (2 +V2)z* - (1+V2)z+1.
a) Exprimer P—z(zz—) enfonctionde Z =z + %

b) Résoudre dans C I'équation P(z) = 0.

ﬂ#”—g——’__
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Exercice 3
Dans le plan orienté, on considére un cercle de diamétre [0B]. Soit A un point du segment ,[OB]' it el GME
de B, et I le milieu du segment [AB]. La médiatrice de [AR] coupe le cercle en M et M’, M étant le poin .
(W; M_B) est %r Soit N le point commun aux droites (AM’) et (OM).
On appelle s la similitude directe de centre N qui transforme M en A.

1) Préciser I'angle de s.

2) Déterminer les images des droites (MI) et (NA), puis I'image par s du point M.

3) Quelle est I'image I’ par s du point I ?

4) En déduire que la droite (NI) est tangente en N au cercle de diamétre [04].
Probleme

distinct de O et

2 1
F@) = (250 e, six>0
f@)=—+In(x+1), si—-1<x<0

(C,) est sa courbe représentative dans un repere orthonormé d’'unité graphique 2 cm.
Partie A

1) Démontrer que Df =]-1, +ool.
2) a) Calculer les limites de fen-leten 4+,

b) Déduire des questions précédentes les droites asymptotes de (€p).

1
3) a) Montrer que lim,_, o+ i exz=0.

La fonction f est définie par :

b) Etudier la continuité de f en 0.

c)En posanth = 1, étudier : lim,_, o+ fx)-F(©)
25 x

d) Etudier lim,._,o- M,

fest-elle dérivable en 0 ? Interpréter graphiquement les résultats.
4) Démontrer que :

a) Vx €]0,4+[, f'(x) = (1—7;—1) e"i

1 e TG
b) Vxe ]_1; o[lf (x) _(x+1)2

5) Dresser le tableau de variation de f.
6) Tracer (Cy).
Partie B

Soit a un réel tel que :—1 < a < 0.

1

1) Montrerque,V x € ]—1, 0], ﬁ =1-—.

2) En utilisant une intégration par parties, démontrer que :
foIn(x + 1) dx = —aIn(a + 1) + @ —In (a + 1).
3) Endéduire I'aire A(a) du domaine du plan délimité par I'axe des abscisses, la courbe (Cy) et les droitesv
d’équationsx = a et x = 0.
4) Calculer la limite de A(a) en —1*%.
Sujet n°4
Exercice 1
Soit (a,,) et (b,) les suites définies sur N par ag = 2, by = 4 et pour tout entier naturel 1 :
1
Anyy = ;(an + 3b,)
1
bn+1 = Z(3an + bn)

Soit (u,,) la suite réelle définie sur N par: u,, = a, + b,
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1) Montrer que la suite (u,) est constante.

2) Onpose:v, =@y~ bn

a) Montrer que (v,,) est une suite géométrique.
b) Exprimer v,, en fonction de n.

3) En déduire a, et b, en fonction de 1.

Exercice 2
Le plan complexe est rapporté a un repére orthonormé. Soit z = x + iy V'affixe du point M(x,y) de ce plan.

1) Déterminer 'ensemble des points M du plan tels que : (1 + )z - 2i| = 2.
2) Etudier la transformation du plan qui, 3 chaque point Md'affixez, fait correspondre le point M’ d'affixe z
telque:z' = (1 + i)z —2i
Trouver en particulier le point qui coincide avec son transformé.

Exercice 3
Le plan complexe est rapporté au repére orthonormé direct (0; uU; V) d'unité graphique 2 cm. On réalisera une

figure que I'on complétera tout le long de I'exercice.

. On considere les ponts A d’affixe i, B d'affixe—2i et D d'affixe 1. On appelle E le point tel que ADE soit un

triangle équilatéral de sens direct
2z-i

Soit f I'application qui a tout point M d'affixe z (z # i) associe le point M’ d’affixe z' définie par:z' = el

1) Montrer que le point E a pour affixe G + ?) 1+
2) Exprimer sous forme algébrique I'affixe du point D’ associé au point D par I'application f.
3) a) Démontrer que, pour tout complexe z # i,ona: (z' +20)(z-0) =1
b) En déduire que pour tout complexe z # i,ona:BM' x AM = 1et (4, BM') = —('ﬁ,A_ﬁ) + 2kmou k est
un entier relatif A
4) a) Démontrer que les points D et E appartiennent au cercle de centre A et de rayon V2.
b) En utilisant les résultats de la question 3) b), placer le point E’ associé au point E par I'application f
5) Quelle est la nature du triangle BD'E’ ?
Probléeme
A) On considere I'équation différentielle (E) : ¥ — 3y = (—1+—Z’f—“)—2
On donne une fonction @ dérivable sur R et la fonction f définie sur R par: f(x) = e F*p(x).

Montrer que f est dérivable sur RetV.x € R, exprimer @' (x) — 3¢ (x) en fonction de f'(x).
1-3x
B) Soitfla fonction définie sur R par: f(x) = ;—6_3 On désigne par (C) sa courbe représentative dans le

plan muni d’un repére orthonormal d’unité graphique 2 cm.

1) Déterminer les limites de f en —0 et en + ®, puis étudier les variations de f.

2) Tracer la courbe (©).

3) Pour a réel non nul, on pose: I, = foaf(x)dx

a) Donner le signe et une interprétation graphique de 1, en fonction de a.

b) Exprimer I, en fonction

c) dea.

d) Déterminer lalimite de I, en +oo.

C) On définit, sur N*, la suite (u,) par:u, = fol f(x)eg dx, ot f est la fonction définie dans la partie B. On
ne cherchera pas a calculer u,.

1) Donner, pour tout n de N°, le signe de u,,.

2) Donner le sens de variction de (1y,).

3) Lasuite (u,) est elle convergente ?

TR MY S e

S ————
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4)
5)

Exercice 1

La suite numérique (u,,) est définie sur N par:ug =0 etu,,, = 2:“+3_

1 ra= 1.
Montrer que,Vn € N',I;, < u, < exl;, ol I, est lintégrale de la partie B obtenue pou

En déduire la limite de la suite (u,). Donner sa valeur exacte.

Sujet n°5

+4
1) MontrerqueVn > 1,0na:0 Su, <1 '
2) Montrer que la suite (u,) est croissante.
3) On considére la suite (vy) définie sur N par: v, = ::—:;—;
a) Montrer que la suite (V) est géométrique, on précisera la raison et le premier terme.
b) Exprimer v,, en fonction de n.
¢) Endéduire u, en fonction de n.
4) Onpose S, = v, + Vitvy+ 4y,
a) Calculer S, en fonction de n.
b) Calculer la limite de S,, en +oo,
c) Calculer Sy,.
Exercice 2

Dans le plan complexe muni d’un repére orthonormé (0,4, v), d'unité grap
A, B et C d'affixes respectivesa =2,b=1—ietc=1+1i.

1)
2)
3)
a)

Placer les points 4, B et C sur le repére.

Calculer ;_TZ. En déduire que le triangle ABC est rectangle isocele en A.

On appelle r la rotation de centre 4 qui transforme B en C.
Déterminer I'angle de r et calculer I'affixe du point D = r(C).

hique 2 cm, on considere les points

b) Déterminer le centre et le rayon du cercle (C"), 'image par , du cercle (C) de centre I(1; 0) et de rayon

V2.

Exercice 3

1) Déterminer tous les couples d’entiers naturels (a,b) telsque: a x b = 12950 et M(a,b) = 2590.

2)

a) Montrer que 491 et 624 sont premiers entre eux.
b) Résoudre dans Z* 'équation : 491x — 624y = 1.

3) a) Démontrer que pour tout entier naturel n, 23™ — 1 est un multiple de 7.

b) En déduire que 23™*1 — 2 et 237*2 _ 4 5ont des multiples de 7.

Probléeme

Partie A : Soit f la fonction définie sur ]—1, +oo[ par: f(x) = xL+1 =2ln (x+1).

1)
2)

3)

: 1
Partie B : Soit g la fonction définie sur l'intervalle ] —1,0[ U ]0, + o[ par: g(x) = 1% et on note (C) sa

Calculer f'(x), étudier son signe et en déduire le tableau de variation de la fonction f.

Calculer f(0). Montrer que I’équation f(x) = 0 admet exactement deux solutions dont 'une est

a a € [—0,72; —0,71].

Donner le signe de f(x) suivant les valeurs de x.

représentation graphique.

1)
2)
3)
a)

—-———_———_——‘—“\
N—————_‘—\

Calculer les limites de g aux bornes de son ensemble de définition.

Calculer g'(x) et déduire, al'aide de la partie A, les variations de la fonction g.
1

2a(a+1)’

Dresser le tableau de variation de g.

Montrer que g(a) =
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) 2 -
) Représenter graphiquement la fonction g dans un plan ra

graphique: 1 cm).
Soit I la restriction de g a l'intervalle |0, +oo].

a
b; Monter que h est une bijection de 10, +o[ sur un intervalle J que I

Pporté a un repére orthonormé. (unité

6)

on précisera.

Donner le sens d iati i
e variation de la fonction ! ii Sci
vakistion, n ™7, la bijection réciproque de et dresser son tableau de

c .
) Tracer sur le méme repere que (C), la courbe représentative (C') de h~1.

. Sujet n° 6
Exercice 1

1) Re - .
) es—oufj,-e dans C I'équation : z2 — 22z + 4 = 0. On donnera les solutions z, et z, sous forme
algébrique avec Im(z,) > 0.

Dans le plan muni du repére orthonormé (0, T, ), on considére les points A, M, et M, d’affixes
V2 ,
2 Z1= V2(1 + i) et z; =V2(1 -i).

a & H ’ . =
) Déterminer I'affixe z3 du point M3, image de M, par 'lhomothétie de centre 4 et de rapport 3.
b) Déterminer I'affixe z, du point M,, image de M, par la rotation de centre O et d’angle — g

2)

respectives: q =

€) Calculer sous forme algébrique le nombre complexe : Z = 23721
Exercice 2 “a
Dans le plan complexe rapporté au repére orthonormé direct (0, I, J), on considére les points 4(6; 0) et

B(3; /3) ainsi que la rotation R, de centre A, d’angle % et la rotation R, de centre B, d’angle z?n

1) M est un point quelconque du plan tel que M(x, y). Donner en fonction de x et y les coordonnées de
R;1(M) et de celles de R, (M).

2) Démontrer que I'application Ry © R; est une rotation dont on déterminera le centre w et I’angle.

3) Soit S la réflexion d’axe (AB).

a) Montrer qu'il existe deux réflexions §; et S, d’axes respectives D; et D, tellesque: R; = §; °Set
R; =S5¢85,.

b) Endéduire que R{°R; =5;°5;.

c) Montrer que D, et D, sont sécantes en w.

Exercice 3
Dans un magasin d’électroménager, on s’intéresse au comportement d'un acheteur potentiel d’un téléviseur et

d’un magnétoscope. La probabilité pour qu’il achéte un téléviseur est de 0,6.

La probabilité pour qu’il achéte un magnétoscope quand il a acheté un téléviseur est de 0,4.

La probabilité pour qu’il achéte un magnétoscope quand il n’a pas acheté un téléviseur est de 0,2.
1) Quelleestla probabilité pour qu’il achéte un téléviseur et un magnétoscope ?

2) Quelleestla probabilité pour qu’il achéte un magnétoscope ?
3) Leclienta acheté un magnétoscope, quelle est la probabilité qu’il achéte un téléviseur ?

Probleme o
T
Soit f,, n € N*, lafonction définie sur ]0; +oo[ par: f,(x) = x —n———. Onappelle C, la courbe

représentative de f,, dans le plan muni d’un repére orthonormal (0, Z,J). On prendra 2 ¢ pour unité graphique.

Partie A:
1) Soitn € N
a) Etudier le sens de variation
b) Montrer que I"'équation g,
Fintervalle [1; 3]

* la fonction g, définie sur ]O; +oo[ par: g, (x) = x2 —n + ninx.
de g,, et préciser ses limites en 0 et en -+oo.
(x) = 0 admet une unique solution notée a,, et que cette solution appartient a
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I e
2) Etablir que, sur lintervalle 10; +oo, f,(x)= g_,;(z_xz. Etudier le signe de gn(x) eten déduire le SE0° ‘
variation de f,,.
3) Etudier les limites de f,, en 0 et en 4-c0. Montrer que la drolte D,, d'équation y =
courbe C,, et étudier la position de C,, et D,, sur ]0; +ool.
Partie B : Etude des cas particuliers:n = 1etn = 2
1) a, étant le nombre définie en A) 1), montrer que :
- Pourn=1,a;, =1
- Pourn=2,1,2<a, <13
2) Enutilisant les régles sur les inégalités et I'encadrement de a; ci-dessus,
En utilisant le sens de variation de f;, montrer que f5(az) < —1,10.
3) Dresser les tableaux des variations de f et f.
4) Représenter dans le méme repére (0,1, ]), les droites D4 et Dy, puis les cou

x —nest asymptote ala

montrer que : fa(az) Z -1,24.

rbes Cy et Cz

Sujet n"7
Exercice 1
. ~ 5
On considére les nombres complexes: z; =1 —i; z; =1 —iV3etZ = Ezliq-
z2
1) Calculer le module et un argument de z4; z; et Z.
2) Déterminer la partie réelle et la partie imaginaire de Z.

- . . s .. T
3) Déduire des questions précédentes les valeurs exactes de COS1£2 et sin_.

Exercice 2
A) On considere le polyndme P défini par: P(z) = z° — (2 + iV2)z? + 2(1+ iV2)z — 2iV2
1) Montrer que I'équation P(z) = 0 admet une solution unique imaginaire pure Zo-
2) Déterminer deux réels a et b tels que : P(2) = (z — zg)(z* + az + b)
3) Résoudre dans I'ensemble des nombres complexes I'équation P(z) = 0.

B) Le plan complexe est muni d’un repére orthonormé direct (0; U; ¥). On prendra 2cmp
graphique.

our unité

3im
On considére les points A, B, J et K d’affixes respectives : 2z, =1+i; zg =1 — [; zj= iV2Zetzyg = es.
1) Placer les points 4, B, J et K sur une figure.
2) Soit L le symétrique du point J par rapport au point K. Déterminer I'affixe z, du point L. Placer L
3) Montrer que les points 4, B, L et L appartiennent a un méme cercle dont on précisera le centre et le
rayon.
Exercice 3
Soient E et F deux sous espaces vectoriels de R3 définis par :
E={(xy2)eRx+2y—z= 0}etF={(xy,2) ER}2x+y—2z= 0}
1) Donner une base de E, une base de F. En déduire leur dimension respective.
2) Donner une base de E N F, et donner sa dimension. '
3) Les espaces E et F sontils supplémentaires ?
Exercice 4
On donne dans I'espace un triangle ABC rectangle en A tel que : AB = 22 et AC = A,0u A est un nombre réel
strictement positif.
1) Construire le barycentre G des points A, B et C affectés respectivement des coefficients 3, —1 et 2.
2) Déterminer Fensemble () des points M de I'espace vérifiant :3MA* — MB% 4+ 2M(? = 512,
3) On suppose que I'espace est rapporté a un repére (4,1,], k). on donne B(0,4,0) et C(0,0,2).
a) Déterminer les coordonnées de G.
b) Ecrire des équations cartésiennes du plan (ABC) et de I'ensemble (T').

c) Préciser I'intersection de (ABC) et (I').
e — s ——————"
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Probléme

On considére la fonction numérique f de la variable réelle x définie sur R par: f(x) = \/ITZ —4x— 21|
On désigne par (C) la courbe représentative de f dans un repére orthonormé du plan d'unité graphique 1 cm.
1) Etudier le signe de la fonction x x% — 4x — 21 puis écrire la fonction f par intervalles.
2) Etudier la dérivabilité de f en —3 eten 7 puis interpréter graphiquement les résultats.
3) Déterminer la fonction dérivée de f sur chaque intervalle ou elle est dérivable.
4) Etudier le signe de f’(x) puis dresser le tableau de variation de f.
5) Démontrer que la courbe (C) admet deux asymptotes obliques (D) et (D;) respectivement en +ocoeten
—o0, Déterminer les intersections de (C) avec ses asymptotes obliques (D4) et (D7)
6) Démoantrer que la droite (D3) d’équation x = 2 est un axe de symétrie de la courbe .

7) SoitM (f(xx)) un point de (C) pour x € [—3;7].

a) Montrer que le point [ (g) est a une distance constante du point M (fgcx))'
b) En déduire la nature de la courbe (C) sur [-3; 7].
8) Tracer la courbe (C) et les droites (D4), (D3) et (D3).
Sujet n°8
Exercice 1
Le plan complexe est rapporté a ur repére orthonormé (0;U; ¥) ; I'unité graphique est 1 cm.
1) En utilisant le discriminant réduit, résoudre dans I'ensemble des nombres complexes, I'équation :
z2 + 4z + 8 = 0. On donnera les solutions sous formes algébrique et trigonométrique
2) On note A et B les points du plan d’affixes respectives: a = —2 — 2ietb = @. Placer ces points dans le
plan complexe.
a) Déterminer I'affixe ¢ du point C, image du point B par la rotation de centre 0 etd’angle

b) Déterminer I'affixe d du point D, image du point C par la rotation de centre Aetd’angle

ERL]

c) Placer C et D sur la figure précédente.
3) Soit S la similitude directe de centre O qui transforme E(1 + i) en F(1+ iv/3).
a) Déterminer I'écriture complexe de S.
b) Déterminer I'angle et le rapport de S.
c) Donner I'expression analytique de S.
Exercice 2
1) On considére I'équation (E) : 45x + 28y = 3.
a) En utilisant I'algorithme d’Euclide, démontrer que 45 et 28 sont premiers entre eux.
b) En déduire un couple (xo; Yo) solution de I'équation : 45x + 28y = 1. En déduire son ensemble de

solution. ‘

c) Déterminer le couple (x; y) solution de I’'équation (E).

2) Déterminer les couples (a ; b) d’entiers naturels dontle PPCM m et le PGCD d vérifient :
8m — 105d = 30.

Exercice 3

1) Soit (E) I'ensemble des points M du plan dont I'affixe z vérifie : 10zZ + 3(22 4= iz) = 4. Démontrer que
(E) est une ellipse dont on déterminera les éléments caractéristiques.

2) Déterminer une équation de (E"), image de (E) par la similitude directe de centre O, de rapport 2 et
d’angle :

3) Déterminer la nature de (E"), ses axes et ses sommets. Tracer (E) et (E") dans le méme graphique.

Probléme

Probleme
Partie A

A e e e ————————————————eeemememmeeee]
= —_—_— e

ﬁ
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1) Etudier le sens de variation de Ia fonction fty définie sur l'intervalle ]0; +oo[ par : hy(x) = x — lnx.
Montrer que sur I'intervalle 10; +oo[,0ona: i, x)>0.

Z) On définit sur l'intervalle 10; +o[ Ia fonction fipar: fi(x) =

a) Etudier le sens de variation de la fonction f1.

b) Etudier les limites de [1 aux bornes de I'intervalle ]0; +oo[ et dresser le tableau de variations de f.

i
x—I{nx

- b » Ly <3 - x = 0 'v
3) On considére la fonction ¥, définie sur I'intervalle ]0; +oo[ par: {g:((x))= f1(x), pour x € ]0; +oo[ ;’

1L
a) Montrer que @1 prolonge f; par continuité en 0.

b) Etudier la dérivabilité de @1 en 0.En donner une interprétation graphique. J,(I
c) Tracerla représentation graphique C, de ®1. L

Partie B : Dans cette partie n désigne un entier naturel supérieur ou égal a 2.

1) Etudier le sens de variation de la fonction h,, définie sur I'intervalle 10; +oof par: hy(x) = x" — Inx. En J(l
déduire que pour tout nombre réel x €]0; +oof, b, (x) > 0. |

2) On définie sur l'intervalle 10; +oo[ la fonction [opar: f,(x) =

xt—{nx’ f
a) On définit sur I'intervalle 10; +oo[ Ia fonction gnpar: g,(x) =1+ (1-n)x™ - Inx. )]
i) Montrer que g,, est strictement décroissante sur I'intervalle ]0; +oco[.
i) Montrer I'existence d’un unique réel a,, de ]0; +oof tel que g, (a,) = 0 JI
iiii) Comparer les réels a, et 1. Quel est la valeur de a,? !
b) Démontre - : ff = il
) ontrer que pour tout x € ]0; 4|, on a f(x) o f

|
c) En déduire le sens de variation de f,.

d) Etudier les limites de [ aux bornes de I'intervalle 10; +oo[ et dresser le tableau de variation de fn-(Onne

cherchera pas 3 calculer Ia valeur de I'extremum). Eﬂ
e) Montrer que la fonction [ n admet un prolongement par continuité en 0, noté ¢,,. Etudier la dérivabilité &=
de ¢, en 0. En donner une interprétation graphique.
f) Préciser la valeur de f2(ay), puis tracer Ia représentation graphique C; de f; dans un repére !“

orthonormé (0; 7; j).

Sujet n°9
Exercice 1

Un sac contient 8 boules indiscernables au toucher dont 5 rouges et 3 noires.

On tire au hasard une boule du sac ?. On note sa couleur, on la remet dans le sac puis on tire au hasard une
seconde boule et on note sa couleur.

Calculer la probabilité de chacun des événements :
1) A:«lesdeux boules tirées sont des couleurs différentes »
2) B:«les deux boules tirées sont de méme couleur ».

Exercice 2

On considére les nombres complexes : z; = (V3 + 1)1 +1i) et z, = (V3-1)(-1+1)
1) Calculer le module et I'argument des nombres complexes z; et z,.

z - .
2) Onposeu =z,z, et v = z—' Déterminer le module et 'argument des nombres complexes u etv.
2

3) Onpose:w=12;+z, et t = Zy — z;. Déterminer le module et I’
t.

En déduire le module et 'argument du nombre complexe : x =z, — 2,2,
Exercice 3

. S 2
1) a) Soit f I'application de ]1; +oo[ dans R définie par s Flx) = —~(xzjl)z. Trouver une primitive F de I
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b) Soit g I'application de ]1; +o[ dans R définie par: (x) = —(21—13
a,b et c telles que, V x € |1; +oo[, onait: g(x) == + :1 +
Trouver une primitive G de g.
2) 3) Soit @ un nombre réel supérieur a 2. En utilisant les résultats précédents calculer : I(a) =

b) Déterminer lim,., o /(c). Calculer une valeur approchée de cette limite.

Probléme

f(x) = %xei, six+0
f(0)=0

1) Etudier la continuité et la dérivabilité de feno.
2) Etudier les variations de f et tracer sa courbe représentative.

B) SoitG:x —- x

A) Soit f la fonction définie par :

x2-x-2

1) Définir son domaine de définition, sa dérivée et son sens de variations.

2) Faire une étude aux bornes du domaine de définition.

3) Tracer sa courbe représentative.

Sujet n°10

Exercice 1
Le plan P est muni d’un repére orthonormé (0,1,). Soit f I'application du plan dans lui-méme qui a
y +1

x+3
1) Montrer que f est une isométrie de P.

2) Déterminer 'ensemble des points invariants par f.

M(x,y) associe M'(x',y') tel que :

Déterminer la nature et les éléments caractéristiques de f.
Exercice 2

Le plan complexe est rapporté 3 un repére orthonormé direct (0, U, V).
-2

Trouver trois constantes réelles

fz (xz 1)2d

1) Résoudre dans C I'équation (1) : E—I = z. On donnera le module et un argument de chaque solution.

2) Résoudre dans C I’'équation (2) : :—i = {. On donnera la solution sous forme algébrique.
3) Soit M, A et B les points d'affixes z, 1 et 2. On suppose que M est distinct des points A et B
a) Interpréter géométriquement le module et un argument de g
b) Retrouver géométriquement la solution de I'équation (2)

4) Montrer, a I'aide d’une interprétation géométrique, que toute solution de I'équation dans C :

. 3 7 ,
a pour partie réelle poun est un entier naturel non nul donné.

-2n\2

Résoudre dans C I'équation (3) : (z—l-

Partle A : Etude de la fonction f4 définie sur R par: f1(x) =

- 4
1) Vérifier que pour tout réel x, f1(x) = e

2) a) Vérifier que la courbe (C,) admet deux asymptotes dont on précisera des équations

e*+7

b) Démontrer que la foqdion f1 est strictement croissante sur R.
c) Démontrer que pour tout réel x,ona:0 < fy(x) < 4.
3) a)Démontrer que le point 1;(In7,2) est un centre de symétrie de la courbe (Cy).
b) Déterminer une équation de la tanzente (Ty) a la courbe (Cy) au point I,.
¢) Tracer (T1)-
4) a) Déterminer une primitive de |a fonction f{ sur R.
b) Calculer la valeur moyenne de f4 sur [0; In7].

——— I
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1) Démontrer que pour tout entier naturel n non nul le paint 4 (0, %) appartient a la courbe (C,)-

Partie B : Etude de certaines propriétés de la fonction f,, définie par: f,(x) =

2) a) Démontrer que pour tout entier naturel 71 non nul la courbe (C,) et la droite d’équation y = 2 ontun
unique point d'intersection dont on précisera |'abscisse. On note I, ce point.

b) Déterminer une équation de Ia tangente (T,,) a la courbe (C,,) au point I ,.
c) Tracer les droites (T7) et (T3).

in7
3) Soit la suite (u,,) définie pour tout entier naturel n non nul par: u,, = l%fo" fn(x)
Montrer que la suite (u,,) est constante.

Sujet n°11
Exercice 1

1) Calculer: (2 — V3 — i)?
2) On considére I'équation d’inconnue z : 2z% — (2+v3 - 3i)z—1+V3-i(1++3)=0
a) Résoudre dans C cette équation.

On désigne par z et z; les solutions de cette équation z, étant celle qui la plus petite partie réelle.
b) Ecrire sous forme algébrique z,2916

3) Ondésigne par 4, B et C les points d’affixes respectives z, = —1, zg=1—-lietz;=
Placer les points A, B et C
Exercice 2

=%
|

N =
L

Une urne contient 7 boules noires et n boules rouges toutes indiscernables au toucher. Un jeu consiste a tirer

successivement avec remise deux (2) boules de I'urne. Si les boules sont de méme couleur, on gagne 25 frs sinon
on perd 25 frs.

1) Dans cette partie, on prendran = 5.

a) Calculer la probabilité d’obtenir deux boules de méme couleur.

b) Calculer la probabilité d’obtenir deux boules de couleurs différentes.

2) Onsuppose désormais n > 5. On désigne par X la variable aléatoire qui, 2 chaque tirage de deux boules,
associe le gain algébrique du joueur.

a) Calculer P(X = —25) et P(X = 25)

_mz
b) En déduire que I'espérance mathématique de X est : E(X) = 25 %:»r_;))z
c) Pour quelle valeur de n a-t-on E(X) = 0?
Exercice 3
1) Au point M d’affixe z = x + iy, on fait correspondre le point M’ d’affixe z' = z% + 2z

1) Calculer les coordonnées (x; y') de M’ en fonction des coordonnées (x;y) de M.

2) Montrer que I'ensemble H des points M du plan, tel que z’ soit imaginaire pur, est une hyperbole dont on
précisera le centre, les sommets et les asymptotes.

1) Soit I la conique d’équation : x2 — 3y? + 8x + 12y + 16 = 0

1) Montrer que I' est une conique dont on précisera le centre, les axes de symétries, les foyers, les
directrices, les asymptotes et I'excentricité.

2) Soit D la droite d’équation : y — 3 = 0. Soit P le point des coordonnées (—4;6). Quel est I
points M tels que : d(M,P) = 2d(M,D) ?

Probléme

ensemble des

f(x) = €5 six<0
1) On considere la onction numérique f définie sur R par: f(0)=0

f(x) = xPInx,six>0
1) a) Montrer que, pour x < 0, f est dérivable et calculer sa dérivée sur ]—oo; 0[. Préciser son signe.

b) Montrer que, pour x > 0, f est dérivable et calculer sa dérivée sur ]0; +oo[. Préciser son signe.

Ndonaye Patrice Ouala (Collection Aquipat)

Page 88

N E — —— — S

-

i

i L AR

|- -



€) Calculer: lim,_q- @ et lim,_ g+ L(;x—) (on admettra que : limy_,_,, X3eX = 0). En déduire que f est

dérivable en 0 et préciser f'(0).

d) Lafonction f est elle continue sur R ?

2) Calculer les limites de f en —ee et en +c.

3) Dresser le tableau de variation de f.

i) A) Soit g la fonction définie sur ]1; +eo[par: g(x) =3 +2In(x - 1) —In(x+ 1)

1) Calculer les limites de g aux bornes de ]1; +e°[

2) Etudier les variations de g.

3) Montrer que I'équation g(x) = 0 admet une solution & et une seule. Donner une valeur approchée de
31071 pres.

4) Le plan est rapporté a un repére orthonormé (0; T; J) d'unité graphique 2 cm, tracer la représentative
(C)deg. '

B) On considére la suite (u,,) définie par : {

Uy =25
Upsy = g(Uy), VREN
[ 1) En utilisant la courbe tracée précédemment, représenter sur I'axe des abscisses les premiers termes
| Ug, Uy etuy delasuite (u,).
2) a) Vérifier que g(3) = 3. Montrer que, si x € [3; 5] alors g(x) € [3;5]-
l b) Montrerque,V x € [3;5],0ona :% <g < 2. On pourra encadrerx—:? et ;i_1

c) Montrer que, Vn € N,u, € [3;5].
d) Montrer que,V x € [3;5],]g(x) — 3| S%lx —3|

n
3) a) Montrerque,Vn €N, |u, — 3| < (g) |ug — 3|

b) Qu’en déduit on pour la convergence de la suite (1) ?
c) Déterminer un entier naturel iy tel que : |un‘J -3|<1073
Sujet n°12

Exercice 1
On consideére le polynéme complexe P défini par : P(z) =z° - 6z2+ (12 -i)z—9 + 3i.

1) Démontrer qu'il existe un réel a tel que : P(a) =0.

2) Déterminer deux complexes a et b tels que : P(z) = (z — a)(z* + az + b).

3) Résoudre dans C I'équation P(z)=0.

4) Ondésigne par4,BetC les points d’affixes respectives: z4 = 3; Zg =2 +iet z¢c = 1=,

a) Démontrer qu'il existe une unique similitude directe S de centre C, qui transforme Aen B .

b) Déterminer le centre et le rapportde S.

c) Donner l'expression analytique de S.

d) Soit (D) la droite d’équation y = x. Donner une équation de la droite (D”), image de la droite (D) par S.
Exercice 2 .

1) Démontrer que, pour tout entier naturel n > 1 le nombre N = 229n+2 _ 313n-1 gt divisible par 9.

2) a) En utilisant I'algorithme d’Euclide, déterminer le PGCD de 21590 et 9525.

b) Résoudre dans Z* I'équation : 21590x — 9525y = 1270.

3) Dansun systéeme de numération de base n, on considére les nombres: A = 211; B=312 et C =
133032

a) Sachant que C = AB, montrer que n divise 8. En déduire la valeur de n.

b) Ecrire A, B et C dansle systéme décimal.

Probléme
partie A : On considére la fonction g définie sur ]0; +eo[ par: g(x) = In (1 . 1_12) — zz+1
- X
e 2 7 . 2_
1) calculerla dérivée de g de g. Montrer que pour tout x € ]0; +e[, g (x) = ][2((:;-”1))2_

B e e

e ——————
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2) Etudier le signe de 9°(x) suivant les valeurs de x.
3) Déterminer les limites de genOeten +es, puis dresser le tableau de variation de;]-< v <06
4) En déduire qu'il existe un unique nombre a > 0 tel que g(a) = 0. Vérifier que i ’

5) Déduire des questions précédentes le signe de g (x) sur ]0; +ee.
fo) = xin 1+ 5) stx > 0
0)=0 "
On note (C) la courbe représentative de [ dans le plan rapportéfg u)n repére orthonormé dunité graphique >em
1) Montrerque: Vv x € ]0; +eo, ona: f'(x) = g(x). En déduire le sens de variation de f.
2) Calculer la limite de Xf(x) en +oo, En déduire la limite de f(x) en +o°
3) a) Montrer que lim, ¢+ xIn (1 + %1) = 0.

Partie B : On considére la fonction f définie sur ]0; 4-eo[ par: {

b) Etudier la dérivabilité de [ en 0. Préciser la tangente a la courbe (C) en 0.
4) a) Prouver que, pour tout x € [0, 5; a],0 < f'(x) < £(0,5).
b) En déduire que pourtout x € [0,5; a],0 < f(a) — £(0,5) < (a—0,5)f'(0,5) , puis que::
0 < f(a) - £(0,5) < = f'(0,5)
<) Endéduire une valeur approchée de f(a)a 10~2 pres.
5) Dresser le tableau de variation de f.
6) Tracer la courbe (C) de f.
Sujet n°13
Exercice 1
On considére le polyndme complexe P définie par : P(z) = z3 + (=9 + 11i)z% + (2 — 63i)z + 24 + 82i
1) Démontrer qu'il existe un unique réel a tel que:P(a) =0
2) Déterminer deux complexes a et b tel que:Vz€C P(z) = (z— a)(z* +az+ b)
3) Résoudre dans C I'équation P(z) = 0.
4) Ondonne les points 4, B et C d’affixes respectives : Zp=2,zg=4-3ietzc=3—-8i

a)
b)

q

Démontrer qu’il existe une unique similitude directe S qui transforme A en B et B en C.
Déterminer les éléments caractéristiques de .
Donner I'expression analytique de S.

Exercice 2

On consideére la variable aléatoire X dont la loi de probabilité est donnée par le tableau ci-dessous :

x; 1 2 3 4 5 6
P; 1 2 1 a 5 2
21 21 7 21 7
1) Déterminer la valeur de a.
2) Déterminer I'espérance mathématique et la variance de X.
3) Définir et représenter la fonction de répartition de la variable aléatoire X.
Exercice 3

On considere |a suite des nombres réels (u,,) définie sur N par : Up=1u; =2etu

suite (v,,) définie sur N par: v, = u,,1 — u,

1)
2)
3)
a)
b)
<)

Démontrer que (V) est une suite géométrique dont on précisera la raison et le premier terme.
Exprimer v,, en fonction de n.

Onpose:S, =vg+vy+ - +v,.

Démontrerque U, 1 =1+ S,

Exprimer S, en fonction de n, puis en déduire u,, en fonction de n.
Déterminer le plus petit entier naturel p tel que : ,up - 3| <1074,

Probléme
A) Soit la fonction définie par: f(0) = 1 et f(x) = 1 — xInx pour x > 0.

Soit (Cy) la courbe représentative de f dans le plan rapporté a un repere orthonormal d’
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1)
2)
3)

4)
B)
a)
b)

2)

Etudier la dérivabilité de [ en 0. Qu'en déduire pour la courbe (C,)?
Dresser le tableau de variation de f.

Démontrer que I'équation f(x) = 0 adans R, une solution unique notée a. Do n encadrement de @
q nner unen

d’amplitude 101,
Tracer la courbe (€ )

1) SoitXo > et Mg le point de (Cy) d'abscisse Xo.

Ecrire une équation de la tangente (T,) a (Cy) en M,

; . 1 14X,
Montrer que le point M, intersection de (T) avec I'axe des abscisses a pour abscisse X; = 1—;;;;—0
1+x

1+Inx’

Soit g la fonction définie sur |2; +oof par: g(x) =

[

a) Démontrer que sur ];; +°°[ I'équation g(x) = x équivaut a f(x) = 0. En déduire que 'équation
G(x) = x admet une unique solution.

b)

: 3
Soit I = [E; 2]. Etudier les variations de g sur 1.

) Démontrer que pour tout x de I alors gx) el
d) Démontrerque:V x € I,|g'(x)| < 0, 15.
3) Soit (u,,) la suite définie par : iy = 2 et Uy, = g(U,)
a) Démontrer par recurrence que u, € I,V n € N.
b) Démontrerque:Vn €N, |41 —al < 0,15u, —al.
[ €) Endéduireque:Vn€N,u, —al < (0,15)" x ;— et que la suite (u,,) est convergente. Quelle est sa
limite ?
Sujet n°14
Exercice 1

Dans I'ensemble C des nombres complexes, on considére I'équation (E) : 23 + (3 — d?)z + 2i(1 + d*) = 0,0u d

est un nombre complexe de module 3.

1) Vérifier que 2i est solution de I'équation (E). Résoudre dans C I'équation (E).
2) Dans le plan complexe on considére les points A, B, M et N d’affixes respectives 2i, —i,—i + d et - — d.
a) Calculer MN et déterminer le milieu du segment [MN].
b) En déduire que lorsque d varie dans C les points M et N appartiennent a un ensemble (C) fixe que l'on
précisera.
c) Dans le cas ot AMN est un triangle. Montrer que O est le centre de gravité du triangle AMN."
d) En déduire les valeurs de d pour lesquelles le triangle AMN est isocele de sommet principal A.
Exercice 2

Soit P le plan affine euclidien rapporté a un repére orthonormé (0; T, j) d’orientation positive.
soit & 'ensemble des courbes (I);) d'équation : (az = 4)x2 —4y? — 4((12 = 4) =0,oua€R.

1)
2)

3)

1)

Comparer () et (I'_y)-

Etudier suivant les valeurs de a la nature de (T,) et en préciser chaque fois les éléments fondamentaux
(centre, sommets, foyers et asymptotes s'il ya lieu).

Dessiner les courbes (Iy) et (I, 7)-

Exercice 3

Soit A I'ensemble des entiers naturels de I'intervalle [1; 46]. On considére I'équation

(E):23x+47y =1 ol x et y sont des entiers relatifs.

a) Donner une solution particuliere (x0; Yo) de (E).

b) Déterminer I'ensemble des couples (x; ¥) solution de (E).

c) Endéduire qu'il existe un unique entier x € A tel que : 23x = 1[47].

2) Soit . un entier naturel. Démontrer que, ¥ k € N, on a: 23k = 1[7]. Quel est le reste de la division

euclidienne de 22916 par 7 2

T e —

M
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; . idere le nombre
3) Soienta et b deux entiers naturels inferieurs ou égaux a 9 avec a # 0. On cons

N =@ X 10% + b. On rappelle qu’en hase 10 ce nombre s'écrit sous la forme N = a00b.
a) Vérifier que 10° = —1[7).

b) En déduire tous les nombres N qui sont divisibles pér 7.
Probléme

m €tant un nombre réel, on appelle [ m Vapplication de ]0; +e<[ dans R qui, a x, associe

2y \ . T; ) d’unité 5 cm.
fm(x) = 17 = %hu‘ et (C,,) sa courbe représentative dans un repére orthonormal (0; )

A) Etude de la fonction f,,.
1) Calculer, suivant les valeurs de m, limy, 4o fr (). o ——
2) Caleuler f* (x) et donner, suivant les valeurs de m, les différents tableaux de variations p A
3) a) Montrer que, par un point M(xg; yo) vérifiant xg > 0 et xg # 1, il passe une etune seule courbe
(G
b) Montrer qu'il existe un point unique A appartenant a toutes les courbes (Cr,)-

-1 2lnx.

B) Dans cette partie, on prend m = 4. On considére la fonction f 4 telle que fa(x) =
’
1) a) Montrer que I'équation f4(x) = 0 possede deux solutions et deux seulement dont I'une est
Xg € [3; 4] (on ne demande pas de calculer Xg)-

b) Montrer que Xg=+/1+ 8inx,

2) Soitg: [3; +eo[ - R
x e @(x) =V1+ 8lnx
Montrer que @(x) > 3etque 0 < @'(x) < %
2) Soit (u,) la suite définie par: uy = 3 et U, =@(u,),VneN
a) Montrer par recurrence que u, =3
b) Montrerque:vn e N, [Upiq — x0] < % |u, — xq/, puis que Vn € N, |u,, — x¢| < (g)n. En déduire la
convergence de la suite (u,,).

c) Déterminer le plus petit entier p tel que Iup — x0| < 1072, Calculer une valeur approchée de x, a 10?2

pres.
Sujet n°15
Exercice 1

Le plan complexe est rapporté a un repére orthonormé direct (0; U; V). (unité graphique 2 cm)
1) Résoudre dans C I'équation d’inconnue z suivante : 4z% — B8—-6i)z+1-5i=0

(=Y

- . i e . 1, ; ,
2) On considére les points 4, B, C et D d'affixes respectives : z, = 3 ;b zp= %— i;zc=1iet
1,
Zp = 1+ El.
a) Placerles points 4, B, C et D dans le repére,

b) Déterminer le module et un argument du nombre complexe: Z = 22774 g déduire la nature du triangle
Zg—z4
ABD.

3) Soit f I'application du plan d’écriture complexe: z' = (% + %1) z+1-—i
Donner la nature et les éléments géométriques de f.

4) On considére les suites des nombres complexes (z,,) et (a

Zy = 2+

{z,,+1 = (%+%i)zn+ 1-i;neN M= Z—2VYneN

a) Démontrer que (a

n) définies respectivement par :

n) estune suite géométrique dont on déterminera la raison et le premier terme
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N

b) Exprimer a,, en fonction de n. Mettre a,, sous forme exponentielle, En déduire, pour toutn € N,
= (D) D 42
€) Déterminer I'ensemble des entiers 1 pour lesquels P, le point image de z,, est sur Iaxe réel.
Exercice 2
Une boite contient 6 boules vertes et n boules bianches toutes indiscernables au toucher. Un jeu consiste a tirer
Successivement sans remise deux (2) boules de la boite. Si les deux (2) boules sont de méme couleur, le joueur
Bagne 100 frs et si les deux (2) boules sont de couleurs différentes, le joueur perd 100 frs.
1) Dans cette question, on suppose n = 3.
3) Calculer la probabilité d’obtenir :
i) Deux boules de méme couleur ;
i) Deux boules de couleurs différentes.
b) Sachant que la premiére boule tirée est verte, quelle est la probabilité pur que la deuxiéme tirée soit
verte ?
2) Dans cette question, I'entier n est quelconque et supérieur a 3. On note X la variable aléatoire qui, a
chaque tirage successif sans remise de deux boules, associe le gain algébrique en francs du joueur.
a) Exprimer, en fonction de n, les probabilités des événements : (X = —100) et (X = 100).

b) Montrer que I'espérance mathématique de X est E(X) = 100%
c) Pour quelles valeurs de n a-t-on E(X)<0? :
Probléme
Partie | :
A) Soit g la fonction définie sur R par: g(x) = e*(1 — x) — 1.
1) Etudier les variations de g et dresser son tableau de variation.

2) En déduire le signe de g(x) suivant les valeurs de x.
X
. X) = +2, six+0
B) Soit f la fonction définie par: [f( ) e*-1 x
f(0)=3
plan muni d’un repére (0, 1,]) d’unité graphique 2 cm.

On admet que f est dérivable en 0 et que f'(0) = — %

. On note (C) sa courbe représentative dans le

1) Etudier les variations de f et dresser son tableau de variation.
2) Déterminer les asymptotes de (C) et étudier la position de (C) par rapport a son asymptote oblique.
3) Tracer la courbe (C).
Partie ll :
1) Soit h la fonction définie sur ]1; +oo[ par: h(x) = x+1In x% —-1).
a) Etudier les variations de h et déterminer les limites de h aux bornes de son ensemble de définition.
b) Montrer que I'équation h(x) = 0 admet une unique soluticn Ll € ]1; +oo[ et donner un encadrement de 1
a 0,1 pres.
2) Soitu : x + /1 + e * définie sur]0; +ool.
Montrer que les équations h(x) = 0 et u(x) = x sont équivalentes sur ]1; +ool.
3) soit I = [1;2].
a) Montrerque, Vx € L, u(x) €.
b) Montrer que, Vx €I, 0<|u'(x) _<~§
c) Endéduireque, Vx €1, [u(x) -1l < %Ix - 1.

4) On définit la suite (xp)par:xg=11et x,,4 = u(x,), vne N.
n
a) Onsuppose que Xp € I, montrerque,Vne N, |x,,1 -] < §|xn — 1|, puis que |x,, — | < (%) x 0,1.

M
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b) En déduire que cette suite est convergente et déterminer sa limite.
Sufet n°16
Exercice 1

Soit P, plan affine euclidien orienté, rapporté & un repeére orthonormé direct 0,1,))
1) Soit (h) la conique d’équation : y? — x2 = 14,
Préciser la nature de (h) et préciser ses €léments caractéristiques. On notera E le sommet de (h) d’ordonnée
positive.
Dessiner (h).
2) Pour tout point M(x, y), soit M’ et M” les points de coordonnées (x', y"), (x",¥") :

x'=?(x+y) x"=‘/72(—X+y)
y’=-\/zz(—x+y) y”=g(x+y)
a) Démontrer que R, application de P dans P qui, a tout point M associe M', est une rotation de P. Préciser
le centre et I'angle.
b) Démontrer que S, application de P dans P qui, a tout point M associe M", est une Symétrie orthogonale
de P. En préciser la base, D, par une équation.
€) Vérifier que les images de E par R et § coincident.
Soit E” cette image. Placer sur le repére précédent le point E’ et la droite D.
d) Démontrer que (h) et D se coupent en deux points, I et J. En calculer les coordonnées ; I est le point
d’abscisse strictement positive.
3) a) Vérifier que les coordonnées de M, M, M”, satisfont : x'y' = x"'y" = %(J’z - x?). j
En déduire que les images de (h) par R et S coincident. Soit (H) cette image. Préciser une équatior(de (H).
b) Expliquer pourquoi I et ] sont sur (H).
c) Construire (H) sur le méme graphique que (h).
Exercice 2
Soit P un plan. Si M et N sont deux points du plan P, on note MN leur distance.
1) Soit A, B, C trois points de P tels que: AB = AC =5et BC = 6.
Calculer le produit scalaire AB. AC.
2) On désigne par G le barycentre de (A4,2),(B, 3),(C,3). Construire le point G et calculer la distance GA.
3) On considére I'application f de P dans R qui a tout point M de P associe le réel ;
f(M) = 2MB.MC + MC.MA + MA.MB.
Démontrer que I'on a, pour tout point M de P : f(M) = f(G) + 4MG*.
CGalculer numériquement f(A) et f(G).
4) Déterminer et construire I'ensemble E des points M tels que f(M) = f(A4).
Exercice 3
On considére la variable aléatoire X dont la loi de probabilité est donnée par le tableau ci-dessous :

X=x; 3 5 7 9 11
1 1
P; 1 3 1 a1t i
6 18 3 2 18

a) Calculer la valeur de a.

b) Calculer I'espérance mathématique, la variance et I'écart type de X.
Probléme
Partie | : Le but de cette partie est d’étudier la fonction f définie sur 10, +oo par fx) = x4 2nx On désigne par
(C) la courbe représentative de f dans un repére (0,7, j) d’unité 1 cm. *

1) Etude de la fonction g définie sur ]0, +oo[ par: g(x) = x% + 2 — 2[nx.

a) Etudier le sens de variation de g et calculer g(1).
b) En déduire le sens de variation de g(x), pour tout x de 10, +oo],
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2) Etude de la fonction [
:; Calculer les limites de f en 0 et +.
3 ﬁ;udler le sens de variation de f et dresser son tableau de variation.
X ontrer que la droite A d’équation y = X est asymptote & (C) et étudier la position de (C) par rapport a
d 4 . » .
) Déterminer les coordonnées du point A de (C) sachant que (C) admet en A une tangente T parallélea A.
e) Tracer (C),AetT.
3) Calculer, en cm?, V'aire de la partie du plan limité par 4, la courbe (C) et les droites d'équations
X=1letx=e.
4) Montrer que I'équation f(x) = 0 admet une solution unique xo et que xo € [—;— 1]-
Parti < - =
art;e Il : On désigne par h la fonction définie sur ]0, +oo[ par h(x) = e’z .
) Montrer que x est solution de I'équation h(x) = x.
1
2) Onnotel = [5' 1]. Montrer que pour tout x € I, A(x) € I.
3) a) Calculer la dérivée h’ de h et la dérivée h"” de h.
b) Démontrer que I’ est décroissante sur I.

I3 . —l 1
c) En déduire que, pour tout xde I, ona:—ez < h'(x) < —%e_i
4) On considere la suite définie paruy = 1 et U4y = h(u,), VN EN

a) Montrer par recurrence que, pour tout n € N :% <u, <1

1
b) Montrer que, pour tout n € N: |41 — Xo| < € Z[un — Xo

- - “"
c¢) Endéduire que, pour toutn € N : |u, —xo| < %e 25

5 : 5 ; . i L o .
5) a) Déterminer le plus petit entier naturel Tg tel que pour tout entier n >mngonait: ;e 2 < 107%,

b) Montrer que uy, est une valeur approchée de xg a 1072 prés. Quelle valeur de Uy, obtient on avec la

calculatrice ?
Sujet n°17
Exercice 1
Une urne A contient 3 boules noires et 2 boules blanches. Une urne B contient 2 boules noires et 2 boules

blanches.
On suppose que dans 'urne A les cing boules ont la méme probabilité d
quatre boules de l'urne B.
1) On tire sans remise, deux boules de A et une boule de B.
e est la probabilité pour que les trois boules obtenues soient noires ?

'étre tirées ; méme hypothése pour les

a) quell
b) Quelle est la probabilité pour que les trois boules soient de méme couleur ?

2) On considére la variable aléatoire X qui a chaque épreuve constituée d’un tirage de deux boules de A et

d’une boule de B, associe le nombre de boule blanche figurant dans ce tirage.
a) Déterminer la loi de probabilité de X (c’est-a-dire déterminer les probabilités d’obtenir respectivement 0,

1, 2, 3 boules blanches).
b) Représenter graphiquement la fonction de répartition de X.

c) Calculer I'espérance mathématique de X.

Exercice 2

Exercice £
pans E, plan euclidien,
HEH = ”E" = H_B_C"H = d, d est un réel positif non nul.

que les points 4, B et C affectés respectivement des coefficients a,

A, B et C sont les sommets d’un triangle équilatéral, tels que :

péterminer I'ensemble des réels atels
1, 1 admettentun barycentre G,. Quel est I'ensemble des points G, obtenus ?
a = 1; Déterminer |2 point Gy correspondant. On pose f1(M) = MA? + MB? + MC2.

1)

2) On prend
Déterminer I'ensemble des points M tels que : f (M) = 2d2.
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3) Onprend a = —2. Montrer que le vecteur V(M) = —2MA + MB + MC est un vecte

indépendant du point M que I'on précisera. Déterminer 'ensemble des points M tels que::
f1(M) = —2MA? + MB? + MC? soit égal a zéro.
Exercice 3
On considére le polynéme P défini par : P(z) = z* — 623 + 24z% — 18z + 63
1) Déterminer les réels a, b et c tels que: P(z) = (22 + 3)(azz + bz +¢).
2) Résoudre dans C I'équation P(z) = 0. ;
3) Dans le plan complexe rapporté 3 un repére orthonormé (0, €7, €7), on considére les Hoir:
d'affixes respectives 1z4 = i3, zg = —iV3, Zc=3+ 2iV3 et zp =Zc
a) Montrer que ces 4 points appartiennent 3 un méme cercle dont on précisera le centre et le rayon.
b) Placer les points 4, B, C et D.

4) On note E le symétrique de D par rapport au point 0. Déterminer la nature du triangle BEC.
Probléme

sA B,CetD

Partie A : Soit f la fonction définie sur R par: f(x) = %xze‘x. On note (C) la courbe représentative de f dans un

plan P rapporté a un repére orthogonal (0, I,)- Unité graphique 1 cm sur (0x) et 10 cm sur (0Y).
1) a. Déterminer la limite de fen—oco,

22
b. Déterminer la limite de f en +oco (on pourra noter que f(x) =2 [Jz—ce—z] )

2) a. Expliciter la dérivée f’ de f et étudier son signe.
b. Etudier les variations de f.

c. Construire la courbe (C) de f dans le plan.
3) On considére la fonction F définie sur [0; +oo[ par: F(x) = f;f(t)dt-

. Utiliser une intégration par parties pour calculer : I(x) = f: te 'dt.

o

- 1
b. Montrer en utilisant a. et une nouvelle intégration par partiesque: F(x) =1—e™* (1 +x+ 7)-

c. Montrer que F est une fonction strictement croissante telle que:0 < F(x) < 1 pour tout x.

d. Montrer en utilisant 1) b. que F admet une limite en +o que I'on déterminera. En déduire que I’équation

F(x) = ¢, avec 0 < ¢ < 1 admet une solution et une seule dans [0; +oof.

Partie B : Dans cette partie, on se propose de résoudre I"équation F(x) = 0,95. Pour cela, on introduit |a fonction

2
. auxiliaire g(x) = In (1 +x+ 17) + [n20.

1) Montrer que l'unique réel a tel que F(a) = 0,95 est aussi I'unique solution de I'équation g(x) = x.
2) Montrer que g est une fonction strictement croissante sur R.. En déduire que I'image g([5; 10]) est
incluse dans [5; 10].
3) a.lustifier que |g'(x)| < % pour tout x € [5; 10].
b. En déduire que : |g(v) — g(u)| < % |v — u| pour tout x € [5;10].
¢. Montrer que a € [5; 10].
4) On considére la suite (u,) des nombres de I'intervalle [5; 10] définie par:uy = 5Setu,,.; = g(u,).
a. Montrer que : |u,, — a| < 3% pour tout entier n.
b. Déterminer ny tel que : |u,, — a| < 1072,
c. Donner une valeur approchée 3 1072 prés de a

SUJETN"18
Exercice 1
: 1, .3
On donne les deux nombres complexes: z; = -1 —ietz; = Al

. z 1.
1) Ecrire = sous forme algébrique.
zZ2

2) a) Ecrire z, et z; sous forme exponentielle.
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3) Déduire des questions précédentes les valeurs exactes de cosl—z" et sin-—

b) En déduire le module et un argument de ;_:
11n
12°

n
4) Quelle est la plus petite valeur strictement positive de I'entier n telle que C—‘) soit réel ?
2

Exercice 2

Soit la fonction fixm1-— %x + cosx définie dans R et (€) sa courbe représentative dans un repére

orthonormal d'unité graphique 2 cm.

1)
2)

3)
4)

5)

Etudier les variations de la fonction f sur [0; m].

Déterminer une équation de la tangente T a (C) au point d’abscisse E
3
Montrer que, pour tout x de [0; i],ona: f'(x) = — >

’r .
Montrer que, pour tout x de [;, n], ona:f(x) > —%(x = %) +f (g) et, pour tout x de [0; ;], ona:

< -3(x-5) 1(2),

En déduire les positions relatives de (C) et T, puis tracer T et (C) sur [0; 7].

Exercice 3

N

. étant un nombre réel non nul, on considére la famille des fonctions définie de R vers R par: f(x) =

ABC est un triangle rectangle en A tel que : AC = 2AB, on pose AB = d (d > 0).

a) Soient G, et G, les barycentres respectifs des systémes des points pondérés {(4,1); (B,2);(C, 1)} et
{(4,5); (B, 2); (C,—1)}. Construire G; et G, puis calculer G; G en fonction de d.

b) Déterminer, suivant les valeurs de k, 'ensemble des points M du plan tels que : MA? + 2MB? + MC? =
4K. construire cet ensemble pour k = 1,5d2.

1)) Soit ABC un triangle quelconque et G son centre de gravité. On pose :AB=c;AC=hbetBC=a

a) Démontrer que : GA? = sz+—2cz_lz. En déduire la valeur de :
(b* — c?)GA? + (c? — a*)GB? + (a’ - b2)GC2.

b) Déterminer I'ensemble des points M du plan tels que : (b? — c2)MA? + (c? - a?)MB? + (a* -
b2)MCZ =0

Probleme

xZ-x+m

. L

m

plan étant muni d’un repére orthonormé, on désigne par (Cy) la courbe représentative de f,, ; par D,la droite

d’équationy = x—1; par D, la droite d’équation y == —1 et par D3 la droite d’équation y = 2x — 1.

1)
2)
3)
4)

5)

6)
7)

selon les valeurs de m, étudier les variations de fm et dresser dans chaque cas un tableau de variation.
Montrer que toutes les courbes (C,,,) admettent le point I(0 ; —1) comme centre de symétrie.

Montrer que toutes les courbes (C,,) admettent I’axe des ordonnées et la droite Dy comme asymptotes.
On se place dans le cas m > 0. Soit A, et B,,les points de (Cp,,) o la tangente est horizontale.
Déterminer leurs coordonnées. Montrer A, et By, appartiennent a la droite D3.

On se place dans le cas . < 0. Montrer que la droite D, coupe (C,,,) en deux points

E,, et F,, symétriques par rapport a I et qu’ en chacun de ces points , la tangente a (Cp,) est paralléle a

Ds.
Représenter les courbes (C4) et (C_4) correspondantam = 4etm = —4,

4' , _® r
soit g la fonction de R vers R définie par: g(x) =x—1+ T On désigne par (C’) sa courbe

Comment peut on déduire la courbe (C") de (C4) et (C_4)?

SUJET N°19

Exercice 1

On co
1)

nsidére le nombre complexe : z = (V3+1) +i(v3-1).

Ecrire z2 sous forme algébrique.

/-——__—__—--———————
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2)

? : ez
Déterminer le module et un argument de z2. En déduire le module et un argument d
3)

G i g . T
Déduire de ce qui precede les valeurs exactes de cos 132— etde sin 1z

5 intsi s des
4) Résoudre dans R I'équation : (V3 +1)cosx + (V3 - 1)sinx = V2 et placer les points image

solutions sur le cercle trigonométrique.
Exercice 2

On considére le complexe z tel que : z
1) Déterminer le module r etun
2) Calculer z* 3 partir de I'é

=1+ ei?, ol @ désigne un réel appartenant a lintervalle |- 1; m|.
argument ¢ de z.
criture:a)z = 1 + eif ;b)z =ret?,
3) Etablir la relation : cos“g = %cosZB + % cos6 + %‘
Exercice 3
Dans le plan euclidien (P), associé au
longueur 2a. Soit f I'application :
f:(P) > (P)
M- f(M)=4MA-MB + mMCmeR
1) Déterminer m pour que
2) Onprendm = —1
Démonter que le barycentre G du systéeme :
I du segment [BC].

3) Déterminer 'ensemble : C = {Me (P)/ama? — mB? _ MC? = —4a’} (on remarquera que 4 € C).
Probléme

plan vectoriel (I—"), soit le triangle rectangle ABC d'hypothénus BC de

f (M) soit un vecteur constant Uy et calculer ¥, en fonction de AB et AC.

{(4,4); (B, —1); (C, —1)} est le symétrique par rapport a A du milieu

On considere la fonction f définie sur J0; +oo par: f(x) = xIn (I—IB)

1) Déterminer la limite de f en +oo. Interpréter graphiquement le résultat obtenu.
2) Lafonction f est elle continue en 0 ? Etudier la dériva
resultat.

3) On note f’ la fonction dérivée de fsur]0; +oof.

a) Déterminer f'(x), puis [’ (x).

b) Déterminer le sens de variation de f”, puis la limite de [’ en 4. En déduire le signe de f'.

¢) Indiquer le sens de variation de f, puis dresser son tableau de variation.

4) On note (C) la courbe représentative de f dans le plan muni du repére orthonormé (0,1,
Tracer la courbe (C) en indiquant le point A de (C) d’abscisse 3.

5) On désigne par g la fonction définie sur [1; +oo[ par: g(x) = :—:3 et on appelle (T") sa courbe
représentative.
a) Dresser le tableau de variation de gsur [1; oo,
b) Vérifier que, V x € [1; +o[, 0na 1f() = g(x) = xf'(x).
c) Déterminer le signe de f(x) — g(x) et lalimite de f — g en + oo
Interpréter graphiquement les deux résultats.
d) Tracer la courbe (T') dans le meme repere que (C), en indi
6) Soit A un élément de [1; +oof.
a) Donner une équation de la tangente (T;) a (C) au point d’abscisse A.
b) Montrer que (T;) rencontre I'axe (0y) au point N d’ordonnée g().
SUJET N°20

bilité de f en 0 et interpréter graphiquement le

quant le point B de (T) d’abscisse 3.

Exercice 1

Dans le plan complexe muni d’un repére orthonormé (0,4,9), d'unité gra

phique2 cm, on considere les points
A, B et C d’affixes respectives z4, =2,z =1 — i et Zc=1+i,

1) Placer les points 4, B et C sur le repére.
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2) Calculer %‘- En déduire que le triangle ABC est rectangle isocéle en A.
BT%A
3) On appelle r la rotation de centre A qui transforme B en C.

a) Déterminer I'angle de r et calculer I'affixe du point D = »(C).
b) Déterminer le centre et le rayon du cercle (C'), I'image par 7, du cercle (C) de centre I(1; 0) et de

rayon V2.
4) On appelle I 'homothétie de centre B et de rapport —3.

a) Donner I'écriture complexe de h.
b) Donner une équation de la droite (D"), image de la droite (D) d'équation: x —y + 1 = 0, par
"homothétie h.(on utilisera uniquement I'expression analytique de h)
Exercice 2
N On considére la suite (u,,) définie, pour tout entier naturel n non nul, par : u, = In ;::
1) Calculer uy, u; et us.
2) Déterminer la limite de la suite (u,,).
3) On pOSE:S‘n=u1 +u2+"'+un=2;cl=1uk'
a) Exprimer S, en fonction de n.
b) Déterminer la limite de (S,,) en +oo.
) On considére la suite (v,,) définiesur N par: v, = e =
1) Montrer que la suite (vy) est une suite géométrique dont on précisera la raison et le premier terme.
2) Montrer que la suite w,, = Inv,, est une suite arithmétique. Quelle est sa raison ?
3) Onpose:T, =vyg+ vy + =+ V,etP, =Vg XV X..X V.
a) Exprimer T, et P,, en fonction de n.
b) Déterminer le comportement a l'infinide T, et P,,.

1)

Exercice 3

N =5[13
On se propose, dans cette question, de déterminer tous les entiers N tels que : {N — 1%17}

a) Vérifier que 239 est solution de ce systéme.
b) Soit N un entier relatif solution de ce systeme. Démontrer que N peut s’écrire sous la forme :
N =1+ 17x = 5 + 13y ol x et y sont deux entiers relatifs vérifiant la relation : 17x — 13y = 4.
c) Résoudre I'équation : 17x — 13y = 4 ou x et y sont deux entiers relatifs.
d) En déduire qu’il existe un entier relatif k tel que : N = 18 + 221k.
e) Démontrer I'équivalence entre N = 18[221] et {x _: igg%
Probléeme

P L )
Soit f la fonction définie sur]O; +oo[par: f(x) =2 —x — 47uet on note (C) sa courbe représentative dans le

plan muni du repére orthonormé (0, LJ)).

1)
a)
b)
2)
3)
4)
5)

Soit g la fonction définie sur ]0; +oo par: g(x) = —x* — 4 + 4lnx.

Etudier le sens de variation de g et déterminer son maximum sur ]0; +oof.

En déduire le signe de g sur]0; +oo[.

Calculer les limites de f aux bornes de ]0; +oo[.

Etudier les variations de f et dresser son tableau de variations.

Montrer que I"équation f(x) = 0 admet une unique solution x,.Vérifierque : 1 < x < %

Monter que la droite A d’équation y = 2 — x est asymptote a (C) et étudier la position de (C) par
rapport aA.

Déterminer les coordonnées du point 4 de (C) sachant que (Z) admet en A une tangnete T paralléle 3 A.
Tracer les droites A et T, puis la courbe (C).

Soit h la fonction définie sur ]0; +oo| par: h(x) = In?x.

Calculer h'{x).

___—/-.—:-—-_—__——»—————-—-
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=1,x=¢€
1équations X ’
b) En déduire laire de |a partie du plan limitée par (C), A et les droites d'équ

SUJET N°21
Exercice 1

— 841
_28 - 70)z+18
On considére le polynéme complexe P défini par: P(z) = 23 + (1 — 5()2% + (-28

1) Démontrer qu'il existe un réel B tel que : P(if) = 0 (az
2) Déterminer les nombres complexes a, b et ¢ tels que : V z € C, P(z) = (2 — ip)
3) Résoudre dans C I'équation p(z) = 0. ' = -6+ 3L
4) On considere les points A, B et C d'affixes respectives : zy=-2l,zg=5+ dlet Zcet BenC.
a) Démontrer qu’il existe une unique similitude plane directe S qui transforme 4 en
b) Donner les éléments caractéristiques de §.
¢) Donner I'expression analytique de §. = 2.
5) Soit (D) la droite d'équationy = —x + 3 et (C) le cercle de centre I(—1; 3) et de rayO: rcerfle (C) parla
Donner les équations de la droite (D") et du cercle (C’), images respectives de la droite (D) et du
similitude plane directe §.
Exercice 2

24 bz+c).

Uy = 0

Upiy = Y} 12 - Uy

1) Le plan est muni du repere orthonormé direct o,L)).

a) Représenter sur I'axe (Ox) les premiers termes de cette suite.

b) Conjecturer sur le comportement 3 Vinfini de cette suite. (convergence, sens de variation, limite)
2) a) Calculer Uy +1 — 3 en fonction de Uu,.

(uy,) est la suite définie sur N par: {

b) Montrer que, pour tout n, (U, —3| < %lun =3,
- 1
¢) Endéduire que, pour tout n =21,|u,-3| < e
d) Conclureila convergence de la suite (u,,).
Exercice 3

Les questions 1) et 2) sont indépendantes.
Soit 7 un entier naturel non nul.

1) On considére I'équation notée (E):3x+ 7y = 102" ols x et ¥ sont des entiers relatifs.

a) Déterminer un couple (u, v) d’entiers relatifs tels que : 3u + 7v = 1. En déduire une solution particuliére
(x0; ¥o) de I'équation (E).

b) Déterminer 'ensemble des couples d’entiers relatifs (x; y) solution de (BE).

2) On considére I'équation notée (6):3x% + 7y% = 10" oi x et Y sont des entiers relatifs.

a) Montrer que: 100 = 2[7]. Monter que si (x; ¥) est solution de (G) alors : 3x% = 2™(7].
b) Reproduire et compléter le tableau suivant :

Reste de Ia 0 1 2 3 4 5 6

division
euclidienne
de x par 7
Reste de Ia

division
euclidienne
de 3x% par
7

c) Démontrer que 2" est congru 3 1,2 ou 4 modulo7. En déduire que I'équation (G) n’a pas de solution.
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Probleme
o

A) On veut étudi i 2
o l:.duer la fonction f définie sur ]0; +oo[ par: f(x) =2 + %:i . On note (C) la courbe
ative de f dans le plan munid ¢ )
) u repére orthonormé .
. 1) Etude d’une fonction auxiliaire LD
oit g la fonction définie sur ]0; +oof par: g(x) = 1 + x — xInx
a) Détermi imi .
b)) Etu:i:nllner Ies- Inimtes de g aux bornes de I'intervalle ]0; +col.
3 p,-ouw: es varl‘ataons de g et dresser son tableau de variation.
& Tates r_que | et.1uat|on g(x) = 0 admet une unique solution f dans ]0; +oo[.
miner le signe de g sur son ensemble de définition.
e) Montrerque:3,5 < f < 3,6.
2) Etudede f
a H . .
b; E;ud.ler les limites de f aux bornes de son intervalle de définition.
prlme.r la fonction f' de f a I'aide de la fonction g et en déduire les variations de f.
c) Construire la courbe (C)
B) On veut la solution a de I'équation f(x) = x,0ux = 1.
A cet effet, on introduit la fonction h définie sur [1; +oo[ par: h(x) = f(x) —x
1) Etudedeh
a) Etablir que h est décroissante sur [B; +oo[.
b) Etablir que, pour tout xde [1; B]:0 < f'(x) £ Lt
’ - - 4
¢) En déduire le sens de variation de h sur [1; S].
2) Etude de I'équation f(x) = x
a) Prouver que I'équation f(x) = x admet une solution a et une seule dans [1; +[.
b) Montrerque:2 < a < 3.

c) Prouver que, pour tout x de [2;3], f(x) € [2:3].
d) Etablir que, pour tout x de [2;3],0<f' ()< g—l(? < —113

e) Montrer que, pour tout x de [2;3]If(x) —al % |x — af

3) Approximation de @
. . - b iy uy=2
Soit (u,,) la suite d’éléments de [2; 3] définie ar:{
() %8l P sy = f(un)

; 1 . 1\"
a) Prouver que, pour tout entier naturel 12 [une1 — @l S 35 |u,, — al, puis que : Uy — al < (—1—0)

b) En déduire la limite de la suite (Uy)-

SUJET N°22
Exercice 1
riP(z) = 28 — (3 +4Dz" —3(1 - 4Dz + 9

1) Soit Ple polyndme de la variable complexe Z défini pa

a) Calculer P(3).
b) Montrer que, pour tout
¢) Onposez=u+2i Ecrire z2 — 4iz —

d) Résoudre dans C I'équation : Qw) =0
Déduire des questions précédentes les solutions dans C de I'équation P(z) = 0.
les solutions de I'équation telles que : Imzy <Imz; < Imz4 et on désigne par A,Bet

ctives des ses solutions.
lan, ainsi que le point D d'affixe 4 + iv3.
™

7de C: P(2) = (z — 3)(z — 4iz = 3).
3 sous la forme Q(u), avec Qun polynome de degré 2.

e)
2) OnnoteZy,22 et z3
C les points images respe
placer les points 4, B et Cdanslep

a)
b) Soitrla rotation de centre O et c¢’angle — ¢
péterminer les affixes des points B', C’ images des paints B et C parT.

c) Montrerque le quadrilatere AB’C'D est un parallélogramme.
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. uy =1
On considere la suite (it,,) définie sur N par : 1 3
Upyy = 7y + 3 les
N ty = x + 3, ainsi que
Sur la figure, on a représent¢ les droites A et [) d’équations respectives y = X ety =j

premiers termes de la suite (u,,).

N S . ;

1) Expliquer la construction de u, et u,.

2) Que suggére le graphique, quant a la variation et la convergence de la suite (u,) ?
3) a) Déterminer, pour tout n de N, le signe de u,,,; — u,,.
b) En déduire les variations de la suite (u,,).
4) On introduit la suite (v,,) définie sur N par: v, = u,, — 4.
a) Montrer que la suite (v,,) est une suite géométrique dont on donnera la raison et le premier terme.
b) Déterminer la limite de (v,,).
¢) Exprimer i, en fonction de v,), et en déduire le comportement 3 l'infini de la suite (uy).
d) Déterminer le plus petit entier naturel n vérifiant : |u,, — 4| < 1074,
5) Onpose,pour n>0,S, = ug+uy + - +u,.
a) Exprimer S,, en fonction de n.
b) La suite S, est elle convergente ? Et la suite S:" ?
Exercice 3
A) On considére les points A(3; —2;2), B(6; —2; —1),((6;1;5) et D(4;0; —1).
1) Démontrer que le triangle ABC est rectangle. En déduire I'aire du triangle ABC.
2) Vérifier que le vecteur 7i(1; —2; 1) est normal au plan (ABC). Déterminer une équation du

plan (ABC).
3) Calculer la distance du point D au plan (ABC). Déterminer le volume du tétraedre ABCD.
B) Soit (Q) le plan d’équationx — 2y +z—5 = 0.
1) Déterminer la position relative de deux plans (Q) et (ABC).
2) (Q) coupe les droites (DA), (DB) et (DC) respectivement en E, F et G. Déterminer les coordonnées de E
et montrer que E appartient au segment [DA].
Probléme
Partie A
1) On considere la fonction g définie sur [1; +oo[ par: g(x) = In(2x) + 1 — x.
_—____———_—_‘?_——-____
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a) Démontrer que I'équation g(x) = 0 admet sur [1; +oo[ une unique solution notée a.
:) Démontrer que In(2a) + 1 = a.
B ) Soit la suite (u,) définie par: up = letu,q = In(2u,,) + i. On désigne par I la courbe d’éguation
Y=In2x)+1
a) En utilisant la courbe T, construire sur 'axe des abscisses les quatre premiers termes de la suite.
b) Démontrer que, pour tout entier naturel n, 1 < u,, < Upyq < 3.
c) Démontrer que la suite (u,,) converge vers a.
Partie B
On c?nsidére la fonction f définie sur [1; +oo par : £(x) = (x — 1)e*~*. On désigne par (C) la courbe
representative de la fonction f. A
1) Etudier les variations de f et tracer la courbe (C).
2) Pour tout x de [1; +oo[, on pose : F(x) = f:f(t)dt
a) Démontrer que la fonction F est croissante sur [1; +oo[.
b) Montrer i I'aide d’une intégration par parties que, pour tout x € [1; +oof, F(x) = —xe' ™ +1.
c) Démontrer que sur [1; +oo[, I'équation F(x) = %est équivalente a 'équation In(2x) +1 =X
3) Soit un réel a > 1. On considare la partie D, du plan limitée par la courbe (C), 'axe des abscisses et les
droites d’équations x = 1l et x = a.

Déterminer a tel que laire, en unités d’aires, soit égale a %
SUJET N°23
Exercice 1
On se propose de résoudre dans C I”équation (E) : 2° + (V3 — i)z> + (1 - iV3)z—i=0
1) a) Déterminer le réel y tel que iy soit solution de (E).
b) Déterminer les réels a et b tels que : 2B+ (3-i)z2+ (1- iv3)z—i=(z- i)(z* + az + b).
2) a) Résoudre dans CI’équation .22 +V3z+1=0
b) En déduire les solutions de (E) sous formes algébrique et trigonométrique.

m ELL paint C daffixe z¢, symétrique

3) On considére le point A d"affixe z, = i, le point B d’affixe zg =

de B par rapport a I'axe des abscisses.

a) Représenter sur un méme graphique les points 4, BetC.
b) Déterminer le module et un argument du quotient zc-za .
ATZ4B

c) En déduire une mesure en radians de I'angle (—EZ; B—f) et la nature du triangle ABC.

Exercice 2
On considere la suite (u,,) définie par: Ug = 15 et, pour toutn = 0,u, 1 = 1, 4U, — 5
1) Onintroduitla suite (w,,) définie sur N par: Wy = Un41 — Up-
a) Montrer que (w,,) est une suite géométrique. En préciser la raison et le premier terme.
b) Onpose:S, =Wo+ W1 + -~ + w,,. Montrer que : S, = Un4+1 — Uo-
2) Déduire de ce qui précéde une expression de u,, en fonction de n.
3) Déterminerle comportement a l'infini de la suite (u,)-

Exercice 3
1) On considére I’équation (F) : 57x + 10y = 1 ou x et y sont des entiers relatifs.

1) Justifier qu’il existe un couple (xg; o) solution particuliére de (F). en utilisant I'algorithme d’Euclide ,

déterminer ce couple.
2) En déduire que I'équation (F) est équivalente & I'équation:: 57(x —3) = —10(y +17).
3) Utiliserle théoreme de Gauss pour démontrer que I‘ensemble des solutions de (F) est I'ensemble des
] . fx =—10k+3
couples (x;y) tels que 'y = 57k — 17
Indiquer les couples solutions de (F)telsque: =20 <x<0et 40 <y < 100.

ot % est un entier relatif.

4)
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) On considére I'équation (G) : 48x — 30y =6 -
Déterminer d = PGCD(48; 30). En divisant les deux membres de I'équation (F) par d, se ramener a

équation du type (F), puis résoudre dan

s Z I'équation ainsi obtenue.
Probléme

Soit [ la fonction définie sur [0; +oo[ par: f(x) =22 — 3 + 3e_§r
On note (C) la courbe représentative de f dans le repére orthonormé (0, 7, j) d'unité graphique 2 cm-
1) Calculer la dérivée [ def.

2) Etudier le sens de variation de [’ et calculer la limite de f* en +o00.

3) Endéduire I'existence et 'unicité d’un réel a > 0 tel que : (@) = 0 et montrer que: 0,4 < @ < 0,5

4) En déduire le signe de f’ sur [0; +oof

5) a) Déterminer la limite de fen+o
b) Déterminer le signe de f(x) — (x — 3) et sa limite en +co. Interpréter graphiquement ce résultat; on
note P la courbe d’équation y = x2 — 3,

6) a) Dresser le tableau de variation de f.

b) Prouver que I'équation f(x) = 0 admet une solution non nulle § et une seule sur I'intervalle [0; +oo[
et montrerque 0,8 < £ < 0,9

¢) Etudier le signe de f(x) sur [0; +ool.
7) Tracer les courbes (C) et P.
8) a) Calculer l'intégrale 2 A = f; (f(x) - (xz - 3)) dx ou A est un réel strictement positif.
b) Calculer la limite de (1) en +o et interpréter graphiquement le résultat.
SUJET N°24

Exercice 1

Le plan est rapporté & un repére orthonormé direct (0, %, 7).
1) Onpose P(z) =23 —3z2 + 9z — 27
Factoriser P(z), puis résoudre I'équation P(z) = 0.(On pourra rechercher une racine réelle simple)
Quelle est Ia nature du triangle formé par les points images des solutions de cette équation ?
2) Les points qui sont introduits dans la suite de [”exercice seront placés sur une méme figure.
On désigne par 4, B, C et D les points d’affixes respectives: 24 = 3,25 = —-3i,zc = 3iet z; =2 — ;i.
a) Déterminer Iaffixe du point E, image de D par la rotation de centre 0 et d’angle ;
b) Déterminer I'affixe du point I, symétrique du point B par rapport a D puis celle du point J, symétrique du
point C par rapport 3 E.
c) Déterminer I'affixe du point F, milieu du segment (17].
d) Préciser, en justifiant, la nature du quadrilatére ODFE.
e) Onpose:Z = Z%ﬁ' Calculer Z

En interprétant géométriquement le module et un argument de Z, déterminer la nature du triangle AlJ.
Exercice 2
Une urne contient 12 boules indiscernables au toucher dont 5 rouges ; 3 noires et 4 vertes.
1) On tire successivement, avec remise, trois boules de I'urne et on note leur couleur,
a) Quel est le nombre des tirages possibles ?
b) Calculer la probabilité de chacun des événements suivants :
- A:«les trois boules sont de méme couleur »
- B :«les trois boules sont de couleurs différentes »
- C:«les trois boules contiennent au moins deux boules rouges »
- D :«les trois boules contiennent au plus une boule noires »
- E:« les trois boules sont composées que de deux couleurs »
2) On tire successivement, sans remise, trois boules de I'urne et on note leyr couleur.
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a) Quel est le nombre des tirages possibles ?

b) Calculer Ia probabilité de chacun des événements 4, B,C, D et E.

3) On tire simultanément trois boules de 'urne et on note leur couleur.
a) Quel est le nombre des tirages possibles ?

b) Calculer la probabilité de chacun des événeriants 4, B, C, D et E.

Exercice 3
Soit P un plan euclidien rapporté 2 un repére orthonormé (0,1, J), et f I'application affine de P dans P dontla
1 4
partie linéaire est ¢, de matrice fg 2 |, et qui, au point 0, associe le point A(0; 2)
2z
f:P>PetM(x;y)» M'(x;y").
,_1_ ., V3
X ==x+—
1) Etablir que: f/_ 2Y
., V3

Exprimer x et y en fonction de x' etde y'.
2) Soit z le nombre complexe affixe de M, et z' I'affixe de M.
a) Ecrire z' en fonction de z
b) Démontrer que :
- f laisse globalement invariante A, droite d’équation : x — V3y + V3 = 0.
- f estla composée de S,, symétrie orthogonale de base A, et de t3, translation de vecteur 7, directeur de
A.
3) Soit D et A les droites d’équations respectives : x — V3y=0etx— V3y + V3=0.
Soit Sp et S, les symétries orthogonales des bases respectives D et A.
a) Déterminer ¥ et W, vecteurs respectivement paralléle et orthogonal 3 D, tels que : ¥ + w = 2j.
b) Soit t5 et t;; les translations des vecteurs ¥ et W.
Démontrerque: f =tz otz °Sp
Vérifier que t;; o Sp = S, et retrouver les résultats du 2) b).

Probléme
1) On considére la fonction f définie sur lintervalle ]0; +oo[ par: f(x) =In (-x:—l) - x—i;

a) Déterminer la fonction dérivée de la fonction f et étudier le sens de variation de f.

b) Calculer la limite de [a fonction f en +o eten 0.

c¢) Donner le tableau de variation de la fonction f et en déduire le signe de f sur ]0; +ool.

d) Le plan est rapportéaun repére orthonormé direct (0, {,J) d’unité graphique 5 cm. Tracer la courbe de f
2) On considere la fonction g définie sur l'intervalle ]0; +oo[ par: g(x) = xIn (x—:—l)

Déterminer la fonction dérivée de la fonction g sur ]0; +oo[. En déduire le sens de variation de g

a)
Vérifier que g = h o k avec h et k les fonctions définies sur ]0; +oo[ par: h(x) = @ et k(x) = )_lt

b)
En déduire la limite de g en +oeten0.
¢) Donner le tableau de variations de g sur ]0; +ool.
3) Soit A un nombre réel strictement supérieur a 1. On note A(2) l'aire en cm?du domaine « ensemble des
points M(x,y) du plan dont les coordonnées vérifient: 1 < x < Adet0 <y < f(x)»

a) Calculer A(4).
b) Calculer la limite de A(A) lorsque A tend vers +o.
SUJET N°25

Exercice 1
partie A : On considére I’équation (E) : z* = —4 ou z est un nombre complexe.
Partie A

1) Montrer que si le nombre z est solution de I'équation (E) alors les nombres complexes - z et Z sont aussi

solutions de (E).
T T T . e e—

e
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2) On considére le nombre complexe zy = 1 + i

a) Ecrire le nombre complexe z; sous forme exponentielle.

b) Vérifier que Zg est solution de I'équation (E).

3) Déduire des questions Précédentes trois autres solutions de I'équation (E).

. . . . = 1 =1 Zn = 1 e i
Partie B : Soient 4, B, C et D les points d'affixes respectives : z, = 1+ ,zg = -1+ i zc=—1—1etZp int D
Soit " la rotation de centre C d’angle de mesure —g. On appelle E I'image du point B par r et F celle du poin

parr.
1) Déterminer I'écriture complexe de la rotation r.

2) a) Démontrer que I'affixe du point E, notée Zg, est égale 3 —1 + /3.
b) Déterminer I'affixe Zr du point F.

. « Zp— -
c) Démontrer que le quotient : A€ ast yn nombre réel.

ZA_ZF
d) Que peut on en déduire pour les points 4, E et F ?
Exercice 2

Une urne contient 10 boules blanches et n boules rouges, n étant un entier naturel supérieur ou égal a 2. On fait

tirer a un joueur des boules de I'urne. A chaque tirage, toutes les boules ont la méme probabilité d’étre tirées.
Pour chaque boule blanche tirée, il gagne 2 frs et pour chaque boule rouge tirée, il perd 3 frs.

On désigne par X la variable aléatoire correspondante au gain algébrique obtenu par le joueur.

Le joueur tire deux fois successivement et sans remise une boule.

. 20n
1) Démontrerque:P(X = —1)=— 200
) 9 X 1) (n+10)(n+9)’
2) Calculer, en fonction de n, la probabilité correspondantes aux deux autres valeurs prises par la variable
aléatoire X.

. .. . . . -6n’-14n+360
3) Vérifier que I'espérance mathématique de la variable aléatoire X vaut : E(X) = (rlT)(:w)d .

4) Déterminer les valeurs de n pour lesquelles I'espérance mathématique est strictement positive.
Probléme

1) Soitla fonction polynéme P définie par : P{x) =3 - x—2,

a) Vérifier P(1) = 0
Déterminer les nombres réels a, b et c tels que: P(x) = (x — 1)(ax® + bx + c);

b) Déterminer le signe de P(x) suivant les valeurs de X.

2) Soit la fonction g définie sur ]10; +oo[par:g(x) =23 —x+1— 2Inx

a) Déterminer la dérivée g' de g . Utiliser 1) pour donner le sens de variation de g.

b) Déduire de a) le signe de g(x) suivant les valeurs de x.

3) Soit f la fonction définie sur f(x) = x + 1 +

x+Inx
x2
On appelle (C) Ia courbe représentative de f dans le repére orthonormé (0,1,)) ; unité graphique 2 cm

. ; . . . + )
a) Déterminer la limite de f en 0. Démontrer que: lim,_,, = Iznx = 0. En déduire la limite de fen+oo,

b) Justifier que les droites D et A d’équations respectives : x = 0 et Y = x + 1 sont asymptotes 3 (©).
c) Démontrer que la fonction h telle que h(x) = x + Inx est strictement croissante sur
cette fonction prend des valeurs positives et négatives.
En déduire que A coupe (C) en un point unique d’abscisse o verifiant: a + Ina = (. Démontrer que : 0,56 <
ax <057
d) Déterminer la position de (C) par rapport a A.
e) Etudier le sens de variation de f. En déduire I'existence d’une valeur unique B telle que () =o.
Démontrerque : 0,46 < 8 < 0,47.
f) Construire (C) et A.

]0; +oo et que

I = W

TS A . ST
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SUJET N°26
Exercice 1

1) Résoudre dans C les équations suivantes :
a) z22-2z+5=0
2
b) z*-2(1+V3)z+5+2V3=0
2) On considére dans le plan complexe rapporté 3 un repére orthonormé direct (0, i, V) les points 4, B, C et
D d’affixes respectives: z4 = 1+ 2i,zp = 1+ V3+izc=1+V3—ietzp=1-2i
a) Placer les points 4, B, C et D.
b) Vérifier que : iﬁ = iv/3. Que peut on en déduire pour les droites (AB) et (DB)?
c) Prouver les points 4, B, C et D appartiennent 3 un méme cercle I dont on précisera le centre et le rayon.
Tracer ce cercle.
3) On considére I'équation : z2 — 2(1 + 2cos6)z + 5 + 4cos@ = 0
a) Résoudre dans C cette équation.
b) Montrer que les images des solutions appartiennent au cercle I'.
Exercice 2
Une urne contient 5 boules numérotées de 1 a 5, toutes indiscernables au toucher.
1) On tire simultanément 2 boules de ['urne.
Soit X la variable aléatoire correspondant a la valeur absolue de la différence des deux numéros tirés.

a) Déterminer la loi de probabilité de X.
b) Calculer E(X) et 6(X).
2) On tire successivement et avec remise deux boules de |'urne.

Soit Y la variable aléatoire correspondant 2 la valeur absolue de la différence des deux numéros tirés.
a) Déterminer la loi de probabilité de Y.
b) Calculer E(Y) et 6(Y).

Exercice 3

Le plan complexe est muni du repére orthonormé (0, 1,]). Soit f I’

z =§(—3x+4y+4)

application du plan dans lui-méme qui, au point

M (x ; y),associe le point M'(x'; y') tel que:
4 y’=§(4x+3y—2)

1) Comparer les distances OM et O'M'. En déduire que f est une isométrie. Est elle positive ? Négative ?

2) Déterminer I'ensemble des points invariants (D) de f.

3) Déterminer la nature et les éléments caractéristique de I'isométrie f.

Probléme
!
e la fonction f définie sur ]0; +oo[ par: f(x) = Inx — %x

On consider
ve de f dans le plan muni du repére orthonormé direct d'unité 2 cm.

On désigne par (C) Ia courbe représentati
1) Etude d’une fonction auxiliaire
a) Etudier les variations de la foncti
b) Vérifier que fona:g(1) =0

En déduire le signe de g suivant les valeurs de x.

on g définie sur ]O; too[ par: g(x) =x—1+Inx

c)
2) Etudede f
a) Montrer que, pour tout x de jo; +oof,0na: fix) =5

b) En déduire le signe de f'(x) et les variations de f.

¢) Déterminer les limites de f en 0 et +.

d) Dresserle tableau de variation de f.

3) Représentations graphiques

a) Etudier suivant les valeurs de x le signe de la différence f(x) — Inx. En déduire la position de (C) par

rapport |a courbe I' d’équation y = lnx.
”m__ﬁ
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b) Déterminer Ia fimite de [ (1) — Inx en ¢ o Interpréter graphiquerment | résuRat.

¢) Tracer les courbes T et (O). augtions £ & g
a) Calculer Uaire, en o’ de 1a partie du plan Fmitéde par les courbes [ et (C), jes droites &’ éau
"IN =0
SUJET N°27

Exercice 1
On @esigne par A et B les points d'affives 7, = —2eteg=-14+1L

jpriel

Amu\polniﬂd'a\‘-ﬁnt:—Z.Gnassodelemnrd&,m“rmwew,=‘_;T

1) Interpréter géométriguement le module et un argument de 7.
2) Déterminer, puis tracer Mensemble E des points M tels que : |2'] = 1.
1

3) Déterminet, puis tracer l'ensemble F des points M tels que : |2'] = 3

4) Déterminer, puis tracer I'ensemble & des points M tels que 2’ soit réel.
5) Déterminer, puis tracer rensemble H des points M tels que 2’ soit imaginaire pur.

Exercice 2
bilité de la variable aléatoire X est ’

Onhnwmdéwmmmfuvsmtmmémtéesde 1 3 6. La loi de proba

%, ‘, 2 ] 4 — 6 |
| : IS
1z

1) Deéterminer 12 valeur de a.
Z) Déterminer 'espérance mathématique, la variance et I'écart type de
3) Dérerminer et représenter la fonction de répartition de X.

>
|

=
R

la variable aléatoire X.

Exercice 3
Le plan est rapporte 3 un repére orthonormé direct (0,€;,€7)
1) Soit (D) et (D) les droites d’équations respectives : X +y — 1=
et §; les symétries orthogonales d’axes respectifs (Dy) et (D2)-
a) Déterminet I'expression analytique de S, et $;.
b) Onpose:f = §; §;. Donner I'expression analytique def
nts caractéristiques de f. Peut on prévoir le résultat ?
3 tout point M(x ; y) associe le point M'(x"; ¥')

Qetx—-y—-1= 0. On désigne par 5

puis son écriture complexe. Déterminer la

nature et puis le ou les éléme
Z) On considere I'application g du plan dans lui-méme qui,
¥Y=y-4
y=x+4
a) Cxprimerz = 2" 4 iy en fonctionde z = X + Ly

tel gue :

b) Uapplication g est elle un déplacement ou un antidéplacement ?

c) Déterminer la nature et les éléments caractéristiques de g.

Soit § 18 fenction définie sur R par: f(x) = xe " - % . on note (C) la courbe représentative de f dans un repere
orthonorme.
1) Etudierles limites de f en +o
2) Calouler la dérivee de ia fonction /.

et en — . Justifier I'existence dune droite (D) asymptote a(0).

a2

3) Onpose@(x) = (1~ x)e” %
a) Etudier les variations de la fonction ¢@.
b) Démentrer que tégquation @(x) = 0 admet une unique solution a. Vérifier que 0 < @ < 0, 5.
4) Seit ki lafonction définie surl(l; %l par:h(x) =1~ ie". \

a) Démontrer gue d est 'unigue solution de I'équation h(x) = X,

b) Onmnote J Fintervalle '&0; :l Démaontrer que, pout tout x de |, h(x) € L.

!Eh-!!_!___“___..-______..._.----:--———!l-'!!--'—"---—__-ﬂ—!=
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¢) Démonter que, pour tout x € 1, |'(x)| < 0,83,
d) Déduire des résultats précédents que, pour tout x de I : [(x) — a| < 0,83|x — a|
Ug = 0
Upyq = h(u,),VneN
a) Montrer que, pour toutn de N : |t,.41 — @| < 0, 83w, — |, puis que pour tout nde N : [u, —al =
5(0,83)"
b) Déterminer la limite de (u,,).
c) Déterminer un entier p tel que : Iup - “| <107
6) Dresser le tableau de variations de f et tracer sa courbe (C).
SUJET N°28

5) Soit (uy,) la suite d’éléments de I définie par: {

Exercice 1

Soit le polynéme complexe P défini par : P(z) = z° — 22 — 6(—1 + i)z — 10.

1) Veérifier que 1 + 2i est une racine de P.

2) Vérifier que P(z) = [2% + 2iz + 2(1 — 21)](z — 1 — 2i)

3) Résoudre dans C I'équation P(z) = 0.

4) Soit les points A et B d'affixes respectives z, = —1 — 3ietzg =1+ i.

a) Montrer qu'il existe une unique similitude directe S de centre (1, 2) transformant 4 en B.

b) Donner I'expression analytique de S.

c) Soit (D) la droite d’équation y = x + 1. Déterminer une équation de la droite (D’), image de (D) par S.
Exercice 2
Un lot de vaccin contre le cholera est efficace 3 55%, ¢'est-a-dire que sur 100 personnes vaccinées, 55 seulement
sont protégées contre la maladie. On vaccine 10 personnes avec ce produit. Quelle est la probabilité pour que :

a) Aucune des personnes ne soit protégée ?

b) La moitié des personnes soit protégée ?

c) Les 10 personnes soient protégées ?
Exercice 3

1) On considére la conique (E) d’équation : 4x% + 9y’ —8x— 18y —23 =0.

a) Ecrire une équation réduite de (E).

b) Donner la nature de (E) et ses éléments caractéristiques (sommets, foyers, directrices, excentricité).

c) Représenter graphiquement (E).

e oo fx'=—1+42x
2) On considére I'application h définie par : {y’ =142y

a) Quelle est la nature de h ? Déterminer ses éléments caractéristiques.
b) Quelle est I'image par hde (E) ?
c) Construire la courbe représentative de h(E) dans le méme repére que (E).

Probléme
On considére la famille des foncions f,, définie par : f,(x) =1 + In (1 + mx), ol m est un réel non nul, In

désigne le logarithme népérien, (Cy,) la courbe de f, et (A) la droite d’équation y = x dans le plan muni du
repére orthonormé (0, Ll

A) 1) Déterminer I'ensemble de définition de Fin.

2) On pose : b, (x) = [m(x) — x et on suppose que m < 0. Etudier les variations de hi,,. En déduire le
nombre des points d’intersection de (Cp,) et (4).

3) On suppose que m > 0.

a) Etudier les variations de h,,, et dresser son tableau de variations. Etablir que la plus grande valeur prise par
h,, quand x décrit I'ensemble dz définition est u(m) = % + In (m).

b) Etudier les variations de u sur ]0; +oo[. En déduire le signe de u(m).
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B e

c) Détermin .
B) 1) s rer le nombre des points communs 3 (C,,) et (4) lorsque m est pasitif.
(M) la courbe de I3 fonction logarithme n

Trouver une translati

d) Représenter graphi
2) On appelle x, et
négative x, et Qestlep
a) Démontrer que 2
b) Calculer, en em?
d’équations x = Xy et

épérien.

N & qui transforme (I") en (C,).

quement la courbe (C, ) et la droite (8). i
X3 les abscisses des points d'Intersection de (C,) et (A) ; P est lepoint
oint d’absc(sse positive x,.

<X, <3 '

et en fonction de Xy et x,, 'aire du domaine compris entre (C1) €t (0, exfesdrones
X = X;. (On pourra utiliser une intégration par parties).

e calculer une valeur approchée de x,. On définit la suite (uy,) par:

<)

d’abscisse

C) Onse propose d
{Ho =0
un+1 = fl(uu)'pour nenN
1) Représenter 3 I'aide de la co

urbe (C,) les termes u, et u, sur |'axe des abscisses.
2) Montrer que Ia Suite

(u,,) est majorée par x,.
e b 1 1 _ =
3) Montrer en utilisant Finégalité des accroissements finis que: |f'1(x)| < g puis que finsr = %2l =

1

§|"n — X3|, pour tout n € N.
4) En déduire que, pour tout entier naturel n, |u,, — x,| < 31,1 lug — xz], et que la suite (i) CONVErEE VErs X2.
5) Déterminer une valeur approchée u, de x; 3 1072 prés en utilisant la suite (i)

SUJET N°29

Exercice 1
Soit 'équation (E) : z* + 223 + 22 _ 2, 11— ¢ (ze©)
1) Démontrer que si Zg est solution de (E), alors Zj est solution de (E).
2) a) Déterminer les nombres réels aetb tels que : (E) < z2 [(Z - %)2 +a (z a %) > b] =0

b) Résoudre dans C I'équation: Z2 + aZ + b — 0, puis I"équation (E).
3) Démontrer que les images des solutions de (E) appartiennent a un méme cercle (C) dont on précisera le
centre et le rayon.

Exercice 2

Une urne contient 2 boules blanches et 3 boules noires, indiscernables au toucher.
On tire successivement 3 houles en remettant chaque fois la boule tirée dans |'urne.
Calculer les probabilités des événements suivants -

a) « obtenir une boule blanche pour la premiére fois au troisieme tirage »

b) « ne pas obtenir consécutivement 2 boules de la méme couleur »

c) « ne pas obtenir 3 boules de méme couleur ».
Exercice 3
Soit P un plan affine euclidien rapporté au repére orthonormé (0, L.

1) Soit E 'ensemble des points M(x,y) de P tels que:x? +4y% =4,
Identifier E. Préciser les éléments caractéristiques.

(x =3x+ 2y
2) Soit s I'application de P dans P qui, 3 M(x, y) associe M'(x’, ") tel que : i ) 2 3
Y =5*—35Y

a) Démontrer que s est bijective. Déterminer s~1. En déduire la nature de s et ses éléments caractéristiques.
b) Démontrer que s(E) = E.

‘. B 8
P f’f =575y
3) Soit g I'application de P dans P définie par : 2 3
()" e
BT T w
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3)  Soit u la symétrie arthogonale de base (0, ©). Démontrer que : g = s o j.
b) Etablir que g(E) = E.

Probleme

-Ea_ﬂ_i_g_& 3
X
1+xezsix<0
xinx—x+1,six>0
S0it (0, ,7) un repere orthonormé du plan et C; \a courbe représentative de f dans ce repére.
1) Déterminer le domaine de définition de f.
2) Etudierla continuité et la dérivabilité de f en 0. Ecrire les équations des demi tangentes a Cy au point
d’abscisse 0.
3) Calculer les limites de f en —co et en +co. Etudier les branches infinies de la courbe Cy.

On considare 15 fonction f de R vers R définie par: f(x) = {

4) Etudier les variations de f et dresser son tableau de variations.

S) Tracer les demi tangentes a C; au point d'abscisse 0 et tracer C.

6) Déterminer I"aire de la partie du plan délimitée par la courbe C; et les droites d'équations respectives
Y=1lx=-1letx=0

7) Montrer que Ia restriction g de f a l'intervalle ] —co; O est une bijection de I'intervalle ]—co; O[ dans un
intervalle que I'on précisera.

Partie s :

On se propose de résoudre I'équation différentielle (I): y' —y = xeg
1) Résoudre I'équation différentielle (I') : ' — y = 0 ol y désigne une fonction dérivable sur R.
2) Soit a et b deux réels, u la fonction définie par : u(x) = (ax + b)e;. Déterminer a et b pour que u soit
solution de (1).
3) a) Montrer que v est solution de (I) si et seulement si v — u est solution de (I").
b) En déduire les solutions de (I).
c) Déterminer la solution de (I) quis’annule en 0

SUJET N"30
Exercice 1

. ‘ . . .
Soit le polyndme complexe P définie par : P(z) = 1;059 — 222¢058 + 4izsin@cos6 + 4sin’6 ol 0 € ]-m; 7|

1) a) Etablir que si z, est racine de P il en est de méme de —Z;.
b) Démontrer que P a une racine de la forme k(1 + i) ol k est un réel a déterminer.
2) Résoudre dans C I'équation P(z) = 0. On donnera toutes les solutions sous |a forme trigonométrique.
3) Soit les points M, (z,), M3(z2), M3(z3) et My(z4) ol 2y, Z;,Z3 et z4 sont les solutions de I'équation
P(z)=o0.
Déterminer les ensembles décrits par chacun des points My, M, M3 et M lorsque 6 varie dans ]-m; n[.
Exercice 2

) Su,-1
La suite (u,) est définie par: uy = 2, et, pourtout n € N, up,q = _: +3

1) Monter que, pourtout n € N,u,, # 1
1

2) Onposev, = e
a) Montrer que (v,,) est une suite arithmétique dont on précisera la raison et le premier.
b) Exprimer v,, en fonction de n.
3) a) Exprimer u, en fonction de v,,.

b) En déduire u,, en fonction de n.

c) Calculer la limite de (u,,).

Exercice 3

Soit P un plan affine euclidien, associé a P, rapporté a un repére orthonormé (0, U, V).

L T O S T YA S B ST e T —————
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1) Soit f I'application de P dans P telle que : 2’ = (V3z + 27 — (1 + (V3)etM(z) M'(2')
a) Démontrer que / est involutive, Ddterminer [ avec précision
b) Démonter que C, courbe d’équation cartéslenne ¢ sl —yt - 2x=0,est globa
() =¢C.
2) Soit g lapplication de P dans P telle que : 2" = gz e —:—li et M(z) — M (z").
a) Démontrer que I'ensemble des points invarlants par g est une droite D que 'on précis
b) Démontrer que la direction de la droite (MM") est fixe.
Problem
A) La fonction [ est définle sur J0; +oo[ par: f(x) =x -2+ %lm’
1) a) Calculer la limite de f aux bornes de I'intervalle |0; +o2[.
b) Etudier le sens de variation de f.
2) a) Monter que I"équation f(x) = 0 admet dans ]0; +oo[ un solu
b) Etudier le signe de f(x) lorsque x décrit ]0; +oo[.
B) On se propose, dans cette partie, de calculer une valeur approchée de [ 3107

jement invariante par [:

era.

tion unique L etque [ € [1;2).

Z pres.

1) Soit @ la fonction définie sur [1;2] par: @(x) =2 — % [nx

a) Etudier les variations de ¢. Prouver que I'image par ¢ de [1;2] estun intervalle contenu dans [1;2].

b) Montrer que [ est I'unique solution de I'équation : px)=x

. . u =1
dere | t fini :{
2) On considére la suite u définie sur N par Uy = @)

a) Démontrer que, pour tout entier natureln,ona: 1<u,<2

. 1
b) Montrons que, pour tout x de [1;2],0na: |@'(x)| <3

1
¢) En utilisant 'inégalité des accroissements finis, démontrer que, pour tout entier m, |tysq — Ul < 51U — ,

e 1\"
puis en déduire que : |u, — I| < (-2-) |ug — 1.
d) Prouver que la suite u est convergente

e) Déterminer un entier 1y tel que 1, soit une valeur approchée a 10"2 del.
SUJET N°31
Exercice 1
1) Déterminer sous forme trigonométrique, les solutions de I'équation : 22 =4V2(-1+10)
2) En utilisant les racines cubiques de I'unité, écrire les solutions de cette équation sous forme algébrique.

3) Déduire des questions précédentes les valeurs exactes de co:Jslll—z7r etde sin 1—1123
Exercice 2
Une usine fabrique des stylos a bille. Une étude statistique a montré que 90% de la production ne présente aucun
défaut.
Chaque stylo est soumis a un contréle de fabrication. Ce contréle refuse 94% des stylos avec défaut et accepte
92% des stylos sans défaut.
On choisit au hasard un stylo avant son passage au contrdle.

1) Calculer les probabilités des événements suivants :

a) « le stylo est accepté et n'a pas de défaut »

b) « le stylo est accepté et a un défaut »

c) «le stylo est accepté »

2) Sachant que le stylo ne présente aucun défaut calculer la probabilité qu’il soit accepté.

3) L'usine a fabriqué 100 stylos. Calculer la probabilité que 80 stylos soient exactement acceptés.

'EEEREERRRNRRNRRWNWWNW
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Exercice 3

D 4
ans P, plan affine euclidien rapporté au repére orthonormé (0,1, 1), solt @ la transformation définle par :

x'—a‘. L] ®
— "‘_‘ .
3 -

1]

1) Déterminer I'ensemble des points invariants par ‘@

2) Démontrer que @ est une isométrie.

3) Déterminer Uimage par @ de la droite d'équation x = 1.

4) Préciser la nature de @.
Brobleme
Dans tout le probléme, n désigne un entier naturel non nul. On étudie la fonction [, définie sur R par:
Fn(x) = xex - nx
On note C,, sa courbe représentative dans un repére orthonormé.

A} Soit la fonction g,, définie sur R par : g, (x) = (1 + x)e* —n

1) Déterminer la dérivée de g Dresser le tableau de variation de g, et déterminer les limites de g,, aux

bornes de son ensemble de définition.
2) Montrer que g, s'annule pour une unique valeur a,, et que a,, est positif non nul.

3) Montrer que:a, = lnl—:a—, avec0 < a,, < In(n).

4) a) Montrer que, pour toutx > 0,ona:lnx<x—1 (1)
b) Déduire de (1) le signe de g,,(Invn).
€) lustifier que :%In n<a,

- . e a
Quelles sont les limites des suites de terme général @, et — ?
B)

—nak

1) Déterminer la dérivée de f,. Dresser le tableau de variation de f,,. Monter que : fn(an) = o,

2) Montrer que C, admet une asymptote oblique D, que I'on déterminera.

3) Déterminer les points d’intersection de C,, et I'axe des abscisses et préciser la position de Cn
cet axe.

4) Etudier les positions relatives de C,, et Cp,. 1.

5) a) Montrer que: 0,35 < a; < 0,40. Déterminer les valeurs décimales approchées de a; a 1072 prés,
par défaut et par excés. En déduire un encadrement de f;(a;).
b) Tracer C, et C, dans le méme graphique.

SUJET N°32

par rapport a

Exercice 1
Pour tout nombre complexe z, on définit: P(z) = z* + 2(vV2 — 1)z + 4(1 - V2)z - 8.
1) Calculer P(2). Déterminer une factorisation de P(z) par (z — 2).
2) Résoudre dans C I'équation P(z) = 0.
On appelle z, et z, les solutions de I'équation autres que 2, avec Im(z;) > 0. Vérifier que z; +2z; = —-2v2.
3) a) Placer dans le plan, muni du repére orthonormé direct (0, i, %), d’unité 2 cm, les points A(2), B(z;)
et C(z;). I est le milieu du segment [AB]
c) Démontrer que le triangle OAB est isocéle. En déduire une mesure de I'angle (u, Uf).
d) Calculer I'affixe z; du point I et le module.

7 n . s s 3n . 3w
e) Déduire des questions précédentes les valeurs exactes de COST etsin i
Exercice 2
s i T . 5u
On consideére la suite (u,,) définie par : 1y = 1, et pour tout entiernde N, u, 4 = o :5
n
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(varlat[ons et
1) En utilisant les termes consécutifs de la sulte, conjecturer le comportement de |a suite (in)

limite)
2) Démontrer que, pour tout entler naturel n, w,, > 0.
3) Démontrer que I suite (u,,) est décroissante. Que peut on en dédulre ?

4) On introduit la suite (v,,) définie par: v, = -:—
" s 11,, en fonction den.

a) Prouver que la suite (v,) est arithmétique. En déduire v,, en fonction de 7t pul

b) Déterminer le comportement a Iinfini de la suite (1)

Exercice 3
Soit P un plan euclidien rapporté 3 un repére orthonormé (0,7; j) et [ Vapplication deP

x' = -1-—(—31 -4y + 3)
point M(x, y) fait correspondre le point M'(x',y") tel que : y = %(_4): +3y+14)

dans lui-méme qui, au

1) Démontrons que f est un antidéplacement.
2) Démontrer qu'il existe une droite A et un vecteur U
est la symétrie orthogonale de base A et t la translation de vecteu

les coordonnées de 1.

=50t=t°SOﬁS

de la direction de 4, telsque: f
uationde A et

r 7i. Déterminer une éq

Probléme
Le plan est muni du repére orthonormé (0, i, ) d’unité graphique 2cm.

2 2x
pour tout X, par gx)y=1-e¢ x _ 2xe“*.

Partie A : Soit g la fonction numérique de la variable réelle définie,

1) Montrer que : lim,__,g(x) =1
2) Etudier le sens de variation de g. Calculer g(0) et déduire le signe de g suivant les valeur

3) a) Calculer f: teltdt a 'aide d’une intégration par parties.
c) Endéduire la primitive de la fonction g qui prend la valeur 3 en 0. ,
Partie B : Soit f la fonction numérique de la variable réelle définie par: f(x) = x + 3 — xe*

s de x.

On appelle C sa courbe représentative.
1) Etudier les variations de f et déterminer les limites de f en —co et en +.
2) Montrer que la droite (D) d'équationy = x + 3 est asymptote a C au voisinage de —oo. Etudier, suivant
les valeurs de x, la position relative de C par rapport a(D)..
3) Montrer que la courbe C coupe I'axe des abscisses en deux points que I'on appellera I et ] avec x; < Xj.
Justifier et donner un encadrement d’amplitude 0,1 prés de I'abscisse de].
4) Tracer la courbe C et la droite (D).
5) testun réel négatif. A(t) estl'aire de V' ble d ints M érifi t_{thSO
gatif. aire de 'ensemble des points M(x, y) vérifiant:}, 3 - y < f(0)
a) Calculer A(t).
b) Calculer lim,_,_q A(t).
SUJET N°33
Exercice 1
1) Résoudre dans C I'équation : z* — 4iz® + (3 — 12i)z* — (24 + 14i)z + 12 — 361 = 0 sachant qu’elle
admet deux solution imaginaires pures. Soit z, et z3 ces solutions, on notera z; et z, les deux autres
solutions.
(On remarquera que (2 + 3i)? = =5 + 12i)
2) Montrer que les points 4, B, C et D d'affixes respectives zy, z,, Z3 et z4 sont les sommets d’un
parallélogramme.
. ) R , S
3) :etern?mer t‘m F‘J°|Y"0mf5_de degré 4, P(z) = z" + azd + ﬁlz + yz + A dont les racines soient les affixes
yeip;mts A, B',C' et D' images des points A, B, C et D par la symétrie par rapport a la droite d’équation
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Exercice 2
l On tire douy cartes
1) La seconde
I 3} Quelie egy \

dans un jeu de 32 cartes.

tarte est tirde apros remise de la preimiére dans le Jeu (tirages Indépendants)
b) Quelle ¢ Ia Probabilité de tirer deux as ?
9 Quele| SS A probabilité de tirer au moins un as ?
2) © 12 probabilité que la seconde carte tirée solt un as ? |

I Seconde carte est tirée sans qu'on ait préalablement remis la premiére carte dans le jeu.
:: g:‘?::e est la probabilité de tirer deux as ?

I 9 ¢lle est la probabilité de tirer au moins un as ?

" uelle est la probabilite que la seconde carte tirée soit unas ?

SXercice 3
I 1: 3) Résoudre dans I'ensemble € des nombres complexes I'équation:z° — 1 =0
c

En déduire un polynéme du second degré de la forme 22 + bz + c (b et ¢ sont des nombres réels) ayant
POUr zéros les racines cubiques de 'unité non réelles.

Etant donné un nombre z, on pose @(z) = z2 + z + 1. Soit P le plan complexe muni du repére
orthonormé (0,1, V), l'unité de longueur étant 3 cm.

Déterminer 'ensemble E, des points M d'affixe z tels que @(z) soit réel. '
Démontrer que I'ensemble E, des points M d’affixe z tels que ¢(z) soit imaginaire pur est une conique
dont on précisera une équation réduite.

€) Représenter sur une méme figure les ensembles E; et E;.

Probléme

On considére Ia fonction f définie sur R par: f(x) = In (x> — 2x + 2)

On note C sa courbe représentative dans le plan muni du repére orthonormé (0,1, ) d’unité graphique 3 cm.
Partie|:

2)

a)
b)

1) lustifier que, pour tout réel x, x* — 2x + 2 > 0.

2) Déterminer la fonction dérivée f’ de f et étudier le sens de variation de f sur R.

3) Déterminer les limites de f en —o et en +c. . 4

4) Représenter C et la droite A d’équation y = x ; on montrera que la droite d’équation x = lestaxede

symétrie de C et on placera les points d’abscisses 0 et 2 ainsi que les tangentes en ces points.

Partiell :
On pose @(x) = f(x) — x, pour tout réel x.

1) Déterminer la fonction dérivée @' de . En déduire que @ est strictement décroissante sur R.

2) Déterminer la limite de ¢ en —.

2 2
i 2Inx I“( T z) P imite
3) Démontrer que, pour tout réel x strictement positif, @(x) = x (—;— + —;; — 1 |. En déduire la lim

de ¢ en +oo. _
4) Montrer que @ est une bijection de R vers R. En déduire que la droite A coupe la courbe C en un point et
un seul.
On désigne par a I'abscisse de ce point. Monter que : 0,3 < a < 0,4.
Partielll :
On pose | = [0,3;0,4] o
1) Montrer que la fonction x — x% — 2x + 2 est décroissante sur J. En déduire que, Vx € J, f(x) € J.
2) Prouverque,V x € J,|f'(x)| < 0,95 (on pourra démontrer que f’ est décroissante sur J). En déduire que,
vx€] |f(x)—al <0,95|x—al
3) On définit la suite (u,) par : uy = 0,3 et pour tout entier naturel n, w1 = f(u,)
a) Montrerque,Vn € N:
* u,€J;
e |ty —al <0,95/u, - al;

- A 5 e S S e e ST —
MM
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o |u,—al<0,1(0,95)"
En déduire que la suite (u,) converge vers a.

b) Déterminer un entier 1y tel que, V n > ny, lu, — al < 1073

SUJET N°34

Exercice 1

1) Déterminer les couples d’entiers naturels a et b tels que :

[a+b =182 b) {a’*—bz = 7344

A(a; b) =13’ A(a; b) = 12
2) Résoudre dans Z2 I'équation : 151x — 77y = 5
3) a) Déterminer les restes de la division euclidienne de 2" par 9.
b) Montrer que le nombre E = 237(23n+1 — 1) — 1 est divisible par 3.

c) Montrer que 2" — 1 et 2"*1 — 1 sont premiers entre eux.

—

a

Exercice 2 ,
Le plan complexe est rapporté a un repére orthonormé direct (0,4, 7). T estl
M d'affixe z fait correspondre le point M’ d’affixe z' telle que : z' = —iZ + 1.

1) Montrer que T o T est une translation dont on précisera le vecteur.
ot-l=t1oT =sousestune réflexion

application ponctuelle qui, au point

2) Soitt la translation de vecteur w (~- - —). Montrer que : T
d’axe (D) que I'on précisera. En déduireque : T =tos=scL.

3) Soit K la translation de vecteur des coordonnées (1;0), R la rotation de centre O et d'angle — > Z.bla ’
réflexion d’axe (0, &). Démontrer que : T = k o R o b. En déduire que T = koSouSestla TEﬂ”"U" d'axe
A que l'on précisera.

Exercice 3
A la suite de plusieurs campagnes de vaccination réalisées dans une ville du Tchad, les études ont révélé que la
probabilité pour qu’un enfant de moins de 5 ans soit atteint de poliomyélite est de 0,05. On choisit au hasard un
enfant de moins de 5 ans de cette ville.

1) Quelle est la probabilité pour que cet enfant ne soit pas atteint de la poliomyélite ?

2) On a effectué un contrdle sur 8 enfants 4gés de moins de 5 ans dans cette ville. Calculer la probabilité de

chacun des événements suivants :

A : « aucun enfant est atteint de poliomyélite »

B : « trois enfants sont atteints de poliomyélite »

C : « au moins quatre enfants sont atteints de paliomyélite »
Probléeme

Partie A : On note f,, la fonction numérique de la variable réelle définie sur ]—co; —2[ U ]—2; +oo[ par:
fa®) =S

(C,) désigne la courbe représentative de f, dans le plan muni d’un repére orthonormal (0, 1, J), I'unité graphique
étant égal a2 cm.

ol n est un entier naturel non nul.

1) Etudier les limites de f,, en —co et en +oo. (Pour la limite en +oo, on pourra poser : X = x + 2).

2) Etudier suivant la parité de n, la limite de la fonction f,, en -2,

3) Calculer f' (x), puis étudier son signe suivant la parité de n. Dresser le tableau de variation de Fis

4) Démontrer que toutes les courbes (C,,) passent par un méme point fixe A. Déterminer une équation de la
tangente (T,,) a (C,,) au point A.

5) a) Calculer la limite de f"( ) en +0o, puis interpréter graphiquement ce résultat.

b) Démontrer que, pour tout entier n non nul et pour tout nombre réel x # —2,0na:
['a() = fr(x) = nfpiq(x).
¢) En déduire les positions relatives des courbes (C,) et (C7)- Représenter graphiquement (C1) et (Cy).

Partie B : Soit (u,) la suite définie par : u, f fn(x)dx, pour tout entier naturel non nul 7.
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1) Démont
ontrer que la suite (1,,) est décrolssante et que pour tout i non nul, on a : u, 2 0. Que peut-on en
déduire ? '
2) Dé Lp-nid et
™Monter que, pour tout entler naturel 1t > 2,008t —— < U, < (1'—5-'——) e. En dédulre la limite de
la Suite (u ) r-1 n-}4
3) il

a
) 1|5t'l utilisant une intdgration par parties, démontrer que pour tout entler natureln > 2,ona:
=14, -5

n

nu

b
) Retrouver ce résultat en utilisant la relation de la question 5) b) de la partie A
©) En déduire que: lim, .. s I(', —"%—.r. =
Partie ¢ : \ I i
Rrjéhf ) 0‘3 considere la fonction définie sur [0; +oof par : g(x) = f1(x ~ 1). On note (I') sa courbe
\ )sentatwe dans le repere 0,i)).
2) gonStruire la courbe (I') & partir de la courbe (Cy). Justifier la construction.
i D; note @ la fonction définie sur [0; +oof par: @(x) = 1 +In (1 +x).
b o ’montrer que I'équation @ (x) = x admet une solution unique a dans lintervalle I = (2;3].
€montrer que, pour tout x positif, 'équation @ (x) = x est équivalente a I'équation g (x) =e.
¢ "
3) Démontrer que, pour tout x de I, |’ (x)| < %
a; ts)""t (vy) la suite définie sur N par: vg = 2 et Uy = @(Vy)
b ?montrer que la suite (v,,) est croissante et majorée par a. Conclure.
) Démontrer que @(I) c I.
€) Démontrer par récurrence que, V1 € N, v,, € 1
d) Démont ! ol
rerque, VnEN,|v,,q —al < 3 |v,, — al, puis que : [V, — al < (5) lvo — al
€) En déduire que la suite (v,,) converge vers Q.
f) Déterminer un entier naturel p pour lequel v, soit une valeur approchée de a a 1073 preés.
B) Calculer cette valeur approchée.
SUJET 35
Exercice 1
On considére le polynéme complexe P défini par: P(z) = z3 — 228 — 2iz + 4i
1) Vérifier que 2 est racine de P.
2) Déterminer les complexes a et b tels que : V z € C,P(z) = (z - 2)(z* +az +b)
3) Résoudre dans C I'équation P(2) = 0.
4) Dans le plan complexe rapporté au repére orthonormé (0,4,
respectives:z, = 2,zg =1 +ietzp=—-1—-1L
a) Démontrer qu'il existe une unique similitude plane directe S quitransforme Aen Bet Ben C.
b) Déterminer les éléments caractéristiques de S.

c) Donner I'expression analytique de S.
d) Soit (C) le cercle d’équation: x% + y? = 1. Donner I'équation du cercle (C"), image de (C) par S.

), on considére les points A, B et C d’affixes

Exercice 2
Une urne contient 8 boules vertes et n boules jaunes (n entier naturel supérieur ou égal a 2), toutes les boules

sont indiscernables au toucher. On tire successivement et sans remise deux (2) boules de I'urne et on note leur
couleur.
1) Un jeu consiste : si les deux boules sont de méme couleur, on gagne 10 frs, si elles sont de couleurs
différentes, on perd 10 frs (un gain est noté positivement et une perte est notée négativement).
a) Construire un arbre pondéré représentant I'ensemble des éventualités de ce jeu.
b) Déterminer laloi de probabilité de la variable notée X qui, a chaque tirage de deux (2) boules, associe le
gain algébrique du joueur.
c) Déterminer les valeurs de n pour lesquelles, oria: E(X) > 0

W
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2)

a)

b)

. > ue fois les deux
On suppose 1. = 6. On répete cinq (5) fois de suite le tirage précédent en remettant a chad

(2) boules tirées dans I'urne.

urs de ces
Calculer la probabilité d’obtenir exactement 3 fois deux (2) boule

s de méme couleurs au co

tirages.

_ - . A au cours de ces
Calculer la probabilité d’obtenir au moins une fois deux (2} boules de meme couleur

triages.

Probléme

1)
2)

3)
4)

i)

2)
3)
4)
| a)
b)

c)
d)
e)

Partie B : recherche d’une valeur approchée de a

e —

partie A : Soit f la fonction définie sur 10; +oo[ par: f(x) = e *lnx

1
ction g(x) = —Inx+7

Déterminer la fonction dérivée de f et vérifier que f'(x) a meme signe que lafon - .
t une solution unique,

Etudier les variations de la fonction g et en déduire que I'équation g(x) = 0 adme

notée a, et que :% < a < 2. En déduire le signe de la fonction g sur 10; 4oof.

Vérifier que : f(a) = 9;—ﬂ En déduire un encadrement de f(a).

Dresser le tableau de variations de f et tracer sa courbe représentative dans le repére (O, Z,J)-

& i 2 . : i afinie sur
Montrer que I'équation g(x) = 0 est équivalente a I'équation h(x) = x ol heest la fonction définie

]0; +oo par: h(x) = e:l_r

Déterminer h'(x) puis montrer que, V x € B— 2] R () £ %

Monter que, ¥V X € E, 2] ,h(x) € E 2].

Soit (1) 13 suite définie sur N par :ug = 2 et Upyy = h(u,)

Montrer que, Vn € N,u, € E, 2].

En utilisant Finégalité des accroissements finis a la fonction h, montrerque : V7 € N, [up —al <
%lun —al.

En déduire que, Y n € N, ju, — a| < (%)n |ug — a|. En déduire que la suite (u,) converge vers a.

Déterminer le plus petit entier p tel que : Iup = al <1072
Donner une valeur approchée de @ a 1072 pres.

Partie C : On se propose de déterminer toutes les fonctions définies et deux fois dérivables sur RY, solutions de

. . ' =1 ...
I'équation différentielles (E) :y" + 3y +2y= f;z—e *

1)
2)
3)

4)

Vérifier que la fonction f définie en A) est solution de (E).

Résoudre I'équation différentielle (E") : ¥ +3y' + 2y =0

Soit g une fonction dérivable deux fois sur R}.. Montrer que g est solution de (E) si, et seulement si,
g — f estsolution de (E").

En déduire toutes les solutions de (E).

SUJET 36

Exercice 1

. . PP x1+1 . :
Soit f la fonction définie par : f(x) = v et soit (Cy) sa courbe représentative dans le plan muni d'un repére

orthonormé.

1)
2)

3)
4)
5)

6)

Etudier les variations de f.
Etudier la position de (C) par rapport a son asymptote oblique (A).

Montrerque V x € [1;2],ona: f'(x) < %.

En déduire qu’en appliquant I'inégalité des accroissements finis a f sur [x;2],ona: 1 + 3x < f(x)

- - ~ - - - 4 - ’
Montrer que la restriction g de f a [1; +oo[ réalise une bijection de [1; +oo[ sur un intervalle de R que
I’on précisera. Dresser le tableau de variation de la bijection réciproque de g.
Déterminer la bijection réciproque de g, notée g~ .

- ek WA WM U U N
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Exercice 3
On déf

1) Nitdans R une loi de composition interne, notée #, par : V (x,y) € R%, x » y=xy-2(x+y)+6.

L

%) n: ol + est elle commutative ? assaclative ?

3) Mohtrer qu'il existe un élément @ € Rtelque ! VX ER x*a=a+yx =a,
Ontrer qu'il existe un élément neutre e pour la lol +,

q
Exer ) Quels sont les réels qui ont un symétrique pour la loi  ?
===fCce 3

1)

s —

AB et A] = 2AC. Les droites

G|

Dans un triangle ABC, on considere les points I et J définls par : Al =
(BC) et (1)) se coupent en un point K.
Déterminerx et y tels que TK = xﬂ et BK = yB_C°.
E? déduire que K est e barycentre des systemes : (1, @); (J, 8)} et {(B, a); (C, b)} ol @, B, a et b sont des
reels a déterminer. ‘
Soit (O- i'.f.E) un repére de I'espace. On considére les plans (P), (Q) et (R) de I'espace d’équations
_ respectives:2x—3y+z-1=0,3x—4y+2z—1=0etx-y+z—-1=0.
2 De'_nontre" que les plans (P) et (Q) sont sécants.
) Ecrire une représentation paramétrique de la droite (A) = (P) n (Q).

3) Démontrer que (A) et (R) sont paralléles.

Probleme

1)
2)

n)

1)

i i z_ - - rd

Soit f la fonction définie par: f(x) = ’;—5 et on note (Cy) sa courbe représentative dans un repere orthonorme.
1) o

2)

Etudier les variations de Ia fonction f.

Montrer qu'il existe trois réels abetctelsque:VxE Df,f(x) =ax+b+ Ei—x

3) En déduire une équation de I'asymptote oblique a (C;), notée (D). Etudier les positions relatives de (€y)
Par rapport a (D).

4) Montrer que le point 4 intersection des asymptotes est un centre de symétrie de (Cf)'

5) Déterminer une équation de la tangente (T) a (Cy) au point d'abscisse 2.

6) Soit g la restriction de f a l'intervalle ]—oo; 1].

a) Montrer que g réalise une bijection de ]—oo; 1] sur un intervalle J que I'on précisera.

b) Calculer g(—2), g(-3)et(g™?)’ G)

7) Tracer la courbe (Cp).

8) m est un paramétre réel.

a) Discuter graphiquement, suivant les valeurs de m, le nombre des points d’intersection de la courbe (Cy)
etladroite (D,,) :y =m.

b) Démontrer que les abscisses des points d’intersection de (C() et (D) sont solutions de I'équation (E) :
x2+mx—-5-3m=0.

c) Suivant les valeurs de m, résoudre I'équation (E).

SUJET 37
Exercice 1
1) Soit @ € ]0; g[ Calculer le module et un argument de chacun des nombres complexes suivants :

a) z; =1+ cos@ + isind
b) z; =1 —cosf — isinf
1+cosO+isinf
1-cos@—-isin@

d) z,=1+ icotang

c) z3=

e) zs =

Ndonaye Patrice Ouala (Collection Aquipat’ Page 119



(e
n On considere les nombres complexes 2 ; 7, et Z définis par: 2y = Vitl;zp=1- (etZ =5
ent
1) Calculer le module et un argument des nombres complexes 7y et 7,. En dédulre le module et un argum
du nombre complexe Z.
2) Mettre sous forme trigonométrique et sous exponentielle les nombres complexes 2y ; 22 etZ.
3) Ecrire Z sous la forme algébrique.
. 2 9
4) De ce qui précede, en déduire les valeurs exactes de cos %‘- etde sin -lﬁn' .
5) Résoudre dans lintervalle R I'équation : 4(v3 — 1)cosx — 4(V3 + 1)sinx = 8.
6) Déterminer I'ensemble des entiers n tels que Z" soit réel ;
Exercice 2

On considére le nombre complexe : z = (1 - V3) + i(1 + V3)

1)

2)
3)

4)

Ecrire 22 sous forme algébrique .
Calculer le module et un argument de z2.
En déduire le module et un argument du nombre complexe z.

Pk % T . T
En déduire les valeurs exactes de cosﬁ et de sm{ir.

Probléme
On considere la fonction numérique f définie par: f(x) = %x + % vxi -4

On appelle (C) la courbe représentative de la fonction f dans un repere orthonormé (0, L. J)-

1) a) Déterminer 'ensemble de définition de f.

a) Etudier la dérivabilité de f aux points d’abscisses —2et2.

b) Que peut on dire de la courbe (C) aux points d’abscisses —2 et 2 ?

) Calculer la fonction dérivée [ de f.

2) Endéduire le sens de variation de f.

3) Calculer les limites de f aux bornes de Dy et dresser le tableau de variation de f.

4) Calculer la limite de [f(x) + %x] en — et |a limite de [f(x) - %x] en +c0. Que peut on conclure pour I3
courbe (C) ?

5) Tracer la courbe (C).

6) Sait h la restriction de f a l'intervalle ] —oo; —2].

a) Démontrer que h est une bijection de ]—co; —2] vers un intervalle J que 'on précisera.

b) Préciser I'ensemble de définition de la bijection réciproque h~1 de h et dresser son tableau de variation.

c) Construire la courbe (C’) de h~1 dans le méme repére.

7) Soit g la fonction définie par : g(x) = %x + '—;-\/ |x2 — 4|. Montrer que la courbe (Cg) estlaréunion de la
courbe (C) et d’une courbe (C;) dont on précisera I’ équation.

SUJET 38
Exercice 1

1) P(2)=22+2(vV2-1)z* +4(1-V2)z -8

a) Montrer que, pour tout z € C, P(z) = (z — 2)(2* + 2vV2z + 4).

b) Résoudre dans C I'équation P(z) = 0. On notera z; et Z; les solutions non réelles telles que : Im(z,) >
0.

c) Déterminer le module et I'argument des nombres complexes z4 et z;.

2) Le plan complexe est muni d'un repére orthonormé direct (0, L.

a) Soit f la transformation du plan qui, a tout point M(z), associe le point M’(z’) tel que 12’ = (% + [?) z.

e Préciser la nature et les éléments caractéristiques de f.

e Déterminer I'affixe a’ du point A’ image du point A3+ i) parf.
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b) Soip :
Oit 'homothétie de centre A’ et de rapport % Déterminer |'affixe w du point £ Image de O par h.

L] s . -
. e (“2 +i(V3 - 1.)).Montrer que : (QB) L (24).
En déduire que £, A, B sont sur un méme cercle dont on précisera le centre et le rayon.

Exercice 2

:::lzs":::"':-‘::nt dix boules numérotées de 1 3 10. un jeu consiste a tirer au hasard et simultanément quatre
;: g::el et le nombre d'éventualités ? ‘
‘% on obti::c_mer la Probal.:ilité de chacun des événements suivants :
B : « on nobyj un seul multiple de 3 »
C: « on obtie SRRt (Hplyde 5 »
D:«on ﬂl:otier:,,ttdm”‘t "_‘Ultip|es de 3 et deux seulement »
au moins un multiple de 3 ».

Probiéme

A) On considare Ia fonction g définie sur Rpar: g(x) = (1 - x)el ™ —1.

1) Justifier que la limite de g en +oo est —1. Déterminer la limite de g en —o.

2) Démontrer que, V x € R, g'(x) = (x — 2)e!~*. Etudier les variations de g et dresser son tableau de
variations.

3) Démontrer que I'équation g(x) = 0 admet une solution unique a. Justifier q

a

ue 0,4 < a <0,5.

4) En déduire le signe de g suivant les valeurs de x.

B) On considére la fonction f définie sur R par : f(x) = xe!™* — x + 2. 0n note (C) sa courbe
représentative dans le plan muni d'un repére orthonormé (0, 1,]) d'unité graphique 2 cm.

1) Déterminer les limites de f en +oo et en —oo.

2) Démontrer que f est une primitive de g sur R. Etudier les variati
variations.

3) Démontrer que la droite (D) : y = —x + 2 est asymptote oblique 3 (C) en +co. Etudier la position de (C)
et (D).

4) Démontrer que (C) admet en —co une branche parabolique de direction on.

5) Déterminer une équation de la tangente (T) & (C) au point d'abscisse 1.

ons de f et dresser son tableau de

6) Démontrerque:f(a)=1-a+ ﬁ

7) lustifier que, pour tout réel x, f(—x + 2) = e~ f(x). . i

8) On admet que I'équation f(x) = 0 admet deux solutions. On appelle ;’ﬁ'une des solutions. Démontrer

que - f# + 2 est I'autre solution.
9) Tracer (D), (T) et (C). Onprendrac = 0,4 et f = 2,5.
SUJET 39

Exercice 1
Une urne contient 5 jetons partant les réels : —V2; —1;0;1et V2.
On tire successivement et avec remise deux jetons de I'urne. On appelle x le numéro du premier jeton et y celui
du deuxieme et or construit le nombre complexe z = X + L.

1) Combien de nombres complexes peut on ainsi construire ?

2) Quelle est la probabilité d’obtenir :

a) Un nombre complexe de module V3?

b) Un nombre complexe dont ur: argument est % ?
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Purne et on désigne par X I3
. e

ise de deux jetons d pres complexes de module
3) On effectue trois de suite le tirage successif avec remis

om
bre de n

: b e - ie le nom
variable aléatoire qui, a I'issye de ces trois tirages asso¢

V3.
déterminer la loi de probabilité de x et son espérance mathématique. B )
Exercice 2 cn= 1 et Mes(AB; Z_f) =3
Le plan est orienté. ABC est un triangle équilatéral tel que : AB = BC=

ints A, B et C.
" des points 4,
A’ est le milieu du segment [BC] et on désigne par G I'isabarycentre

1) Construire G et calculer GA', |
2) Déterminer et construire I'ensemble (E) des points M du plan tels
3) Tracer (E) sur la figure précédente. ¢ h ’homoth
4) On désigne parr la rotation de centre G qui transforme_C: etde . g=hor.
plan assacie le point M’ tel que : MM’ = MA4 + MB + MCet on post‘: ' rapport.
Démontrer que I est une homothétie dont déterminera le centre et le Phomothétie f.
b) Déterminer et construire Fensemble (E") image de I'ensemble (E) par

¢} Donner la nature et les éléments géométriques de I'application S.
Exercice 3

Le plan affine euclidien E,

2 MC2=1,25.
que: MA? + MB™ +

étie qui, a tout point M du

a)

étant rapporté 3 un repére orthonormé (0,1.])-
1) Résoudre dans le corps C des nombres complexes I'équation en z
(E): 22 - 2(1-Dz* - 3iz4+1+i= 0 _ d'un triangle rectangle.
2) Montrer que les Points ayant pour affixes les racines de (E) sont les sommets
3) On considére I'application d de E, dans E, définie :

| d: {x' =y+3
! Y =x+1
a) Montrer que d est un antidéplacement.

Donner la nature et les éléments caractéristiques de d.

Soitla conique (H) d'équation : x? — y2 — g + 2y+24=0

a) Donner une équation réduite de (H). »
b) Donner la nature et ses €léments caractéristiques (sommets, foyers, directrices, excentricité).
c) Représenter graphiquement (H).

d) Quelle est I'image par d de Ia conique (H) ?
Probléme

| b)
| a)
|

f est la fonction définie sur R par: f(x) = x — % (x+1e*

(C) est la courbe représentative de f dans un repére orthonormal (0,1,]) d'unité graphique 3 cm.
Partie A

1) a) Calculer pour tout réel x, f'(x) et f"(x).
b) En déduire les variations de i
¢) Démontrer que I'équation f'(x) = 0 a une solution unique a dans R. Donner une valeur approchée de a 3
1072,
2) a) En déduire de |a question précédente,
b) démontrer que Ia droite Adé
c) Construire la courbe (0).
Partie B

les variations de [ etdresser son tableay de variations,
quation y = x est asymptote a (C). Etudier les Postions relatives de A etde ().

On définit Ia suite (uy) par:uy =

0 et pour tout entier nature| n,u
1) En utilisantla représentati

on graphique

» Que peut on conjecturer
convergence de la suite (u,)

, NN N SN GE |mE TR . 4O
3  GEEENS s |
o -

2) a) Démontrer que, pour tout entiern > 1, —1 <u,<0
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b) Démontrer que la suite (it,,) est décroissante. En dédulre que la suite (1) a une limite [ (on ne cherchera pas
n

calculer cette limite).

3) a) be 3
2) Démontrer que, pour tout entier naturel 1, 0 < st + 1<yt 1)

n
b) En deéduire que, pour tout entiern,ona: 0 < Uy +1< (}) .Quelle est alors la limite de la sulte (1) ?

SUJET A0
Soi G V6 _ V6 _3Vz
otent les nombres complexes a e b définis par: @ = ’l{— {5 et b=-7-73 {

a
exe:q =j-

1) Calculerla partie réelle et la partie imaginaire du nombre compl
b. En déduire le module et un argument

2) Calculer le module et un argument des nombres complexes a et
du nombre complexe g.
3) Mettre sous forme trigonométrique et sous forme exponen
4) En déduire des questions suivantes les valeurs exactes de co
S) Déterminer ensemble des entiers n tels que " soit réel.
Exercice 2
Soit f Ia fonction numérique de la variable réelle x définie par f(x) = axd +bx—x+ 3 ‘ '
1) Déterminer les réels a et b sachant que la courbe (Cy) de f admetun extremum égal a2 au point
d’abscisse x = 1.
2) Dans la suite de I'exercice on prendraa = leth = —1.
a) Etudier les variations de f.
b) Montrer que I'équation f(x) = 7 admet une solution
deux entiers consécutifs.
c) Caleuler £(0) et (f~1) (3).
Exercice 3
Soit un triangle ABC rectangle en A tel que : AC = 2AB. On pose :AB=d,d>0
a) Soient G, et G, les barycentres respectifs des systemes de points pondérés : {(A, 1); (B, 2); (C, 1)} et
{(4,5); (B, 2); (C,—3)}. Construire les points Gy et Gz et calculer G4 G en fonction de d.
b) Déterminer, suivant les valeurs du réel k, 'ensemble des points M du plan définis par I'égalité :

MA? + 2MB? + MC* = 4k.
Construire cet ensemble pour k = 1, 5dZ.

c) Trouver 'ensemble des points M du plan tels que :
est un réel donné. Discuter suivant les valeurs du param

tielle les nombres complexes a, b etq.

T T
ST et sin 7

et une seule notée a dans [1; +oo. Encadrer & par

W+zﬁ+m).(sm+zﬁ—3n‘a‘c‘)=a,ou

atre A.

Probléme

2 ~
:13 et (Cy) s courbe représentative dans le plan muni du repere

Soit f la fonction définie par : f(x) = xx—_

orthonormé (0,1, J).
1) Trouver trois réels a, b et c telsque : VX € Dy, f(x)=ax+b+ i
2) Montrer que la droite (A) déquationy = X — 1 est asymptote a (Cy). Etudier la position relative de (Cy)
par rapport a (A).
3) Montrer que le point A intersection des asymptotes de
4) Etudier les variations de f. En déduire le signe de f suivant les valeurs de X.

5) Soit g la restriction de f a I'intervalle ]—00; —3].
a) Montrer que g est une bijection de ]—oo; —3] sur unintervalle J que I'on précisera.

b) Dresser le tableau de variation de sa bijection réciproque de g, notée g,
o) Calculer g(-5); g(—4)et(g71) (=7).
d) Expliciter g~ 1(x0).

W
e T
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-3],ona:
6) Démontrerque, ¥V x € [1;3],0na: |f'(x)| < % En déduire que pour tout X de [1;3]
4 3
|x—4+;+—1'| S;‘|I 3|
7) Tracer la courbe (Cy) de f ainsi que la courbe (C") de la fonction g

8) Soit m un paramétre réel. ) ction de (C) &t (a droite
a) Discuter graphiquement, suivant les valeurs de m, le nombre des points d’inters

(D,,) d'équation y = m. ;
b) Montrer que les abscisses des points d'intersection de (Cy) et (D) sont les rac

(E): x¥*-mx+3-m=0.

-1 dans le méme graphique-

nes de I'équation

SUJET 41
Exercice 1

5 5i-1 _ ;
1) On donne les nombres complexes:a = 2e 3 ; b = 3—‘_—2: etzy = V3 +i.
1) Ecrire z, et z; sous forme algébrique.
2) Calculer z3%. _

o~ 2 i 4-7i

) f est le polyndme complexe définie par : f(z)=22—(4+ 3Dz*+(5+ 8i)z +

. o
ginaire pure Zg qué I’on précisera.

1) Montrer que |”équation f(z) = 0 admet une solution ima
Y(az® + bz+) -

2) Trouver les nombres complexes a, b et c tels que f(2)=(2-20

3) Résoudre dans C I'équation f(z) = 0.

4) Dans le plan complexe muni d’un repére orthonormé (
respectives: 2 —i,iet2 + 3i.

a) Placer les points A, B et C.

b) Calculer les distances : AB, AC et BC. En déduire la nature du triangle ABC.

) Déterminer I'ensemble (E) des points M d’affixe z tels que : AM? + BM* = 12.

Exercice 2
g . . . e — 2
Soit f la fonction définie par : f(x)=|x—1| + =
1) Etudier la continuité de [ au point d’abscisse 1.

2) f estelle dérivable au point d’abscisse 17?

3) Etudier représenter la fonction f.
4) Discuter suivant les valeurs du paramétre m, I'existence du nombre de solutions de I'équation :

Jx-1D:E+1)=mx+m-2.

Exercice 3
Le plan est orienté. ABC estun triangle équilatéral tel que : AB = BC = CA = 1et Mes(AB; R) = g

I est le milieu du segment [BC] et on désigne par G I'isobarycentre des points A, B et C.

0,1,]), on donne les points A, B et C d’affixes

- W W@ W W WM WMWN

5) Construire G et calculer GI.
6) Déterminer et construire 'ensemble (E) des points M du plan tels que : MA? + MB? + MC? = i.
7) On désigne par T la rotation de centre G qui transforme C et A et h I'homothétie qui, a tout point M du
plan associe le point M’ tel que MM’ = MA + MB + MC et on pose:S = hor.

d) Démontrer que h est une homothétie dont déterminera le centre et le rapport.

e) Déterminer et construire I'ensemble (E") image de I'ensemble (E) par 'homothétie h.

f) Donner la nature et les éléments géométriques de I'application §.

Probléme

A) Soit la fonction f définie par: f(x) = 1 + x — 3xInx.

1) Peut on prolonger f par continuité en en 0 ? Si oui déterminer on prolongement g.

2) Déterminer l'intervalle ] de définition de g.

3) Etudier la continuité et la dérivabilité de g en 0.

4) Etudier les variations de g et dresser son tableau de variations.

e e e e N N R e e
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:: :::::"W e "équmi,:,: (1) = 0 aune solution unlque metque: | < a < ),

2 Tmc:l 1a limvite de -'"‘ en { o el en déduire le comportement asymptolique de la courbe (C,)deg.
_ a courbe (€Cy) de g dans le plan munl d'un repere orthonormé.

8) Soit1a fonction h definie par: [ = x(Inx)?

1) Etudier e signe de h'(x h(0)=0

2) (x).

3) Montrer que h n'est pas dérivable en 0. Interpréter graphiquement le résultat.

m :onner Véquation de la tangente en x; = e.
racer la courbe (€,,) de h.
' SUJET A2
Exerdice 3 -

Soit I
oﬁ;:“:mble Cdes nombres complexes et (P) le plan complexe.
€soudre dans C I'¢équation (E) : 23 + i = 0. On donnera les solutions sous forme trigonomeétriques et
Ssous forme algébrique.
R?’soudne dans C 'équation (E,) : [(1 - i)z]® + i = 0. On donnera les solutions sous forme
n :;go':“’"‘étﬁque puis sous forme algébrique. o
Presenter dans le plan complexe les points Mg, M, et M, dont les affixes sont solutions de I'équation

b)

(Ey).
Exercice 2
2
On ide . . . Uy =7
considére la suite des nombres réels (u,,) pour tout n entier naturel, définie par : 3 2
Upsy = * 6 *3

1) Calculer u, et u,.

2) in

Soit la suite (v, pour tout entier naturel définie par: v, = 2u, — 3
a) Calculer Vg, vy etv,,
b) Montrer que la suite (v,,) est une suite ggométrique dont on précisera la raison.
3) Calculer en fonction de n v,, puis u,,.
4) Etudierla convergence de la suite (u,,).
Exercice 3
A) On considére I'équation (E) : 4x — 5y = 1 oil x et y sont des entiers relatifs inconnus.
1) Justifier I'existence de deux entiers relatifs x, et yg solutions de (E).
Vérifier que xg = —1 et Yo = —1 conviennent.
2) Endéduire que I'équation (E) est équivalente a I'équation 4(x + 1) = 5(y + 1).
3) Utiliser le théoreme de Gauss pour démontrer que I'ensemble des solutions de (E) est I'ensemble des
x=5k-1
y=4k-1
4) Indiquer les couples solutions de (E) telsque : 10 < x <30 et 10 < y < 30.
B) On considére I'équation (G) : 48x — 30y = 6
1) Déterminer d = pgcd(48;30).
2) Endivisant les membres de I'équation (G) par d, se ramener au cas A). reprendre alors les questions 1) 2)
et 3) puis déterminer tous les couples solutions de (G) telsque : =10 < x < 0et-10<y < 0.
Probléeme
Partie A : Etude d’une fonction f et construction de sa courbe représentative.
On appelle f la fonction définie sur [0; +oo par: f(x) = x + 1 + xe™™.
On note (C) la courbe représentative de f dans le plan muni du repéere orthonormé (0, [,]) (unité graphique 2

couples (x; y) tels que :

cm).

1) f'et f" désignent respectivement les dérivées premiere et seconde de f.

a) Calculer f'(x) et f"(x).
M
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b)
o)
d)
e)
2)
a)
b)

3)

a)
5)

partie B : Recherche d'une approximation décimale de a.

1)
2)

a)
b)

<)
d)

e)
3)

a)
b)

Exercice 1
On considére I'appli

1)
)
2)
c)
3)

gtudier le sens de variation de la dérivée /",

Démontrer que, pour tout réel x, [ "(x) > 0.

Calculer la limite de [ en {0

Dresser le tableau de variation de f. )
«t la droite d’équationy = x + 1. ‘ L (C) et (D).

;lzlsrfmr que (D) est asymptote oblique 4 (C) ct préciser la position [;;Ia(;iévteefmlae)f (s coordonn ées de

La courbe (€) admet en un point A une tangente paralléle a la droite (D)

A.
pémontrer que |'équation [

0<a<l
Construire la droite (D), le point A défini au 2) b),la courbe

Donner par lecture graphique une valeur approchée de a.

vérifier que
(x) = 2 admet sur [0; +oo[ une unique solution d, Puls

(C)etla tangente en A.

A
Démontrer que, sur [0; +oo[, I'équation f(x)=2 équiva:nt alléquation: 1~ x
On appelle It la fonction définie sur [0; 1] par: h(x) = ;,55
Calculer R’ (x) et réaliser son tableau de variation sur [0; 1].
En déduire que, pour tout x de [0; 1], h(x) € [0;1].
Calculer h''(x) et étudier le sens de variation de h' sur [0;11].
En déduire que, pour tout xde [0;1], ona: 0 < h'(x) <3

1
’ — — o -— a
pour tous réels x de l'intervalle [0; 1], démontrer que : |h(x) —al <3 |x — al
- e fUo = 0
Soit (u,,) 1a suite définie par : {u,,+1 - h(u,),¥n €N

Démontrer que, V n € N, u,, € [0; 1]. i . _—
1 . 2 3 . —al <=|ug — al.
Démontrer que, Y n € N,ona: [, g —a| < lu,, — al, puis en déduire que : |u, reil

SUJET 43

cation f définie par : f(z) = 23 + 9iz? + 2(6i — 11)z — 3(4i + 12).
a) Démontrer que I'équation f(z)=0 admet une solution réelle z4.

Déterminer un polynome du 2™ degré P a coefficients complexes telque: Z €
a) Démontrer que I'équation f(z)}=0 admet une solution imaginaire pure Z3.

Résoudre dans C I"équation f(z)=0 . on notera z3 la troisidme solution.
Dans le plan complexe P on considére les points A, B et C d’affixes respective Z, Z; et Z3. Montrer que ces

C, f(z) = (z—2z1)P(2)

points sont alignés.

Exercice 2
Soit (u,,) la suite définie par: u; =3 etVn > 1,3u,,; = u, + 12

1) Monter que la suite (u,,) est croissante et majorée par 6.
2) Onpose:v,=u,—6vn=1
a) Monter que (v,,) est une suite géométrique dont on précisera la raison g et le premier terme v.
b) Exprimer v,, en fonction de n puis en déduire u,, en fonction de n.
c) Endéduire le sens de variation et la convergence de la suite (v,,).
3) Onpose:S,=v;+v, ++v,etT, =uy +uU; +-+u,.
a) ExprimerS,, puis T, en fonction de n.
b) Calculer les limites de S,, et T, en +c0.
c) Calculer S3918 et Tyg1g-
Exercice 3

Soit ABC un triangle rectangle en Atel que: AB =4, AC = 6 et I le milieu de [AB].

1) a) Construire le barycentre G des points pondérés (A, 5); (B, —3) : (C,2) etle point I.

_-__'_———-————-——___—_——m____—_—
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. b) Calculer GA2 , Gp2 et G2
Détermj .
miner et construire 'ensemble Ey des points M du plan vérifiant : ||5m — 3MA +2MC|| =

lem + Fﬁ}‘”
3) Déte :
3 P _"rmner et construire les ensembles E, et E3 des points M du plan tels que :
b) E. _ (M & P/sma? — 3MB? + 2MC? = 24)
3={M e P/5MA? - 3MB? + 2MC? = -72}.

-:'\"b'_é_rle_
fartie A :
1) Eti:i't @ la fonction définie sur R par: @(x) = e*—2x—1
ier le sens de variation de ¢ et dresser son tableau de variation.
a<?2et

2
) i::t;:z:i‘:aé:uation @(x) = 0 elc:met exactement deux solutions 0 et a. Vérifierque : 1 <
3) En déduire fo o rement de a_a 107 '
Partie 8 : o cons'd‘e signe de I.a fonction ¢ suivant les valeurs de x.
On appelle @) idere la fonc:clon f définie sur R par: f(x)=Q2x+ e *+x—-1 _
graphique : 2 a courbe représentative de la fonction f dans le plan rapporté a un repére orthonormé d'unité
t2cm
;) Cailculer les limites de f en —oo et +-co.
3; g:::miner la fonction dérivée de la fonction f et véri
er le tableau de variation de .
4) (A) est la droite d’équationy = x — 1.
:; 2:3;‘:;” que |_a_droite (A) est symptote oblique 3 (€) au voisinage de +.
! r la position relative de (C) par rapport a (4).
;), 1l?eterminer les coordonnées du point A commun a (C) et (4).
racer la courbe (C), (A) et la tangente (T) a (C) au point d’abscisse 0.
6) Soit D la partie du plan limitée par la courbe (C), la droite (A) et les droites d’équations respectives X = 0

et x = 1 ol A est un réel strictement positif.

fierque: VX ER, f'(x) = e *p(x).

a) En utilisant une intégration par parties, calculer : f:(Zx +3)e *dx.

b) En déduire, en cm?, I'aire A(4) et calculer la limite de cette aire lorsque 4 tend vers 2.

SUJET 44
Exercice 1
veC f(z)=22-(9+ 4i)z% + (19 + 29i)z + 22 — 461,

On considére le polynéme complexe f défini par :

0 admet une unique solution imaginaire pure zg que I'on précisera.

1) Démontrer que I'équation f(2) =

2) Déterminer un polynéme @, du 2" degré, tel que : V € C.f(2) = (2~ 20)Q()-

3) Résoudre dans C I'équation f(z) = 0-

4) Dans le plan complexe rapporté au repére orthonormé (0; i; J), on considére les points A, B et C

Zc = 5—i.
de plane directe S qui transforme A en B et B en C dont
+ b ou a et b sont des nombres complexes a

d’affixes respectives : Z4 = 2i,Zp = 4+ 3iet
Démontrer qu’il existe une et une seule similitu

a)
on précisera I'écriture complexe sous laforme:z' = az

préciser.
b) Préciser les éléments caractéristiques de S.

Donner I'expression analytique de Senposant:z = x +iyet Z=x+iy.

c)
5) Déterminer une équation de la droite (D"), image par S, de ladroite (D) :x+y—1= 0.
Exercice 2
Ug = 1

H Lot S i . 2u,-1
(u,,) estlasuite numerique définie par [unn - 2z — VnE N
T

. ; 1
1) Démontrer que, pour tout entier naturelm,ona: —3 <Y,

suite est décroissante sur N.

2) Démontrer que la
3) Endéduire quela suite (u,) estconvergente.
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4) Onintroduit 1a suite (V) définie sur Npar:y, = 2!
g = =t

5 ’ Uy +1
a) Démontrer que la suite (Vn) est une suite géométrh;ue dont on précisera |a raisan et le premier terme.

b) Exprimer v, puis U, en fonction de n,
¢) Calculer la limite de (a) en +oo et en déduire |a convergence de (u,,).

d) Exprimer Shn =Vt vyt U, en fonction de n.
Probléme

Partie A : On considere la fonction numérique g définie sur 10; +oo[ par: g(x) = -x* + 1 - 2inx.
1) Etudier le sens de variation de a9
2) Vérifier que g(1) = 0.
3) Endéduirele signe de g suivant les valeurs de x.

Puis dresser son tableau de variation.

Partie B : on considére la fonction numérique f définle sur |0; +oo[ par: f(x) = —x+ !;'—:

On désigne par (C) la courbe représentative de f dans le plan rapporté au repére orthonormé (0, 1,]) d’unité graphique 2
om.
1) Etudier la continuité de fsur ]0; 4o,
2) Calculer les limites de [ aux bornes de son ensemble de définition.
3) Démontrer que la fonction [ est dérivable sur 10; +oo[, puis vérifier que : V x € ]0; +oo[, f'(x) =
4) En déduire le sens de variation de [ et dresser son tableau de variation.
5) Soit (D) la droite d’équation y=-x
a) Démontrer que la droite (D) est asymptote 3 (C) au voisinage de +o.
b) Etudier la position de (C) par rapport 3 (D). On précisera, en particulier, les coordonnées du point A commun 3
(C) et (D).
¢} Déterminer les coordonnées du point B de (C) sachant que la courbe (C) admet en ce paint une tangente paralléle 3
(D).

6) Construire la courbe (C).

PIE)
%,

SUJET 45
Exercice 1
Soit P le polynéme complexe définie par : P(z) = 2% — (7 +9i)z* — (14 — 39i)z + 50.
1) Montrer que I'équation P(z) = 0 admet une solution imaginaire pure z.
2) Résoudre dans C I'équation P(z) = 0.0n note zy la solution non imaginaire pure ayant la plus petite
partie réelle et z; la troisieme solution.
3) Soit A, B et C les points du plan euclidien d’affixes respectives zg, z, et z,.
a) Montrer qu'il existe une unique similitude directe § qui transforme A en B et B en C.
b) Donner I’expression analytique de .

Exercice 2
Uy = 1
On définit sur N Ia suite (u,,) par [u _ up+8
n+1 _'Zun+1

1) Calculer uy,u, et u3.
2) Montrer que (u,,) estune suite a termes positifs.

3) Etudier le sens de variation de la suite (u,,).
Uy—2
u,+2

4) (v,) estla suite définie sur N par:v, =

a) Calculer vy, vy et v,.
b) Montrer que (v,,) est une suite géométrioue dont on précisera la raison et le premier terme.
c) Exprimer v, en fonctionde n puis déterminer sa limite.
Exercice 3
Le plan complexe est rapporté a un repére orthonormé direct (0,14, 7). On définit I'application f duplan qui, a

tout point M d’affixe z, associe le point M’ d’affixe z' telle que : z' = e 7 + 2
1) Démontrer que f est un antidéplacement.
2) a) Déterminer I'écriture complexe de f o f.
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b) En déduire 13 nature de f © f.
Solt ¢ 1y translation de vecteur d'affixe 1 + ¢ "n, A et 17 les points d'affixes respectives 1 et _e-&

Vérifier que le vecteur de la transiation est B,

En déduire que f(B) = ((B).

Vél‘iﬁerqmg Jof =tol.

Ert déduire que f(A) = t(A).

Démontrer que ¢! o f est la symétrie orthogonale d'axe (AB), notée s.
Quelle estla nature de f~1 o s o ¢ ?

f*) Montrer que t(4) € (4B).

i) Déterminer les images des points Aet B par f~losot,

" ”‘ En déduire la nature de [=sot
Crobléme

g)

Soi : ;
"t J 1 fonction définie sur 10; +oo[ par: f(x) = x—;—“lﬂx

On st 8 P 0 te
désigne par (¢ r) la courbe représentative de f dans le plan muni d'un repére orthonormé (0, I,J) d’unité
Eraphique 2 cm,

Partiea: Soit g la fonction définie sur )0; +oo par g(x) = —8lnx + x% + 4
1) Etudier le sens de variation de g.
2) Montrer que g passe par un minimum dont on calculera la valeur. En déduire le signe de g.
3) Etudier le sens de variation de f.
4) Calculer les limites de f aux bornes de son ensemble de définition. Existe-t-il une asymptote la courbe
‘ (Cy) paralléle un axe des coordonnées ?
Partie B: Soit (T') 1a courbe de la fonction [n dans le repére (0, 1,]) précédent.
Soit h la fonction définie sur ]0; +oo[ par: h(x) = f(x) — Inx.
1) Expliciter h(x) et étudier son signe. Qu’en déduire pour les courbes (Cy) et (') ?
2) Quelle est la limite de h en +o0 ? Qu’en déduire pour les courbes (C f) et(l?
3) Construire les courbes (Cp)et (D).
Partie C: Soit a un réel strictement supérieur 1
1) Calculer, l'aide d’une intégration par parties : foa h(x)dx.
2) Caluler I'aire A(a) en cm? de la portion du plan limitée par les courbes (Cy) et (I) et les droites
d’équations x = 1 et x = a. Calculer la limite de A(a) en +.
SUJET 46
Exercice 1
On considére le polynéme complexe P défini par: P(z) = z° — (6 + 2i)z% + 14z — 24 — 28i
1) Démontrer que I'équation P(z) = 0 admet une unique solution imaginaire pure z,.
2) Déterminer un polynéme Q du second degré tel que : ¥V z € T, P(z) = (z — z¢)Q(2).
3) Résoudre dans C I'équation P(z) = 0.
4) Dans la suite de I'exercice on notera z; la solution imaginaire pure, z, celle qui a la partie imaginaire négative et z,

I'autre solution.

On consideére les points 4, B et C d’affixes respectives z, 2; et z, dans le plan complexe euclidien rapporté au repére
orthonormé (0, 1,]).

a) Démontrer qu’il existe une unique similitude directe § qui transforme A en B et B en C.

b) Déterminer les éléments caractéristiques de S.

c) Donner I'expression analytique de S.

d) Donner une équation de la droite (D'}, iraage de la droite (D) d’équation y = x par §.
Exercice 2
Une maladie atteint 3% d’une populi.tion. Un test de dépistage donne les résultats suivants :

e Chez les individus malades, 35% de tests sont positifs et 5% négatifs ;
Ty N O Y S M T T T T P B B T - A A T S A e e I e B e P e P e S T T ey S T TS o Py A T R e e s (Y v S RS e S T
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o Chez les individus non malades, 1% de tests sont positifs et 99% négatifs.
On note : M I'événement « atre malade » et T I'événement « avoir un test positif ».

1) Construire un arbre pondéré correspondant a cette expérience.

2) Donnerla probabilité des événements « M et T », puis celle de « M et

3) Déterminer P(T) et P(T).

4) Calculer la probabilité de ne pas étre malade sachant que le test est positif-

5) Calculer la probabilité d'étre malade sachant que le test est négatif.

T ».

Exercice 3 ion f qui au point

Le plan étant rapporté au repére orthonormal direct (0, €7, €z), on ¢

M(x; y) associe le point M'(x’; y") défini par : {;, z ii ;

onsidére 12 transformat

1) 0’ estl'imagedu point O par f.

a) Calculer les distances OM% et O'M'%.

b) En déduire que f est une isométrie.

2) aetb sontdeux nombres complexes.

a) Déterminer a et b tels que x' +iy =a(x+1y)+b
b) En déduire |a nature de f et ses éléments caractéristiques.

3) Utiliser une autre méthode pour donner la nature et les éléments caractéristiques de f

Probléme
o ¥ 3
Partie A : Soit g la fonction définie sur 10; +oo[par:g(x) =2+ 5~ 6

1) Déterminer les limites de g en 0 et en +c0.
2) Etudier les variations de g et dresser son tableau de variation et en dé

0.
Partie B : Soit f la fonction de la variable réelle définie sur ]0; +

duire que, ¥ x € ]0; +oof, g(x) >

[par: f(x) =2x+ 3—?25 et (C) sa courbe

représentative.
1) a) Calculerla dérivée de [ et préciser son sens de variat
donne g ).
c) Calculer les limites de fenOeten +oo.
d) En déduire le tableau de variation de f.
2) Soit (D) la droite d’équationy = 2x.
a) Démontrer que (D) est asymptote 3 (). Préciser la position de (C) par rapport (D).
b) Préciser les ordonnées des points d'abscisses 0,5 ; 1;2;3.

. . - . . 1
c) Démontrer que I'équation f(x) = 0 admet une unique solution o € [E; 1].

jon (on remarquera que la dérivée premiére de f

3) Tracer (C).
4) Calculer I'aire du domaine plan compris entre la droite (D) et la courbe (C) et les droites d’équations x =

letx =e.
SUJET 47
Exercice 1
Dans I'ensemble C des nombres complexes, on considere le polynéme complexe :f(2) = 723 — 422 + 6z — 4.
1) Montrer que I'équation f(z) = 0 admet une solution réelle z, que I'on précisera.
2) Résoudre dans C I'équation f(z) = 0. On notera z; et z, les deux autres solutions, ou z; est |a solution
dont la partie imaginaire est positive.
3) Représenter dans le plan complexe les points M ; M, et M, d’affixes zy; zy et z;. Montrer que le triangle
formé par ces points est rectangle.
4) Résoudre dans C léquation z% = z,. On donnera les solutions sous forme algébrique et sous forme
trigonométrique. En déduire les valeurs exactes de cos g : sin;}rE et tan %

5) Calculer (z,)2°.

M
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Sxercice 2

les blanches et trols boules nolres, On tire au hasard et S et
trois boules gy sac.

: 1) Calculerla probabilité de chacun des événements sulvants :
B : :n Obti.ent au moins une boule blanche » ;
C: " obt_'e“t au moins deux boules noires » ;

* on obtient au moins une boule de chague couleur ».
- bZI,é Définir par une phrase simple I'événement 4 N B, puls calculer sa probabilité.
———-tme
Soit la fonction numérique g définie sur J0; +oo[ par:g(0) = letg(x) =

|—'i;i);six>0.

h(x)

1) Justifier la dérivabilité de g sur ]0; +oo[ et démontrer que pour tout X strictement positif : g'(x) = 77

U h(x) = = —In (1+x).
2) Déterminer les variations de  sur ]0; -+oo[ et en déduire celles de g.

3) Déterminer la limite de g en 4.
4) a) Démontrer que g est continue sur [0; +oo[.

- q 2 xa
©) Démontrer que pour tout x de [0; +oo[ : X — % SlL+x)sx- 52— e
d) En déduire un encadrement de !-n(—l:zl)_—x

€] Utiliser cet encadrement pour démontrer que g est dérivable en 0 et déterminer g'(0). .
5) Dresser le tableau de variation de g et construire la courbe représentative de g dans un plan rapporte un

repére orthonormé (0; I; J).

SUJET 48

Exercice 1

A) On considére ”équation (E) : z3 — (4 + i)z% + (13 + 4i)z - 13i = 0.

1) Démontrer que le nombre complexe i est solution de (E).

2) Déterminer les nombres complexes a, b et c tels que, pour tout nombre complexe z :

23— (4 +0)z* + (13 + 4D)z — 13i = (z — i)(az* + bz + C)
3) En déduire les solutions de I'équation (E).
B) Dans le plan complexe rapporté au repére orthonormé (0; U; V), ondésigne par4; B et C les points
d’affixes respectivesi; 2 + 3iet 2 — 3i.
1) Soitrlarotation de centre B et d’angle E. Déterminer I'affixe du point A’ image du point A par 7.
2) Démontrer que les points A', B et C sont alignés et déterminer Iécriture de I'homothétie de centre B qui
transforme Cen A'.

Exercice 2
Un sujet commun de mathématiques peut étre créé par trois professeurs X, Y et Z avec les probabilités suivantes :
p(X) =0,35,p(¥) =0,,40 et p(Z) = 0, 25.
Les éléves craignent un sujet portant sur la probabilité (événement P), et, connaissant leurs professeurs
pronostiquent : p(P/X) = 0,2,p(P/Y) = 0,5etp(P/Z) = 0,8.

1) Traduire 'hypothése p(P/X) = 0,2 par une phrase simple liée aux probabilités conditionnelles.
Traduire a I'aide d’un arbre de probabilités les données de I'énoncé.

2) Calculer la probabilité pour que le sujet posé porte sur la probabilité.

3) Le sujet porte sur la probabilité al’examen, quelle est la probabilité pour que X ait créé le sujet ?
Probléme
Soit f la fonction définie sur R par . f(x) =x—1+ (x% + 2)e™*. On note (C) la courbe représentative de f dans
un repére orthonormé (0 ; I; J) d'unité graphique 2 cm.
Partie A : soit g la fonction défirie sur R par: g(x) =1 — (x* —2x + 2)e™*
——————— T— — e T T ——— ——————————————
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1) Etudier les limites de g en o et en —oo,
2) Calculer la dérivée de g, déterminer son signe et donner e sens de variation de lafo
3) Démontrer que 'équation g(x) = 0 admet une solution unique a dans R et que : 0
4) Endéduire le signe de g suivant les valeurs de x.

Partie B : Etude de [
1) Etudier les limites de [ en oo eten —co.

2) Déterminer [° (x) pour tout réel x.
3) Etudier les variations de f et donner son tableau de variation.

4) Démontrer que f(a) = a(1 + 2e™"). Déterminer un encadrement de f(

5) Démontrer que la droite (A) d’équationy = x — 1 est asymptote a (C)e
par rapport a (4).

6) Donner une équation de la tangente (T) a (C) au point d’abscisse 0.

7) Tracer (C), (T) puis (8)-

8) a) Déterminer les réels a, b et c tels que la fonction P définie pa
primitive sur R de la fonction de x (x? +2)e™*

b) Calculer en fonction de a, 'aire A en cm? de la partie limitée par (C), (8) et les

nction g+
35 < a < 0,36

a)-

n 400, Préciser la position de ()

r:P(x) = (ax® + bx + c)e ™ soit une

droites d’équations X = —@

etx=0.
SUJET 49

Exercice 1
On considere I'équation (E) : 22 -2zt —-iz+3-i=0.

1) Démontrer que I'équation (E) admet une solution réelle unique.

2) Déterminer I'ensemble des solutions de (E).

3) Dansleplan complexe (0; U; ¥), on considere |

1-1.

a) Placer les points A, BetC.

b) Démontrer que le triangle ABC est rectangle isocéle.
Déterminer le rapport et I'angle de la similitude directe

es paints 4, B et C d’'affixes respectives : —-1,2+iet

<) s transformant Aen B et Ben C.

Exercice 2

On lance trois fois de suite une piéce parfaite. A chaque la et F si on obtient

ncer, on note P sion obtient « Pile »

« Face ».
1) Déterminer I'ensemble de tous les résultats possibles.
2) Calculerla probabilité d’obtenir le méme résultat lars de ces trois lancers.
3) Calculerla probabilité de ne pas obtenir successivement un méme résultat.
4) Calculerla probabilité d’obtenir au moins une fois « Pile ».
5) Calculerla probabilité d’obtenir « Face » pour la premiére
NB : tous les résultats doivent étre obtenus sous forme des fractions irréductibles.

fois que lors du troisieme lancer.

Exercice 3

Le plan est muni d'un repére orthonormé (0; i; J). A tout point M d’affixe z non nulle, on associe le point M

d'affixe z’ telleque : z' = %(z + E)
Onnote: z=x+iyet Z =x+Y¥;xy X et y’ sont des réels.
1) Exprimerx’ et y'en fonction de x etdey.
2) R étantun réel strictement positif différent de 1.
point du cercle (C) de centre O et de rayon R, @ est un réel de [0; 2m].
a) Vérifier que x = Rcos6 ety = Rsind puis que z = Re'®.
b) Déduire de la question 1) les expressions de x’ et y' en fonction de R et 6.

3) a) Ecrire entre x" et y’, une relation indépendante de 6.
b) En déduire que, lorsque M décrit (C), 'ensemble des points M’ d'affixe z’ est une conique dont on

On suppose que le point M d’affixe z = x + iy estun

précisera la nature.
e ————————————————————————————— ___—__—_ﬂ——_w
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<) Pourp = ,
p . =2, tra ‘out en précisant ses élémen i
% » tracer la conique obtenue touten p ts caractéristiques.

Bartie | ; gqp
On Note
1)
2)
3)

(c G 1a fonction définie sur 10; +oo par: g(x) = xlnx—x+1
o )-Sa Courbe représentative dans le repére (0, L, J).
Et::'" les limites de g en0et oo,
on ier les variations de g. En déduire le signe de g suivant les valeurs de x.

3 Note (C') la représentation graphique de la fonction x — Inx dans le repére (0, ). On ne demande
pMs de COnStruire (C) et (C’).
EnO:trer. que (C) et (C’) ont deux points communs d'abscisses respectives 1 ete.
Partie || €duire que, v x € [1; el xIn¥-x+1< Inx.
—=Te N: Soit f |3 fonction définie sur ]1; +oo[ par: f(x) = ﬁ In x

1) Etudier les |

a)
b)

2) b imites de f en +o0 eten 1.
resser le tableau de variation de f

3) Tr
acer la courbe représentative de f dans le repére orthonormé (0, [H)}

Partj :
tie Il : Etude de I'équation f(x) = %
1 ,
) Montrer que I'équation f(x) = % admet une unique solution, notée a, et que : 3,5<a<36.

2 7 :
; Soit h Ia fonction définie sur ]1; 4oo[ par: h(x) = Inx + -:-x *+ %
a
b) Mc‘“.tre" que a est I'unique solution de I'équation h(x) = x.
Etudier le sens de variation de h.
3) On pose:J = [3;4]

a) Montrer que,Vx€J,h(x)E]J.
b) Montrer que,Vxe€J, |h'(x)| < %
4) On définit la sui i [uu -
te des termes de l'intervalle J par:
Jeariyy, . = h(u,),¥n=0

a) Montrer que,Vn € N,u, €J.
b) Montrer que, vn N, [upyq — al Szmn —a

¢} Endéduire que, Vn € N, lu, —al < (%)n
d) Etudier la convergence de la suite (i,,).
e) Donner un entier naturel p tel que des majorations précédentes on puisse déduire que u, est une valeur
approchée de a 3 1073 prés. Indiquer une valeur décimale approchée a 1073 de a.
SUJET 50
Exercice 1
Soit I'équation (E) : 23 — (4+ )z + (7T +)z—-4=0
1) Résoudre I'équation (E) sachant qu’elle admet une solution réelle z;.
2) On désigne par z, et z3 les deux autres solutions de I'équation.
a) Mettre z4, z, et z; sous forme trigonométrique.
b) Soient A, B et C les points images des solutions z, Z; et Z3. Représenter ces points et donner la nature
du triangle ABC.
3) Montrer qu'il une et une seule similitude directe plane S transformant A et B et B en C.
Exercice 2
On dispose de deux dés tétraédriques, I'un bleu et I'autre rouge cont les faces sont respectivement notées
1,1,1,2 et-1,0, 2, 2. On lance simultanément les deux dés et I”on reléve les nombres inscrits sur les fa;es

cachées des dés.
1) On considére la variable aléatoire X prenant pour valeur {a somme des nombres ainsi relevés.

a) Donner la loi de probabilité de X.
b) Calculer I’espérance mathématique et I'écart type de X.

_——___H_W
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2) On effectue ces jets n fois de sulte,
a) Donner
jets.

b) Donner la probabilité q de releyer un

n jets.

c) A partir de quelle valeur de n at-on p > q.
Exercice 3

A oursdecesn
la probabilité p de relever une fols et une seule fols le nombre 2 pour le dé bleu au c

; e au cours de ces
€ fols et une seule fois le nombre 2 pour le dé roug

. . . ' f i uplanP
Soit P un plan orienté muni d’un repére orthonormal direct (0; ey, €,). On considére | aPphcat:/c:n fd : g
1 -_3) ZH+o+i—
dans muni méme qui au point M d'affixe z associe |e point M’ d’affixe z’ telle que : z' = (" 2 iz )® i z 2
a) lustifier que f est un antidéplacement, .
- eur
b) prouver que f = 5 o t ol s est une symétrie axiale d’axe (D) et t Ia translation de vecteur v, vect

directeur de (D). on déterminera le vecteur 3 et une équation de la droite (D).
Probléme

A) on considére la fonction numérique g définie sur R par : gx)=e*+x-5.
1) Etudier le sens de variation de g.

2) Démontrer que I'équation g(x) = 0 admet une unique solution a et une seule sur R.
3) lustifier I'encadrement : 1,30 < a < 1,31.

B) Soit la fonction numérique f définie sur ]—oo; S[par: f(x) =In(5— x).
1) Etudier le sens de variation de f. Préciser les limites d

efen—oetens.
2) Vérifier que f(a) = a.

3) Montrer que pour tout x de [0; 3liona:[f'(x)| < % En déduire que pour tout x de [0;3],0na:
1
fG) ~al <3 1x - al.
4) Montrerque V x € [0;3], f(x) € [0; 3].
5) On construit une suite (i) d’éléments de [0 3] enposant:uy = 1etu,,q = f(u,),vneN
a) Montrerque,¥n €N, ona: [Upiy —a| < % lu, — al.

1

b) En déduire que, v n € N, [u, — a| < g =

— al, puis que : |u, — a| <
SUJET 51

Exercice 1

on considére le nombre complexe z = (1 = \/ﬂ - i(1++3).
1) Ecrire sous forme algébrique z2.

2) Trouer le module et un argument du nombre com

plexe z2. En déduire le module et un argument du
nombre complexe z.

W g 17 . 17w
3) Endéduire les valeurs exactes de cos—lz— etsin =

4) En utilisant ce résultat, résoudre dans R I”équation : (1 —V3)cosx — (1 +v3)sinx = 2.
Exercice 2
Une urne contient 5 boules rouges et 4 houles noires toutes indiscernables au toucher.

1) On tire successivement deux boules sans remettre Ia boule tir

€e. Calculer la probabilité des événements
suivants ;

a) A: <« lesdeux boules sont de méme couleur>
b) B : <« les dux boules sont de couleurs différentes >>.

On tire successivement deux boules en remettant Ia houle

tirée. Calculer 1a probabilité des événements
suivants :

a) C: <« on obtient au moins une boule rouge>>
b) D : <« Iaprémiere boule tirée est noire>.

3) On tire simultanément deux boules de l'urne. Calculer Ia probabilité des événements 4, B,CetD.
Exercice 3
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Le plan p est muni d’un repére orthonormé direct (0,1,J). On considére I'application f qui, tout point M des

, 3.4 13
Coordonne " VEmEEAeYYY
Onnées (x, y), associe le point M’ des coordonnées (x',y) tellesque: § " 3 ° ¢
Yy = gx + E}’ + 5

1 1 )
2) E”(Pl‘lmer z' = x’' + iy' en fonction de z = x + LY.
3) L"application [ est elle un déplacement ou un antidéplacement ?

) Quelle est I'ensemble des points invariants par f ? =
4) En utilisant Fécriture complexe de f, démontrer que f © f est une translation. On désignera par 2V .

Vecteur de la translation. = {

5) Déterminer I3 droite (D) de vecteur directeur T telle que f = to s, testla translation de vecteur v et 5 12

SYmétrie axiale d’axe (D).
Brobléme
E e N _ x+1
tant donné yn réel m, on considére I'application f,,, : R = R qui tout x associe fm(x) = (1 —mx)e™™".
1)

. Suivant les valeurs de m, dresser le tableau de variation de f,.

Soit g la fonction numérique de la variable réelle x définie par: glx) =1 -x)e

la courbe de g dans le plan muni d’un repére orthonormé (0, I, ).

Dresser le tableay de variation de g.

Ecrire I'équation de la tangente (T) & (Cg4) au point d'abscisse —1.

€) Déterminer la fonction dérivée seconde g” de g et étudier son signe.

3) En utilisant une intégration parties, déterminer sur R la primitive de g qui s’annule pour x = -1

4) Calculer en cm? |"aire du domaine plan limité par (C g) I'axe des abscisses et les droites d’équations
X=—-letx=1.

3) Soit h la restriction de g sur Vintervalle I = ]0; +oo.

a) Montrer que h est une bijection de I sur un intervalle J que I'on précisera.

b) On note h™1 I'application réciproque de h. Calculer le nombre dérivé de h™* au point d’abscisse 0.

6) Les coordonnées d’un point M sont, 3 la date ¢ et dans repére orthonormé (0,1,]),x = —1 + Int et
Y = (2 - Int)t, avect € [2, +oo].

a) Déterminer la trajectoire de M.

b) Déterminer les coordonnées du vecteur vitesse de M la date t.

SUJET 52

a)
b)

Exercice 1

On donne les nombres complexes z et u définis par:z = —8v3 + 8ietu = V6 —V2 + l(\/g + \/7)
1) Ecrire le nombre complexe z sous forme trigonométrique.

Déterminer les racines carrées de z sous trigonométrique.
2) Calculer u?.

Utiliser ce résultat pour exprimer les racines carrées de z sous leur forme algébrique.
Sm :

. ¢ u 5t 4
3) Endéduire les valeurs exactes de cos, et sin TR

Exercice 2

On lance simultanément deux dés non truqués dont les faces sont numérotées de 1 a 6 et I’on note les deux
numeros obtenus sur les faces supérieures.
Calculer les probabilités des événements suivants :

a) Lasomme des numéros obtenus est égale a6 ;

b) Lasomme des huméros obtenus est impaire ;

¢) Lasomme des numéros obtenus est paire ;

d) Lasomme des numéros obtenus est supérieure ou égale a 8;

e) Lasomme des numéros obtenus est sirictement inférieure 3 4.

Probléme

= = T Trm— ST e
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A) On considere la fonction g définie sur J0; +oo| par: g(x) = x* -+ Inx = 1
1) Etudier les variations de g.

2) Calculer g(1) et en déduire le signe de g sulvant les valeurs de x.
B) On considere la fonction f définle par: f(x) = ote=2in

2 .
1) Déterminer l'ensemble de définition de . *

2) Calculerla dérivée [* de f et vérifier que : '(x) = g(:_') . En déduire le tableau de variationde /.
X

3) Ondésigne par (C) la courbe représentative de f dans le plan muni du repére orthonormé (0, 1, ]) d’unite
graphique : 2 cm,

. va 2
a) Etudier la position de (C) par rapport a la courbe (P) d’équationy =~ 2.

.2
b) Calculer la limite de f(x) — (52— — 2) en +o0. Que peut on conclure ?

a) Tracer les courbes (C) et (P) dans le plan muni du repéere orthonormé (0, L))

5) On désigne par (C;) I'ensemble des points de (C) d'abscisses supérieur a 2. .

a) Démontrer qu'il existe un unique point d’intersection de (C 1) avec l'axe des abscisses. On deésigne par Xp
I"abscisse de ce point. )

b) Déterminer une équation de la tangente (T') a (C) au point d’abscisse 2. et calculer I'abscisse x4 du point
d’intersection de (T) et (OI).

6) «a estun réel supérieura 1.

a) Calculer en fonction de & I'aire A() de la partie du plan comprise entre
x=1letx=a.

b) Calculer la limite de A(a) en +co.

(C), (P) et les droites d’'équations

SUJET 53

Exercice 1
z-3+i
z+2-i’

A tout point M du plan d’affixe z, on associe le point M’ d'affixe Z'telleque:z' = Onposez, =3 —iet

zg=—-2+1i
1) Interpréter géométriquement le module et un argument de z'.
2) Exprimer ¥’ et y’ en fonction de x et de y sachantque : z = x + iyetz =x'+1iy.
3) Déterminer et construire I'ensemble des points M d'affixe z tels que :
a) Z'estréel;
b) Z’ estimaginaire pur;

o |Z'1=1;

N1

d) |Z'| = >
Exercice 2

Dans chacun des cas suivants déterminer une primitive de f sur l'intervalle I indiqué.
1) f(x) = sin*xcos°x et = R;

= B L = Jeange =
2) f(x)—z:+1+(2x+1)2 etl—] L ['

2

f— 2 — . .
3) f(x) = pr - et! =]0;1[;
4) f(x) 2%?05: et/ =]0; +oof;

1
5 f(x) = e et/ =R.
Exercice 3

1) Sachant que V est une suite géométrique

1 1

1) Sachantquevy = —-etq =y, calculer vg et Sg.

2) Ondonne g = —3 et vy = 81. Calculer vy,

3) Sachant que U est une suite arithmétique, on donne : ug = 7 et ugy = —181. Calculerr et Sqs.

e T R T L T T e O e T R B e S S et
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) : =
Soit (u,) la suite définle sur N par : o 2l
Uyt =552
1) Démontror que la suite (v,,) définie sur N par vy = :_:— ast une suite arlthmétique dont on précisera la
n
, raison et le premier terme.
" ) Exprimer v,, en fonction de n et en dédulre u, en fonction de n. Quelle est la limite de (u,) ?
“robléme
Partie o
;; Soit g la fonction définie R par: g(x) =3 - 3x* - 1.
% Etf-ldlel’ le sens de variation de g.
) Déterminer les limites egen—o en et+oo.
3) Démontrer que I'équation g(x) = 0 admet une solution a. Vérifier que 3,10 < a < 3,11.
) Déterminer le signe de suivant les valeurs de x.

Partie B

—20e B : Soit f la fonction définie sur R par: f(x) = e™*(1 - x°).

1)
2)
3)
4)

a)
b)
0
3)

c)

Déterminer la fonction dérivée de f et vérifier que [’ est du signe de g.

Déterminer les limites de fen—oo en et -+oo. Dresser le tableau de variation de f.

Démontre que : f(a) = —3a2e~% Donner un encadrement de f(a)

On appelle (C) la courbe représentative de la fonction f dans le plan rapporté au repére orthonormé
d’unité graphique 2 cm et (A) la tangente 3 (C) au point d'abscisse 0.

Etudier le sens de variation de la fonction h définie sur [0; 1] par : h(x) = e *(xt+x+1).

En déduire que h(x) > 1 pour tout x € [0; 1].

Démontrer que (C) est au dessus de (4) sur l'intervalle [0; 1].

a) Montrer qu'il existe des nombres réels a, b et c, que I'on déterminera, tels que la fonction F définie sur
Rpar: F(x) = e *(x® + ax? + bx +).

Calculer I'aire de la partie du plan comprise entre (C), I'axe des abscisses et les droites
etx =1.

d”équations x = 0

SUJET 54

Exercice 1

1)
2)

3)

4)

Soit le polynéme P(x) = —x* — 6x + 20. Calculer P(2).

On considére le polyndme complexe : f(z) = 23 — 62 + 20i. Montrer que 'équation f(z) = 0 admet une
solution imaginaire pure z, que 'on déterminera.

Trouver les nombres complexes a et b tels que : f(z) = (2 — 2g) (z* + az + b). En déduire la résolution
de f(z) = 0. On désignera z, la solution non imaginaire pure dont la partie réelle est négative et z, la

troisieme solution.
Soient 4, B et C les images respectives de zg, Z; et Z,. Placer les points A, B et C dans le plan complexe et

en déduire la nature du triangle ABC.

Exercice 2

1)

a)
b)

c)
d)
2)
a)
b)

Ug = 3
On consideére la suite (u,) définie par: _ 3up,—4
Uppp = w0, =1
1yl
Démontrer, en raisonnant par recurrence, que cette suite est minorée par 2.

_ ("n"z)z

Uy~

Prouver que, pour tout m, U, 41 — Uy = . En déduire le sens de variation de cette suite.

Justifier que cette suite est convergente.
Justifier qu’elle converge vers 2.

s : — 1
On considere la suite (v,,) définie par: v,, = o
e

Démontrer que cette suite est arithmétique.
Donner 'expression de v,, en fonction de n puis celle de u, en fonction de n.

W
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3) On considere la suite w, = [nuy,

a) Justifier qu’elle converge vers [n2,

b) Prouver la suite w est décroissante,

¢) Résoudre dans N, 'inéquation : [wy, — [n2] < 102,

Probleme

A) Soit f la fonction définie sur R par: f(x) = c—f——; - % On note (C) sa représentation graphique dans un
repére orthonormé.

1) Déterminer les limites de fen—weten +o. les interpréter graphiquement-

2) Etudier les variations de 8

3) Démontrer que cette fanction est impaire. Qu’en déduit on de (C) ?

a) Déterminerle signe de f(x) selon les valeurs de x.

B) On considére maintenant la fonction g définie sur R par : g(x) = In(e* + 1) - %x. on note (C4) 52
courbe représentative.

1) Prouver que, pour tout x, g(x) =In(1+e™)+ %x =1In (e; + e’g). Dans la suite il fut mieux choisir a
forme la plus commode de g(x) parmi les trois formes pour parvenir aux réponses demandeées.

2) Vérifierque g =f.En déduire les variations de g.

3) Déterminer la limite de g en +co.

4) Prouverqu'en + ladroite (A) : y = %x est asymptote a (Cy)- Etudier la position de (Cg) par rapport a
(8)-

5) Démontrer que la fonction g est paire. Qu'en déduit on pour (C,)? En déduire I'équation de I'asymptote
oblique a (Cg) en —.

6) Tracer (Cg)-

SUJET §5
Exercice 1

On considére la suite numérique (u;,) définie, vn=1lpar: {u

1)
2)
3)
4)
a)
b)
5)
a)
b)

uy = 1

2
n+1 =§uu+5

Déterminer graphiqguement les 5 premiers termes de |a suite (1¢,,)-
Démontrer que la suite (u,) est minorée par 15 et est décroissante
Déterminer un réel a tel que la suite (v,) définie sur N par v, = U,
Dans la suite on considérera la valeur de a trouvée.

Calculer vy, puis donner I'expression de v,, en fonction de n. Déterminer la limite de (V)
En déduire expression de u,, en fonction de n. Déterminer la limite de (i)
Onpose:S,=vy + 12 +otrvpetSy=uytupt+ ot Uy

Calculer S, en fonction de n et étudier son comportement a l'infini.

Calculer §',, en fonction de n et étudier son comportement a I'infini.

+ a soit une suite géométrique.

Exercice 2
Soit f la fonction de C dans C définie par: f(z) = 2> + (4 + 8i)z* — (26 — 32i)z — 60 + 32i.

1)

2)
3)

Démontrer qu'il existe un réel a tel que : f(a) = 0. En déduire qu'il existe un polynéme @, du second
degré, tel que : Vz € C, f(2) = (z — a)Q(2).

Résoudre dans C I'équation f(z) = 0.

On désigne par z; la solution réelle, par 24 la solution dont la partie réelle est positive et par z; la solution

dont la partie réelle est négative.

Dans le plan complexe rapporté au repére orthonormé (0; €,; €;), on désigne par 4, B et C les points d’affixes

respectives zg; Z; et Z;.

a)

e ————

En interprétant géométriquement le module et I'argument principal du quotient 28724 an déduire la
Zc—Zp

nature du triangle ABC.
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b) Démontrer qu'il existe une et une seule simllitude plane directe S qui transforme A en BetBenC.
Donner I'expression analytique de § et en dédulre unc équation de la drolte (D'), Image par S de la droite
(D) d'équation : y ==X

) Donner I'écriture complexe de homothétie It de rapport = 15 qui transforme A en C.

d) Donner récriture complexe de la rotation r de centre C et d'angle - '—J' ;

Exe;)iteuaonner P'écriture complexe de |a translation ¢ de vecteur AC.
\

1) En utilisant I'algorithme d'Euclide, déterminer le PGCD des nombres 45 et 28.

2) a) Démontrer qu'il existe un unique couple (Xo; Yo) d'entiers relatifs vérifiant : 45x — 28y = 1.
b) En déduire toutes les solutions enti¢res de I'équation précédente.

3) Déduire alors toutes les solutions entiéres de I'équation : 45x — 28y = 6.

Probleme

A) Le plan est rapporté un repére orthonormé (0; i J). On considére les fonctions f et g définies sur R
par: f(x) = 2x + eet g(x) = f(x) —x

1) Déterminer la limite de f en + et en —co.

2) Etudier les variations de f.

3) Démontrer que la fonction f est une bijection de R sur R. . .

4) On désigne par (C) la courbe représentative de f etpar (C") celle de f’1 dans le repére (0; L; D-

a) Etudier les branches infinies de (C).

b) Construire les courbes (€) et (C’). (On pourra calculerf(— %) et f(0))

c) Calculer, en cm?, I'aire du domaine plan limité par la courbe (C), I'axe des abscisses et les droites
d’équations x = —3 et x = —2.

5) Démontrer que I'équation f(x) = x admet une solution unique Xo vérifiant : —1 < xg < 0.

6) Dans tout ce qui suit, on pose h = f71.

a) Justifier que h(xy) = xg.

b) Démontrer que, pour tout x € ]—00; Xo), A(x) € ]—; xo)-

7) Démontrer que, ¥ x]—o0; Xg),ona: 0 < h'(x) < % Démontrer que, ¥ X € |—00; xol,ona: [h(x) -
Xol <3 1x —xol.

. . uy = -1

B) Soit (u,) la suite définie sur N par: {V nEN, Uy = h(in)

1) Démontrer que, ¥ 1 € N, u, € ]—00; Xq].

2) Démontrer que,V 1t € N, [tp41 — Xol < %Iun — Xg/, puis en déduire que, V1 € N, [©, — xol <

n
) 10—l s
3) En déduire que la suite (u,) est convergente et préciser sa limite.
4) Déterminer un entier naturel 1 tel que Uy, soit une valeur approchée de xo 3 107° prés.

‘M
M/#
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deme Partie

Nombres complexes et transformations du plan
Exercice 1

1s .
=(%;T)[)—.-;zl =(1+i)5et zz=(\/§+3i)4

1) Formes trigonométriques de z, et z, et déduction
de leurs formes algébriques respectives
|zl = 11+ = 4VZ et |z,) = |[V3 + 31" = 144
arg(z,) =5arg(1 + ) + k2n = ST" +k2m et arg(z,) =
4arg(\f§ + 3£) + k2 = % + k2maveck € 7

Alors : z, = 4\/7(::03'%’ + isin %’L)
et z, = 144(cos4—"+ isinﬂ)
Par suite,on a : 21—4\/—( -1 )——4—4iet
z, = 144(-1- z?) =-72-72i3

2) Forme algébrique et forme trigonométrique de Z.

=h__ M -
Tz -72-720M3 72 72
V2 V2
2] = 2= T = Je et are(®) = agr(z,) — arg(z,) +

k2r = -2+ k2m
12

On en déduit alors :

Z= —(cos( 1"2) + isin (— %))

3) Déduction des valeurs exactes de (:os-lri2 et sin—
.13

ma—f(cos( )+Lsm( 1"2))=f::—'+
i
72

Par identification et aprés expression conjuguée,

Zrp =Zpy

T _ VE+vVZ
. 12 4
on obtient :
o 57
Sin—=——
12 4
Exercice 2

zy=1-iz;=1-iV3etz=4
Z2
1) Module et un argument de z,, z, et Z

_ _ _lnf_ v
21l = V2, |zg| = 2 et |2 = 22 = 1

arg(z,) =arg(1-i) = —§+ k2m,

arg(z;) = arg(1 - iv3) = —§+ k2m et

arg(Z) = Sarg(z,) — 4arg(z,) + 2kn

D'ol arg(2) = —%"+%r5+ 2km = -};+2kn,k €L
2) Parties réelle et imaginaire de Z

zi =42 (cos %" + isin ST") =—4+4iet

z3 = 16 (cos“—" — isin '—“) =-8+8iV3

-4+
=2Z= Tm? et aprés expression conjuguée, on obtient -

V3+1 | V31

Z=T+r—8—etenﬁn,ona:

Y=-2x%y-2y*-2y
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J‘ 1
Re(Z) = ﬁﬂ et Im(Z2) =

= n—
3) Valeurs exactes de cos S et sin—

- V3+1 i i Vi-1
_ \/— 2z + isin ) = 8
Zyp=Zpp @ F\€05] e &, i
ué
Par ldentificatlon et apres expressioﬂ canjug
n _ VeI
_eos =5
obtient:y =
sifi-= = =

Exercice3
M(x,y) —z=x+10y
1) Montrons que I’

que :
|z—1—2i| = |z —7 + 2i| est une droite dont on donnera

ensemble (D) des points M tels

une équation
En posant z = x + iy, on obtient:
x-=1+4+i(y=2)|=Ix— 7+i(y +2) i
(x-1D?+@-2P¢=&=-7?+0+2)
Par développement, réduction
on obtient: (D):3x —2y —12 =10

2) Retrouvons le résultat en utilisant les points

A(zy = 1+2i) et B(zg =7 — 20)

|z—1-2i] =|z—7+2i| & MA = MB, alors I'ensemble
des points M est la médiatrice du segment [AB], d'ol la
droite (D).
Exercice 4
w(z) = z, —

1) Montrons que @(e'?) est imaginaire pur, puis

calculons son module et son argument.
elo 2
0y —
(e ) P20_y  glO_g-

Ore'? = cos6 + isind et e“‘“J = cos@ — isin@ , alors
e!? —e~10 = 2ising

- , gy _ 1 = 1 .
on obtient : ¢;( ) s =

lo(e®)] =

arg (‘P(e )) = — 2+ k2, car 6 €10, [, sinf > 0
2) Zestle conjugué de z.

carVGE]Q n[,5inf > 0

) _ 22(2%-1)
a) Montrons que : (.D(Z) RTEETE
=22 _ _22(z%-1)
9(2) = 7= @G-
OrZZ_l)_ -2_1ec(22_1)(22_1)=IZZ_‘”Z
22(7%-1)
lors - = ——r
AOrS (p(z) Izz__”'l

b) Onposez = x + iy et 22(72
Calculons X et ¥ en fonction de x et y
X+1Y =22(2 = 1) = 2(x + iy)((x - iy):—-1)
=X +iy =20+ 2xy? - 2x + i(-24%y - 2y* - 2y)
X =2x+2xy? - 2x

~1)=X+iY

Par identification, on a - {



R SNRCRSEEEEE

c TR 5
) (0,4,5) repére du plan. Déterminons I'ensemble

des points M(z) tels que ¢(z) soit imaginaire
pur |
9(2) €iR o Re(q)(z)) =0
o284+ 2xyt-2x=0
x=0
o! ou
2 R
L'ens . RoRpT=
dé uen—fble des points M(z) est donc la réunion de la droite
Quation x = 0 et du cercle de centre 0 et de rayon 1

3)  Résolvons dans C I'équation ¢(z) =§

; i .
¢(Z)=—@i=i

0 ; 2 z22-1 2

Nobtient:iz2 — 4z — (=0

A= (-4)% - 4i(-i) = 12 = (23)?

- V3
4 =" = (24 V3)erz, = 2B = -i2 - V3)
ol s = {~i(2 +V3); ~i2 - v3)}

Exercice 5

o 4z=i(z2-1)

1)  Ecrivons sous forme trigonométrique les racines
. gublques du complexe: a = 16(1 — 1)
osons z° =q=16(1-i)=|2}| = 16|1—1i| =
16V2 et arg(z3) = arrg(16(1 — i) = “’“: +kan

Alors z3 = 162 (cos (— %) +isin (_ E))

Dautre part, posons : z = r(cosa + isina)
Alors z3 = r3(cos3a + isin3a)
b3 e ol
16v2 (cos (— ;) + isin (— ;)) = r*(cos3a + isin3a)
Par identification, on obtient :
{3a =T+ kan {a = T M
&

2 = 1605 12 3
r=22

Z = Zﬁei(‘:’[*kz—") avec k = {0;1;2}
Pourk =0, 0n,a:
2y =22 (cos (— :—2) + isin (— %))
Pourk =1,0na:z, = Zﬁ(cosi—:+ isinz—;)
Pourk = 2,0na:z, = Zﬁ(cossT"+ isinSTn)
2) Aréel et zy=1+i+2V2Ze* =+ 0
a) Calculer les réels x; et y; en fonction de A
z3 = 1+ i+ 2V2(cosA + isind)
=1+ 2V2cosA +i(1 + 2V/2sind)
(Car: e = cosd + isind)
Par identification, ona: [x’l =it By
y; = 1+ 2V2sind
b) Déterminons I'ensemble (C) des points M, lorsque
A décrit [0; 2m)
{xl 1+ 2V2cosA
yy = 1+ 2v2sind
cercle de centre I(1; 1) et derayon r=2v2
Alors M; € (C) : (x-12%+@-17°=8

I

est la représentation paramétrique du

3) Montrons que les solutions de I'équation
[z — (1 + D)]? = asont les affixes des points ©)
posonsz—-(1+)=Z=2*=a

2, = 22 (cos (5) + isin @)
Or cos (;";) + isin (;";) = ﬁ:ﬁ.,. ,'_*/E_;ﬁ

zo=2ﬁ(£:”i54-tfﬁ—;ii)=1-+ﬁ+i(ﬁ—1)
orZy=z— {1 +0= zg=1+i+2o
on obtient alors : 2o = 2 + V3 + V3
Soit My(2 +V3; V3)
MOE(C)@(xo—1)2+(yo—1)z=8
n(2+\/§—1)2+(\f§—1)2=8, on

obtient alors 8 = 8 alors Mq e (0)
Z, = 27 (cos T + isin )= zﬁ(ﬂz—f‘% lﬁfﬂ) =
1-V3+i(1+V3) ;
orZ, =z —(1+1)
oz =1-V3+i(1+V3)-1-i
On obtient alors : 2, = 2 —V3+i(2 ++/3)
soit My (2 —V3;2+V3)
MXE(C)@(x1—1)2+(yl—l 2=8
& @2-V3+ 2+@+V3-D*=8
on obtient alors 8 = 8 alors M; €(0)

5t 51 .
Z, =22 (cos—4— + isin—4—) =-2-12

Orzzzzz—(]_-f-i)ﬁ ZZ=*2—21+1+l:—'1"":

soit My(—1; —1)
MzE(C)w(X;:-l)z+()/z—1)Z =8
e (-1-1)2+(1- i)2 = 8, on obtient

alors 8 = 8 alors M, € (C)
Ccl - toutes les solutions de I'équation sont les affixes des
points de (C)
Exercice 6
z — 3403z, =VI+iV6z=VB—iVBet

3, 4

1) Ecrivons zq,2; et Z3 SOUS formes trigonométrique
" et exponentielle

2] = |3 + (V3] = 2B etarg(z)) = =+ k2w
> 7, =2V3 (Coss?"+ isin 5?") = 2\/_3_3"%

I2a = [VZ + V6| = 2VZ et arg(z;) = S + k2m
= 7, =2V2 (cosg + ising-) W

23| = |VB — iVB| = 4 etarg(z;) =~ + k2m

= z3= 4(cos (— E) + isin (— g)) = 4e'i§

2) Déduisons en la forme exponentielle de Z

sl _@B)@ s
25 | 1mf v’

1Z|

M
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et arg(Z) = 3arg(z,) + 4arg(z;) — 6arg(zy) = - g +
k2n
oz =12V3e

" 3) Calculons alors la forme algébrique de Z

._lzf(cos(—i)+sm(——-))*12\f_(0 0

=2 =-12V3
Exercice 7
z=-1+1y
1) Calculons les valeurs de y pour que |z] =2

|z] = |—1 + iyl =J1+y?
lzl =2 o Jl+yt=2 o1+yt=4
On obtient alors : y = {—V3; Vv3)

2) Pour chacune des valeurs de y trouvées, écrivons
z et z* sous forme trigonemétrique

1 cas:y =3
z=-1+iV3
|z| = 2 etarg(z) = arg(—-1+ i\/§) = z?"+ k2n
|z*] = 16 et arg(z*) = E—:— + k2w
2m . . 2n
Alors:z=2 (cosTJr isin T) et
8m . . Bm

=16 (cos-_;-l— tsm?)
2™ cas:y=—V3
z=-1-0V3

Les deux nombres complexes étant conjugués, on déduit :
|z| = 2,arg(z) = —EE+ k2m,|z* = 16 et
arg(z*) = ——-+ k2m

Alors:z =2 (cos (——) + 1.sm (—23—7[))
et z* =16 (cos (—- —375) + isin (—S?“))

3) PosonsZ =—8+ 8iv3
a) Ecrivons Z sous forme trigonométrique

12| = |-8 + iv3| = 16 etarg(2) = 5+ k2m
Alors : Z = 16 (cos 2 + isin =)
3 3
b) Résolvons dans CI'équation :
7= -8+8iV3
n
Posons : Z = z* = z* = 16e'5

posons, d’autre part:z = re'® = z* = rtetia

2n
v =2" & rte'® =16e"7
Par identification, on a :

= 16 re=id
n = n  kr avec k ={0,1,2,3}

4a=—+k27r =+t

mokm
Alors : zk=Ze(+z)
Pourk = 0,0na:zy = 2e'e = V3 +1i
.2n
Pour k = 1,0na:z,=2e‘7=—1+i‘f§

I
Pourk = 2,0na:z, = 2e'e = —/3 -1

Pourk =3,0n8 123 =
Dol S = [\[_+i ~1+ 03

Exercice 8 e
1) Résolvons dans C I'équation ”

es de la forme : Zy = en

- EEE-:-" aveckt = (0, 1; 2:3; 4]

Pourn = 5,0n3:Z et
Pour k = 0,0n2:25 = 1 = cos2m + St

Les racines n *™ de 1sont tout

(. 2N
Pourkzl,ona:zi=e's£=c05555+:sm—5—

, . 4nm
Pourk:Z,ona:zZ=e'5!=cosisﬁ+tsm?

, ., 6@
Pourk:3,ona:z;=eigs"‘=cos%"+zsm? _
i? = cosB—Tr + isin"’?"

Pourk =4,0na:zs =€
es solutions est nulle

2) Demontrons quela somme d
Posons : Wp —cas-—+ LSm—-’ w1 = cos——+ tsm— ;

6 — —

w; = cos?+lsm—5—; w3 = cos +tsm " et
wy = cos2m + isin2m

= 2 4 w3+ wp® +wp®

w0+w]+m2+ﬂJ3+w4—-wO+wo 0 0 0

5 e _1_%5
Alors:zg+23+ 22+ 23 T2 = 2y
0

1-wp

Orl—-wos—'o = ZU+21+ZZ+23+Z‘1—

3) Déduisons en que : cas =+ cos— ==

21

1+e5+25+65+€5—0

61 8
1 +cos—+ cos—+ cos—4+ cos—= 0
Alors : 81
sinz—"+ sm—-l- sm——l— sm——— 0

Soit1+cos—5—+ cos?+cos?+cas—g—=0

6 an 8 2rn
Or:co's—'T = cos—et cos?r- cos-s—

4 8 2
(car——ZJrr—-S1E et—'f=27r—-—5)

Alors : 1+cos—+cos——+cos——+cos—_ 01+
2cos-5—+ 2cas—5- =

2n 4 1
Alors:cos—+cos—=—
5 5 2

5 L3 . n "
4) Exprimons cos —en fonction de cos < puis

2 4m
calculer cos = et cos—
cos2x = cos?x — sin’x
2n 4m 2
En posantx = —, onaura:cos— = cos2 (?)

2
Alors : cos~ = cos? = — sin? ?"

= cos-X = cos ——1+cos =
5 s 5
y . 4 2
En en déduit alors : cos?" = ZCc:)sz?rr -1
1

n 4n 1 4
cosZ 4 cos = L = o5 = —gos B -1
5 5 2 5 g 2

On aura :—cosz?"—%z 260322?7[— 1, alors :
Zcoszz?"-%cosz?n—%:O C:4COSZZ?H+ Zcos%ﬂ-— 1=0
En posant: X = cosz?",onaura:M(Z $2X-1=0

A= 4+ 16 = 20 = (2V5)?

i B S N I e S T A T PR e e
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Xy =165
4
Xzzl‘ﬁ

X, &t
2 etant nggati

Nt négative, on en dédili : cop 2= -14V8

4 5 4
C0Ss — =

e 2C0322?"._ 1= 2(-1+\/§)2 ~1
Alors : cog 4 = 1=V
. S 4

Exercice g

1 .
) Résolvons dans Cl'équation :z° = 1

Z, = (kin
Pk~e * aveck = {0;1;2)
OU"k=0,0na:zo=1

Pour k = 2
Lona:z =¢'3 __1+!,§
Pourk = 3 ona Zz—e‘g——-—iﬁ
2 2
AIors:S:{l;_L_Hg. 1 .3
2 2’_“‘?]‘

D 2 .
€duisons en les solutions de 73 =

2km

3
Z° =8 & 23 =53 e ==
27 =27, on déduit :z, = 2e" 3 avec

k=1{0;1;2)
Pourk:O,ona:zn=2

Po -
urk Lona:z =2(_%+[§)

-1+iV3

Po = . y
urk 2.ona.22=2(_§._1§)=_1#1\/§

Dol § = {2; —1+ V3 -1 - i¥3)
2) Soit A(~1 + iV3); B(2); C(~1 ~ iv/3)
a) Construction (voir fin exercice)

b) Calculons le module et un argument de A=22
Zc—2Z
ﬂ = —3+i\/§ Za-2p|, o
2c-25 -3y ' A0S [ o | Let
ar, (’—_"’5) =_T
. zc-zg/ ~ 3 [21[]
c) Déduisons en la nature du triangle ABC
Za—zg| __
ze-zgl {AB = BC
=3 T ™
o [ZA=2 i
org(222) = T ko  (MsCBCTR) =S

On conclue que ABC est un triangle équilatéral.
2|
3) f:iz'= elzz
a) Nature et éléments caractéristiques de f.
f est une rotation de centre O et d'angle ZT"
b} Déterminons z,, et z,
L2T
fA)=A & zy=e5(-1+iV3)
Alors: z,, = —-1—iV3(4' =C)
A
F(C)=C oz, =€"3(-1+V3)
Alors :z¢, = 2 (€' = B)
¢) Déduisons en I'image de la droite (AC) par f, puis
en donnons nue équation
f(A) = C et f(C) = Balors: f((AC)) = (CB)
Soit M(x; ¥) un pointde (CB), alors :

¢+ 1 3
det|yl_'_+\/§ ﬁlzo o V3x+1)-3(y+V3) =0

D'ol : (CB)'&:-'x;/? -3y-3V3=0
TS ¥ '»I !

-
-1 -3 - - q 1

Exercice 10 :
Miz=x+iy) ) MZ=X+
; 1 : _2z-1
i), A-1),81),C(3) D@y etz =3
a) Déterminons I'ensemble (E) des points m(z)
telsque:|Z| =1

2z-1 _ 2(1—;) _ 2(zm~2c)

Z= 2-z 2-% ' Zp—2Zm
Z|=1e .zﬂl;:]_ o 2mC =mD o 4mC2 = mD?
m

4mC? —mD? = 0 & (2mC +mD)(2mC —mD) = 0
Alors (E) :mi.mj = 0avec [ = bar{(C,2); (D, 1)} et
J = bar{(C,2); (0,~1)}
Cl : Uensemble (E) est le cercle de diametre (41
b) Déterminons I'ensemble (F) des points m(z)
tels que : arg(Z) = ;[Zn]

_ 2zm-2c) _ *me

Zp—Zm ZHB

arg(2) = % [2n] & mes(mD,mC) = -’23[271} =
—_— — ™

mes(mC,mD) = —[27]

Cdl: I'ensemble (F) des points m(z) est le demi cercle,
privé du point D, situé en dessous du diametre [DC]
c) Tragons (E) et (F) (voir fin exercice)

d) Exprimons en fonctiondez: U = <o

Z+1
2z-1 1
i = -1 _ 55t 2zmit2Hz
Z+1 Z;T_;n 2z-142-2
3z-3 3(z-1
Alors : U = 222 = 3¢21) )
z+1 z+1
Déduisons en que les points 4, B, m et M sont cocycligues
ou alignés.
3z-3 3(zm-2z ——t —t
=323 _3m=28) o, grgU = mes(Am, Bm)(2m)
z+1 Zm—ZA

, z-1 _ — =
D'autre part, U = —— & argll = mes(AM,BM)(2r)

Onaalors: mes(m, Wn') = mes(m,m)(m)
On conclue alors que les points A, B,m et M sont soit
cocycliques, soit alignés.

Mﬂ
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Exercice 11
F:z' =u?z+u-1
a) Déterminons 'ensemble des valeurs de u pour
lesquelles F est une translation, puis caractérisons
F pour chacune des valeurs trouvées.
De maniére générale, F a pour écriture complexe dela
forme:z =az+b
F est une translation si et seulement si, a = 1 alors u? =
w=1eu={-11}
. Pouru=—1,0na:z =z—2,alorsFestla
translation de vecteur d’affixe -2.
- Pouru=1,0ona:z =z alors F estl'application
identique du plan.
b) Déterminons I'ensemble des valeurs de u pour
lesquelles F est une rotation d’angle %, puis

caractérisons F pour chacune des valeurs
trouvées. 1
=1

2 n
arg(u®) =3
Posonsu = x + iy = u?=x?—y? + 2ixyet
[u?] = x* +y*

F est une rotation d'angle % < { eut=1I

. _of2 V7
I"+}’2= 2x2 =1 x—-—2~ou.x—-7
2 _ 42 — 2.
. xy>0
Onobtient:u=[£+i£; —£~i£}
2 2 2 2

2 - i o= ;
- Pouru=§+1g,ona:z’=lz+%+1§

F est la rotation d’angle %r et de centre A d’affixe

_ VZ-2+iVZ _ 1, .V2-1
AT 20-p) | 2 L
- Pouru=~——i£ona 2 =g =
. 2 2 2
F est la rotation d’angle 5 et de centre B d'affixe :
-V2-2-iVZ 1, .-1-V2
I = r———————— = —— _—
B 201-1) s by

c) Valeurs de u pour lesquelles F est une homothétie
de rapport —2.

K=-2ou?=-2eu = (V2)?

On obtient : 1 = {—iVZ; ivZ)

pouru = [vZ,0n2 12’
F est 'homothétie de rapport k
~1+1V2
d'affixe z¢ = 1
! ' 2z—-1— V2
- Pouru=i\/7,0ﬂa"z ==¢z de centre D
I est 'homothétie de rapport k = —2etae
-1-1yZ
d'affixe zp = —1—5—-

d) Caractérisons F pour »
w=0-02=-2 alors Fi2' = —2Zlz =1

2z -1+0V2
_7 et de centre c

\

\

- lecentreE

Z 1
3 2 1, _2, =
=___—_-__—-[aI0rSE( ; )
Ze T Tzl 5 5 &F &

- Lerapport
k=|-2il=2
- Langle
# n
g = Arg(—2i) =—3
Exercice 12 ' .
MO;y)—z=x+ iy , A(),B(—20) et fiz =15
A) zeC\z# i '
a) G=arg(z—i)etr = |z — il
Interprétons géométriquement 7 etd
r=lz—il=lzy —2zal,3lOrS: 7= MA
g = arg(z— i) =arg (zm — z,) ,alors:
6 = mes(@,AM) + k2m k € L
b) Montrons que (z' + 20(z—0) =1
p . 2z=i 27~ _ 2z—i-2z+21L

i 5 i .
= = = +2i=—;
z iz+1 Z'+ 2 iz+1 iz+1

3laidede A et M.

; . 1 L _ 1
vl A ok e
iz+1 i(z=i) z-i

z’+2i=ﬁ @ +20)Ez-D=1
o) r'=|z' +2i|let@ =arg (z' +20)
Exprimons 7’ et 8’ en fonction de r et &
r' =z +2i|etr =z il
+2)z-D=1e '+ 20(z—=0)| =1
ez +2illz—il =1
or'r=1

i 1
Alors, on obtient : 7" = -
:

z'+2i= ﬁ & arg(z' + 2i) = —arg(z — i) + k2n
Orarg(z' +2i) =0"etarg(z—-i) =10
alors:8'=—-0+k2n,keZ
interprétons r’ et 8 a I'aide des points B et M’
' =|z'+2i| = |z' —zg|,alors: 7' = M'B
6' = arg(z' + 2i) = arg(z' — zg) = arg (zg)»
alors: @' = mes (ﬁ'B_M—;) +k2n, ke
B) C(A 1)
a) Montrons quesi M € (C), sonimage M’ € (C),

cercle de centre B dont on déterminera le rayon.

ME()oAM =1 ©1r=1

M e(C)=BM =r',orr' =>,etr=1 =1' =1, 0n
- i

aalors:BM' =1
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DIO\ 9 '
UM appartie

b) ve - Ntau cercle de centre B et de rayon 1. PA+1D)= 0 alors 2y = 1 + i est solution de I'équation
fmy < M'n fons quze (C) est l'image de (C) par f (E)
= v 2z- 42 o . ’ e "
Sz = ez :lzz,’ pour tout z # —2i c) Résolvons dans C I'équation (E)

Tout pOint de (C') a

i - [ 2
Un antées son affixe différent de z; = —2i eta Plaj=fz={4 e ot + )
ntecedem M pa

Cdl: (¢ rfetona:alors AM = 1et M € (©) En utilisant une division euclidienne, une factorisation on
(C7) est l'image de (C) par f obtient: P(z) = (z -+ L'))(zZ -6z + 10)
Q) Tz =2 3 {z—(1+i)= (1)
T=—= Y2y . =
ad e 2 +(1+3): P@=0212 64 10=00)
, alculons I'affixe gy vecteur AT (1) Donne:z; =1+i
AT =2Zp—p V2 Z_ =
TTEET (D)= Ry (148 ) El e
Alors: 7 . _ V2, .z : A= 36 — 40 = —4 = (2i)
duison 2 2 2, =28 o34, =R 3
DedUisonS enqueT € (C) 2=, T 143 2 ‘
TE(C)mAT=1 Dot S={1+i;3+4+(;3—1i}
AT = V3 2) A(Q+i),BB+)etK(3-1i)
h 'z“—".l = '?2 + lg' = F+3 =1 a) Plagons les points A, B et K (voir fin de I'exercice)
Alors T ¢ ©) ‘o et montrons que ABK est un triangle rectangle et
b Stermi isocele. .
) Dflimlnons une mesure en radians de I’angle Zamzp _ 143421
(u'AT) zx—zg  3-i-3:0 | -i
mes(y A7) — ZA—Zg| _ ZATZBY . _ T
(u,AT) = arg(zA—T) =arg (g + ifi) trtg) 1 v‘et ?rg (z_x-zs) >t k2n
Alors : mes (i, 4T) = = AB = BK
AT) ==+ k2 - o o,

Ccl: ABK estun triangle rectangle et isocéle en B
b) T estle cercle circonscrit au triangle ABK.
Déterminons 'affixe du centre G et la valeur du

rayonde T
ABK est inscrit dans le cercle T alors [AK] est le diamétre
del
. — _
: * Alors:zc=m%=l%“=2etr=%=l—zﬁz~zk—l=ﬁ
t

D'ouT (G(zg = 2);7 = V2)
= 3) D):lz—1-i|l=|z—-3+1]

a) Justifions que F(4 + 2i) appartienta T’
Fere lzz—1-il=|z-3+i|le|3+i|=|1+

S 3il, alors : 10 = V10
Exercice 13 ALt

1) 2= 3+ b) Caractérisons géométriquement I'ensemble (D)

2-i |z—1——i|=|z—3+i|@|z —Zyl=
a) Ecrivons Sbri e~ Za) = 2 — 2
trigonongtrsiz:s fotrmes aIge?rlﬁue, On obtient alors (D): MA = MK, on dit que (D) est la
e et exponentielle diatri

7, = 3 _ Groasy e ' médiatrice du segment [AK], donc une droite

21 oDy A0Sz =1+ ¢) Démontrons que (D) a pour équation : —x + y+

— > T =
Izll—|1+l|=\/§etarg(zl)=arg(1+i)=z+kn2 2 S

MA=Mk@J(x—1)2+(y—~1)2:
V=37 + [ +1)2

Aprés développement et réduction, on obtient
D):—x+y+2=0

Alors : z, = \/i(cos§+ isin g) = V2efs

b) Montrons que z, est solution de I'équation
(E):2° = (7 +0)z2 + 2(8 + 3i)z —
10(1+i) = : i
. . ( . i) 0_ , Déterminons les coordonnées du point E de (D) situé sur
osons : P(z) = z3 — (7 +i)z% + 2(8+30)z—10(1 + i) I'axe (yy’)
Z, est solution de (E) si, et seulement si - P1+D=0 '
; . ) : = Ee(yyYeox. =0 i Ly =
PO+ =(1 +:)3—(7+i)(1+i)2+2(8+3i)(1 + g B At

. . D'ol zp = —2i

) =20—2~14i+2+10 + 22i - 10 — 10i = 0 e
MM_ e TS -
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Exercice 14
soit (E) : 2° — (i + 2V3)2* + (2iaV3 +4)z —4ia =0
1) Déterminons fe nombre & pour que—2i soit
solution de (E)
(=2i) = (ia + 2V3)(-20)* = 2i(2iav3 +4) - 4ia =0
Apres développement et réduction, ona:
8v3 + 4av3 = 0, alors:a = —2
Dou (E) : 23 — (2V3 - 2i)z + (4~ 4iV3)z + 8i =0
2) Déterminons le polyndme P du 2" degré tel que :
f2) = P@)(z - V3~ )
Avec f(z) = 2° — (23— 20)22 + (4 — 4iV3)z + 8
posons P(z) = z2 +az+ b
f@@) = (z—-V3-i)(z* +az +b)
par développement et identification, on a
f(2) = (z-V3-i)(Z* +(-V3+3i)z -2 2i/3) avec
P(z) = 22 + (—V3 + 3i)z 2 - 23
3) Résolvons dans C |'équation (E) poura = -2
(E)e f(2)=0
(z-V3-i)(z2 +(—3+30)z—2-2iV3) = 0
z—V3-i=0 ¢!
{zz +(—V3+3)z-2-2iv3=0 (2)
(1) Donne:zy = V3+i
@) :22+(~V3+3i)z—2-2iV3=0
A= (—3 +30)? — 4(-2 - 2iV3) = 2 + 2iV3
Soit 62 = A= (x +iy)? = x> —y? + 2ixy etx? +y’ =
182 =4

x?—y =2 2x2=6 x=v3oux=—3
2+yl=4 ©{2y?=2 &{y=10uy=-1
2xy =243 xy >0 xy >0
Onobtient :6 =vV3 +ioud =—V3—i
V3-3i-V3-i .
21:—-2——=—21

Z = V3-3iHV3+ _ N

Dot S = (V3 +i; 2 V3 - i}
a) M(V3+i),N(=20),Q(3-1)

a) Représentons M, N et Q (voir fin exercice)

ntrons que e triangle TMQ

b) T= S(OIS(M)‘ pDémo
est rectangle en .
T = Sep(M) @ 2r = -—*fiii
M —y3 & mes(MQ, MT)
it leen M
CC:TMQ estun triangle rectang
¢) Démontrons qué jes points M, qQ,

cocycliques

_ T4 2mk€EL
2

N et T sont

ar-zy i3 et TN = l"\/?-
IT7IM — /3 el —

zQ-ZM
IT-IM . 212N _ 1
2Q-ZM ZQ—2ZN

cc:M,QNetT appartiennent au cercle de diametre (TQ]

]

Exercice 15
soit (£):23 — (1 — Dzt +21+ D)z +8i=0
1) Résolvons (E) sachant qu’elle admet nue solution
imaginaire pure ia
posons P(z) = 23 — (1 - Dz* +2(1+ )z + 8i
i est solution de (E) si et seulement si P(ia) =0
P(ia) = (ia)® = (i@)*(1 -0 + 2ia(1 +i)+8i
=q? —2a+i(-a®—a*+2a+8)
: a?—2a=0
P(m)zo‘i’{—a3—a2+2a+8=0
Solution imaginaire pur alors : a?-2a=0
a=0o0ua=2
0 ne vérifie pas I'équation (2), alors zy = 2i est la solution
imaginaire pure.
P(z) = (z - 2i)(z%2 + az + b)
P(z) = (z-20)(z% + (-1+3i)z— 4)
2y = 2i
Pay =10 ﬁ[zz+(-1+3i)z—4= 0
224 (-143)z-4=0
A= (-1+30)* - 4(-4) = 8- 6i = x" —y* + 2ixy et
Al =162 = x* + y* = 10

x2+y?=10 (2x?=18 (x=3o0ux=-3
x2-y?=8 o{2y?=2 @{yzlouy=—l
2xy = —6 xy <0 xy <0
Onobtient: § =3 —ioud =-3+i
Alors:z; = -1 —ietz, =2—2i

DouS={2i;-1—1i;2—-2i}
2) A(zy), B(z,) et C(z,)
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3) Déte

)~z
7%

m
: inons le module et I'argument principal de

—2= 2~

-z —_— = o P

Alou :1..;” T+iet)|1 4 =vzZArg(l+ i)=:-'-
2=z

Ts : [21=2g =‘/iet1|r‘q(f_':_'ﬂ)=ﬂ

-0
z)~2q 4

2=z,
D¢ -
Sln:ilv;:lsons en que C est 'lmage du point B par la
o |lude directe de centre A dont on précisera
|?£ﬂ _ \,_B e et le rapport
-z, 2 & AC =248 (1)

Arg (=2 ,

9 (:l—::) = :i o Mes(}ﬁ,ﬁﬁ) =%(2)
AC =2AB
Mes(AB,AC) =%

Alors S ect |14 «
s est la similitude directe de centre A, qui transforme
en C et d’angle
4

3 e
N i
Tia'= ek en]ls caratftenstuques deT |
‘ aveca:-‘/-z:(]+1)etb=\/§+(2—\/§)1
;l:rs|1 est une similitude directe du plan
Plus |a| = 1 alors T est une rotation

- Centre

w = M = 2i
1--}3(1+i) = 2i alors : Q(0; 2)

b)

Q) et (2) donnentS:[

- Langle
0=4a (L .
rg (&0 + l)) =1
b) Déterminons I'image D de C par T
T(C)= _1 ; ,

Q=D& z, =z0+D@-20+ V2 +(2-2)i
Alors z, = 3v2 + (2 — V2)i donc D(3VZ; 2 - V2)
Exercice 16

A) P(z) =z — (2 + VZ)z2 +2(1+ V2)z - 21V2
1) Montrons que P(z) = 0 admet une solution
imaginaire pur z;
2o = ia, P(ia) = (ia)? — (2 + VZ)(ia)? + 2ia(1 +
iV2) —2iV2

P(ia):Oq:{

20% =2aV2 =0
—ad+a*VZ+2a-2V2=0
2, imaginaire pure, 2% — 2av2 =0
oa=00ua=v2
a = 0 ne vérifie pas, alors z; = iv2
2) Déterminonslesréelsaetb tels que : P(2) =
(z— iV2)(z* + az + b)

Apres développement, factorisation et identification, on a:

a=-2etb=2
D'ou P(z) = (2 - iV2)(z* =2z +2)
3) Résolvons dans C I'équation P(z)=0

=iv2
P(z =0a{z° iv2
@) 22-2z+2=0

z2-2z+2=0

A= (—2)2-4(2)=—-4= (20)?
Page 147
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Onobtlent:z, = 11 etz =1—1
D'ob S = (IVZ 1+ 11~1)
B) z=1+lzgp=1-1lz=WZet
Zy = - g + lg
1) Plagons A, B,] et K (voir fin exercice)
2) L uymétrique de J par rapport a K. Déterminons Z,,
Rkl @ g-z=2, - 2,=22% =7
D'oliz, = V2
3) Montrons que les points 4, B,/ et L appartlennent
3 un meme cercle dont on précisera le centre et le

rayon.
04 = |z,] = ¥Z; 08 = |25 =VZ,0L = z| = VZ;
0/ = |z,[ =+Z alors 4,B,] et L appartiennent au cercle
de centre 0 et de rayon T = V2

4) D(=1+0).7: {rr(g))ig

a) Déterminons une mesure de I'angle de la rotation

T
r(0) =10

=
{r(]) =D
" mw
arg(a) = -:5, alors I'angle de la rotation est @ = =
b) Soit'C = r(L). Déterminons Z
iz =(g+ijz—i)z et
Vi, V2

r(Ly=Cezc= (—23+ L;)(—-ﬁ)

Alorszp =—1-—1
5) Nature du guadrilatére ABCD
AB=BC=CD=DA=2 alors ABCD est un carré.

h=1 c:oa=52=£+i3/—i
azl_=ZD ] 2 2

5

-1 -3 -2

Exercice 17
fiz' =z%M(2)et M'(2")
1) Déterminons I'ensemble I'; des point M tels que :
f(M)=M
f(M) = fM)oz2=z @z=00uz=1
Alors : T, = {0; 2(1,0)}
2) Ala=v2-iV2)

a) Exprimons a sous forme exponentielle

n
=2 etarg(a) = —§+ k2malors:a =2e”'

|a




b) Déduisons en les affixes de doux
parf.
f(M)=A¢==z2 =q zl‘ - 2(‘—[;
Posons 2 = re'? = 73 = 2,26

antécédents de A

"
22 = 2% o rie?? = 2"

Par identification, on a:

=" ian =020

260=-C+k2n © 8=-24kn

g W
= \/ie‘('i”") avec k = {0- 1}
pourk =0,0na:zy = Ve :
m
Pourk = 1,0ona:z, =v2e'v
3) Déterminons 'ensemble I, des points M tels que
2’ soitimaginaire pur
R LIPS (S
O
y' = ny

Z' estimaginaire pure @ x? —y? = 0 & x = +y
Alors : T est la réunion des droites d’équations
respectives:y =xety = —x

4) QMM un triangle rectangle et isocele direct en (1

a) Alaide de la rotation r (n. E) Montrons que

M € Tjsiet seulement si:
zZP—iz—1+i=0etz+1
z'—1=ei§(z—1) oz'=iz+1-1i
r(M) =M'et f(M)=M'alors z* = iz+1-i
Q étant différent de M, alors :
MeEL&zl—iz—1+i=0etz+1

b) Montronsquez? —iz—1+i=(z-1)(z+1—-

i) y
Z-DE+1-)=z22+z—iz—z—1+i
Alors:z2—iz—1+i=(z-1(Ez+1-1)

c) Déduisons-en I3
G:z2—iz—1+i=0etz#1
22—iz—1+i=0eoz=1ouz=-1+/
Orz=1l,alorsz=-1+1i '

D'oul; =B(-1;1)

5) M(z)tel quez + {0; 1}

a) Exprimons (OM,OM’) en fonction de z
arg (z;) = arg (zz—z) = arg (2)

Alors (OM,0M") = arg(z) (27)
b) Déduisons en I'ensemble [y des points M # {0, Q}
tels que 0, M, M’ soient alignés
0, M, M’ sont alignés si et seulement si (W,O—M;) =0
alors z est réel, on déduit :
I, est la droite (xx"), privée des points O et
Exercice 18
1) z=x+1iy
a) Z estsous forme algébrique avec Re(z) = x et
Im(z)=y
b) |z| = yx?+ y?

e D
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x
cosa = I‘_I'

o a=arg@),= sina = IZI

d) 1(0,0) telle que r(M) = M', Exprimons z'en

fonction de z et @
rez -z, =e"(z-2)
79=0alors: 2/ = ¢z
2) (B)1 ;274 43z 432=0
a) Reésolvons (£)
A= (V3 - 4(2) (32) = ~16 = (40)°
2= —4y3+ 4l 7=~ -4
§ = {—4v3 + 4L, —4V3 - 41}
b) A(a = —#V3 — 4i); B(b = /3 + 40). Calculons
0A ;0B et AB
=|z;| = 8,08 = |z5| =8etAB = lzg — 2z, =8
Natu re du triangle OAB : 0AB est un triangle équilatéral
car0A=0B=AB=28
¢) C(c=+3+1i)etD sonimage parla rotation

(03

r(€) =D @z,‘, ='G+ 1{—3—) (\/§+ i), alors zp = 2i

d) G = bar{(0,1);(D,—1); (B, -1}

- Montrons que G a pour affixe : g = —43 + 6i
Za:Q—E%C—ﬂ —4/3 + 61, alors
g=—4V3+6i

- Plagons les points A, B,C et G (voir fin exercice)
3) Mesure en radians de (G4; o)

mes(G4; GC) = arg( GC) =ar g(z/: G) =arg (

B\ _x
L—Z—) = + k2m

Alors mes(GA; GC) = §+ k2m k €Z

Nature du triangle GAC

GA = GC et mes(GA; GC) == alors GAC est un triangle

équilatéral.

Exercice 19
Az, =2+20),B(z5g = 1 +\/§+i(3+\/§)
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1) Eeri
Crivons 7 = 28 Shri
- sous forme algébrique

-
Z =28 IHV34HG+VE) _ (14V3+i(3+3))(2-20)

24 2420 =
Alors:z — 243 1.
z T3t
2)

- Déterminons 04 et 48
=lzal =2 4 2i] = 2v2 alors 04 = 2V2

AB:}Z
B =2 = -1+ V3 +i(1+V3)| = 2V2Z alors:
Pt (1+3)]

Vérifions que : 0 = 2(1+V3)

OB =
143 +i(34v3) = ’4(4+2\/§)05 =
(2 +v3)2 = 201 + V3)

Alors : 0B = 2(1++3)

3 5 ; ;
) Déterminons en radians la mesure principale des

" angles (; OA) et (i; 0B)
es(; 04) = Arg(zg;) = Arg(2 +2i) =%
Alors Mes(; 52) = E

4

Mes(ii; 0B) = Arg(zz5) = Arg(1 4 V3 +i(3+V3)

Vi 1
Soit 6 € R tel que : 2014¥3) 2 g="
clinp =240 o B 3

204J3) 2

Alors : Mes(it; 0B) =2
3
DEUE_O.nS en une mesure de I'angle (5],55)
(04,08) = (04,%) + (4,08)
= —(i; 04) + (i; 0B)
mes(0A,08) = -"4+%=L
es(OA,Oli)—. ~+I=qtkon
Alors : mes(04, OB) = ﬁ 4+ k2n, kEZ

4) Déduisons-en cos '-"; et sin %
24V3 1

Lpp = — 4=
FA - +zl et
2(14V3) n

2 = Kl cos )

T e cc)s”+u;mIz
Zpr = 25 @2(”@( LI 1)=_.“ﬁ 4
FT FA N coslz+lsmlz - +z'
Par identification, on :

2(1+V3) 24\ n _ V62

242 ® I . T
2(1+\/§)s‘. n_1 . - V6-v2

2V2 12 2 12 4

5) Déterminons I'affixe du point D image de A par |3
rotation de centre O et d'angle

a=2(b‘ﬁ.(’)§)=z(l"—z)=§

3t \i ;
r:z' =eSz=\-+; )z

G ‘
r(A)=D < 2p = (‘,‘? +%()(2 +20)
Alors:zp = V3-1+i(V3-1)
gxercice 20
1) (E): 25+ (=4 - 60)z° + (-4 + 200z + 16—
160=0

a) Montrons gue cette équation admet une solution

réelle z,
2y = @, alors : @® +2%(—4 — 6i) + a(=4 + 200) + 16~

16i=0

On obtient :[ a®—4a’ —4a+16=0
—6a%+20a—16=0

Z alors:—6a2+20a—16=0¢3a2—10a+8=0

N=25-24=1

4
a=20ua; =j3

4 5. % 5
a, = 5 ne vérifie pas alors : z, = 2 est la solution réelle

b) Résolvons dans C I'équation P(z) =0

P(z)=0e (z-2)(az* +bz+c) =0
En utilisant un développement, le tableau de Orner ou une
division euclidienne, on obtient :
(z—Z)(zZ—(2+6i)z—8+8i)=0

z—2=0 (1
[Zz—(2+6i)z—8+8i=0(2)
22— (2+6i)z—8+8i
A= (2 +60)? — 4(—8+80) = —8i = x2—y? +2ixy et
x2+y*=8

x24+yt=8 - (x=20ux=-2

xI-y?=09 {y=20uy=—2

2xy=-8 xy <0

Alors § =2—2ioud=-2+2i

2+61+2-21 ; 246(-2420 _ 4
7, == =242 = =4

2
§=(2;2 + 2i; 4i}
c) Démontrons que les 3 solutions de cette équation
sont éléments d’une suite géométrique de 1“
terme z, et de raison q que I'on précisera
Z9, 2, €t 7, sont éléments d'une suite géométrique de 17
terme z, © ZgZ; = 2z
202, = 2(4i) = 8i et 7t=02+ 20)? = 8i,
alors 292, = 2"
Cel : 2o, 2, et z, sont éléments d’une suite géométrique de
1% terme z, et de raison q = :—") =1+i

2) (0,i,v) unrepére du plan P
a) Déterminons I'ensemble des points M(z) tels que :
(1 - iV3)z V3~ i = 4
Posons z' = (1 = iV3)z ~ V3 —i
|(1-iV3)z-Vi-i|=4 @|/|=4=0M =4
(M = 5(M))
oM' =4 M €C'(0,4),0r {SEA) = oavec y' =
r' = kr

detk=2

_dd i A _ B
za—(l uf?)z,, V3 zsz-Hﬁ—-l

re 4
r=kr ®or=—=-=12
k2

’ensemble des points M(z) est le cercle de centre A et de

rayon 2

M
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b) De&terminons I'écriture complexe de la similitude
directe qui transforme A(i) en 0 et
B(V3) en B'(41)
Soit $:2'=az+b
(S(A)=0 c:.{azr,ﬁb:o (1)
{S(B) =B lazg +b =12 (2)

(1)<2) donne: a =:-:,%-‘= ~1+iV3
az, +b=0 & b=-az = ~i(-1+13) = VI +i
Alors S12" =(=1+iV3)z +V3+i

Eléments caractéristiques de §

- Centre
_NAH V3 st Vs
w-—z_“ﬁ—7+7,a|o (1(7 7)
- Rapport
k=|-1+iV3|=2,alorsk =2
- Angle

a=Arg(-1+i/3) = ZT" alorsa = 13'1
¢) Expression analytique de S
Posonsz = x +iyetz =x"+1y'
S:x iy = (-1+V3)x+iy) +V3+i=—x—
y\/§+\/§+i(1\/§—y+1)
Par identification, ona:
{;" =—x—-y3+V3
s
"=xf3-y+1
Exercice 21
f@)=(1+Dz+1+1i
1) Donnons la nature et les éléments caractéristiques
de la transformation plane S associéea f
S:z'=(-1+iz+1+iaveca=-1+iet
b=1+1ialorsS estune similitude directe du plan.

- Centre
0= =212alors Q(l;z)
1+1-i 5 5 s's
- Rapport
k=]-1+il=+2
- Angle

a=Arg(-1+i)alors a= 37"
2) Expression analytique de §
Posonsz =x +iyetz =x' +iy
X +iy =(1+)E+iy)+1+i
=—x—y+1+ix—-y+1)
Par identification, on :
X =—x—y+1
' {y' =x-y+1
3) D):y=2x-1
Déterminons une équation de la droite (D"), image de la
droite (D) par §
[x’ =—x-y+1
y=x-y+1
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’, le sysl
et yen onction ¢ y et ¥, lesystéme
En exprima u-,' py,
X= »
devien! A ‘
’ -y’ 42 2(‘1+y) 1

s(p)) = (), alors ) - -

( 4=

s 0
el e v =72)et (C") son image par S
du cerce (C')
=7) alers o 1) avecl' = S(etr =kr

D+ 20)+1+ { = ~2alors (-2, 0)

plol C':

ggr,usefz-l w i

soitS:z' = (1+ W3)z+— i
pémontrons queé S admet un unigue p
! dont déterminera |'affixe

invariant J
3+u~/’=z o iV3z=
2

3+iV3
2

On obtient Z = ——~ +i— =
etun umque point invariant

1. .V3
Z]=_’£+lz

0'o § adm ] d'affixe

2) Déterminons [a nature et les éléments

caractéristiques de S
3+iV3

S:z’=az+baveca=1+i\/§;b-— et|a|l =2

alors S est une similitude plane directe
143
- Centre:/ ( )

= Rapport.k—|1+i\/§|=2
- Angle:a=Arg(1+i\/§)=§
3) A(-1)

a) Tragons le cercle de diametre [JA](voir fin de
I'exercice)
Soit (w) le centre du cercle (C)

Zp+z 3 .‘/'3‘
w= l:———.]..l_
2 4 4

b) Caractérisons et tragons le cercle (C"), image
de (€) par S
Soit C(Q, 1) avecr = 2 etC Q,r"

zn,:(1+i\/§)(—;+i€)+;+i7=0 alors Q' =0

r’:krzz(%):l
Dol C'(0,7" = 1)
4) Déterminons I'ensemble des points M(z) tels que :
l(1+i\/_)z+ +[—| =1
|(1+Lf)z+ +l—|—1 e ldl=1leoM =1
OM'=1 & M €C'(0,1)
Alors 'ensemble des points M(z) est le cercle de centre

Q(—%?) et de rayon%
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Exercice 23

F:Z'=22+3—4i
1) A(-2+90)
a) Déterminons I'affixe du point A’ = F(A)
A=FA) ez, =2(-2+i)+3—-4i=-1-2i
Alors : z,, = —1 — 2
b) Plagons A et A’ (voir fin exercice)
2)- Montrons que F admet un unique point invariant
Q0
FM=M & 2243 -4i=zo2=-3+4i
Alors w = —3 + 4i et 0(-3,4)
- Démontrons que pour tout point M (z) dont
I'image par F est M'(z"),ona:
z'—w=2(z-w) (1)
Z'—w=2z+3-4i+3-4i=22+6-8i
On obtient : 2’ — w = 2(z — (-3 + 4i) = 2(z — w)
D’ol la relation (1)
- Traduisons vectoriellément la relation (1)
2 —w=2z-w) &2y —2q = 2(Zu — Za)
Z'n—M-; = ZZm
D'ot OM' = 20M
- NaturedeF
F est 'homothétie de centre ( et de rapport 2
3) Déterminons I'ensemble I' de points M(2) tels
que:lz+2-il=1
Posons z = x + iy, alors: |z+2—il=1
x+2+i(y-1l=1 “
On obtient T: (x +2)2 + (y— 1) =1
T est le cercle de centre A(—2, 1) etderayonr =1
- Déterminons I, image de I par F
I'(A 1) alorsT'(A',2) cark = 2 et F(A)= A
Doul: (x+1)2+(y+2)>=4

Exercice 24

It
3

=3

1) Résolvons dans C I'équation -472 —12z+ 153 =

0
A= 36 — 612 = =576 = (241)?
. 6-24i _ 3 ..
n=t=2relin="r 7O
3., .3
S={;+6l,2' 61}

3, L. 3 ; _
2) ZA=;+61,ZB=;_611 Zc =

p
—B =3+
3 41,2,,

s 5.
2iet w(zw=—1 +;z)
a) Déterminons I'affixe zq du point
la translation de vecteur w

Q, image de B par

. 5.
Onat:z =z——l+;1

5_pr_q4li=i-lg

t(B)=Q wzq—;—61—1+21—2 St

Al =17
ors Zg =5 =5 |
b) Déterminons I'affixe z5 du point R, image du point

Pparh(C,—%)
Ona:h:z'—z¢ =—§(Z—Zc)
h(P)=R & zg—2zc = —é(zp ~ Z¢)

Sz = _é(zp'zc)"‘zc

Alors zg = =5 —1i
c) Déterminons I'affixe du point S, image de P parla

rotation de centre A et d’angle —%

n
Ona:r:z’—z,,=e"?(z—z,,)
T(P):’S @ZS—ZA=—1'(ZP—ZA)

ezs=—(2p—2) + 2
Alors : zg = 24l
2 2
d) Placons P,Q,R et S dans le plan précédent (voir
figure)

e) Démontrer que le quadrilatere PQRS estun
parallélogramme.
PQRS est un parallélogramme si et seulement si:PS = ﬁ
PS-0QR oz-2=2—12

s, 9. ) ; 7.
C’—-+—l—3—2!:—5—l—]—+—l
22 2" 2

//_/———/_-—-———-
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11 § 11
oMy uys,
—_ —_— “ 2 2 2
Alors P§ = QR et par conséquent PQRS est un

parallélogramme
) Calculons x—";’-g
‘!

IR —Ig =5= "“—i"‘—l _|1+s i(5+l|[)

Tp-ig 3+=i-—+—l +|N S+11l
R4
Zp-29
Déduisons en la nature du triangle PQR
RQ = PQ et Mes @.ﬁ) = % alors PQR est un
triangle rectangle et isocéle en Q.

g) Justifions que les points P, Q, R et S sont

l

Alors

cocycliques .
IR—-IQ = I. 2p—-Iy = et ZR-2Q & ZR-2s __
p-2Q Ip—2g Zp-2q ) 2p-2zg -

Alors P, Q, R et § appartiennent & un méme cercle de
diamétre [PR)
Exercice 26
Lz =(@+if)z+1—iA
1) Déterminons a et f pour que f; soit une

similitude directe du plan de rapport 2 et d’angle
-4

2
la +if| = Ja? + 2 = 2 etarg(a + if) = —gdonne:

cos(-3) =3 F ¢ {“‘0.
o
Dou:fi:z'=-2iz+1-il

2) a=0etf =-2i
a) Determinons !’ aff‘xe du centre 0 en fonction de A
1=l (1—11)(1—20 1-22 -2-1

1+2[ 5 5 ThTg

. —2-4
Alors : m=— —5—

b) Déterminons I'ensemble décrit par ) lorsque A
varie

_1-22

x= 5 c>{5X—1_21
= _5y-2

y=22 A S5y

Alorsonobtient: x — 2y —1= 0

Posons w = x + iy alors :

Lorsque A varie () décrit |a droite d’équationx — 2y — 1 =
0

3) A(2)et B(—i)

a) Déterminons A de fagon que B soit I'image de A

par fj

filA) =B & —i=—4i+1-il & A=-3-i
D'otid = —-1+3ietf:z' =—-2iz+3(

b) Expression analytique de f
Posonsz=x+iyetz =x"+iy
x'+iy =-2i(x+iy)+3i=-2y+i(—2x+3)
Par identification, on a

x' = -2y
[ {y'=—21+3

¢) Eléments caractéristigues et écriture complexe de

f—l
f(0,k,a) alors f“(ﬂ.i-."a)
0 -
e - (430 =3 (e 6+ 30)

3
Alors f_,:z' = ;[z ¥z

Exercice 27
}r: f_ZiZ-#-FZf 'ZA_3—‘: efzgz—l—zi
z-3+ '

1) Interprétons géométriquement |2'| et arg (z")
7 = 2((z—(-1-20)) — 2((zm—-2ZB) alors 2
z-(3-D ZM=ZA
_ 2lzm-zpl _ 2MB
1] = lzm-2zal  MA

arg(z') = arg(2i) + arg z::zZ) + k2m
Alors arg(z') = §+ mes(m; Fﬁ) +k2n,k€Z

2) z=x+iyetz =x"+iy
Exprimons x’ et y'en fonction de x et y
—2y—4+i(2x+2)

Ay = 1=3+i(y+1)
, _ By-2x+l4
T (x-3)2+(y+1)?
Alors e

_ 2x242y*+6y—4x-2
(x-3)2+(y+1)?
" 3) Déterminons et construisons |’'ensemble des points

M(z) tels que:

a) 1Z]1=1
2| =1 e22=1 c2MB=MA
& 4MB? = MA?

& (MA + 2MB)(MA — 2MB) = 0
En posant :

I = bar{(4,1): (B,2)} et ] = bar{(A,1); (B,-2)}
On obtient alors : mm =0
Ccl : U'ensemble des points M (z) est le cercle de diamétre
(1]

b) |Z'|=2
2] =2 & 22 =2 & 2MB = 2MA
On obtient : MA = MB
Ccl : L'ensemble des points M (z) est la médiatrice du
segment [AB], privée du point A.

c) Z estreel
I7ER©Y =0 02x2+2y*+6y—4x—-2=0
Alors:x* —2x+y*+3y—1=0

2
Alors:(x—1)2~1+(y+§) _.2_120
On obtienl:(x—1)2+(y+%)2 :?

Ccl: 'ensemble des points M (z) est le cercle de centre

3 V17
K (1,-5) etderayonr = ~-

d) Z'estimaginaire pur
ZEIR@x=08y—-2x+14=0
Onobtient: 4y —x+7 =0

R Y T R T R S R
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Cel: e
- Ehsemy ;
X 44y 45 ':ges Points M(2) est la droite déquation

1
N N L AT
Mon 4 =i2-§x _iy‘ﬂ
tmnSqUeZ =az 4 2

MW
I
fhat

(
:§~%+i§)x+i):(—§+i§)+

i = -—§+ i%z+§—i§
; ature et €léments Caractéristiques de S
|(:i2: ; Az +bavecq = “%"‘ i?elb =§_ i?- e
Alors S, est une Totation
Centre
Gy = i_ — 3-iv3

W BT GRS 1, alors Q(1, 0)

£y

Angle
= Arg (~§+ 1‘/;) =
3
2) A(zy = 1) et B(z =1
Démont s )

rons qu'il existe une similitude directe qui
transforme 4 enOetBenB
Posons S, : z' = o +b
{az,q +b=0(1)

Azg +b = 75 (2)
(1)42) : donneq = 22 _1

Zp4—-2g E
1
a= 2 dans (1) donne: p = -1
2

2
Nature et éléments caractéristiques de S,

S

D’OUSZ:Z':—I-Z_I
2

o 1 1 40k
22 = 2Z—veca= —%alors S, est une homothétie
de rapport k = —%et de centre B(—1,0) )

3) Nature et éléments caractéristiques de S; o S,
Sy So(M) = My alors: 2, = (<14 12) 74 242
zZ, = (—_1.+ lﬁ)(lz_l) +3+[£
2 2 2 2 2 2
V3 i3

On obtient S; 0 S, : 2, = (—%+i73)z+§—37

S, © 5, est une similitude plane directe de centre

11 2V3 __1 i _Z_n
0 (7,—7), de rapport k = > etdanglea = -

Exercice 30

P(z) =2*—423+922 - 42 +8
1) Comparons P(2) et P(z)

P(2) =2*—42° + 922 — 47+ 8et

PG) =2~ A7 T 97747 7F = 5
4740
ANlors P(2) = P(2) = 7' — 477 4 972 — 47 4 8
Calculer P(i), dédulsons en une, puls deux solutions de
I'équation P(z) = 0
PO =0"~40+ 902 -4/ 4+ 8=14+4(-9—4i+8
Alors P(i) = 0
P()=0 & P(-i)=0
Alorsl]i et - i sont solutions de P(z) = 0
2)  Mettons P(z) sous la forme d’un produit de deux
polynémes du 2™ degré
P(z) = (2% + 1)(z% + az + b)
En développant et en en identifiant, on :a = —4etbh = 8
D'ol P(z) = (2% + 1)(z% — 4z + 8)
3) Résolvons I'équation P(z) = 0
P(z) =0 & (2% + 1)(z2 — 4z + 8)
Z2+1=0 (1)
22 —427+8=0(2)
D):z2+1=02z =i; z,=—i
z2—4z+8=0
A=16-32=-16= (4i)?
Z3=2+2i;2,=2-2i
D'ou § = (—i;i; 2+ 2i;2 — 2i}
Calculong la somme des racines et le produit de racines
S=z1+z;+z3+z4=4etp=2,.2,23.2, =9
Calcls des Probabilites
Exercice 1

~ 473 4977 -

Alors : {

L'urne U; : 3 boules noires et 2 boules blanches soit 5
boules

L'urne U, : 2 boules noires et 2 boules blanches soit 4
boules
On tire simultanément deux boules de U, et une boule de
U
1) Déterminons le nombre de tirages possibles
Q l'univers des possibles
cardQ = CZ x C} = 40
2) Calculons la probabilité de chacun des événements
suivants
At «toues les boules sont de méme couleur »

ard A
P(A) = ;mm aveccardA = C2.C}+C2.Cl=6+2=8
1

Alors : P(A) = % =

B : «le tirage comporte exactement une boule blanche »
Card B = C}.C}.C} + C.¢} = 18
Alors P(B)= el

40 20
C : « le tirage comporte exactement deux boules blanches »
card C = €F.€) + C}.CLCk =14
Aors: P(C) =2 =L

40 20

Exercice 2

L'urne contient : 7 boules blanches et 5 boules noires soit
12 boules

_—m—mm
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1) Tirage successif sans remise de 3 boules
Calculons la probabilité
a) De tirer 3 boules de méme couleur

1"1:4 270
1320

Soit A cet événement, alors P(A) =
Alors: P(A) = TE = 0,204
b) De ne tirer que 3 boules blanches
3
Soit B cet événement alors : P(B) = 1‘;;_’ = 2L

20 132
D'ou P(B) =—= 10,159
c) De tlrer au plus deux boules blanches
Tirer au plus deux blanches signifle : tirer 2, 1 ou 0 boule
blanches, alors card € = 3A%. A5 + 3AL. A2 + A3 = 107

D'ou P(C) = = = 0.811
d) De tlre; exactement une boule blanche.
Soit D cet événement, alors : card D = 3A%. A2 = 420
Alors: P(D) = ]32
D'ot: P(D) = -2; = 0,318
e) De tirer au moins une boule noire

E soit cet événement et E : « tire 3 boules blanches »
7 _37

P(E)=— alors PEY=1-—=

3 a4
Dol P(E) = :4— = 0,841
2) On tire successivement avec remise 3 boules de
l'urne
Reprenons les questions a)b)ete)
Card A=7°+5% =343+ 125 = 468 et

card 0= 123 =1728
468

Alors P(4) = — = 0,271 .
card B = 73 343 ‘
Alors P(B) = 37‘233 0,199
Py =1 20 =
Alors : P(E) = @ = 0,802
Exercice 4

Dé cubique : 2 faces bleues et 4 faces rouges
1) On lance S fois de suite le dé
Soit B : « obtenir une face bleue » et R : « obtenir une face

rouge »
Alors : P(B) =§=% et P(R) =-=§
a) Calculons la probabilité d’obtenir 4 fois face bleue
et une fois face rouge dans cet ordre
: — o M2
Soit P, cette probabilité, alors: P, = (;) (3)
D'ou P; = 0,00823
b) Calculons la probabilité d'obtenir 4 fois une face
bleue et une fois face rouge

il s’agit d’une loi binomiale avecn = 5,p = % etq = %

Soit P, cette probabilité, alors = ce ( ) (2)
D'ou P, = 0,04115

inons le nombre
ela probablhle
pleue soit supeérieur

2) Onlancen fols le dé. Determ!

ue
minimal des |ancers pour d
d'obtenir au moins une face

., b
ou égalaz .
. ~ son gvenement contraire :

Solt C cet événement etC
« obtenlr n fois face rouge »

430 n 2A\"
o) 6 =6)
2 n
Alors P(C) =1~ (—) 1
n N
P(C) 22 = 1-3) =3 = () =37
btientn = —= oint - 4,79
Ono o (3)
Dloun=>5
Exercice 5
4 boules roug
n + 7 boules dans I'urne
On tire simultanément deux de I'urne
Soit A : « obtenir deux boules de méme couleur » et
nir deux boules de couleur différentes »

es, 3 boules vertes et boules jaunes soit

B : « obte
Soit Q1 I'univers des possibles
1) Calculons P(A) et P(B)

P A) cardﬂ CE+C32+C%
( Cardn  CZir
ni-n+18
SO A i
Alors P(4) e
cicl+cici+cich
p(B) = BT
n+7
14n+24
Alors P(B) = )

2) Onsuppose que la probabilité 2 boules jaunes est
3

13
Déterminons 1, P(A4) et P(B)
Soit J : « obtenir deux boules jaunes »

P()) = card ] _ C,‘{'

d (_‘ﬂ+7 T (n+7)(n+6)

= _3. L SO 2 _ _ _
)= = O anmee) 13 < 5n* —26n 126 =0

n%-n

Onobtient :n =7 oun = _g
61
et P(B) =

3) Onsupposen = 7.0n répéte 5 fois I'experience
précédente
Soit X = nombre de fois ou I'événement A est réalisé.

D'oun=7,P(A) = g

1 s’agit de la loi binomiale de parameétresn = 5 et

Déterminons la loi de probabilité de X

Les valeurs possibles de X sont : {0; 1;3;3; 4; 5}
PX=0)=Cs (91) (29%)5

o= - () (&)
P =2 = (C) ()
o9 - (2 (@
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P(X = 4) = ct (2)4 (ﬂ)]

91 91
0= 9 = a2 e
g,% 91/ \»1

1)

Soit O 'univers associé 3 une expérience

Dans le cas da,lééatoire, A e‘t B deux événements. ,

&vénemente . quiprobabilité, calculons la probabilité des
ents:A,A/B,AnB,(AnB)u (ANB)

P(A) = M PB(A) = card(AnB)

cardn’ Sy
P(ANB) < Cardtanny
. cardn '
P((A n E) U(An B)) - card(AnB)+card(AnB)-cardA

o card Q
=Le 1% jour, la ville est délestée

Silaville est délestée un jour, la probabilité qu'elle
soit délestée le jour suivant est %

)]

Silaville n’est pas délestée un jour, la probabilité

qu’elle soit délestée le jour suivant est %

n * « la ville est délestée le n-ieme jour » et A, = P(Dy)
1) Démonstration des égalités

P -
] ('Dx) = 1 (carle 17 jour la ville est délestée, donc un
€venement certain)

D

D tdlej i i
1 / Dy, : «le jour suivant sachant que a ville est
délestée le n-iéme jour »

Alors : Py (Dpyq) =%

D B - " ;
n+1 / Dy : «le jour suivant sachant que la ville n’est pas
délestée »

Alors : P5(D 5

n+1) = 6
2) Exprimons P, en fanction de P(Dp4y N Dy) et
P(Dny1NDy)
B, = P(Dy)alors: Py = P(Dyyy)
D’aprés la formule des probabilités totales, ona:
Pny1 = P(Dpyy) = P(Dpyy N Dp) + P(Dnya N Dy)
3) Déduisonsenque,¥Yn#0, Py = —%Fn 'I'E
Prs+1 = P(Dpyy N D) + P(Dysy 0 Dn)
Or P(Dpyy N Dy) = P(Dy) X Pp, (Dnsy) = 2Fn €t
P(Dn+l n ﬁn) = P(Dn) X Pﬁn(DrHI)

=2p(D,) =2 (1~ P(Dn)
-3t

Prsa =P +i-2p,
DOl Pry1 = —T3Pn +2
4) On poseun——-ﬁP,l—g

a) Montrons que (u,) est une suite géométrique

90 11 90
Upyr = 6Pnis T _'.1—8(6Pn —E)
b s o1
D'ou Un4y = T
. . P . 11
Ccl : (u,) est une suite geometrique de raisong = — - et
90 _ 84

29 29

90
de 1°termeu; = 6P, — - =

b) Exprimons u, en fonctionden

n-1
_ o1 2 8 1)
Uy =Wq° ~ = 5(—;5

Exprimons P, en fonction de n
90 1 15
= —_—— == —
Uy = 6P Oy B; eF"+29
) _ ‘1_4‘(_ B))l—‘l E
Dol By 29\ 18 o
Calculons la probabilité pour que 'on puisse suivre le match
sans délestage
19
14 11 15
Pow=% (— _‘) £y
29\ 18 29
q30 la probabilité de I'événement le match serait suivi le
20°™ jour donc I'événement contraire de Dy

1
Alors gz =1— Py =1 —%(—%) +%§
D’oll g4 = 0,48
Exercice 7
T : « le client a acheté un téléviseur »
M :«leclienta acheté un magnétoscope »
P(T) = 0,6; Pr(M) =04 P#(M)=02¢t P(T)=04
1) Calculons Ia probabilité qu'il achéte un
magnétoscope et un téléviseur
p(MAT)=P(T)x Pr(M)=06x04= 0,24
Alors: P(M NnT) =024
2) Calculons la probabilité qu'il achéte un
magnétbscope
D’apreés la formule des probabilités totales, on a :
P(M) = P(T) x Pr(M) + P(T) x P+(M) = 0,24 + 0,08
Alors: P(M) = 0,32
3) Calculons la probabilité qu'il achéte un téléviseur

sachant qu'il a acheté un magnétoscope

_ P(MNT) _ 024
Pu(T) = p(M) 032

Alors : Py (T) = 0,75

Exercice 8

2 pigces normales : {P; F} et une piece truquée : {F; F}
On prend une piéce au hasard et on effectue des lancers

successifs
B : « la piéce est normale » ; B : «la piéce est truquée »
P : « on obtient pile au premier lancer » ; F, : « on obtient
face pour les n premiers lancers »

1) Calculons la probabilité de I'événement B

2
P(B) = ;
2) Calculons la probabilité de P sachant que B est
réalisé.
Po(P) =3

3) Calculons la probabilité de P n B; P N B
=211
P(Pn?—axz E
P(P N B) = 0(car P N B estun événement impossible : la
piéce truquée n’a pas de pile)
Déduisons P(P)

p(P)= P(PNB)+ P(PNB) =540

M
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Alors: P(P) = %
a) Caleulons P(F, N B)
P(K, N B) = P(8) X Pp(Fy)

n 0 n
pr o) =2xa () () =36
calculons P(F, N B)

P(Fa N B) = P(E) x Pg(F,)
PCRNB) =1x3=3
Déduisons-en P(F,)

P(Fn) =P(R, N B) + P(F,n E)

n n
pe) =) +5=3(C6) +1)
Exercice 9
60% pratiquent un instrument 3 cordes (C)
45% pratiquent un instrument avent (V)
10% pratiquent un instrument 2 cordes et a vent {C N V)
1) On choisiun éléve au hasard
a) Calculonsla probabilité de I'événement «cet éleve
pratique au mains un des instruments »
p(cuVv)= P(C) + P(V)=-P(CN V)
p(cuVv) =050+ 0,35 -0,10=0,75=75%
b) Calculonsla probabilité de I'événement « cet
éléve pratique unetun seul des instruments »
Soit A cet événement
P(A)=P(C)+ P(V)
P(A) =050+035= 0,85 = 85%
2) On choisitun gléve pratiquant un instrument C.
Calculons la probabilité pour qu'il pratique I'instrument |4
picnv) 10
Pc(V) = 0 =50
Dot P (V) =3
3) Onchoisit au hasard n éleves
a) Calculerla probabilité £, pour gu‘au moins un des
éléves pratiquent un instrument c
Soit € : « aucun des éleves ne pratiquent l'instrument C»
P()=1—-06=04
Alors: P, =1— (0,4)"
b) Déterminons n-tels que P, =>0999

P, >0999 & 1—(04)" 20999 = (04" < 0,001

nln(0,4) < In (0,001) alors :n 2 %%")ﬂ > 7,53

Onobtient:n =8

Exercice 10

37% ont choisi I'enseignement de spécialité mathématique
25% ont choisi 'enseignement de spécialité langue vivante
21% ont choisi 'enseignement de spécialité
mathématique et ont obtenu le bac

32,5% ont choisi I'enseignement de spécialité Science et
économique et sociale et ont obtenu le bac

72,5% ont choisi I'enseignement de spécialité langue
vivante et ont obtenu le bac

W
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/ R
0,210
M e 790 e —
/ ’
0,370
P R
/ 0,325
< 380 — S
2 0,675 =
0,250
/ £
0,725
‘L /
_""_—"'——
0295 E

1) Tradulsons en termes de probabilité ces

informations
p(M) = 037;P(L) =
0,325; P,(R) = 0,725

2) a) Déterminons

ait choisi I'enseignement de SES
P(S) +P(M) + p(L) = lalors P(S)=1-
P(S)=1- 0,37—0,25 = 0,380
Alors P(S) = 0,380

b) Déterminons la probabilité pour que le candidat
pécialité LV et ait

0,25; Pu(R) = 0,21; Ps(R)0 =
la probabilité pour queé le candidat

p(M) — P(L)

ait choisi I'enseignement de s
obtenu le bac
P(LNR) = P(L) X P(R) = 0,25 % 0,725
Alors P(L N R) = 0,181
3) Calculonsla probabilité pour que le candidat ait
choisi I'enseignement de spécialité LV et ai échoue
au bac
P(LNR)=P(L) x PL(R) = P(L)(1 - P.(R))
Alors P(LNR) = 0,25(1 — 0,725) = 0,069
4) Le candidat a choisi I'enseignement de spécialité
mathématique, calculons la probabilité qu'il n'ait
pas obtenu le bac

~. _ P(MNR)
P (R) = "0
P(M) = P(MnN R)+P(M ﬂﬁ) o P(M ﬂﬁ) = P(M) —
P(MNR)
_. P(M)-P(MNR) _ 037-021 _
Pu(R) = Py 037 0,432

Alors Py, (R) = 0,432

5) Montrons que : P(R) = 38,24%
P(R)=P(MNR)+P(SNR)+p(LN R)
Alors P(R) = 0,37 x 0,210 + 0,38 x 0,325 + 0,25 X
0725 = 0,3824 = 38,24%

6) a) calculons la probabilité pour qu’au moins l'un de

3 soit regu
Soit P, cette probabilite
Alors P, = 1 —(0,284)* = 0,977
NB : On a considéré I'événement contraire avant d’en
déduire P,

“— — o



1) Calculons la probabilité qu‘un seul billet soit
gagnant
Solt 1 'univers des possibles et A cet événement
card A _ clcjciprcdcy _ 460
card | Chlly 990
P(A) =% = 0,46
2) Calculons la probabilité pour que 2 billets au
moins solent gagnants
Soit B cet événement

b) Caleulons Ia probabilité que 2 sur 3 il
‘ette probabiliteé
Alo €3(0.716)2(0,284) = 3(0,716)2(0,284)
'SP, = 0,437 P
%
‘ *S boules numérotées de 14 §
<6 boules 1,141,122

Soit P, ¢
P, =

1 N3 4 >
) Soitx =somme des nombres inscrits su les deux

boules
. 201 =
%Determinons 12 loi de probabilité de X card B = C3CL + C1C3C3 + CC5 = 250
% 1 2 3 4 5 Alors P(B) = = = 0,25
. 2 2 - > 5 3) Soit X = gain réalisé
|3 ] i = . S o a) Déterminons les valeurs possibles de X
T 4 5 g X(Q) = {0; 2500; 5000; 7500; 10000}
] g 3 4 5 g b) Déterminons la loi de probabilité de X
— < a 5 6 7 11l
L2 ] 3 4 5 6 7 p(X=0)=£"z.,L§q=;—:iP(X=25°°)=c‘9;oq°=
X(Q):{2-3. ? 201 L clc2
;3:4;5;6;7} 3 - _cichotCiG _ 20 pry = 7500) =
On déduit alors %’ P(X = 5000) =5 99’ ( )
1 CiCs _ 1
2 3 4 5 6 7 ___—--(:51':‘;‘0681 = ;—:; P(X = 10000) = __9_935_ =%
P,
N A I A N R i BN WM AT
15 15 5 5 5 | 15 P 28 | 32 20 16 1
b)  Calculons E(X) et V(X) i —
EX) = é + % +242484 D alors 1 EQX) = 8 c) Calculons I'espérance mathématique
VOO = FO) [0 3 ) = St ez 3000t
99
E(x2) =38 ,9,16 25 36 49_63 110.000
X% TR Rk b e Alors E(X) = ——
AlorsV(Ey = ? - % = % Exercice 13

2) On effectue 4 fois le tirage précédent, les boules 20 billets : 6 gagnants et 14 non gagnants

étant remise dans leurs respectives aprés chague Djim achete 2 billets

1) Calculonsla probabilité qu’il perde

B B E R DD BN NN NS

tirage s
a) Calculer la probabilité d’obtenir exactement 2 fois Soit A cet événement
une somme paire P(A) = Ha B
I s"agit de la loi binomiale de paramétresn = 4 etp = Cg 130 .
i(c’est Ia orebakilité dobteni _ 2) Calculons la probabilité qu'il gagne exactement
15 . P lité o obtenir une somme paire) une fois dans un mois de 4 semaines
p=;alorsg= %5 Il ’agit de la loi binomiale de paramétres n = 4 et
Soit P. ilité =1- =2
) cetie ;zarobatznllte p=1 5= i
_r2(BY (7Y = Soit B cet événement
Pr=C3 (15) (15) = 0372 onee 999 ; 4
g ; - =1 (Z22\(Z2) =
b) Calculons Ié probabilité d'obtenir au moins une P(B) =C, (190) (190) =0,228
_ somme paire 3) X =gain mathématique
Soit P, cette probasnhte ) . a) Déterminons les valeurs possibles de X
fl _ (B (L 2(8V (1N L e (B) (2 Les valeurs possibles de X
f P, =G4 (15) (15) +0 (15) (15) + G (15) (15) i Y ROSSIIERER
i ar8Y - sont : {0;200; 400; 500; 700; 1000; 1200; 1500}
_ Cs (E) == (E) b) Déterminons la fonction de répartition de X
| Alors P, = 0,953 La loi de probabilité de X est donnée par :
| - Exercice 12 X 0 200 | 400 | 500 | 700 | 1000 | 1200 | 1500
_{4 billets gagnants p, | 91 | 21 3 14 | 3 3 3 1
|8 billetss non gagnants 190 1 95 11901 95 [ 95 1 38 1190 1 95
) {5 billts gagnats
" 10 billets non gagnats

Une personne achéte 3 billets dont 2 dabs la série A et 1

dan la série B

e e
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(0,51 x € |=,0(
2 six € 0,200
133 i x € (200,400

190
136 i x € [400,500]

190"

F(x) = { roq 81X € (500, 700]

170 . -

T SUX € |700, 1000(

185 i x € [1000,1200]

190°

:—:—2,51' x € [1200,1500(
L1, si € [1500, +oo]
Exercice 14
La loi de probabilité de X est
X 1 2 3 4 5 6
P, 1 1 1 a 1 i1
| & | 4 12 3
1) Déterminons lavaleurde a
S p = L L
Lpl‘—l @12+6+_‘+ﬂ.’+“+3 1

o 1
On obtient : @ = >

2) Déterminons E(X),V(X) et s
TR PV .
EX)=ZxP=5% ety tatnts
On obtient : E(X) = %
v(x) = E(X?) - [EX))?

& '_“l_'i 2‘— ——=—=—
avecEQX) =<+ttt Rty T n

12 144

§(X) =JV(X) =175

3) Définissons et représentons la fonction de
répartitionde X
0,si x €]-o,1[
1 -
e Six e [1,2]
},si x € [2,3[
F(x)={ =, six € [3,4]
7 .
= six € [4,5(
Z sixels. 6l
\1, si x € [6, +o[

~N

w

= 5 .6 3 - 3,3 -39 =)

Exercice 15
pouvolr germinatif : B0%

Chaque bulbe produit une fl
Trols génes : r(rouge): b(blanc),:(Jaune)

P i .
PO =.:_‘P(b)=-——ip(j)_w
") =% 10 abillté d’obtenir cing fleurs €0

L2 8
eur avec une probabnllte de =

a) Calculons la pro
plantant cinq bulbes

Salt P, cette probablHté
8\’ )’

=0 (TG) (1 - m)

Alors: Py = 0,328

b) Calculons |2 proba
produlse une fleur rouge

Soit P, soit cette probabilité

= (B)E) =%
On plante cinq bulbes et X

bilité pour qu‘un bulbe planté

—nombre des fleurs rouges

obtenues

X =(0;1:2;3:45]

i|s'agitdela Ioi_bin_omia
5 1

T10 2
Déterminons la loi de pro

_ Ak 1y K
En appiiquant!a'formule PX=k) = ck (;) (})

5
0,031
5
EQX) =np=>

c) Calculonsla probabilité pour qu’un bulbe planté
produise une fleur blanche
Soit P5 cette probabilité
Py= () 5) === 008
d) Soitn=>=1let P, la probabilite de n’obtenir aucune
tulipe blanche apres avoir planté n bulbes
Déterminons le nombre de bulbes qu'il faut planter pour
obtenir au moins une tulipe blanche
Soit P, = 1 — 0,08 = 0,92 alors P, =1-(092)"

19 19
Po 25 & 1-(092)" = -,

le de parametres 1t = 5 et

babilité de X

Alors - nln(0,92) < —In20 ©n = == > 35,92
In (0,92)

On obtient : n = 36

Exercice 16

10% des gauchers, P(G) = 0,1

Soit D I'événement l'individu est droitier, P(D)=109

1) Calculonsla probabilité pour qu’un groupe de8

personnes contienne un seul gaucher, au moins
un gaucher, exactement 3 gauchers

Il s’agit de la loi binomiale de paramétresn = 8etp = 0,1

P(G = 1) = C3(0,1)(0,9)’

Alors P(G = 1) = 0,383

W
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e

P
AI(G 21)=1-p@G=0)=1-(09)°
» ors PG 2 1) = 0570
S =3 = Cap(s)
O P(G = 3) = 0,033
2) 7 paires de ciseaux pour droltiers et 3 paires pour
- Bauchers
a
pe:""ns a probabilité pour que les 8 membres du
onnel trouvent chacun une paire de ciseaux Iul
convenant
ioit P cette probabilité
Av— PG=1)+P(G=2)+PG=3)
A ic P(G = 2) = ¢2(0,1)2(0,9)* = 0,149
= 0,383 + +0,149 4 0,033
Alors P = 0,565

Exercice 17

Dan .
S chacun des cas suivants, énongons |'événement
contraire de I'événement donné

1) f} * « au moins un de deux éléves est un gargon »

2) B:«la personne est soit une femme, soit un
tchadien »

3) C:«Llucne prend pas de viande ou ne prend pas
de glace » ’

4) D :«aucun billet n’est gagnant »

5) E :«les trois billets sont gagnants »

Exercice 18

_—
1) Lesévénements A et B sont incompatibles
2) Les événements ne sont pas incompatibles
3) A : «tirer une boule noire ou rouge » et B : « tirer

une boule blanche ou rouge »

Exercice 19 ".\

On choisit au hasard une carte d’un jeu de 32 cartes
A : « la carte choisie est un pique » ; B : « la carte choisie
est rouge » ; C : « la carte choisie est une figure »
1) Présentons un modéle mathématique décrivant
I'expérience
Le choix étant au hasard, il s'agit d’une situation
d’équiprobabilité
2) Calculons la probabilité des événements 4, B, C,
ANB, BNC, AUB, AUC
8 1 6 1 3%
P =2=1p@)=L=2P)=F=5;
P(A N B) = 0 (car une carte pigue est noire et non rouge) ;
6 3 1 1 3
f(BgnC;z:%:;g;P(AUB) =;+;=Z;P(AUC) =

4 8 32 32
3) Déterminons la probabilité de I'événement D

D est I'événement contrairede AU C
17 15

Alors: P(D) =1—- =3

Exercice 20
On jette une piece de monnaie 3 fois de suite
1) Donnons la liste de tous les résultats possibles en
notant P pou Pile et F pou Face

En utilisant un arbre de choix, on obtient:
( = (PPP; PPF; PFP; PFF; FPP; FPF; FFP; FFF)
2) Calculons la probabilite des événements proposes

e
P(4) =3
P(B) =1
Exercice 21

10 cubes bleus, 22 cubes jaunes et 4 cubes rouges, tous de

méme tallle donc équiprobabilité
1) Calculons la probabilité de pouvoir faire le drapeau
du Tchad en prenant
a) Simultanément 3 cubes
Nombre des cas possibles : (g = 7140
Nombre des cas favorables : Cy X ci, % C4 = 880
880

p = o = (,1232

b) Simultanément 4 cubes

Nombre des cas possibles : C3s = 58905
: z
Nombre des cas favorables : Co X Cl, X C} + Clg X Ci2 %
Cl+Clyx €, X C& = 14520
, = 1520 = 0,2465
58905 o
2) Calculonsla probabilité de pouvoir faire le drapeau
du Tchad en prenant successivement sans remise 3

cubes
Nombre des cas possibles : A3 = 42840

Nombre des cas favorables : Ajg X A2z X A} =880
, = . = ,0205
42840

3) Calculonsla probabilité de pouvoir faire le drapeau
du Tchad en prenant successivement avec remise
3 cubes
Nombre des cas possibles : 36° = 46656

Nombre des cas favorables : 10 X 22 x4 = 880
880

P, =2 =0,0188
46656
Exercice 22

On lance un dé a 6 faces
a) Calculons la probabilité d’apparition de chaque
face
Soit p la probabilité d’obtenir la face n°1. La probabilité
d’apparition de chaque face étant proportionnelle au
numeéro inscrit sur elle,ona:
p+2p+3p+4p+5Sp+6p=1 e 21p=1

On obtient: p = %

On peut en déduire :

Face 1 2 3 4 5 6
Probabilité _1_ 1 3 4 5 6
A lalznlazrlanl2zn

b) Calculons la probabilité d’obtenir un nombre pair

Soit A cet événement, alors A = {2; 4; 6}
Dol P(A) = =+~ 42=2=2
21 21 21 21 7

Exercice 23
On lance simultanément 2 dés non pipés

WW-W
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1 2 3 4 5 6
1 11 12 13 14 15 16
2 21 22 23 24 25 26
L_S 31 32 33 34 35 36
4 41 42 43 44 45 46
5 51 52 53 54 55 56
6 61 62 63 64 65 66
Calculons la probabilité des événements sulvants
18 _ 1. pegy=t=l.pey=L=2
plA) =5 =75 PB) = g= L iPE) = 0=3
11
P(D) = %
Exercice 24

u, : 3 boules blanches et 1 boule noire
1, : 1 boule blanche et 2 boules naires
On lance un dé non truqué, s'il donne un numérod < 2, on

tire une boule de u,, sinon on tire une boule de u,.
@3 g 2 1 4 2
On déduit: P(w;) =2 =7, Pu) == R, (B) =
1 2
3 Py (V) =55 Ry (B) =35 R (N) =5

3
1) Calculons la probabilité de tirer une boule blanche

En appliquant |a formule de probabilités totales :
P(B) = P(u; N B) + P(u; N B) = P(uy) X Py, (B) +
P(up) % P, (B)

1 3 2 1
Alors P(B) = ;X 7 +3 X3
17

D'ou P(B) = e

2) Onatiré une boule blanche, calculons la
probabilité qu'elle provienne de P(B)

1.3

P(u;nB) _ 3%

Pg(uy) = _P(l“ﬁ,) S 3_1_7“
36

9

Alors : Pg(u,) = 5

Exercice 25

2
B
i
|

On prend une personne au hasard

1) Calculons la probabilité qu’elle soit atteinte du sida
Soit P, cette probabilité, alors :
P,=PHNS)+P(FNS)=1045x0,05+0,55x0,007
P, = 0,02635

e e T e e e e e T e e e T i A T

our qu’elle soit un

pbabllité p
2) Calculons la pro ¢ attelnte du sida

[ 4
homme sachant qu elle es

Solt P, cette probablllté, alors
p(HNS) _ 0,45%0.05

p, =" =

Py 0,02635
P, = 0,85389 '
3) Calculons la probablllté pou
femme sachant qu'elleestd

Soit P cette probabilité, alors :
p(Fns) _ 0.55x0,007

r qu’elle soit une
ttelnte du sida

3575 T 002635
P, = 0,14611
Exercice 26

Solt V - « la personne est vacciné » ;M « la personne est

o s
- « la personne n'a pas été vaccinée » et

malade » ; ¥
M : « la personne n’est pas malade »

D'apreés I'énoncé, on déduit : )

p) =15 p(0) = 2 Pu @) = 40u (V) =55 R (M) =

éi PV(M_) o= :_:'

a) Démontrons que P(M) = =
D’aprés la formule de probabilités totales,ona:
p(M)=P(MNV)+PMN V)= P, (M) x P(V) +
Py(M) x P(V)

4
. 6
pee?) _ 3 o1ors pp(M) = :—5P(M)

Or Pg(M) = ) 3
4

1.1 ,3_16 1,4
P(M)=:XE+:XEP(M)-;E+SP(M)

P(M) —ZP(M) = e P(M) = -

4
Dot P(M) = =
b) Déterminons la probabilité de tomber malade

pour un individu non vacciné
s

Pp(M) = 2P(M) = 12X
Dol Pp(M) = 5
Exercice 27
7 boules : 1 boule rouge, 2 boules jaunes et 4 boules vertes
On tire une boule, si est rouge on gagne 10 frs, si elle est
jaune, on perd 5 frs, si elle est verte, on tire une 2% boule
sans remettre la boule déja tirée. Si cette 2° boule est
rouge, on gagne 8 frs, sinon on perd 4 frs

1) Construisons un arbre pondéré représentant

I'ensemble des éventualités de ce jeu
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2)  Soit X =le gain algébrique du joueur
4 a) Etablissons la loi de probabilité de X
(@) = {-5; —4;8;10}
P X = — — 2 . ¥
( 5)—;,P(A=_4.)=E-p()(=8)=%

21’
P(X=10)=:

-5 —4 8 10
2 10 2 1
i 21 21 7

b) Calculons I'espérance mathématique de X

E(X) =Y xp,="104 00, 16,10, ~30-40+16+30
7 21 21 7 21

D'od E(X) = _g
3) Les conditions restent identiques. Indiguant le
montant du gain algébrique qu'il faut attribuer au
joueqr lorsque la boule tirée au 2% tirage /est rouge,
pour que pour que I'espérance de X soit nulle
Soit ce gain, alors : E(X) = ﬁ+_—43 5.2 et
7 21 21 7 21
EX)=0 ©2a—-40=0
D'ou a = 20frs
Exercice 28
Une famille a 4 enfants. La probabilité que I'enfant soit un

garcon est de %
Soit X la variable aléatoire associant le nombre des gargons
dans la famille
Alors X(Q) = {0;1;2;3;4)
1) Déterminons la loi de probabilité de X

- A . 1
Il s’agit de la loi binomiale de parametres 1. = detp ==

4 4
P(X = 0)=C{ G)o (%)4 = 0,3164
P(X =1) = C} (i)1 (%)3 =0,4219
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[ x |o 1 2 3 4
P 0,3164 | 0,4219 | 0,2109 0,0469 0,0039 |
2) Délerminons I'espérance mathématique de X ‘
E(X)=np=+4 x%

EX)=1 ‘
|
|

3) Déterminons la variance et [écart type de X
V(X) =npq =4x%x%
vex) =3 |
5(X) = V00 = 2 ‘

4) Déterminons la fonction de répartition de X
0,six<0
0,3164,si 0 s x < 1
3,5i1<x<2
Fy =P <x)= 823232,si25x<3
0,9961,si3<x< 4
1,six =24

Exercice 29

LB =
1.5 1
2 4= —-—+—=1
6+1ﬂ+3+a 2 18
= 1
546941 L Jeog=1-1=-
18 3

11

1
1

2) Calculons E(X),V(X) et 5(X)
9+25442+27+11 _ 114

E(X =XxbPi= 18 18

57
EX)==

2
v = Ex?) - (EC0)
Avec E(XZ) - 27+125+2‘1?:+243+121 — .8_1182 =45
y=45-22=-2=n
81 81

a(X) =VX) = V22 = 4,69

3) Définissons la fonction de répartition de X
0,six <3

1 2
-, 5si3<x<5

si5<x<7
F(X):P(XSX)Z

VINO|ls

,5i7<x<9

=
~

,si9<x<1
18
1,six=>211
Exercice 31

Soit A * « lancer la piéce truquée », B « lancer la piece
équilibrée », alors : P(A) = P(B) = %
1) On prend une piéce au hasard

a) Calculons la probabilité d’'obtenir Pile

Soit P : « obtenir Pile »
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p(P) = P(ANP) + P(B N P) = P(A) X Py(P) + P(B) x P(A) = o _10_5=0119
Pa(P) TR
1 2 1
or Py(P) =15 et Py(P) =2 PB) =S=g=5 T 0,048
5 270,881
Aors P(P) = TX {43 %3 pepymd — P S V=5 7 0,
, _3 xct _30 - 2 =0,357
Dt:)l‘li’(P)-—'3 p(D)__._d_M_ﬁ._‘a-‘-_ﬂ = 0,3
b) On aobtenu Pile, calculons la probabilité d"avoir Algebre. linéaire
utilisé la pitce pipée é;er;:iée 1
1.1
P(ANP) _ 3X3 _3[y3 3
pp(A) = o = 15 (x;y) ER%Lx*Y = oty —
i Montrons que I'application %
Alors : Pp(4) =3 de (R,+) vers (R, +)
¢) Calculons la probabilité d"obtenir au moins une posons f: (R,x) = (B, #)
fois Pile XX
Soit C cet événement et C son événement contraire : festun isomorphisme si et seulement si flx*y) =
« obtenir 3 fois Face lors de 3 lancers » f(x) + f(y) etde plus f est bijectif
o 1.3, 58 1,0, 4,355 Cam T aY =k +y3 =
P(C)—;X:X:X4+EXZX2X2—1ZB . f(x*Y)=(3x3+y3) =x*+Y
35 :
P(C)=1—135 fO)+f0)
Dol P(C) _li:i Alors est un morphisme de R) — (R +)
ou " 128 . f)= x3 = fl(x)= 3x?
2) Trois fois on choisit 'une des piéces au hasard, £ est continue et strictement croissante sur R alors f est
déterminons |3 probabilité d’obtenir au moins une une bijection de Rvers R.
4 fofs ?ile CC: f est un isomorphisme de (R,+) — (R, +)
Soit D cet événement péduisons en que (R, +) est un groupe commutatif
I agit d'une loi binomiale de parametre Tt = Ratp= % f étant isomorphisme de (R*) — (R, +) alors f " estun

isomorphisme de (R, +) — (R*) etde plus I'image d'un

3
La probabilité d’obtenir 3 fois face est (%) il - morphisme est un groupe
atif par u

groupe commu

3
5 387 .
Alors P(D) =1 - (g) =——=0,756 commutatif alors : (R, +) est un groupe commutatif
3) Onlance les deux pieces ensemble, calculons la Exercice 2
probabilité d’obtenis le méme résultat G =R xR et+uneloide composition interne définie

par: (x,y) * (x',¥) = (xx',xy' +¥)

P(E) = P(Py 0\ Pg) + P(F4 1\ Fs) =ixi+ixi=g
1} Montrons que (G,*) est un groupe non

Do P(E) = .
. 2 commutatif
Exercice 33 e +LClalors G eststable pourla loi *
5 ietons verts et 4 jetons rouges Pt 1"
: Ok A £t | e Gy (@) & y) = (G
1) Ontire successivement et au hasard 3 jetons du ' y')) . (")
sac. Calculons la probabilité : (o) + (K'x" ) "y &xx' 5]+ 2y
* = *
a) De ne tirer que 3 jetons verts (')f . x+,xy’+y o yl ¥ , Y
Soit A cet événement DX R xy y.) = (xx'x,xx'y + xy" +¥)
4 Alors |a loi * est associative dans G
PA)=2E== .
42 e Elément neutre

el
9

b) De ne tirer aucun jeton vert
Soit B cet événement

(x,y) * (ey,82) = (ey,€2) * xy) =@y
(x,y) * (e, €2) = (xey,xe; + y) = (x¥)

3 : = : .
P(B) = :_; _2_1_0048 Par identification, ona:

504 21 xe, =X

c¢) De tirer au plus 2 jetons verts [xez t¥=¥ = (e1,02) = (1,0)
Soit C cet événement et € = A son événement contraire (e),€2) * (x.y) = (X, €0y + e;) = (x.¥)
slors P(C) =1 — ;5; _ % = 0,881 P:lr;din;ification, ona:

d) De tirer exactement 1 jeton vert {31)’ +e,=y e (ey,e2) = (1,0)
Soit D cet événement Alors (1, 0) est I'éléement neutre
p(D) = 3":%:’*5 _ % _ ;5; = 0357 »  Elément symétrique

(x,3) « (X, Y) = (X,¥) * (x,y) = (L.0)

2) On tire simultanément 3 jetons, reprenons les

guestions
Mﬁ e ————
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Py«
ar |dentlﬁcauon, ona:

{XX=1 =1
xY+y=o<=a{Y x
(X. Y) "‘(x,y) -

) (Xx, X ‘+y = (!
Par 'dentification i

yona:
Xx = X=1
Xy+)'=0¢=’{y=x_¥

Alors (1 _ ¥ , !
(x- x) est I'élément symétrique de (x, y)

*  Commutativité

&y),‘ (x',y") = (xx',xy" + y) et
o J; ) ('x. Y)=(x'x%,x'y +y")
Ak.)y * (XL = (', y) « (x,y)

e s laloi n’est pas commutative
: gG,*) st un groupe non commutatif
) Montrons que (10; +oo X R,«) est un sous
Broupe de G

* V(x,y) € ]0; +oo X R, (x',y") €]0; +oo[ x

R,
(x'y) = (x’ny') =
D'ou I3 stabilité

Aore (1 B0 (y) = (3) # (10) = (x.9)
ors (1, 0) est un élément neutre de * dans ]0; +oo[ x R

- 1 y 1 y
s _y)(”) G-Y)=G-Yren=a0
O £~ ]0; +oo[ X R est le symétrique de (x,y)

CC:(JO; +oo[ x R,*) est un sous groupe de G
Exercice a
n EN'etf:lR‘—»IR{'\f(x):x"

Montrons que f est un endomorphisme de (R*,x)
f estun endomorphisme de (R*,X) si et seulement si :
fGxy) = f) x f(x)
frxy) =@xy)" =x"xy" = f(x) x f()
Alors f est un endomorphisme de (R*,X)

Exercice7

{x ly=x+y-1

X*y=xy—-x—y+2

Montrons que (R, L,*) est un corps

(xx',xy" +y) €]0; +oo[ xR

a) Veérifions que (R, 1) est un groupe commutatif

e Associativité
X,y et z trois réels
x1lylz)=xly)lzexly+z-1)=
x+y-1llzex+y+z-2=x+y+z-2
xl(ylz)=xly)lz=x+y+z-2
Alors 1 est associative

e Elément neutre
xle=elx=x+e—1=xalorse =1estl'élément
neutre pour laloi L

e Elément symétrique
xl1lX=X1lx=x+X-1=1alors 2—xestle
symétrique de x

e« Commutativité

xLly=ylx=ux4y~1alorslalol L est commutative
Alors (IR, 1) est un groupe commutatif
b) Vérifions que (IR,+) est un groupe
*  Assoclativité
X,y et z trols réels
xe(yr2)=(xry) vz @xx(yz=y—=2+2)=
(xy—x=y+2) vz xyz—xy—x24 2 -x~Yy2+
ytz-2=xyz—xz~yz+422~-xy+x+y—-2-2+
2
Onaura:xyz—xy—xz—=yz+x+y+z=xyzs—xz-
yz—=xy+z+x-+y
Alors la lol est assoclatlve
o Elément neutre
xxe'=e'rx=x¢'—x—e'+2=x @c=12
Alors e = 2 est I'élément neutre :
e Elément symétrique
xxX' =X rx=xX'—x-X+2=2 @ X ==
Alors :Tl est le symétrique de x
Alors (IR,*) est groupe
c) Vérifions que * est distributive par rapport a L
xx(ylz)=@ Lz)*x
xr(y+z-1)=@+z-Dr»xexy+xz-x—x~-
y—z4+1+2=yx+zx—x-y—-2z+1-x+2 &
xy+xy—-2x—y—z+3=yx+zx—2x—-y—2z+3
Alorsx*x(yLz)=(y Lz)*x =xy+xy—-2x—-y—z+
3
Alors la loi * est distributive par rapport a L
CC: (R, L,*) est un corps
Exercice 8
Soit Z[V2] = {m + nvZ;metn € Z)
1) Montrons que Z[\/_Z], muni de I'addition et de la
multiplication des réels, est un sous anneau de R
Soient m + nv2 € Z[V2] etm' + n'V2 € Z[V2]
o m+nV2+(m +nV2)=(m+m)+ n+
n V2 € Z[v2]
¢ 0+0xV2=0€2[V2]
e m+nV2—(m+nV2)=(m—-m)+
(n—n)V2 =0 € Z[V2]
Cela montre que (Z[\/ﬂ, +) est un sous groupe de R
Soient m + nv2 € Z[V2] etm' +n'V2 € Z[\/_Z—]
o (m+nV2)(m' +n'V2)=mm' + 2nn’ +
(mn' + m'n)V2 € Z[«/ﬂ
¢ 1+0xV2=1€2[V2]
D’ol (Z[\/f], +,X) est un sous anneau de (R, +,X)
2) Soit ¢ I'application de Z[vZ] dans lui-méme telle
que:<p(m+n 2)=m-nJ2
Montrons que ¢ est un automorphisme de I'anneau
(Z[\/ﬂ, +,%), c'est-a-dire une bijection et un morphisme
de chacune de deux lois
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o Va+bVZez|Vi]3la-bv2ez[ve]tel
que:g(a=bv2) =a+ V2
Alors ¢ est une application bijective

solent m 4 ny/2 € Z[VZ] etm' + V2 € Z[V2]
o pmanV2em' +V2n') = ¢ ((m +m') +

n+ n')\/f) =m4+m —(n+n'W2=m-
w2 +m' = n'V2
@(m+nvZ +m' +V2n') = @(m + nV2) + p(m' +
v2n')
Alors ¢ est un morphisme pour la loi +
) ((m +nvZ)(m' + n'\/f)) = g(mm’ +
2nn' + (mn' + m'n)¥2) = mm' + 2nn’ -
(mn' + mm)V2
@ ((m +ny/2)(m' + n'\/i)) = @(m +nv2)p(m' +
n'v2)
Alors ¢ est un morphisme pour la loi X
D'ou @ est un automorphisme de 'anneau (Z[vZ], +.X)
3) Onpose: N(x) = xp(x)
Montrons que N une application de Z[vZ] dans Z, qui est
un morphisme pour la multiplication
Posons x = a + bv2
« N(a+bv2)=(a+bV2)p(a+bv2) =
a?-2b*EL
« N ((a +bv2)(a' + b’\/f)) =N(a+
bVDIN(a' +b'V2) = a* - 2b?)(a”? —
26 el
D'ou N est un morphisme
4) Démontrons quex € Z[\/i] est un inversible si et
seulement si: N(x) = +1

Soitx = a+bv2 € Z[V2] alorsi € Z[V2]

NN (3} =N (xx2)=N() =1

N =N(2)=1

N@) =N (3)=-1

x est inversible si et seulementsi: N(x) = +1

5) Vérifions que 3 + 2vZ et —3 + 2v/2 sont

inversibles dans Z[\/ﬂ

N(3+2V2)=32-2x2'=1

N(-3+2VZ2=(-3)?-2x22=1

D’ol 3 + 22 et —3 + 22 sont inversibles dans Z[\/E]

Exercice 9

Alors N(x)N G) =le

Démontrons que les ensembles suivants sont des sous
espaces vectoriels

a) E,={(x,y,z2) e R}, x+y+3z=0)
x+y+3z=0ex=-y-3z
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-3
z( y ) -3)
-1 ( ;
te; =
Pownst’;’(é)e : 1
, = Vect(e1,¢2) ,
Ao sous espace vectoriel engendré par e, ete,
ool B & ya) € R 3y 5= 000
b) [(leylz) € Hj’xaﬂytzs-—__SZ =0} et

5= () EREXHY

Poson x-y+l=°}

g ={(xy?E R 3.,.5,
}’—Sz=0¢’x="§y+z

=< 64,%2 Z

2x+3 3 5
3. 2 -3 2
X —;)’ + zz =y 12 +z 0
y =
2 o/
2
= 2
posonses = | 1 etes; = g
Alors E =< € .3 > alors E est un sous vectoriel engendré
ors E =< €3,€4
par ez et ey

x_y+z=0¢x=y—z

B )= ) ()

z

1 -1
Posons es = (1) eteg=| 0
0 1

i ace vectoriel
Alors E' =< es, ¢ > alors E” est sous esp

engendré par es et &g ;
Dol E, = E N E' est sous espace vectoriel de R

Exercice 11
vérifions si les systémes suivants forment des bases dans
R3
a) S, ={(1;-10),(2 —-12)}
S, est un systéme a 2 éléments dans R3 alors il ne forme

pas une base dans R?
b) S, ={(1; -1,0),(2-12),(1;0;a)}on
discutera suivant les valeurs de a
Soit a, B,y trois réels tels que :

()

a+28+y=0 B=-v
Alors:{—a—f =0 eia=-0
2B+ay=0 (a-2)y=0
- Sia—2 =% 0,alorsy = 0 et on obtient :
a=8=y=0

D'ou S, forme une base de R3
Sia—2 = 0alors(1;-1;1)estsolution du
systéme
D'ou S, ne forme pas un systéme de R3
o S3={(0;1;1),(1;0;1),(1;1;0)}
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Soit
B,y wrois réel tels que

1
"(;) *~B(u) 4 )(:) = (8)
1 0
B+y=9 v
Nors;ia«ry:()ml;;;g

T4 f=0

D' i ,r = 0
: ou .g. forme une base de R
erruce 12

=y e Ry -2y +2=0)et

G ={(xy ,
3 M2) ERY,2x -y 4 22 = 0)

x dimensions
23’+z=0@x=2y_2

B
)-(%7)-()+(3)
< -1
Posonsd:(l)etsz(o)
0 1

Alors: F =< 2 17
F=<ab> donc F est sous espace vectoriel

engendré par g et b

Soit @, B deux réels tels que:ad +fb=0

2a-f=0
{g:g alorsa = =0

D_ou (@, b) est une famille libre donc une base de F et
dim(F) =2

2X—y+2z=0 o y=2x+2z

0)=(32)-(2) )
ei=(3)ei-()

Alors : G =< ¢,d > donc G est un sous espace vectoriel

engendré par ¢ et d

1 0 0
Soit @, B deux réels tels que : a (2) +8 (2) = (O)
: 0 1 0

a=20
{Za+zﬁ=oalorsa=,ﬂ= 0
=0
D’ou (C, [i) est une famille libre donc une base de G et
dim(G) =2

2) Déterminons une base de F N G et donnons sa

dimension

{x—2y+z=0(1)
2x —y+2z=0(2)

X =-2
2(1)-(2) donne : {y 5

-G
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Do
nhons une base de F et G et déduisons en leurs

Mot  FNG == ¢ >
0’0 (¢) est une base de F 1 G et dim(F n6) = 1
1) Vériflons st F et G sont supplémentaites
I et G son supplémentaires si et seulement i - F NG =
IO,.&I
OrFNG=<2>doncFnG = [0g)
D'ou F et G ne sont pas supplémentaires
Exercice 13
h: R? = R?
h(x,y) = (x -y, =3x+3y)
1) Montrons que h est une application linéaire
h est une application linéaire si et seulement si :
(it; u') € R, (; ) réels, on a: h(ail; pi’) = ah(ii) +
Bh(')
Posons : i = (x;y) et ' = (x';¥")
ail + ﬁ? = (ax + fx'; ay + fy")
Alors h(ail + fu’) = (ax + fx' —ay — By'; —3(ax +
Bx') + 3(ay + fy")
h(aii + HE’) —a(x-y; =3x+3y)+px' - —3x’ +
3y") -
or (x —y; —3x + 3y) = h(u) et
(x' =y, -3x'+3y")= h(u’)
D'ob h(ai; BE") = ah(u) + Bh(u’) alors h est une
application linéaire
2) Montrons que h n’est ni injective ni surjective
e Soit (1, 1) et (0, 0) deux couples
h(1,1) = (1-1; -3+3)=(0;0) et h(0,0) = (0;0)

Alors h(1,1) = h(0,0) pourtant (1,1) # (0,0)
D’ou h n’est pas injective

e Soit (1, 0) un couple de R?
h(x,y) = (1,0) & (x —y; —3x+3y) =(1,0)

x—y=1 x=1+ 1=

{—3x-)+13y=0 {x-—-y yﬁ[x:
Alors (1, 0) na pas d’antécédent par h
D’ol h n’est pas surjective

3) Donnons une base de son noyau et une base de

0 .
impossible

son image
e Soiti = (x,y) € ker (h) tel que : h(@) =0
o - x—y=0
(x—y; -3x+3y)=(0;0) & {—3x +3y=0
(y) =x(1;1)

Posons @ = (1; 1) alors : ker(h) =< d >
D'ol () est une base de ker(h)
o Soitil’ = (x';y') € Im(h) tel que : R(W) = @’

A — it xX'=x-y
(x —y; =3x +3y) (x:y)ﬁ{y'=—3x+3)'

En multipliant la 1 ligne par 3 et aprés addition on

obtient :
3x'+y' =0
soit b = (—1;3) alors Im(h) =< b>




s

posons b = (=2;4;4) et ¢ = (=1;1;0)
Alors Im(u) =< b,¢>
5 el ¢ étant deux vecteurs non proportionnels donc
forment une base de Im(u)
0’0 (b; €) est une base de Im(u)
3) Vérifions si ker(u) + Im(u) = R?
ker(u) + Im(u) = R¥ si et seulement si d; b et & forment
une base de R?
Soit (@, f,y) € R3 tels que : aa + [i’l; +yc=0

—2a-26-y=0
—2a+4§+;=0 u{—4a+2ﬂ=o
a+4f =0
Alors @ = f =y = 0donc (d; b; ¢) est une libre alors
forme une base de R®
D'ou ker(u) + Im(uw) = R3
Exercice 17
(e1; €z; e3) une base canonique et

fle) =5 (e + 2, +263)
[ {flex) =5 (2e, ez +2€5)
fles) = %(Zel +2e; —€3)
SoitE_, = (u € R3\ f(u) = —u}etE; = (u€ R*\

f) =1}
1) Montrons que E_, et E; sont des sous espaces
vectoriels de R3

o f(0gs) ={0gs}alorsE_; # @
e Soitaunréeletu € R?
flauw) = af (W) = —au €u,
D'ou E_, est un sous espace vectoriel de R?
e f(0gs) = {Ops) alors E, # 8
e Soityunréeletu € R?
fOuw) =yf(w) =yu€k
Alors E; est un sous espace vectoriel de R?
2) Montrons que e; — e, et e; — €3 appartiennent a
E_, etquee; + e, + e; appartient a £;
e e, —e,ete; —egappartiennenta £_; &
{f(el —ey) =—(e; — ) = fe)) — f(er)
fle, —e3) = (e, —e3) = f(ey) — f(e3)

1 1
fle;—e) = 5(—61 + 2e, + 2e5) — 5(2‘31 — e, + 2e3)

1 1
fle; —e3) = 5(—91 +2e, + 2e3) — E(Ze1 + 2e, —e3)

{f(e1 —eg)=-e,+e;=—(e;—¢)

fle, —e3) =—e, +e3=—(e; —¢€3)

D'ol e, — e, et e; — e; appartiennent a £_,

o e, +e,+egappartientaE; o f(e; +e, +
e3) =e +e;+e;

fles+e; +es) =f(e) + f(e;) + f(es) = ;(‘91 ok
2e; + 2e3) + ;(Ze, — e, + 2e3) +§(Ze1 +2e;,—e3) =

D’ol e, + e, + e; appartient a £,

ions de E_ et E;

r es dimens! ) ]
3) Conch;ons suwl A s alors o
- s .
o PZz ey € Ex alors dimEy
Ona:? 2
4) ‘gétermlnons ) JP—
= —u el
E_y= f(u) =
Op? € E_, et Op? ¢ Ey
pouE.sNEL = {0: aE—@EI
e nlﬂl [ et deduusons en qugf est
) Calculons g
) bijective et delermmons f e
fie) =5 (St 2f(er) + 2 (€3)) = &

(e1) = [(ez) 5 2]’(6’3)) =€y

‘ 2 = —-(2[
fZ : f (ez) 3 )+ Zf(ez) f(ES)) =ée3

fz(eB) = _1_(2/'(9

= Idg3
Aors f2=feof = Idg
fof=ldgs alors f est bijective etf1=/
Exercice 18
{x’ =2x—y—2
ly =—x+2ytZ
) eker() (f). Donnons en une base de

Déterminons ker(f) et Im
chacun d’eux si possnble B
e sSoitu=(xy2)E ker(f) tel que: f(w) =0

2x-y—-z=0 2x—y—-2z=0_,
fa)=0= —.x+2y+z=0 3x—z=0

(x,y,2) ——2(1 1,3)
Alors ker(f) =< (1,1,3) > (droite vectorielle engendrée

par le vecteuru = (1,1, 3)
e Soitu’ = (x",¥", z')Elm(f)telquef(u)—u
, 2x—y—-z=x
fy=we {—x+2y+z=y’

Exercice 19

£ {x =X
@ ly'=(Q-ax+ay
1) - Ecrivons la matrice M de f, dans la base (1, /)

w=ll, o
l—a a
- Valeurs de a pour lesquelles f, estun
automorphisme de E
f, estun autamorphisme de E si seulement si detf, + 0
0
detf, = =a
fa = 1 a a
D'ola €R’
2) Déterminons suivant les valeurs de a I'ensemble

des vecteurs invariants par f,
X=X
fa(u) = u c:;‘{y=(1—a)x+aym

{1 =% o X=X
(1-a)y=Q-a)x {(1 —a)(y-x)=0
e Sia =1 alorsI'ensemble des vecteurs invariants
est E lui-méme

— el e e e S s )
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»
Sia # 1, on obtient y = x alors 'ensemble des

Vecteurs invariants est la droite d'équation y = X

3)' Ondonneq =g
foi {;' =X
' =y
a)  Déterm
Soit y = cterminons ker(fy) et Im(fy)

o,y e ker(fy) tel que fo(u) =0

fo(u):gh J‘:jomx=0

Alors e
par ker(fo) =< J > c'est la droite vectorielle engendrée

. Soitw’ = (x',y") € Im(f;) tel que fo(u) =1’
W) =y o {x B g
Al x=y ¥ -Y=0
ors =
droit mfo) = fulx,y) \x -y = 0) =< (1,1) > cestla
'€ vectorielle engendrée par le vecteur d(1,1)
M b) e1:I+Ietéz=I
(gon_t‘rons que (€,,é,) est une base de £
é
1:€2) est une base de  si et seulement si det(y, &) # 0

det(é,,¢,) = H 2' =1%0

Alors (€,, €,) est une base de E
Déterrm: ;
€terminons la matrice M, de f; dans la base (61, €2)

On saitque P = [i (1)] est la matrice de passage a la base
(6,8) etp1 = [_11 (1)] sa matrice inverse

S UL I | e [

D'ou My = [(1) 8]

Exercice 20

Mgy = [+ 07,2 _
(ﬂ,b) [ a b _ a] ,[ = M(O.l) et] = M(I,O)
1) Montrer que E est un espace vectoriel de base
(L)
0 0 . T
s [0 0] € E alors E est nqn vide
o ; _fa+b 0.
Soit Mg py = [ b a] ELet My =
a'+b' 0
[ a b'- a’] €E
M(a,b) + M(ﬂl,b') —3
[(a+ a)+b+b") 0 ]
a+a (b+b)-(a+a’)

Alors Mg yy + M (g1 1y € E, d'0l la stabilité
[aa +ab 0 ]

e Soit aréel aM =
(@) aa ab-aa

Alors aMq 4y € E, d'ot la stabilité

1 0

0 1]=a]+bl

* DeplusMgy =a E _01] +b [
(J,]) étant libre alors une base de £
CC : E est un espace vectoriel de base (/, /)

2) Calculons J?
r=l} SR =l 1=
Déduisons en que si M et M'sont deux matrices de E alors
M x M’ est une matrice de £

—_#———_—m
eT——————————
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M=al+bl et M =d'|+bl
M x M' = (af +bl)(a') + b'l) = (aa’ + bb")] +
(ba" +ab')J € E
AlorsM XM' € E
Montrons que (E, --,X) est un anneau commutatif unitaire
¢ Onamontré que £ est un sous espace vectoriel de
matrices carrées d’ordre 2, alors £ est sous groupe
par rapport a I'addition
« Deplus, onamontré que aMp) €E alors la
multiplication est interne dans £
o« MxM' =(aa' +bb") +(ba'+ab")JEE
CC: (E, +,%) est un anneau commutatif unitaire
NB : Un sous anneau est un anneau
3) Déterminons les matrices inversibles et exprimons
Masydans la base wn
Ma,py est inversible si et seulement si det Mg ) # 0
o detMuy=|*" b ° |=@+be-a)
det Mgy # 0 pour a # beta#-—b

=L 0
i 1 b —a O - a+b
M(a,b) - (a+b)(a_—b)_[ —-a b+ a] = A

(at+b)(a-b) a-b

- 1 b—a 0 _
* Man= (a+b)(a—b)[ —a b+a]

] (AP LI
a

o N B R S
- Alors M) = (a+b)(a—b)l (a+b)(a—b)]
Arithmétique
Exercice 1

Démontrons par recurrence que:

a) vneN, Tkk+1)(k+2)=
Soit P(n) cette proposition
P(n)=1x2x3+2x3x4+-+n(n+1)n+n)=

n(n+1)(n+2)(n+3)

4
= P(l) - 1(1+1)(14+2)(1+3) _ 2:-1

e Supposons que P(n) est vraie
»  Vérifions que P(n + 1) est aussi vraie

nn+1)(n+2)(n+3)
4

=1%x2x3=6

Fgt 1) :er (n+1)(n+2)(n+3)
P(n+1) = "(’H'1)(71+2)(n+3)4+(n+l)(n+2)(n+3)
Pl + 1) = D3 s)

4
P(n + 1) est aussi vraie
DouvneN, T k(k+1)(k+2)=

n(n+1)(n+2)(n+3)

4

b) VnEN',Zk(n—k)z("L:("“)

Soit S,=Xk(n—-k)=1n-1)+2(n-2)+--+
n(n—n)
Sy=n(1+2+3+-+n)—(1*+2%+ - +n?)
Orl+2+3+~~+n="("TH)et12+22+-u+n2:

n(n+1)(2n+1)
6
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Alors S = n'-‘(:H) _ n(m-l){(zm»l) = Mn=1)(n+1)

9 6
D'ol V€ N, L k(n — k) = B=Vn(uony
6
€) VnEN,3MH1 4 gne2
* Pourns=
par?7
*  Supposons que V n € N, 321+ 4 2n+2
*  Vérifions au rang n 4 1
32(n+1)+1 4 20142 _ 32nv X 94 2042 5 2
=37 42) 4 nv2
=7% 32n+1 +2x 3211+l +2x% 21“-2
= 7 x 3%+ + 2(32n+1 + 2n+2)
Or 38" 4 2"2 = 7k avec k entier relatif
Alors 32(+1)+1 4 2MH42 7(32n+l +2k)
Posons 32"* 4 2k = k!
Alors 32(n+1)+1 4 n+142
rangn+1
D'olV n € N, 371 4 242 ot divisible par 7

NB : on peut utiliser une méthode analogue pour
démontrer les d) et e)
Exercice 2

est divisible par 7
O,ona:3+4 4= 7 alors 7 est divisible

=7k

3:(n+l)+1 4+ 24142
32(n+:)+1 4 2142
32n41)41 '+ PN+I42

= 7k donc propriété vraje au

1) Ecrivons en base deux les nombres suivants -
85 =10101012

104 = 11010002

—_—

3607 = 1110000101112

2) Ecrivons dans |e systéme décimal
W=lx24+lx22+1x2°=22
m=1x27+1x25+1x23+1x
1107000112 = 1 X 28 4 1 x 27 4 1 x 25

419 :

]
3) Ecrivons 2 — 1 en base deux
26 -1 =T11111712
4) Ecrivons BAC2016 dans la base décimale
m7:11x76+10x75+12x74+2x73+
1x7+6=1491720
Exercice 4

2=170
+1X2+1=

Déterminons le reste de |a division euclidienne de parb
a) a=-2372; b =44
Onsaitque: 2732 = 53 x 44 + 44
—2732 =(-53) x 44 — 40 = (=53)x 44— 44 4 4
—2732 =(-54)x 44 4 4
Dol (q;7) = (—54; 4)
b) a=735b=-472
Onsaitque:735 =472 x 1+ 323
735 = (—472) x (-1)+ 323
D'ol (g;7) = (—1; 323)
¢) a=-235p=_17
Onsait que : 235 = 17 x 13 + 14
—235=13(-17) - 14 = 13(-17) - 17+ 3
—235=14x(~17) +3
Dot (g;7) = (14;3)
d) a=50967;b = 457

50967 = 457 x 111 + +240

D'oli (g;r) = (111;240)

-EBLZI)@—Z =900; q = 14 aveca = bg+r
Déterminons les valeurs de b et

a=bg+r 900=14b+71 avec0<r<b
900 = 14b +r alorsr = 900 — 14b
0<900-14b< b

14b <900 < 156

b <64 _ :62; 63; 64}
b = 61,62;63i
{b S 60 alors {

En remplagons b par ses valeurs dans I'égalité r = 900 —
14b, on obtient : )
(b;7) = {(61;46), (62; 32), (63;18), (64;4)}

2) b=16;r=q*etn=0bq+r

Déterminons les valeurs de n
n=bq+r=16q + q>
Or0<r<balors 0<qg<4
Alors g = {1;2; 3}
Sig=1alorsn =17
Sig=2alorsn = 36
Sig =3alorsn =57
n = {17;36;57}

3) a+b+r=3025¢etq =50
Déterminons les valeurs de a, b et r
a=bq+ralors a=50b+r
51b + 2r = 3025 alors 2r = 3025 — 51b
Or0<r<balors51b < 3025 < 53b

51b < 3025 b <59 " rea
< lors b = {58: 59
{53b N {b > 57 3lors b = {58;59)

En remplagons b dans 2r = 3025 — 51b, on obtient: r = g
a=50b+r=50x59+8=2958
D’ol (a; b;r) = (2958; 59; 8)
Exercice 6
1) m=ppcm(a;b); d = pgcd(a; b)

Trouvons les couples (a; b),aveca < b, d’entiers naturels
tels que : 2m + 3d = 78
d divise 2m et 3d donc d divise 78
d € Dyq
d€{1;2;3;6;13; 26;39; 78}
2m + 3d = 78 alors 2m = 78 - 3d
Seules les valeurs 2 et § donnent m
Sid = 2alorsm = 36
{m = 363|0r {a xb=72

d=72 pgcd(a; b) =2
Posonsa = 20’ et h = 2’

4@’ xb) =72 a xb' =18 ,
{2 x pged(a’s b') = 2 alors {pgcd(a';b’) = qaveca’etd’
deux nombres premiers entre eux
Alors (a';b") = {(1;18), (2;9))
Sid = 6alorsm = 30

{m:30 alors{axb: 180
d=6

pgcd(a; b) = 6
Mmmm-__-_’m\
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Posons a=
{a, il
Pgcd(a'; by = 1 3veca’ et b’ premiers entre eux
;'Ors (@b = (1;5)
ou (q: :
Y (@b) = {(2;36), (4;18), (6; 30))

ona: 3) Déterminons I'ensemble des diviseurs de 276
o 31276 =22 x 3% 23

ouD,, -

276 = {1,2;3; 4; 6; 12; 23; 46; 69; 92; 135; 276}
b) Dgcd(x,y) = d, ppcm(x;y) =mavecx <Yy
g nons les couples d'entiers (x; y) tels que :
o §d=2763vec10<d<30
divise 1 4 3d doncd € Dyyq

d‘= (12;23)
Sid =12 Alors m = 240
{Ppcm(x; ¥) =240 lors [XY = 2880
Ppgcd(x;y) =12 . [pgcd(X;}’) =12

oions X=12x"ety = 12y
{x Xy' =20

Pged(x'; yr) = 1 3VeC X' ety’ premiers entre eux
(?C ¥ ={(1:20),(4;5))
Sid =23 alorsm = 207
{ppcm(x; y) =207

pgcd(x;y) = 23
Posons x = 23x ety = 23y’

6a'eth = gp'

Détermi

{:’ X y' =9

ged(x';y') =1 avec x’ et y’ premiers entre eux
(x;y) = (1;9)

Dot (x"; ") = {(12; 240), (48; 60), (23; 207)}
Exercice 7

1) a)Trouvons a I'aide de I'algorithme d’Euclide,

pgcd(1683;969) i
D 1683 969 714 255 204
D 969 714 255 204 51
R 714 255 204 51 0

Alors pgcd(1683;969) = 51

b) Résolvons dans Z? : 969x — 1683y = 51
969x — 1683y = 51 & 19x — 33y = 1(car
pgcd(1683;969) = 51)
19 et 33 sont premiers entre eux

33=19+14 14=33-19
19=14+5 _)5=19-14

14=5x2+4  )4=14—5x2
5=4+1 1=5-4

1=5—-4=5-(14-5%x2)=5%x3-14
1=3(19-14)-14=19x3-14x4
1=19x3-(33-19)x4=19x7-33x4

Alors (7; 4) est une solution particuliere de 19x — 33y =1
19x — 33y =19x7—-33%x4

19x —19x7 =33y —-33x4

19(x —7)=33(y—4)

19 et 33 étant premiers entre eux alors 19 divise y — 4 et
33 divisex — 7

31 k €Ztel -{"_7:33" o f =R+ T
Alors 3! el que: y—4=19% =19k + 4

_—_m = s
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D'ouS ={(33k+7;19k+4), k€Z)}
c) Déduisons I'ensemble des solutions de
I'équation : 969x — 1683y = 102

969x — 1683y = 102 < 19x - 33y = 2
De ce qui précéde, on déduit :
S ={(33k + 14; 19k + 8),k € Z}

2) a)Résolvons dans Z 'équation 3x = 1[5]
3x=1[5] @ 3x=5k+1
3x-5k=1
(2; 1) est une solution particuliere, alors :
3x-5k=3x2-5x1
3x—-3Xx2=5k—-5x%1
3(x=2)=5(-1)
3 et 5 étant premiers entre eux, 5 divise x — 2 alors
IpeZtelque:x—2= Sp.alorsx = 5p + 2
D'ouS={Sp+2;p€EL}
Résolvons dans Z I’équaﬁgn”:‘ 5x = 2[7]
s5x=2[7] @5x=7k'+2 .
Sx — 7k' =2 |
(6; 4) estsolution particuliére, alors :
Sx—7k' =5%X6-7x4
5x—5x6=7k'—7Xx4
5(x—6) =7(k' —4)
5 et 7 étant premiers entre eux, 7 divise x — 6 alors
31 p' € Ztel que:x — 6 = 7p' alorsx = 7p' +6

DouS={7p' +6,p €L}

, . 3x = 1[5]
b) Résolvons dans Z le systeme : {Sx = 2[7]
{3;:5 1[5] @{x=5p+2

sx=2[7] =7p'+6
x=x ©&5p—T7p' =4
(12; 8) est une solution particuliére, alors :
Sp—7p' =5%x12—-7x8
5p—5x12=7p'—7x8
S(p—-12)=7(p'-8)
5 et 7 étant premiers entre, 5 divise p’ — 8 et 7 divise

p—12alors3m € Z tel quta'{p-lz :7malors
“{p'—8=>5m

p=7m+12

{p’=5m+8

{X=5P+2 @[x=35m+62

x=7p' +6 X = 35m + 62

D'ot S = {35m + 62; m € Z}

Exercice 8

n = 5[8]

{nzl}[ll]

Déterminons le reste de la division euclidienne de n par 88.
n=>5(8 n=8a+5

{n = 4[[1]1] e 11b 44

n=n & -8a+11b =1

(4; 3) est une solution particuliére de cette équation
—8a+11b=-8x4+11x3

8(—a+4)=11(-b+3)
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g et 11 étant premiers entre eux, 8 divise -b + 3 et 11
i fa=4-1
divise - a + 4, alors 3! k € Z tel que ‘[b - gik
{n =8a+5 G.{n=8(4-- 11k) + 5
n=11b+4 n=11(3-8k)+4
On obtient . = 37 — 88k = 37 + B8(—k)
D’ols 37 est le reste de la division euclidienne de n par 88

Exercice 9

Résolvons dans N2 les systémes suivants :
pgcd(x;y) = 354
{x +y = 5664
posons x = 354x" ety = 354y
o)) =
[Z‘?fg l=y1)6_ L avecx' et y ' premiers entre eux
_{(;15),(15; 1),(7;8),(8;7),(11;5), (5;11),
= (13:3),(3;13) ]
(354; 5310), (5310; 354),(2478; 2832)
D' ou S ={(2832; 2478), (3894; 1770),(1770; 3894)
(4602; 1062), (1062; 4602)
b) {ppc-m(x;y) =168
xy = 1008

On sait que : ppem(x; y) X pged(x;y) = xy
1008
Alors pged(x;¥) = 7.5 =

{Ppcm{x; y) =168 {pgcd{x; y)=6
xy = 1008 xy = 1008
posons x = 6x';y = 6Y'

(x¥")

a: [i‘?;figzg =1 avec x’ et y' premiers entre eux
plors : ('3 ") = ((1;28),(28:1), (7:4). (4: 7))
D'ou § = {(6;168), (168; 6), (42;24),(24;42)}

pged(x;y) = 12
@) {xz -yt =7344
Y
posons x = 12x;y = 12y’
{pgcd(x':y’) =1 {pgcd(x’;y’) =1
%% -y'?=51 (x' =y +y) =51
-y =1 x' -y =3
{x’ +if” =51% [x'+y’ =17
(x';y") = {(10;7), (26, 25)}
p’ou (x; y) = {(120; 84), (312;300)}
Exercice 10
1) u = ppem(a; b),6 = pged(a; b)
Déterminons I'ensemble des couples (a; b) telsque:
2u+35=11
& divise 2u + 38 donc & € Dy; = {1; 11}
Sig=1lalorsu=4
Ona: [I;Zg((js)) ; f avec a et b premiers entre eux
Dot (a; b) = {(1; ), (4 1)}
2) Dressons la liste des diviseurs de 108
Ona:108=122x33
D'oli Dygg = (1;2;3:4:6;9;12; 18,27, 36; 54;108}
Déterminons I'ensemble des couples (a; b) tels que :
u— 36 =108 avec 10 <§ <15

MM
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8 € Dygg alors 6= 12

S8 = 12 alors p = 144
(ppem(a; b) = 144

on a'[pgcd(a;b) =12 ,

Posons a = 12a’;b = 12b

{pgcd(a; b) =12

{a'b' =12 avec a’ et p' premiers entre eux
pged(a’;b) =1 _ :
Mmsmuw>={uﬂzlﬂzllg””im3ﬂ4aam]
o (@i ) = ((12:144), (14412), G6 48), (48

Exercice 11 ‘ s
1) a) Démontrons que yn€N,3" +2.4 est
divisible par 11 ' -
g2+l 4 2,437+ est divisible P3r 11 si et seulement si -
3k eZtelque: 3" F 2,431 = 11k

4=11x1, propriété vraie

« n=03+2X%
3Zn+1 +2‘43n+1 = 111(

« Supposons que,

e Vérifionsaurangn +1 -
32(n+1)+1 + 2. 4_3(n+1)+1 = 32n+1 x0+2.4 n+l 5 64

3241+ 4 . 43+ = 32n+l x G + 2. 430+1(55 4+ 9)

32(n+1)+1 42 43(n+1)+1 = 9(32n+1 + 2.43n+1) +

2.437+1 x 55
32n+1)+L 4 2 43(m+1)+ =9 X 11k + 11 x 2.43"*1 x5

3Z(n+l)+1 + 2'43(n+1)+1 = 11(9k 42, 43n+‘1 X 5)
k' =9k + 2.4 x 5

Posons :

Alors 32(m+1+1 4 9 43(n+)+1 = 11K, propriéié vraie au
rangn+1

DouVn€N,37" +2. 437+1 gst divisible par 11

b) Déterminons a pour que 32+l 4 g, 43" soit

divisible par 11
32141 4 g 437*1 est divisible par 11 si et seulement si :

a=2[11]

Dota=11p+2avecp EZ
2) Unnombre s'écrit : 34110 et 2331%. Déterminons

a
?ﬁ“’:341=340+1et2331“=2xa3+3xa2+

3xa+laveca>3

34710 = 7331¢ & 2a% + 3a” +3a = 340

a(2a? + 3a + 3) = 340 alors a € D340
Or340 =22 x5x 17

Alors Dygo = {4;5;10;17;20; 34; 68; 85; 170; 340}

Seule 5 vérifie

D'oba=5

3) a)Déterminonsn € N tel que 521 4 57 = 0[13]
5* = 1[13]
Soitp € N, alors 5% = [13]

o sin=4p, 52 4+ 5% = 2[13]

o sin=4p+1,5206P0) 4 5P = 17(13]

o sin=4p+ 25207+ 4 54P*2 = 0[13]
Doin=4p+2, p EN

b) Déterminons le reste de la division euclidienne

a=r3-r?4+2[3]avec0<r<3

N W W

- e WA WA WA W W W



R

3 0 1
AT )
Ona g = L
'“?.a=2[3]eta.=_0|3]
Dlotir = 0;2)

W\

4
e )2\- Résolvm;s dans Z: x? + 2x - 3 = 0(6)
X=3=rl+2r-3[6javec0<r<o6

r

2 g 1 2 3 4 5
+ 2r 0 5 0 2
=3

Ona:y =
D'n ? ‘X =1[6),x = 3[6)
OuS ={6p+1;6p+3;per)
Exercice 12
1) 1< n < 6. Calculons les restes de la division
euclidienne de 3" par 7
n = 1 2 3 4 5
- 3 2 6 4 5
€S restes possibles sont:1;2;3;4;5¢et6
2) Montrons que 3"*¢ — 3" est divisible par 7,
VneNnN*
MM 3= 33t 1)
Or3®=1[7] 235 -1=0[7)
nea
"B -1)=0[7) = 36 —3" = 0[7]
D’0l 3™*6 — 37 est divisible par 7, Vn € N
3) Déduisons en que 3"* et 3" ont le méme reste
de la division euclidienne par 7
3n+6 _3n = 0[7] = 36 = 371[7]
D’ou 3™* et 3" ont le méme reste de la division
euclidienne par 7

4) Calculons le reste de la division euclidienne de
31000 E

i

par7 b
35=1[7] et1000 = 166 X 6+ 4
= 31000 = (36)166 x 3* = 1 x 3%[7]
Or 3* = 4[7] > 31000 = 4[7]
D’ol1 4 est le reste de la division euclidienne de 31000 par 7,
Exercice 14 )
1) Démontronsque, ¥V n €Z, 14n + 3et5n+1
sont premiers entre eux

D 14n+3 Sn+1 4n+l n
d 5n+1l 4n+1 n 1
r 4n+1 n 1 0

pged(14n+3;5n+1) =1
D'ou, 14n + 3 et 5n + 1 sont premiers entre eux
2) 87x+31ly=2
a) Vérifions, a I'aide de 1), que 87 et 31 sont premiers
entre eux
14n+3=87 =>n=6
pgcd(14 X 6 +3;5x6+ 1) = pgcd(87;31) =1
D’ols 87 et 31 sont premiers entre eux
b) Déduisons un couple (u; v) tel que : 87u + 31v =

1
87 =31x2+25 25=87-31x2
i31=25x+6 =2{6=31-25
25=6x4+1 1=25-6Xx4

1=25~6x4-=25-(31-25)x4=25x5—31x4
1=(B7—-31x2)x5—31x4=87xs+31x(—14)
Dol (u;v) = (5; —14)

Dédulsons un coupe (xg; Yo) solution de (E):87x +

Jy=2
B7x5+31x(-14)=1 =>B7x10+31x(—28)=2

Dot (xp; ¥o) = (10; =28)
¢) Déterminons I'ensemble des solutions de (E)

De ce qui précéde, ona:

87x + 31y =87 % 10+ 31(-28)

87(x — 10) = 31(-y - 28)

Or 87 et 31 sont premiers entre eu

et 31 divise x — 10
x—10=31k x=31k+10
EIkEZtquue:{_y_Zs:Wk {y=—87k-28
Dot S = ((31k + 10; _87k —28),k €T}
3) Trouvons les points de la droite d’équation
87x — 31y — 2 = 0 dont les coordonnées sont
ont I'abscisse est comprise

x alors 87 divise =Y — 28

des entiers naturels et d
entre 0 et 10

87x — 31y =2
D’apreés ce qui précéde, ona: (;y) = (Blk + 10; 87k +
28)

0<x<10 ﬁ0531k+10S10
- 03 <k<0soitk=0

Dol (x; ) = (10; 28)

Exercice 15

AL e o

1) a) Démontrons que 193 est un nombre premier

ona:132 =169et 17> =289 > 193
193 n’est pas divisible par 1;3;5;7;11et 17 alors 193 est
un nombre premier

b) Soita € N telque a < 192. Montrons que

a*%% = 1[193]
pgcd(192;193) = 1 donc 192 et 193 sont premiers entre
eux alors 3 a € N tel que : a*% = 1[193] (théoréme de
Fermat)

2) (E):83x—-192y=1
a) Vérifions que 192 et 87 premiers entre eux

D 192 83 26 5
D 83 26 5 1
R 26 5 1 0 |

Alors : pged(192;83) = 1
D’ol 192 et 83 sont premiers entre eux
b) Déduisons un couple (xo; Yo) solution de (E)

il92z83x2+26 26 =192 -83x2

83=26x3+5 ©i{5=83-26x3

26=5x5+1 1=26=5X5
1=26—5x5:26—5(83—26x3)=26x16—5x
83

:16x(192—83x2)—5x83=192x16—83x ‘
37 = 83 x (—=37) — 192 x (—16) ‘
D'ou (xo; Yo) = (=37 ~16} “
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R 0 1 5
P-ri2 |2 0 3
Ona:a= 2[3)eta =003

pour = {0;2)

a) Résolvons dans Z:x* + 2x — 3 = 0[6]
yy2x-3=r? +2r —3[6)avec0 ST <6
r 0 1 2 3 4 5
e 3 0 5 0 3 2
+2r
-3
Ona:x= 1[6],x = 3(6]
pouS={6p+1;6p+3pE 7}
Exercice 12
1) 1< n< 6. Caleulons lesrestes de la division
euclidienne de 3" par 7
n 1 2 3 4 5
3" 3 2 6 4 5 1
Les restes possibles sont 1 1; 2:3;4;5etb
2) Montrons que 3"*¢ — 3" est divisible par 7,
vneN
31\+6 —_3" = 3n(36 - 1)
or3¢=1[7]=23°-1=0(7]
336 -1)=0[7]= 3n+6 — 37 = 0[7]
Dol 3"*6 — 3" est divisible par 7,V n € N
3) Déduisons en que 3n+6 gt 3" ont le méme reste
de la division euclidienne par 7
gn+6 _ 30 = 0[7] = 3¢ = 3"(7]
D'ol 376 et 3™ ont le méme reste de la division

euclidienne par 7
4) Calculons le reste de la division euclidienne de
31000 par 7 5
36 = 1[7] et 1000 = 166 X 6+ 4
= 31000 — (36)166 3% = 1% 3*7]
or 3* = 4[7] = 31°°° = 4(7]
D'oll 4 est le reste de la division euclidienne de 31000 par 7.
Exercice 14
1) Démontrons que, ¥V n € Z,14n+ 3etSn+1
sont premiers entre eux

D 14n+3 Sn+1 4n+l n
d Sn+l an+1 n 1
r 4n+1 n 1 0 \

pgcd(14n+3;5n+1) =1
D'ol,14n + 3 et Sn + 1 sont premiers entre eux
2) 87x+31ly=2
a) Vérifions, 3 I'aide de 1), que 87 et 31 sont premiers
entre eux
14n+3=87 =2n==56
pgcd(14x6+3;5x6+1) = pgcd(87;31) =1
D’ol 87 et 31 sont premiers entre eux
b) Déduisons un couple (u; V) tel que : 87u+ 31lv =

| o pge g 4 2~ BL- T 4 =521>;15x (3'}1:)4
1=(a7—31x2)x5—31x4=87x
Dot (w;v) = (5i —-14)
Dédulsons un coupe (Xoi Yo) §
3ly=2
87><5+31><(—-14-)=1 =8
D'ol (xo; ¥o) = (10
c) péterminons |'ensem

olution de (E):87x +
7x10+31x(—28) =2

ble des solutions de (E)

De ce qul précéde, ona:
g7x + 31y =87 X 10 + 31(—28)
87(x — 10) = 31(-y — 28)
Or 87 et 31 sont premiers ent

t 31 divise x — 10
) | ¢—10=31k _ x =31k +10
EII(EZtquue:{_y_ZB__:sm _ _g7k—28
D'ou § = ((31k +10; —g7k —28),k € 7} .
3) Trouvons les points de |2 droite d’équation
g7x — 31y — 2 = 0 dont les coordonnées sont

des entiers naturels et dont I'abscisse est comprise

entre O-et 10

re eux alors 87 divise -y — 28

g7x -3y =2
D’apreés ce qui précéde, ona: (x;y) = 31k + 10; 87k +
28)

0<x<10 & 0<31k+10<10
= _03<k<0soitk=0

Do (x; ) = (10;28)

Exercice 15

LA R LAy

1) a) Démontrons que 193 est un nombre premier
ona: 132 =169 et 177 =289 > 193
193 n’est pas divisible par 1; 3;5;7;11et17 alors 193 est
un nombre premier
b) Soit a € N telquea < 192. Montrons que
al9? = 1[193]
pgcd(192;193) = 1 donc 192 et 193 sont premiers entre
euxalors 3 a € N tel que : a*? = 1[193] (théoréme de
Fermat)
2) (F):83x—-192y=1
a) Vérifions que 192 et 87 premiers entre eux

D 192 83 > 26 5
D 83 26 5 7
R 26 5 1 0

Alors : pgcd(192;83) = 1
D'ou 192 et 83 sont premiers entre eux

b) Déduisons un couple (x,; o) solution de (£)
192 =83 x2+26 26 =192 —-83x2
83=26%x3+5 ©{5=83-26x3
26=5x5+1 1=26=—5X5
1=26-5x5=26—5(83-26%x3)=26X16—-5X
83
1=16x%(192-83x2)—-5%x83=192x16—-83 x

1

87=31x2+25 (25=87-31x2 37 =83 % (=37) - 192 X (-16)

31=25x+6 =>{6=31-25 D'ol (xq; yo) = (—37; —16)

25=6x4+1 1=25-6%x4
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<)

géSO'VOns dans Z? I'équation (E') : 83x — 192y =
83x - 192y =
83 divise 192y
donc divise y )

0 & 83x =192y
donc divise y de meme 192 divise 83x
D'ou §* — { Ors 3k € Z telque : x = 192k et y = 83k
Q) o S2k:83k).k € )
= ((lggid“‘sﬁns les solutions de (E)
Exergi —37:83k - 15),k € 7)
%

1
) Montrons que, n € Z,n? = 0[5] oun? = 4(8]
est pair alors n= 2k

*  Sikestpair
» posons k = 2¢
"= a(2p) = 1 ’
Or16 = o[g)
Dot n? = o[s]

Sin

e Si k estimpair, posons k = 2p + 1
. R0+ 1) = 16(p2 +p) +4
.f %6 = 0[8] alors 16(p? + p) + 4 = 4(8]
D'oun? = 4(8)
. 2)  Montrons que n? = 1[8], si n estimpair
osonsn = 2k 4 1
2 _
T =Ak 4+ k1= a0+ K) + 1
Sik est pair, k = 2p
2 _
T =8(2p?+p) +1
Or 8 = 0[8] alors 8(2p?+p)+1=1[8]
D'oli n? = 1[g)

Exercice 17
OF {n = 13[19)]
n = 6[12]
1) Démontrons qu'il existe (u; v) tel que :
19u+12v=1

D 19 12 7 5 2
D 12 7 5 2 1
r 7 5 2 1 0

Alors pgcd(19;12) =1

19 et 12 sont premiers entre eux alors 3 (u; v) tel
que:1%u +12v=1

Vérifions que pour tel couple le nombre N = 13 X 12v +
6 X 19u est solution de (S)

N —13=0[19]

N—-6=[12]

e N-13=13x12v+6x19u—13
N—13=13x(12v—-1)+ 6 x 1%
Or12v—1=-19u
Alors N — 13 = 13 x (—19u) + 6 X 19u = 19(=7u)
Or 19 = 0[19]

D'ou N — 13 = 0[19]
N—6=13x12v+6Xx19u—6
N—-6=13x12v+6(19u—1)
Orl9u—1=-12v
N—6=13x12v + 6 x (—12v) = 12(7v)
or 12 = 0[12]

D'ou N — 6 = 0[12]

N est solution de (§) {

Ccl : N est solution de (5)
2) ng solution de (5)

a) Verili ; y [ = "al19]
a) rifions que (S) équivaut 3 [n = 1{12]
: = 13[19)
1, solution de (§ L-s[""
0 (5) 1, = 6112
[no = 13[19] [Ilo -13=0[19)
ny = 6[12] ng — 6= 0[12]
, (n=13[19] {n—13E()[19]
D““"e"a”'[nso[tz] n-6=0[12)

De ce qui précéde, on déduit :
{n = ng = 0[19] - {n = ng(19]

n—ny =0[12] n=s "0[121
: n = ny(19] -
b) Démontrons que [n = n,(12] on=

ng[12 x 19]
n et ny ont méme reste de division euclidienne par 12 et

19 ; et, comme 12 et 19 sont premiers entre eux alors n et
n, ont méme reste de division par 12x19
. (n=n,[19] _
i eon=n 12 x 19
od [n =1,[12] ol ]
3) Trouvons le couple (u; v) solution de 19u +
12v = 1 ét calculons la valeur de N

correspondante
19=12%x1+7 7=19-12x1
12=7x1+5 5=12-7x1
7=5x1+2 2=7-5x%1
5=2x2+1 1=5-2x2

1:5-2x2=5—2x(7—5x1)=5x3—7x2
=(12—7)x3—7x2=12x3—7x5 1=12%3 -
(19— 12) x5 =19 x (=5) + 12 x 8 (u;v) = (=5;8)
Alors N =13 X 12X 84 6 X 19 x (=5) = 678
4) Déterminons I'ensemble des solutions de (5)
{n = 13[19] . [n =19k + 13
n=6[12] n=13k"+6
n=ne 19k+12k' =7
(k; k") = (35;56)
—19k + 12k’ = —19(35) + 12(56)
19(—k + 35) = 12(—k' + 56)
19 et 12 étant premiers entre eux, alors 19 divise - k' +56

et 12 divise -k + 35

(—k+35=12p k=35-12p
= EZte'q“e‘{—k'Jrse: 19p ‘:{k' —56—19p
{n — 19(35 - 12p) + 13 {n ~ 678 — 228p
n=12(56—19p) +6  ln=678—228p

D'ol S = {678 — 228p;p € Z}
5) Déterminons le reste de la division euclidienne de

n par 228
678 =228 x 2 + 222 alorsr = 222
Exercice 20
1) Déterminons les entiers naturels dont le carré est
diviseur de 1998

1998 =2 x 3* x 37

W
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Dyg98 =

{1; 2:3;6;9;18;27; 37,54, 74;111; 222; 333, 666;
4 999;1998 }

Soit d diviseur de 1998 tel que d? divise 1998

Alorsd? = 1etd? =9

p'oud = {1;3)

2) p=ppem(x;y)etd = pgcd(x;y)
Déterminons (x; ¥) telsque: p? —36% =1998
§2 € Dyggg alors 87 = (1,9} = 6= (1;3}
pt=1998 + 362 '
si § = 1 alors y n'existe pas
5i§ = 3alorsp =45
{pycd(x:y) =3 [pgcd(x;y) =3

ppem(x;y) = 45 xy = 135
posons x = 3x ety = 3y’

{pgcd(x’;y’) =1

x'y' =15

(x';y") = ((1;15), (15: 1), (3;5). (5; 3)}

Dot (x;) = ((3:45), (45;3),(9;15).(15:9)}

Calculs;vectoriels

Exercice 1
1) f(M) — WA + MB + MC et g(M) = 2MA —
MEB - MC

Déterminons I'ensemble des points M tels que .

a) IFOnl = 2llgnl
Onsait que : f(M) = 3MG avec G le centre de gravité du

triangle ABC et gM) = —AB - AC = —2A] avec I milieu
du segment {BC]
IFODI = 2llg(M)ll alors: 3MG = 4Al & MG = §A1

L'ensemble est le cercle de centre G et de rayon %Al

b) f(M).g(M)=2
fM).gM)=2 & _EMC.Al =2 & MG.Al = —

W=

Alors GM. Al = %
Soi H le projeté orthoganal de M sur (A, alors

GH = 5% donc I'ensemble la perpendiculaire passant par H

tel que : GH = L.
3AT
2) Dans chacun des cas suivants, déterminons les
applications
a) MM = MA +MB +MC
Fixons G, centre de gravite du triangle ABC
37 = 3MC e M'C +CM = 3MG alors GM' = —2GM
L'application est I'homothétie de centre G, de rapport —2
b) MM = 2MA— MB — MC
En fixant I, milieu du segment [BC], on obtient :
MM’ = —2A]
L'application est la translation de vecteur —2A[
Exercice 2
AB = AC = 4d, BC = 2d , G, = bar{(4; 1).(B; 1),(C; 1)}

M

Page 174

Ndonaye Patrice Ouala (Collection Aquipat)

ntres G
1) Déterminons yensemble A des baryceé A

1% —2 B
L At . 1 (A +AC)
AGA=;:;AB+;;‘Z'A = ez

obtient :
En fixant I, milieu du segment [BC], on

AG; = l—i—zfi alors Gz € (AD
D'ou A est la droite (A
2) i=-1,6=bar
a) Déterminons G
E = __2__m = 227

-— 2 .
b) IBéterminons I'ensemble (E) des points M tels

que:—MA* + MB* + mct=0

Soit f(M) = —MA® + MB* + 2452 :

ixant le barycentre G, on obtien 5
;21\:;3:1\:(?;1[(6) avec f(G) = _AB? +BC*— AC? =
—28d?
f(M)=0 MG?
Alors : MG = 2dV7
(E) estle cercle de centre G, de rayon 2d\7

3) §=—2MA+ MB + MC

a) Démontrons que ¥ estun vecteur C
—2+1+1=0alors 7 est constant

(4 -1, 1), (61}

_ogd?=0 & MG* = 28d*

onstant

Fixons A
5= —2MA + MA +AB + MA + AC alors::
5 = AB + AC = 241 avec, milieude (BC)

b) Déterminons rensemble (D) des points M tels

que : —2MA* + MB? + MC? = 32d?

Soit g(M) = _2MA? + MB? + MC?
En fixant A, on obtient :
g(M) = 2MA(AB + AC) + AB* + AC? = 4MA. Al + 32d*
_2MA? + MB? + MC? =32d” & 4MA.Al +32d* =
32d?
Alors -MA.Al =0
‘ensemble (D) est la perpendiculaire a (Al passant par [
Exercice 3 :
W = aMA + MB + MC + aMD

a) Déterminons, suivant les valeurs de a, la nature et

les éléments caractéristiques

e a+l+1+a=2a+2=0alorsa=-1
MM = —MA + MB + MC — MD
Alors:W=m+W+W+W= AB +DC = 24B
Alors |'application est |a transiation de vecteur ZZB"

e« a+1+l4+a=2a+2+#0alorsaz-1
MM = aMA + MB + MC + aMD
Fixant G le centre de ABCD
MM = aMA + MB + MC + aMD = (2a + 2)MG
MG + GM = (2a + 2)MG alors GM' = —(2a + 1)GM
L’application est I'homothétie de centre G, de rapport
—(2a+1)

‘— — A



b 2 .
) Déterminons et construisons I'ensemble (E) des

POiznts M tels que : MA? + MB? + MC? + MD* =
4c
i" ﬁ":‘m G, on obtient :
4::‘672 +GA® +GB? + 6C? 4 6D? = ac?
s ¥ 4GAT = 4c? car ;A = 6B = GC = G
GA = AC alors GA? =1 ac2
4

O 2 _
FAC? = AB? 4 BC? = 202 glors GA® = %Cz

MG 2
4MG? 4 202 - 4c? alors MG? = Z¢?
2
D'ou MG = Y2
2

Lens

emble (E) est le cercle circonscrit de centre G, de
rayon —?

) Déterminons et construisons I'ensemble (F) des

"\, points M tels que :
MA ~MB - W¢ 4 77 MA + MB + MC + MD
FA ~MB — MC + MD|| = ||MZ + MB + MC + MD||
J-MB—MC+W=273'Zet MA + MB + MC +
MD = 4M¢
4MG = 24B alors MG = SAB
: €nsemble (F) est le cercle inscrit de centre G, de rayon
-AB
2

d) Déterminons et construisons I'ensemble (G) des

points M tels :

(AE ~ MB —MC + MD).(MA + MB + MC + MD) = 2c?
8BA.MG = 2¢? alors GM.AB = %CZ
Soit H le projeté orthogonal de M sur (AB)
GH.AB = %cz alors GH = %E
L'ensemble (G) est la perpendiculaire de (4B) passant par

H
= Z 3 4 = 6 3§ 9 1 i il
o /X J
-6
I S
J )
Exercice 4

1) ABC un triangle, | milieu de [BC], G =
bar((4; —1),(B;2),(C;2)}
a) Exprimons AG en fonction de Al
AC =228 + Z4C = 2(AB + AC) = ;A1
b) Déterminons et construisons I'ensemble des points
M tels que :

R T ST T S T YT Y FIVITT) SRR
T o L SR e =
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|~M4 + 2ME + 2MC|| = | M4 + MB + MC||

3MG = 3MO avec O le centre de gravité du triangle ABC

D’ol MG = MO

U'ensemble des points M est la médiatrice du segment (6o}
2) AB=AC=2aetBC=a
a) Déterminons et construisons I'ensemble des points

M tels que :
—MA? + 2MB? + 2MC? = 16a?
Soit f(M) = —MA? + 2MB? + 2M(?

En fixant le point G, on obtienton:
—2AB? +4B0C2—24C? =

F(M) = 3MG? + f(G) avec f(G) = :
—4a?

Alors : 3MG? — 4a? = 16a®

D'oli MG = 2—“:’—3

2av5
’ensemble est le cercle de centre G, de rayon = AG

b) Déterminons et construisons |’'ensemble des points
tels que : —2MA? + MB? + MC? = 8a?
Soit g(M) = —2MA? + MB* + MC?
En fixant A, on obtient cg(M) = 2MA(AB +E) + 8a?
gM) = 4MA. Al + 8a?
_2MA? + MB? + MC? = 8a? & MA.AI =0
L'énsemble des points M est la perpendiculaire a
(AD passant par /
3) A(1;0), B(0;2) et C le point daffixe z

, : ey Iz-zil t (z—zi)
a) Interpretonsgeometrlquement Ty etarg ger

z-20 _ |#c—z8 __B-C_ ot
1—21’] - zZp—zB " Ba
arg (:—:t) =arg cjf:—Z) =mes(BA; BC)(2n)

al-

b) (B4; §5)=a,BC=J§BAetcosa=

Calculons sina
. i 1
sina + cos?a = 1 alors sina =1—cos*a=1- T

9 . — 3
—alors sina = +—=
10 10

T
Dol sina = ——
Y10
j z-2i 1-3i ¥ i
c) Démontrons que e e et déduisons z,

z—Zi_BC( o 2/ 1  3i
T—5; = pa \cosa + isina) = g(\/_——l_o—ﬁ)

2-20 _ 1-3i _ 1-3i

1-2i V25 5
z=-20 1-3i

— == 5z —10i = (1 —3i)(1 — 2i)
5z=5(-14i)alors:zp =—1+1i

d) Vérifions que ABC est un triangle isocéle en A
AB =|z5 —z4) = -1+ 2i| =5
AC=lze =zl =1-2+i=+5
Alors ABC est un triangle isocele en A
Exercice 5

P—

MM’ = aMA + aMEB — MC
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1) Déterminer a tel que Ja solt une translation dont
on déterminera le vecteur

a+a~—1=Oalorsaﬁ=§

1 —

MM’ = 2MA + 1MEB - ¢

MM' = g(ﬁ + CB) = Cl avec I milieu de [AB)

MM' = Tl alors f1 estla translation de vecteur CI
2

) ax;
a) Montrons que f, admet un seul point invariant {1,
a# % il existe un point Q, tel que:
Q, = bar{(4;a),(B;a),(C; -1))
b) Déterminons Q,
Posons I = bar{(4;a), (B; a)} alors
Q, = bar{(l; 2a),(C; —-1)}
1R, = —=IC donc, € (IC)
Q, décrit la droite (IC)
¢) Montrons que si de plus a # 1, montrons que f,
est une homothétie dont on déterminera les
éléments caractéristiques.
Fixons le point {1,
M, + O M = (2a— )MA,
WM = (2a — 2)MAQ, alors: O M’ = —(2a — 2)(,M
f, est ’homothétie de centre Q, et de rapport - (2a — 2)
f; est I'application identique.
Exercice 6
AB=AC=5,BC=6
1) Calculons AB.AC
AB.AC =2(AB*+ AC* - BC?) = > (25 +25 - 36)
Alors AB.AC = 7
2) Construisons G = bar{(4;2),(B;3),(C;3)}
G = bar{(A; 2),(I;6)} alors 4G ¥ %:ﬁ
3) f(M)=2MB.MC + MC.MA + MA.MB
Démontrons que : f(M) = f(G) + 4MG?
Fixons G .
F(M) = 2(MG + GB)(MG + GC) + (MG + GC). (MG +
GA) + (MG + GA). (MG + GB)
F(M) = 4MG? + MG (2GA + 3GB + 3GC) + 2GB.GC +
GC.GA + GA.GB
Avec MG (2GA + 3GB +3CC) = 0 et 2GB.GC + GC.GA +
GA.GE = f(0)
Alors : f(M) = f(G) + 4MG?
4) Calculons f(A) et f(G)
f(A) =2AB.AC=7x2=14
£(G) = 2GB.GC + GC.GA + GA.GB
e 2CB.GC =GB*+GC*—BC?orGB?2=GC?=
1G? +1IC?
Avec 167 = L iz et a1 = 1(4B% + AC* - 25) = 16

T TR B e e R Al O T T S B

G e e e e i
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Alors 1 162 = 1et1€7 =9
2GH.GC =10+ 1(11—3? —GAZ
=i +
. GC.GA=;(6C

~16

1 o
__/lcz) = 5(104' 9

25) = -3 2y =29+ 10—
. .50 = A+ 68 AP 3
25) = -3 _22

— _— 3 =
Alors:[(6)=~16 3 |
5) Trouvons I'ensemble des poin
f(M) = f(A) B
f(M) = f(A) @ £(G) +4MG” =14
AMGY =14 +22 =36

ts M tels que :

Alors : MG =3 et de
L'ensemble des points M estle cercle de centre G
rayon 3

Exercice 7

‘ NetC(—4)
1) A(—1+3L),B(1+1)e ' )
Déterminons |'affixe du point G barycentre des points A, B
et C affectés des coefficients respectifs 4, 3 et 5

4(-1+30+3(1+)+5(=4)
_ 4(-1+30+3(1+0+5(=4)
%6 = 4+3+5

Aiors:za=—%+%i .
2) (M) = MA. MB + 2MB.MC + 3MC. MA
Calculons h(G) B
h(G) = GA.GB + 2GB.GC + 3GC.GA
e GACB=1(GA*+ GB? — AB?)

122
GA=|zA—ZGI=E;GB=|Zs“ZG|= [ et

AlezB—z,,I:\/g

TATE <2412 )=
Aors:CA.GB =2(2+22-8) =7

e 2GB.GC=GB?+GC?-BC?
GC =lzp— 25l = ’%ﬁetBC= lzc — zgl =26

— — 106 , 122 _ v
ZGB.GC—;+E—26— :

e 3GC.GA =2(GC? +GA® — AC?)
AC = |z, — z,| =18

—— = _3(106 58 _ 3
BGC.GA—E(¥+I€—18)— :
Douh(@) =2-Z-2= %

Exprimons h(M) en fonction de MG? et h(G)

h(M) = MA.MB + 2MB. MC + 3MC.MA

En fixant le point G et aprés développement, on obtient :
h(M) = 6MG? + MG(4GA + 3GE + 5GC) + h(G)

Dot h(M) = 6MG? + h(G)

Déterminons et dessinons I'ensemble des points M tels

que:h(M) =18

h(M) = 18 & 6MG? — ? =18

87 _ 159
6MG? =18+ 2 =2 310rs M2 = 22 =32

4 4 24 8
L'ensemble des points M est le cercle de centre G, de rayon
V106

4
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Exercice 8

BC=a,4C=b,AB=cetC Iisobarycentre du triangle
ABC

1) Montrons que pour tout point M du plan,ona:
MA? + MB? + MC? = 3MG? + 2
Soit f(M) = MA? + MB? + M(?
Fixons le point ¢
f(M) = (MG + GA)? + (MG + GB)? + (MG + GC)?
Aprés développement, on obtient :
f(M) = 3MG? + MG(GA + GB + GC) + GA® + GB* +
GC?
_ AB?+BC?+AC? _ a?+b%+c?
- 3 E
Alors: MA? + MB? + MC? = 3MG? + 122

Avec GA? + GB? + GC?

2) En calculant de deux fagons différentes
(MA + MB + MC)?,établissons que :
P e e et a?+b%+c?
2MA.MA" + MB.MC = 3MG? — ———
e MA+MB + MC = 3MG
Alors : (MA + MB + MC)? = 9MG?
o (MA+MB +MC)? = (MA+MB + MC)(MA +
MB + MC) =
(MA + MB + MC)? = MA? + MB* + MC? + MA.MB +
MA.MC + MB.MA + MB.MC + MC.MA + MC.MB
(MA + MB + MC)? = MA? + MB? + MC? + MA.(MB +
MC) + MB.MC
(MA + MB + MC)? = MA? + MB? + MC* +
W(ZW) + 2MB.MC (car A’ est le milieu de [BC])
(MA + MB + MC)? = (MA + MB + MC)* & MA® +
MB? + MC? + 2MA(2MA") + MB.MC = 9MG?

aZ+b%+c?

Or MA? + MB? + MC? = 3MG? + ———alors

2 > 4 2 —_— — =y
9MG? = 3MG? +Ei’3—*‘—+ 4MA.MA' + 2MB.MC

a2+b%+c?

4MA.MA + 2MB.MC = 9IMG? — 3MG? —
a?+b%+c?

Dol : 2MA. MA" + MB.MC = 3MG? —
3) MA.MA = 0 et MB.MC = 0 alors :

a?+b2+c® _

2 _
3MG 8

a?+b%+c?
18
Les points appartiennent au cercle de centre G et de rayon

On obtient : MG? =

aZ4b2+c?
18
Exercice 9
A(6,0,0); B(0,6,0) et C(0,0,4)
1) Déterminons le barycentre G des points 0, A et B
affectés respectivement des coefficients 1, 2 et 3
0C =204+ 208 =104 + 0B alors G(2,3,0)
2) Déterminons I'ensemble S des points M de
Iespace tels que : (MO + 2MA + 3MEB).MC =0
MO0 + 2MA + 3MB = 6MG
Alors S : MG.MC = 0
L’ensemble des points M est la sphére de centre G, milieu
de [CG)
Donnons une équation de §

X x—2 b d
M(055<:Qha>( y>=0
z \ z z—4
x2—2x+y?—-3y+2z2—-4z=0
2
(x—1)2—1+(y—§) ~24(z-22-4=0

v 3\2 29
Alors S:(x—1)2+(y_5) +@z-22=2
3) Déterminons l'intersection de S et du plan
d’équationx =0

3\? , 25
SNP ox=0 @(y——z') +(z—-2) S
3
Alors leur intersection est le cercle de centre I(;; 2) etde

rayon S :
Soit P’ : MO? + 2MA? — 3MB* = 24
vérifions que G € P’
GO? + 2GA? — 3GB? = 24 (on calculera les distances)
Déterminons P’
MO?=x2+y2+22; MA2 = (x — 6)* +y* + z% et
MB? = x* + (y — 6)% + z?
Alors x2 + y? + 22 + 2(x — 6)2 + 2y 4 222 — 3x? —
3(y—6)2—3z2 =24
—24x+ 72+ 36y — 108 = 24
—24x +36y—60=0
Dot P': —2x+3y—-5=0
Exercice 10
1) ABCDEFGH est un cube tel que (AB, AD, AE)
est une base orthonormée directe, I milieu de
[EF] et ] le centre du carré ADHE
a) Vérifions que 16 ATA = ﬁj

E=ﬁ+ﬁ:%ﬁ+ﬂjetm=lé+ A=-El-
7F = - 176 - 7

— s 1 1 —
IGAIA—(;ABJrAD)A(—; BE-7 )

Mrm—mM
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TR, e SR

’—G‘l\r‘z—i_‘ 28 _ 5= e
il +ABNAB ~ 2B ATE - 12D A TE - 75 A
AE

1G ATA

-

IGATA = A] +BA = BJ
Déduisons en I'aire du triangle /1GA

Arca =3 ITC ATA|| = 1[5 = 2
Or B)? = BA? + A)? etA)? = (?)2 =%EtBA2 =1

Bj*=1 +§= alors B) =

u'ﬁ

g witis

AIOI'S . AIGA =

b) Calculons le volume du tétraédre ABIG et
déduisons en la distance du point B au plan (IGA)

Vasic =‘|(_5Am 1B| ——|B] 1B

1B =IF + FB =EAB ~ AE alors 15(5;0,- 1)

BILIB = -2_1_ _.

B].IB = s=z=~1

D'OU VAB’G = é

1

Vagic == lAlGA X d(B. (IGB))
= et

Alors d(B (I6B)) = A =X E= T

1) Soit ABC un triangle et M un point de

I'espace. Dans chacun des cas suivants,
déterminer le lieu des points M tels que:
AM AAB = AC
a) ABC n’est pasun triangle rectangle en A.
AM AAB = AC & 4B. (ZMAAB) ABAC=0 o
AB 1 AC
Or ABC n’est pas rectangle en A
D’ou le lieu des points M est I'ensemble vide
b) ABC estrectangleen A
Soit (L) ce lieu
*» MEe(L) = AB L AC alors M appartient au plan
passant par le point A et orthogonal 3 (AC)
e M e (L)alors |Im/\ﬁ” = ||ZE”
Or d(M, (AB)) —-——"AMMB“ alors d(M (AB)) ==
Alors M appartient au cyhndre d’axe (AB), de rayon %
Cc: (L) est la réunion de deux droites paralléles contenues
dans le plan normal a (AC)
Exercice 11
W=UNTD
A(3;1;0),B(1;2;0),€(3;2; 1)et D(0; 0; d)
1) i=ABAAC
a) Calculons les coordonnées de 1
AB(-2;1;0) et AC(0;1;1)
Alors 7(1;2; —2)
b) Déduisons en I'aire du triangle ABC

Angc =5 |[AB AAC|| =117l = 2VT+a+4=2

2} Déterminonsune équation cartésienne du plan

(ABC) )
M(x;y;z) € (ABC) tel que CAM. L=
X —3 1
AM( )alors:( )(2)
z
x—3+4+2y— 2-—22—0

—5=0
(ABC) : x +2y —2z—5
3) Hle pro]ete orthogonal de D sur le plan (ABC)

—_—

a) On pose DH = ARl
Calculons A en fonction de d

Xu 1 A
TH = it A e =1 z)alorszH 21
DH = Antslors (ZH - d) (—2 —2iA+d

.H € (ABC)alors: A+ 44+ 4A—2d =5=0

d+5
D'ol A-Zr

b) Déduisons en |'expression de [a distance DH
i _ 2d+5
DH = A7 alors DH = [Allliill = = ~V1+4+4

D'ot DH =25~
Montrons que le volume du tétraédre ABCD est V =
1 13 _ 2d+5 _ 2d+5
Va =JAusc X DH = g X5 X =7 ==
4) Déterminons la valeur de d pour la quelle (DB)
est perpendiculaire au plan (ABC)

(DB) est perpendiculaire a (ABC) si et seulement si :
DB =t

2d+5

1=t
DB = ti alors: {2 = 2t
—d =-2t
5) d = 0. Calculons la distance de A au plan (0BC()
Sid = 0, le point D est confondu au point O. Le tétraédre

ABCD devient alors ABCO

5
Vasco = o

alorsd =2

On sait que : Vygeo = %Ascu x d(4,(8C0))

Avec Agco = 1|08 A OC|| = 2
Alors : Vygco = 2 x 222 x d(4, (BCO))

6V 5 5v21
92 080)) =" = =T

Exercice 13
1) A(Q1; —2;4),B(=2; —6; 5)etC(—4; 0; -3)
a) Démontrons que les points 4, B et C ne sont pas
alignés
AB(-3; —4; 1) et AC(=5; 2; —7)
A, B et C sont alignés si et seulement si AB || AC ¢ est a
dire qu'il existe t € R tel que : AB = tAC

-3 =-5t
AB = tACalors:{—4 = 2t ce systéme n’a pas de
1=-7t

solution alors AB ne sont pas colinéaires par conséquent
A, B et C ne sont pas alignés.

- E
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b)  Démontrer que le vecteur fi(1; —1i ~1) estun
___ Vecteur normal au plan (ABC)
T.AB =1 x (=3) + (-1) x (—4) + 1 X (=
1=0etf4AC¢ =1 x (-5) + (-1 x 2+ (-1 X 7=
—S5$-24+7=90
Alors i | 4B et 7t L AB par conséquent 7i est un vecteur
normal au plan (ABC).

c) Déterminer une équation du plan (ABC)
IXXx-1xy—1xz4d=0
A € (ABC) alors:d = 1
D’ou (ABC):x—y—2z+1=0

2) a) Déterminer une représentation paramétrique

de la droite passant par le point O et orthogonal
au plan (ABC)
ﬂx, Y. Z) appartient 2 la droite passant par 0 alors :
OM =t

1):-—3"’4—'

b) Déterminons les coordonnées du point 0’
projeté orthogonal du point O sur le plan (ABC)
0’ est donc le point d'intersection de (ABC) et de la droite

passant par O et perpendiculaire au plan (ABC)
x=t
y =~
z=t
X—y—z+1=0
3) Soit H le projeté orthogonal du point O sur la
droite (BC). Soit t le réel tel que : BH = tBC
a) Démontrons quet 52,5%
(E|
H est donc le point d’intersection de la droite (BC) avec le
plan perpendiculaire a la droite (BC)

OH.BC = 0 donc:B0.BC = BH.BC = BC.BC = t“B—C."

D'out = B B¢
— =2
(|

b) Déduisons le réel t et les coordonnées du point H

BO(2; 6; —5),BC(~2;6; —8) et BC? = 104

72 9
Alorst = — = —
104 13

e — 44 24 7
OH = 0B + tBC.0 alors H (-2, -2; - 2)
Isométries, Similitudes et

On obtientO’(—l; l; l)
33" 3

2

applications affines

Exercice 1
ABCD est carré de sens direct

Déterminons :

1) TuhH°TeD

m
est une rotation d’angle 5

; + % = -TZE # 0 alors T ° @5

Tah = Sp © Scap) oU (D) est Ia bissectrice de I'angle BAC

Tk = S(eay © Sp, o (D) estla bissectrice de 'angle DBA

Alors T,y °T (g% = Sp ° Scas) ° Saa) © Sor = So ° Sor
avecQ=DnND’

D’ol T(A,-;l) o T(B;‘l’_) =SpoSp = T(n‘.'zf)

Remarque : on pgu‘t dire aussi que r(AE) o r(B;) estun

demi tour de sens direct

2 TuhH e
LR métrie centrale
2 + S=T alors T(A.-;!) ° r(B%r) est une sy
Ty = Seac) © Sas) € Ta ) = S04 © S(a0)

Alors : r(A%) ° T(BE) = Sac) © Sy ° S(an) ° Sgp) = Scacy °

Steo)
D’ou r(A.;) °T(pk) = So car (AC)n (BD) =0
3) GEeTer
4
tz5 = S(ac) ° S(u) 3vec (L) la droite passant par O et

paralléle a (BC)

@l = Sy ° S(ac) avec (L") la bissectrice de I'angle CBD

Alors : tz5 © r(Be) =SwyeSuy = r(K‘;) avecK = (L) N
(L)
Exercice 2
Exercice 3
A(1; -1),(D):x+y =0
S la similitude indirecte de centre A, de rapport % et d’axe
(D)
1) Donnons un programme de construction de
I'image d’un point M par S
On sait que : § = h o s, avec sp la symétrie orthogonale
d’axe (D)
S(M)=hesp,(M) =M
Posons sp(M) = M, alors : h(M,) = M’

M
Ndonaye Patrice Ouala (Collection Aquipat)

Page 179



On construit un point M,, image de M par sp et ensuite le
point M', image de M, par h

2) Donnons I'expression de S

s (M) =M, alors:XI\T'1 = é_ﬁ

x,—1=%x—§ x,=§x+%
5 yalors h: 5
)’|+1=5)’+; yl=;y-—E
. SD(A'1)=M2

Soit #(—1; 1) un vecteur directeur de (D) et | milieu de
(MM,]

MM,.i =0 )
B UG pRCIC

{1) Donne:—Xy+y,=—-x+Yy
(2) Donne:xy;+y,=-x-Y

. —x;+y, ==x+y(1)
On obtient :{ x22+ ¥ = =% = p(2)
(1)+(2) donne : y, = —x et (1)-(2) donne x; = =¥
Xy = =Yy
Alors sp: {_Vz .
S(M) =hospy(M) = hisp(M)] =M’
{J"=-;-Iz +% lez_%y-‘-%
.1 1alorsS: 1 1
Y=ty =373
Exercice 4

) 2 =(3+i)z
a) Exprimons f o f(2)
[of@=fU@]=f()=2"
w1, BT _ (1,3 1 V3 _
z —(§+l92 - (§+l—z—)(z ! z)z—z
Alors feof(z) =z
b) Montronsque F =RoS
P (LB
F: z'=(1+i\/—§)z‘alorsF: {z - (z-H z)z
2 2 2
Zy =2
Alors:F=RoS avec R: z' = G+ i-?)z (rotation de
centre O et d’angle g) et S : z, = Z (symétrie orthogonale
d’axe (0, 1)) e
c) Décomposons R aI'aide de 2 symétries axiales
R = 5(p) ° S(ps) avec (D) = (0,u)et (D) = (0,u') avec
= T b9 =
u,u') == (car(D") =R (D
(@) =% (car (D) = R(om(D))
Déduisons en que F est une réflexion dont on déterminera
I'axe
F=RoS =S(D)°S(D,)°S or S(D’) oS =1d
D'ou : F = 5(py avec (D) = (o, %)

2) G:Z”=G+i‘?)z‘—§+i

a) Déterminons I'ensemble des points invariants par

]
2

G
Enposantz" = x" + iy" et Z = x — iy, on obtient :
x":lx+\/—5y—1
C: 2 2 2
w_ V3 1 V3
y=gxoyty

: a(_z. ﬁ) est le vecte

con=M

1
+2)’ )

_x+ﬁy—1=0
{ﬁx~3y+ﬁ=°

ariants est la droite

1
-—,x -
x =
e \zfi 1 +_~{__§
y=/x—;y o ts inv
Alors |’en5emb|e des poin
=0 ‘
(D)'ﬁx—3y+\/§ P
- Montrons que G=

st une translation

b) icera Ievedeur _
dt)r\tc'npré‘::lse1 3 ot F: Z:=(1+i—2@)z
u__(l-{-ig)z";-l—l—{e ’
G'{F’Z'=(E+L2
A|0r ‘ T:GOF —-Z—-—1'+l£ donc
o =GIFON]=MiZ =z e
AorsT=0°" "~

ur de translation

. osons éide de 2 symetries axiales
¢) Décomp
) V3

1 .
Ty g =237 47

Tal

= (0,u") et
alors T = b5 = S(o) © P2 avec (1) = (

(D) = tl;;(Dl)
2
= (3.1
NB:u (?' 2)' )
Déduisons en G est une réflex
G =ToF =s@p®Son° Do
Or s¢p,) © Do —d car (D) = (D)
1
D'ou G = S(p,) 3VeC (D) = t%i(Dl)

ion d'axe (D2)

. 1, V3
d) Déterminons I'image du point A (5 +i5 ) par G

V3
Lyl 1—ii§)—1+iﬁ=1—l+z7
ZA’_(E )G~ 2] 2 2 2
Alors z,4, = 24 iﬁ =z,doncA = A’ (il est invariant par
2 2
G)
Exercice 6
3
X' =2 +‘/7—y+1

1) Montrons que f estune isométrie
0(0;0) et 0'(1; —V3) = f(0)
OM2=x?+y?2 etOM?=(x'—=1)*+ (' + V3)2 =
(Gx+ ?y)z 4 (-‘fz-i-x = %x)z =222 +V3xy + 2y +
%xz —V3xy + %yz alors 'M"? = x? + y?
D'oll OM? = 0'M'% = x2 + y? alors f est une isométrie
2) Nature et élément caractéristique de f

1 VE
X:EX+?y+1

y= ?x — 2 3
- {x -V3y-2=0
—V3x+3y+2V/3=0
{—\/§X+3y+2\/§: 0
—3x+3y+2V3=0
L'ensemble des points invariants par [ est une droite

f(M)=M &

alors :

m
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D'ou r est une

~V3x +

Symétrie orthogonale d'axe (D) :

W+2f3 =y
%
e { =31(x+V3y+2)
'=%(\/§x—y)
1)

Z=x+iyetz = 1" 4 iy’
s 2’ en fonction dez

"=+ By +2) + i (VEx - y)
z =( “f)u(f—-:)yu
2 -
ay)+(1+[*)“ DR+ ig) +1=(Geig)0e-
»ol\lz'=(§+i‘,?§)f+l
2) '
Venﬁons(:\:::;:qo Of(O)

0(0;0),0'(1; 0), M(x; y) et M'(x'; y")
OM = [xT3y2
==y -

(x+ D) + - 5)) < ey

Exprimo
x4

D'ouOM =0o'M' = [x2 52 T y?
3) Déterminons 'ensemble des points invariants par
f
fM)=M o
—
{l =32 (x+V3y+2) {—x+\/§y+2 =0
1 = le systeme
y=5(3x-y) V3x +3y =0 d

n’a pas de solution .
D’ou £ n’a pas de points invariants
4) M"daffixe z" et M" = f o f(M)
Exprimons z" en fonction de z et montrons que f o f est
une translation de vecteur i

M" = fo f(M)=f(M)alors:z" = (%+i§)z_'+ 1
)(—— 23)z+§+i‘/7§+1
V3

D‘oﬁz"=z+—+i—
2 2

z—(+1

’

. 3. .43 -
fef:2z =z+;+ l7cest I’écriture complexe d’une

translation de vecteur u (3 g)

- ~(3. V3
Alors f o f estla translation de vecteur U (;; 7)

1 -i
S) g=tefam=t =g

g= t-iﬁ"f = t_%E(M’) = M, avec t_%ﬁ: =g~z

&

l"4— 5

V3 3
g: z;= (+l—) +——lT
Calculons z4, et z,

1, .V3\ 1,1 .V3
g(A)=AIa|OrSZA,=(;+1T)X—+——I—

I S Y B Y S AT T K Y S W TITY ISR
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[ f tﬂ' =t

T M T D T

. 1
D‘ouz,,,:; SA=4

9(B) = B'alors zp, = + 1"—)

D’oll zp, = T—“ B = B'

Prouvons que g est une symétrie orthogonale
g(A) =Aetg(B) =

+l_i‘r_5
PR

B alors g est la symétrie orthogonale

d'axe (AB)
6) Montrons que 2224 st yn réel
Z!’u
1
~3-ly3
A _ " _65__13
¥ Wi T 4T T3

7) Déterminons les éléments caractéristiques de f
_iz ° f avec g symétrie orthogonale
" 3
d’axe (AB)
D'ol f est la symétrie d’axe (AB) et de vecteur 7 =

15403 V3 ; .,
i bty donc une symétrie glissée

Exercice 8
Cfx'=y-1
A {y’ =-—x+2

1) Montrons'que f est une isométrie plane
0(0;0),0'(-1;2) = f(0)
OM?=x?+y%etO'M? = (x' + 1)* + (¥ — 2)?
OM?=(y—1+1)2+(—x+2-2)2 =y +x*
Alors OM? = 0'M'?2 = x? + y? par conséquent f est une
isométrie plane

2) Déterminons la nature et les éléments
caractéristiques de f

_ x=y-1 x—y+1=0
FOHy = { ——x+z“{x+y—2=o

: 3
On obtient x = %ety =

S ; ; 13
Alors I'ensemble des points invariants est le point A (;; Z)

s : 1.3 " = X
D’ou f est la rotation de centre A (2, 2) etd’angle 6 2
Exercice 9

1) (D):V3x+y—-2=0

a) Exprimons x' et y' en fonction de x et y sachant

que : M' = s(5y(M)

U(—1; V3) vecteur directeur de (D), l(x = & +y) milieu
de [MM']

x'-x -1 -
{MM"ﬁ:Oalors (3)-()=0 &
1 e (D x'+x y'vy 5
e V() +5-2=00)
{—x +V3y' = —x + V3
Vix'+y' = -xV3-y -4

En multipliant la premiére ligne par V3 et aprés addition,
on obtient : y' = —?x + %y +1
En multipliant la deuxieme ligne par —V/3 et aprés addition,

on obtient : x' = —%x~§y+\/§
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X' = -%.\'—‘/Tay +V3

FOW. P P
¥ B i 1

bl 5(A00:2).%,v3)
Déterminons les coordonnées de S(M) en fonction de x et
J!
n
s(M) = M"alors 2" ~ z, = V3e'3(z - 2,)
/3

2= (T +302+3+i(-V3+2)
Posons z = x + iy et 2"=x" + 1y"

X iy" = (24 1)+ ) 4+ 3 +i(—V + 2)

D’ol S(D) :

iy = B 3 i(Bx 4+ B

XHy = —x 2y+3+1(2x4 2y—\f§+2)
1'={S—x—§y+3

D'ou s R 3
y'=;x+—z—y—~/§+2

c) T=sosp
Montrons que T a pour expression analytique

V3 3
ot — s e T
X =X 2y+3

y =—§x—%§y+\/§+2

T=so S(D) = S[S(D)(Af)]
Alors

=it B RS e ) i

2

I P S T o S N
x ix 4y 2+ 2 4y 2+3

) 3x~3\/§+3\/§_3 \/§+\/§ﬁ2
= ——X—-——y _ _ —_—

YETEI T Y Tt Yt *

;Y3 3
X'=—x—=-y+3
DouT: 23 zﬁ
y’=—;x—?y+\/§+2
2) MontronsqueT = Sphoh
1
X, = =%
Sy =Teh ™ avec h™': ‘F 3
N=gy-Ft2
5(p")(M) =T(M,) = M, alors :
V3

_ 3
X=X —sn+3

5 x2=§x—§y+\/§

—
3 V3
)’2=_Ex1“?J’1+\/§+2 }’2=“?x_%3’+3
x:lx—£y+\/§
Sy M) =M e 2 27
y=-5x-3y+3
Alorsz{—x—ﬁy+2\/§=o
-V3x—3y+6=0
Donc s,y est une symétrie orthogonale d’axe (D0Y: -
V3x—3y+3=0
D'ouT =505y 0h

Nature et éléments caracteristiques de T

T ement et d'une
est la COIIlpOSéE d'un antldéP'ac : t ke -
T une sim de nd
: t sl ilitu ecte de centre
haomothétle alors T es

A(0; 2), de rapport k = ~/3 etd'axe (D" = (A1) avec

i#(3; —v3)
( 3) Montons qué T est bijective
Vi3 .
My = B ;_ avec g 'endomorphisme associé a
LA 3
"2 12
Vi 3
7 2|=-2-2=-3+#0alorsTest
det(Mg) =", 3 -
]
bijective

Déterminons T2
Y3 3
X =gk 2y+3
2
{2x'=\/§x—3)’+6

2y’ = —3x—V3y+2V3+4 o
En multipliant la premiére ligne par 3, la deuxieme ligne
v 1, V3,
par v/3 et apreés addition, on obtient 1y = —2x" — <=y +
2 -_1—?
En multipliant la premiere ligne par V3, la deuxieme ligne

; - 7 -
par —3, on obtient : x = ?x’ .-;y +1

x":-?x—%_’}"*'l

o] =1,

DOUT - o 1 _},_3 +2+£
yr=—gX—=3¥ 3

Exercice 10

A(2;0),B(2;2),€(0;2), s, la symétrie d’axe (AC) et s, la
symétrie d'axe (0A)
1) Précisons|'image de B pars, o s;
On utilisera une méthode analytique
e Expression analytique de s,
(A0):x+y—4=0
(—1; 1) un vecteur directeur de (AC), I (%x', %y’)
milieu de [MM']
= x'-x -1\ _
MM i=0, (y'—y) (3)=0
I € (AC) ﬂ+?ﬂ_2=0
2 2
{rry=—xty
X'+y =-x-y+4(2)
(1) +(2)donne:y’ = —x +2
(2) = (1) donne:x" = —y + 2
Alors S;: {x ==Vt

!

Y =¥+ 2
* Expression analytique de S
A €(0,7) alors (04) = (0,7)
Alors : s, : B: -
==Y
* Expression analytique de s, o 5
520 5(M) = Sa[s:(M)] = m*
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E

"

-_— - N N

205, : {x'=—y+2

J"=x+2
SZOSI(B)=B,e={x"=—2+2=0a‘or53p=o
y=2-2=0

Nat .
ure et élément caractéristique de s, o 5,

s ¢ =-y+

2 =y {’;} - \_3’;22 le systéme a pour
Solution : (0; 2) -
D . .
AI°“C C(2;0) est invariant pars,es,
- OFS $2 © 5y est une rotation

Ecriture complexe de s, o 5, est: 2’ = iz + 2 + 2i
D't

OUs; o5, estla rotation de centre C, d‘angle-;:
. 2) Testla translation de vecteur OC
0C(0;2)
AlorST:2'=z+2i
Déterminons l1a nature et les éléments caractéristiques de
T o SZ © Sl
T=z'=z+2iet S08 12 ' =iz+2-2i
Alors:To s, 052" = Z4+2-2i+2i=iz+2
Tes,o S1 est une rotation

A”g(i)—‘-;etw:%:?ﬂ:lﬂ
=y 2

D'oiTo S2 © 5, est la rotation de centre Q(1;1), d'angleg
Exercice 11

1) Démontrons que f est une isométrie négative
0(0;0) ;0'(m;2) = £(0)

OMZ:x2+y2 »
gt 2 ! 2
U=ty 2= e )
4 3 9 24 16 16 24
— == =42 282 2ai2 AN
95 5}') 25x +251y+25y +25x sty‘"
L and
257
Alors 0'M"? = x2 4 2
D'ol OM? = 0'M"? = x2 4 y2

3 =

=5 S|=_°2_1_ _

De plus, det f = Y | TR 1

5 s

Cl: f est une isométrie négative
2) Valeur de m pour lesquelles f est une symétrie

orthogonale
Sx=3x+4y+m
f(M) =M = {5y=4x—3y+2

—2x+4y+m=0 {2x—4y——m=0
{4x—8y+2=0 2x—4y+2=0
D’oul f est une symétrie orthogonale si et seulement si :
m= -2
3) Pourm = 0, déterminons un vecteur w et une
droite (D) telsque: f =sot =t(os0Usestla
symétrie d’axe (D) et t la translation de vecteur W

feof =tw
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fof(M)=f(M)=M":

En fixant x' et ¥’ dans le systéme, on obtient :

8
X'=x+-
5 4 2
alors fo f =1t w2
y"=)"|'§ f f zwavecw(s's)
X =x-2
1= X==
(R g
1=y-3
f=sotalors s(M) = fot_y(M) = f(M,) =M,
3
Xz—gxl'l'gyl
S 4 3
Y2=gx—cht2
3 4) , 4 2
n={(x=3)+3(r-3)
4 4 3 2
=ile-7)-H=3)+2
X =3x+§y~§
Alors : s : 7 3 8
_x__y+‘
Y =Xy
Sx=3x+4y—4
S(M)_Mﬁ{Sy_=4~x—3y+8

—2x+4y—4=0 x—2y+2=0
{4x—8y+8=0 {x—2y+2=0
AIors:(D):x~2y+2 =0
Exercice 13

xX'=ax—by+d
B {y’ =bx+ay+b'

1) Montrons que les affixes de points M et M’ sont
liées par la relation : z' = mz + p ol m et p sont
des nombres déterminés en fonctions de
a,b,a etb

x'+iy'=ax—by+a' +i(bx+ay+b")
x'+iy' =(a+ib)x + (=b+ia)y + a" + ib’
x'+iy' =(a+ib)x+iy(a+ib)+a +ib'

X' +iy' =(@+ib)(x+iy)+a' +ib

En posontx +iy = zetz’' = x’ + iy’, on obtient :
z'=(a+ib)z+a’ +ib'=mz+pavecm=a+
ibet p=a +ib'

2) Déterminons a,b,a’ et b’ tels que T soit une
translation de vecteur =21 + 5(—2 + i)

T est une translation de vecteur —2% + (=2 + i) siet
seulement si :
atib=1oa=1letb=0
Eta'+ib'=-2+i @a' =—2etb =1

3) Déterminons a, b, a’ et b’ tels que T soit une

homothétie de centre A(1;2), de rapport 2

T est une homothétie de centre A(1;2), de rapport 2 si et
seulement sj :
atib=2 @a=2eth=0
Et a;%‘zb'=1+2ia|orsa’+ib’:—1—2[@(1':
—leth'=-2

MI_“
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4) Déterminons a, b, a' et b’ tels que T solt une
rotation de centre (0, 2), d'angle -

T est une rotation de centre B(0,2),d angle Tsiet
seulement si :

a+ib=e-4_=—?+i?&q:—? etb=£

(24J‘ \/‘) N
|(2+\/") oa=V2eth =242

5) Déterminons a, b, a’ et b’ tels que T soit une
similitude directe de centre C(—1; 1),d’ angle -
de rapport 2

Tz = (=140 =2e5(z—140) = (1 + iv3)(z—1+
i)

T est similitude directe de centre C, d’angle g, de rapport

a'4ib

Et—‘,s——f =2ialorsa' +ih' =

2 si et seulement si :

at+ib=1+iV3 @a=1leth=+3

a’+ibr ' ; .
Bto 5 = —1+ialorsa’ +ib' = —iV3(-1+1i) =

V3+ivV3 @a' =v3eth' =3

Exercice 14

1) ABC et DEF sont des triangles équilatéraux
a) Démontronsquec —a = eiF(b -a)
- B
ABC un triangle équilatéral, alors : 26224 — oi3
ZR-Z4
ix =
Zc—za=e3(z5-2,) @c—a=e3(b-aq)
Exprimons f — d en fonctionde e — d

n

- ” § . Zp—2Z, =

DEF est un triangle équilatéral, alors ; 2222 — ¢l3
B Zg-zp

RS k p
zZr—zp=e3(zz—2z) & f—d= e's(e—d)
b) Exprimons g en fonctionde b, d et e
Ona:EG = DB
Zg—2g=23—2p @ g—e=b—dalors:g=b—d+e
g
¢) Démontronsque h —a =e'3(g —a)
h—c=f—-dalorsh=f—-d+c
P LT
h—a=f—-d+c—a=e3(e—-d)+ e30b-a)
T L
h—a=eS(—d+b-a)=e3(b-d+e—-aq)
org=b-d+e
7T
D'ou h—a=-e'3(g —a)
Déduisons que AGH est un triangle équilatéral

h—a=e 3(g —a) e z’;_: = ¢'3 alors AGH est un
triangle équilatéral
2) t, latranslation de vecteur BD et t, la translation
de vecteur DC , r la rotation de centre D, d’angleg
Onpose: f=t,erot,
a) Justifions que f est une rotation dont on précisera
I'angle
f étant la composé des translations et d’une rotation alors
f est une rotation d’angleg

R e R e o S M N T YIS
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ic déduisons en le
Déterminons I'image de B par f, puis dédu

centre de f

f(B) =tyere t,(B)
f(B)=t,(D)=C car t; = lpg
Ulmage de B par f est le pomt (&

f est une rotation d'angle 5 I quitrans

=ty° T(D) car tl = tB—D‘

forme B en C alors A

est le centre de f
b) Déterminons ['image de G par f, pul

le triangle AGH est équiiateral
DB
f(G) =tyerety(G) =tz or(E)car EG =D

f©) = rm or DC = FG

s déduisons en

D'ol f(G) = )
fay=4_  [((AC.AH) =3
{f(G) -y alors{ — AH

D’otl AGH est un triangle équilatéral
Exercice 15 ‘
1) f:2'= (——+ L‘/_)z+ +L
a) Démontrons que f estun antldeplacement
Posonsz = x +iyetz' = x' +iy

7

x’+iy’=(——+z )CX‘H)’)"' +‘£

| (3 e}
x’+iy’=—;x+7}’+5+l(‘?x+§y+ 2)

- 5
| x’=—lx+£y-|—-
£ 2 2 ,/‘2
V3 1 3
y’=7x+;y+7
1 V3
T2 2| __1_3_
de(fi=lg R|=—3—3~"1
2z

Alors f est un antidéplacement
Démontrons que f = sot =t o5 ol S estla symétrie
orthogonale d’axe (D) et t la translation de vecteur w

fof:z"=(—-%+i?)z_’+-§-+i?=z+2+2£\/§

feof =ty avecW(l; V3)

fot , {xlzx-—l
S=fot_z avec t_g:

N Y ly=y-V3
S(M) = fot gM) =f(M) =M,

1 V3 5 1 V3
x2=—;x1+7y1+; | xzz—;x+7y+%
alors s :

V3 1 Vi V3

Y2 S g% T H y2=7x+§y—§
» . x=—%x+gy+%
sM)=M = ~i§x+1 a
¥ = ¥

{ ~V3y-3=0 alors S est | t h I
sSestlas

\/_x+y+\/— 0 ymétrie orthogonale

d’axe (D) : 3x =3y -3 =0
Exercice 16

' 1
X =§(4x—2y—6)
Y =5@x-y-12)
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1) Démontrons que f a une direction fixe que I'on
W N 1p(;é:;era i fixe
3 7)(x — 2y — 6) alors [ a une direction
celle de la droite dirigé par le vecteur ii(1;2)

2) Démontronque/’ of =f
Fera =rmy =

fof: '=;“*—2y-6)
y'= ;(21" -y =12)

1
X" ==(4x -2y —6)
En ﬁ)(an‘ X' et y" on obtient f o f t 3

= (x-y-12)
alors fof = f
3) Déterminons I'ensemble des points invarlants par
f

x=§(4x—2y—6)
y=3;Qx-y-12)
{31'=4x—2y—6@{x—2y—6=0
3y=2x-y-12T 2x-4y-12=0

Alors I'ensemble des points invariants par f est la droite
d’équation x — 2y—-6=0

b) Déduisons en la nature de f
[ est une projection vectorielle dirigé par le vecteur

ﬁ‘(l;i)
33

Exercice 17

£ {y =dy~1

1) Démontrons que f est une application affine
buecnve
0(0;0),1(1;0),I'(1; —1) et'o’ 0; -1)
Soit ¢ 'endomorphisme associé 3 f

p(0nH =0T
M“’:[é 3
(j) - (;) é g) +(°) alors 0F (M) = p(OM) + 00’

Alors f est affine

fM) =M

De plus detM,, = Ié (3)| = 3 # 0 alors ¢ est bijectif et par

suite f est aussi bijective
D’ou f est une application affine bijective
2) Déterminons I'ensemble des points invariants par

f
X X=X
son=m <, 5o {y—§
L’ensemble des points invariants est la droite (D) : y = %

3) Démontrons que f est une affinité de P
e« Démontrons que f a une direction fixe

MM’ (" ") alors: MM' = (x' = )T + (' = y)]
MM = (x-x)i+@y-1-y)j=Q@y-1j
MM’ a une direction fixe celle de j(0; 1)

s Expression analytique de la projection vectorielle
du plan sur la drolte (D)
Soit q 1a projection vectorielle telle que : q(M) = M1 et

MM, = D ou D est Ia direction de la droite (D): x =
X =X

Solt t un réel tel que : MM, = t], alors : {y —y+t
Pour que q solt une projection, il fautque y; =7
x1 =X
=l¢t=1-y3|or5' 1
1=3 2"V Ay =y -y
X, = X

D’ou I'expression analytique :[ _1
Ni=35

« Comparons M'q(M) et Mq(M)

—_— _ Mipr "N N7 — 1
FaS = M, = G — )1+ 0a =y =3 (5= 7)]
—_— " a2 4
HaQ) = WM = (o, — 0+ 0n =) = (=)
Mq(M) = 3Mq(M)

Cl: f est une affinité de rapport 3, de direction D et d’axe
(D):y = ;
Exercice 18

x' = %(Sx ~ 12y + 24)

y = %(—127: — 5y +36)
1) Démontrons que f o f = id
fof(M)=f(M)=M"

x" =~ (5x' — 12y’ + 24)

13
s 1—13-(—12x' — 5y +36)

f:

En fixant x' et ¥’ dans le systéme, on obtient :
x"=x
{y" =¥
Dol fof=1Id
2) Démontrons que 'ensemble des points invariants
par est une droite (D)
x == (5x—12y +24)
y= %(—123( —5y+36)
{13x:5x—12y+24 @{—8x—12y+24=0
13y = —12x — 5y + 36 -12x — 18y +36=0
{Zx +3y—-6=0
2x+3y—-6=0
Dot (D):2x+3y—-6=0
3) Soit f(M) =M
a) Démontrons que le milieu I de {MM']

/ (x+x" y+y')
i " 2

I e(D)c)z("*")+3(y*’) 6=0
2x+2x"+3y+3y'—12=0
2x+f—3(5x—12y+24)+3y+f—2(—12x—5y+36)—

12=0
10x 24y 48 36x 15y 08
X+ —— 4= 2i—-12=
13 13 13 y 13 13 13 12 .
36x 36x 15y 1Sy 48 48

2 Z-T=0

13 13 13 13 13 13

fM)y=Me
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0=0
Alors | € (D)

b) Démontrons que le vecteur MM’ a une direction

fixe, orthogonale a (D)

MM' = (x' = )T+ (' = )] = 5 (4T + 6])(=2x — 3y +
6)
Alors MM’ a une direction fixe celle de ii(4; 6)
¥(=3; 2) un vecteur directeur de (D)
o=} (3)=-12+12=0alorsii L &
Alors la direction de MM’ est orthogonale & celle de (D)

¢) Dé&duisons en la nature et les éléments

caractéristiques de f

L'ensemble des points invariants est une droite de vecteur
directeur orthogonale a MM’ alors f est une symétrie
orthogonale d'axe (D):2x + 3y — 6 =0
Etudegénérale des coniques
Exercice 1
Dans chacun des cas suivants, précisons la nature, les
foyers, les sommets et éventuellement les asymptotes de |a
conique proposée

a) 25x2 436y —1=0

2
2537 +36y7 =1 o X4 X o
G @

Alors c’est une ellipse de centre O

1 1
a=-;b=-=a>b
5 6
c-——\/az—bzzagnl
2

e Lesfoyers

Vi1 11
F(ao etF’("%
0 0

e Les sommets

a X 0 0
A(s),A'( 5) etB(l),B'(_g)
0 0 6 6
(x=2)* | ¥* _
b EX4+L_1=0

x-2)? | y* _ X2 ¥R x— 2 =)
2 +22—1 @32+22—lavec —y

Alors c’est une ellipse de centre Q(2;0)
a=3;b=2=>a>b
c=v9—4=+5

e Lesfoyers

F (\65) et F' (-f) dans (8,173

e [essommets

AQ)eta ()8 (D) ers (°) dans @.7)

2 2
g EOHE .4 _p
16 25
J(_z_.(y_n)z_ ¥ v X=»
e —1‘i'rz‘3—z—1a"“{y=y+1

Alors c’est une hyperbole de centre Q(0; —1)
¢ =16 + 25 = V41

e Les foyers

F(JAT; 0) et [ (—V1; 0) dans @.L))
e Lessommets
A(4;0) et A'(—4 0)d
e Lesasymptotes )
)iV = %X et ()Y = —%X dans (1,1,])
d) 4x? —9y? +Bx + 54y —11= 0
a(x? +2x) - 90* - 6y) —11=10

ans (L))

(a

- - =0
Alx + 1) =-1] - 9[(y — 3)2-9]-11
4-(x+1)2—9cy—3)2=—e? ; eiex
__(x:al)z +(J’_;23)_2= 1 @—%-4.11—= laveci, 5 _Yy
£l £y z ]
2 | )
Alors c'est une hyperbole de centre a(-1;3)
_ [z i
=773 e

¢ Lesfoyers ‘ !
F (0; @) et F’ (0; —-@) dans (2,1.])

¢ Lessommets
B (0; @) et B’ (0; —g)

* Lesasymptotes
(&) ¥ =2Ker():y = ~2X dans (1))
Exercice 2
(C,) imx?—4mx—(m—1)y*+2=10

1) Etudions suivant les valeurs de m, la nature de

(Cm)

e Pourm=20
y24+2=0 alors(C,) =@

e Pourm=1
x2—4x+2=0
A=16—8=8alorsx=2+V2oux=2-v2
Alors (C,,) est la réunion des droites d'équations
respectivesx =2 +VZetx =2 —+2

e Pourm # {0;1}
mx?—4x)—(m-1)y*+2=0
m((x—2?2-4)—(m—-1y?+2=0
mx—-2)-(m-1)y?>=4m -2

(x-2)? y? am-2 4m-2
A am=z — 1 avec a® =Tetb2 AR ——

m-1

m n-1

Sim € J—o0; 0[ U]1; +oof, (C,,) est une hyperbole de
centre Q(2;0)

Sim € E 1[,(Cm) est une ellipse de centre Q(2; 0)
Sim € ]o; %[,(cm) =0
2) (C):4x|x|+y®>—16x—-20=0
a) Montrons que (C) est la réunion de deux coniques
(Cy) et (Cy)
©: {4x2-16x+y2 —-20=0,six>0
—4x*—16x+y?-20=0,5ix <0
Soit (Cy):4x? —16x+y2 —20=0 et
(C): —4x*—16x+y2—-20=0
Alors (C) = (C;) U (Cp)

R R ——————————
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A e[

| — —

b) p -
exé ;l(!'n;lno"‘ les éléments caractéristiques de (Cy)
(Cl) T4yt :
axt_, . 1&X+yT-20-0
B AR G
4((—" - 2)2 i ‘) P
T4y 20=0
(Ci) : m 3 -"?
9 ws-LV¥Yx20
1) est I'ellipse de centre nez; 0)
b= 6 ((1 < b)
Axe focal - (. )
Demi-distance focale :¢ = V36 -9 = 3V3
Fovers - K, (0; 3V3) et F7, (0; —3v3) dans (0, £,)
3lors £,(2;3v3) et F'\(2; =3v3) dans (0,1.))
Les sommets - B,(0;6) et B',(0; —6) ; A(3:0)
dans (0, 1,7) alors By(2;6) et B',(2; —6);
A(S; 0) dans (0,1, )
(G): — a2 16x +y2—20=0
—4H(x? 4 4x) ¢ ¥2=20=0
THO+ 22—y 4 y2_30-9
@) ~x+224 L2 vxco
(G3) est hyperbole de centre Q'(-2; 0)

*  Axefocal: (N )

*  Demidistance focale: c = VI + 4 = V5

*  lesfoyers: F,(0; V5) et F'5(0; —V5) dans
(Q.%.7) alors Fy(~2; V5) et F',(~2; —V5) dans
0.tp

*  Llessommets : B,(0; 2) et B',(0; —2) dans
(@', 7)) alors B,(—2;2) et B',(=2; — 2)

* lesasymptotes: (A):y = 2(x +2) et (A):y =
—2(x +2) dans (0,%))

c) Montrons qu’en chacun des points ou les courbes
(G,) et (C,) coupent (Q; ), elles ont méme
tangente

(C) n (0; N<ex=0alorsy =-2V50uy =2V5
(G)n(0; ) =x=0alorsy = ~2V5ouy =2V5
Alors (C,) et (C,) coupent (£; J) aux points I, (0; 2V5) et

1,(0; —2v5)

2?2 X vt
(C,): . +36—1©?+§—lavec{

L(2; 2@ et 12(2; —2@ dans (Q,1,])

* Les tangentes a (C,) aux points /, et I, ont pour

Alorg (s

Q= 3;
.
.

L ]

X=x-2
Y=y

équations respectives : —4x + y\/§ —10=0et
4x+yJ5+10=0

(C,) - _(x+2)2+l;i-_- 1 e —X? +1}= 1 avec

{X =x+2

Y=y
1;(—=2;2v/5) et I,(—2; —2v/5) dans (1,1, ))
s Lestangentes a (C;) aux points /; et [, ont pour

équations respectives : —4x + y\/§ —10=0et

4x+yJ5+10=0
D’ou (C,) et (C,) ont méme tangente aux points [, et /,
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Exercice 3
, (1Y (-1
MF + MF =4avecr(0)etr (0)
1) Veérifions que I' contient les points
F
A(-2;0,820,¢(-1:2),0(1; =3) et

£(1)

AF=lzp =gyl =1+21=3 4p ) g =4
AF' = |zp —24] = |-140] =1
AlorsA€ T

= BF + BF' = 4

{BF='ZF—ZBI=|1_2|=1
BF' = |z, — 25l = |-1-2| =3
AlorsBe T
3, 3.]_5s
CF =lzr—zcl = |1+ 1-21| =[2- 31| =3

ety -1 1-2= 3 -
> CF+CF =4
AlorsCE T
DF = lzp 2zl = 1= 1+31| = |-3i| =2
DF' = |zp — 2p| = |‘1—1+2i| = I—Z +§i|=§
= DF +DF' = 4
AlorsDE T
EF =lzp -zl = [1-1-2i| =|-2i| =2
DF' = lzp — 2z¢| = |-1-1-31| = |-2-3i| =2
=>EF+EF =4
AlorsE € T

2) Donnons la naturede I’
MF + MF' = 4 c’est la définition bifocale d'une ellipse
D'ou I' est une ellipse

«  Montrons qu’une équation de I" dans (0,1,)) est

2 2

& ad =g

a3
MF+MF' =2a _ (2a=4 'V
{FF’=2c c=>{2C:Zavr-:cFF =2

sa=2etc=1
bP=a*—c2=4-1=3

Une équationde T, dans (0,1, ), est : \T + ? =1
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3) Représentons graphiquement les points

A, B,C,D,EetT

-3_
Exercice 5

z'= ;(z+ )avecM(z=x+iy)etM’(z’—x +iy")
1} Calculons x' et ' en fonction de x ety
x"+ iy’ =—(x+1y+——)— ety ‘y)

X+iy x24y?
X+ 24+y2)bx—
X' +iy' = (‘_Mg)
xZ+y2
s x3xy+ . x2 3
x'+1y'= y+x X"y+y“ -y
2(x2+y2) 2(x2+y2)
¢ X3 Hxy+a
2(x2+y2)
yt = BV Ty
2(x2+y2)

2) Déterminons I’ensemble (E) des points M tels
que:M € (0,e)

2y+y3-y
ME(O el)ﬁ?(ryz)———o

Y(x? + y? ~D=0®y=00ux?+y2=1
Alors I'ensemble (E) des points M est ja réunion de la
droite d’équation y = 0 et le cercle de centre O et de rayon
4 A

3) Onsuppose M € C(0,2).0n pose z = 2eit avec

t € [0; 2n]
@) Exprimons x’ et y’ en fonction de t
(Ze“ + ZE“) = 41(46“ +e)

x'+iy' = ;(Scost + 3isint)

, s
X = -cost
4
v B
=-=Ssint
Y =3
b) Déduisons en que M’ décrit une conique dont on
déterminera le centre et les sommets

2 2 san 2%’ = cost *  Llessommets :
LA, L o By = f(By) = B',(2V3;2)
¥y = ;Smt 3 sint B', = f(B,) = B'z(—Z\/§; _2)
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1602 = cos?t
25

L:y'z = sint

16 16
= —at poyt=l
25
’2 ’
+25=1

MEC

Alors M’ décrit la conique de centre O
Les sommets de la coniques sont :

A(Z:0).4(=2;0),8(0; 2) ets (0; -2)

Exercice 6
'S {x’ =x+yV3
¥y =-x/3+y

1) Précisons la nature et les éléments -
caractéristiques de f

x' +iy =x+yJ3—-ixV3+iy
x"+iy' =x(1-iv3) +y(3 +i)
x'+iy = x(1-iV3) +iy(1 - iv3)
x'+iy = (1-iV3)(x + iy)
f:z’=(1fi\/§)z
a=1-iV3;b=0etla| =2 %1
Alors f est une similitude directe du plan
* Llecentre: 0
e Llerapport:k =2
» Llangle:a =arg(1 - iv3) = _g
2) Soit la conique (E) : 4x% + y2 = 4
a) Déterminons le centre, les sommets et |es foyers

de (E)
(E) : xz+)2'—:=1
C=\/4T=\/§

® lecentre: 0O

* Llessommets: B, (0; 2), B,(0; —2),4,(1;0) et
A,(-1;0)

* Llesfoyers: F(0; v3) et F'(0; —V3)

b) Déterminons une équation cartésienne de (E"),
image de (E) par f

{x' =x+yV3 (L)
y'=-xv3+y (L,)

L r
\/ng +L2=>y=—‘/ijr4i

—\/§L2:>x:-x_4ﬂ

(@) = @)= 4 (53] 1 (52
Alors (E") : 7x% + 13y? — 6xyV3 — 64 = 0
3) Nature, le centre et le sommet de (E"
® Nature: (E") est une ellipse

¢ Centre:0'=f(0)=0
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A’y = f(A) = A, (1; -V3)
Az = f(A7) = A'(-1; V3)
Tragons (E) et (E') sur un méme graphique

=54

Exercice?7
Soit M est le point d'affixe z
1) Démontrons que I'ensemble (D) des points M
d'affixe z tels que : 7 + z + 4 = 0 est une droite
Posons z = x + iy
x—iyt+x+iy=4o2x+4=0
(D):x+2=0
2) Démontrons que, pour tout point M, la distance de
M a (D) estllz'+ z+4|
d(M.(D)) =" = x+2)

Orx+ =— —
2=— =>|x+2|—

|Ftzta
2

Alors d(M, (D)) =31z +z + 4|

3) Démontrons que I'ensemble des points

z-1-i V2 .
el =& est une conigue dont on déterminera
un foyer une directrice et I'excentricité
z—1-— 1| _ |z—(1+1)| fz_
Z+z+4 |z+z+4| 4
Posons zg = 1+
MF _ V2
Zrz+dl | 4
ord(M,(D)) =31z +z+ 4= |Z+z+ 4= 2d(M,(D))
dM.F) _ V2
2a(mM(D)  +
d(MF) _ VZ _
am) 2z g

L’ensemble cherché est I'ellipse d’excentricite — dont une

directrice est la droite (D) : x + 2 = 0 et un foyer est

F(1;1)
Exercice 8
f:2'= 72 +iz+1
a) Déterminons I'ensemble des points M d'affixes z
dont 'image par f estle point A d'affixe 3
fM)=A =12 2 4iz+1=23i

e ———————TE——
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o gt gL = -3i=0
4 |-12l-—5+12

elque: §2 = x*

y 21xy::——5+12[

A-——l-
Soitd—zﬂyt
et|6|-"x2+y =13
Z_i y2=13 x =4
, v2--5e@{y'=9
x =y 0
2xy = 12 2
=>6,—-2+3iet62"2 3

2 =—H;+3!= 1+[
:ﬂ:—'l—Zi

2252 ;
ensemble cherché est{Ml( ) Mz( ;l;_)}

b) SoitM (y) etM' (y ) = f(M)avecZ

=x'+iy
Exprlmons X ety en fonction de x ety
x+iy)+1

x+(y—(x+iy)2+i(

x +Ly’=x -y? _y+1+i(2xy+x)
{’—x —yt=y+1
¥

—x+iyet

r=2xytx
¢) Soit (y) I'ensemble des points M(z

FM)E@=1)
Déterminons une équation de (¥)
f(M)e(x=1>wx =1
=x:—y 2_y4+1= 1
o) ixt-yi -y =0

d) Soit (C) I'ensem
f((0,1)
M(x;y) € (0. u)cay—
' =x2+1(1)
ﬂf(M):{ = x(2)
(1) dans 2)=C):x—
e) donnons la nature
) :x*-y*—y=0
=@y =0

2
7 _ 1 1=
x (y + 2) F3 0 .

o o 7 =x
______l.-_————2 :1@——-+—i=1avec{y,_ +_1_
3 2 = y

@ 6 ® 6
Alors (y) est I'hyperbole gquilatére de centre 0’ (0 — -)
Eléments caractéristiques de (¥)
e Axefocal: (0", V)

) tels que

ble des M (z) tels que (€)=

y:—-1=0

t les éléments caractéristiques

1

4

e« Foyers:F )etF ( _\C) dans (0',1, ¥)

2

e Sommets: B() ( ) ans (0',4, V)

)

ﬁ

e Demi-distance focale:c =

. Directrices: (D) :Y = jx et (D) : Y———x
dans (0", 4, V)
e Asymptotes: (8):Y =X et (A :Y = —Xdans
(0".4,7)
e ma e e T i
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*  Excentricité 1 o =

=f=y3
b
©:x-y2-1=9

2y =x~1e Vo = % avac [X=x—1
Y=y

Alors (C) est la parabole

Eléments Caractéristiques de ©

* Paramétre:p :%
*  Sommet: 0"(1; 0)

*  Axefocal: (0”,1)

*  Foyer:F" G, 0) dans (0", 1, )

* Directrice : D):x=- ;1'- dans (0", 1, )
f} Constructions

Exercice9
'= (i
z' = (2 +i Z)(z 1) i

1) Démontrons que (¥) est une rotation dont on
précisera I'angle et le centre
z' = (l+ iﬁ)z—i— 2
2 2 2 2
‘/_

P =l @By _1_ . _
z-az+baveca—2+tz,b— s tzetlal—l

alors (¥) est une rotation

* Uangle:a =arg G + L‘/?i) alorsg ==

w

3
. _-l—l'\/i_l_.i
. Le centreﬂ(m).w—m—— = (] :

alors
a3
2 2
2
2) Z= :_—3 et (H) I'ensemble des points m tels que Z
soit réel

a) Démontrons que (H) est soit une droite, soit une
hyperbole (H") dont on précisera le centre, les
foyers, les directrices et I'excentricité

Posonsz=x+ iyetZ =X 4y
2,25
Xopi¥f = EY 1ol
x=3-iy
s (xz-yz+2ixy)(r—3+iy)
X+1iy = BT

23-3x2-3xy*+3y"
X = (x_3)2+yz
aw?y-6xy-y°
y = —(;'_—3')2—:}:2__

ZER®Y=0 3
311)!‘64\’)‘—}': - 0 P szy —_ 6xy —-y = O
-'-(:v:—:4})1+y'*1 ,
=2 y@Bxt-6x-y?)=0
»y=00u3x?—6x-y’= o
Alors (H) est soit la droite d"équation y = 0, soit (#")
’ A i 2 _ Gx - yz — O
d'équation 3x L
3x2_6x—y2 =0 3((1’—1)2-— 1)—}/ —0
= 3(x - 1)2 -y =yf
=>(HI):(JC—1)2—'3——_—'1 o
Alors (H") est une hyperbole de centre 0°(1; 0)
c=+v1+3=2 .
o Foyers: F(2;0) et F'(—2;0) dans (,,)) alors
F(3;0) et F'(—1;0) dans (0,1, ) 1
1 P
e Directrices: (D) : X = Set (D) :X = , dans
3 A e o T
(0, 7,)) alors (D) : x = et D):x= = dans
(ﬂ., T/D 5
* Excentricité: e = ~=2
b) Tracons (H") ‘
Les asymptotes de (H")
(8) : Y =v3X et (8') : ¥ = —V/3X dans (,7,]) alors
a) =Y=\f§(x—1)et(A'):y:—\/i(x—l)

3

R

|
.><

a |

‘IR

N

3) Démontrons que Fimage de (H") par (¥) est une
conique

Z’:(i.i_['/_i)z_i_[ﬁ
2 " g 2 2
x +1y’-(§+l§)(x+zy)~— &

P W |
¥ = =y 2(E)

o3
Y =75

=
+
<
!
!
=
|
NS
<
N =
o+
—
~ &
=
+
N
g
|
S
- m m

1 V3o,
by —— (E')
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B+ v

)2 x Lty

~V3(E) 4 () = _;x .
(H ) 3(1 - 1)2 _32\
=0

= (H") 3 (X433 2
3(§2\+2‘1) —xV3+y22-3=
=3 (w) y22-3=0
= 3(X°43 x‘/‘+y22 3=0
(\%) 3x%4y2 5.3y

= 8vy2 4 (\_y) -3=0
Aoy F8Ixy 1

ors (H") est

- une
(H") est ¢ conique

une hyperbole de centre (0"

Alors 0 < ) =y(0")

%

mej=
E[‘]Oil[et(lsm); 2 =g

m
1) Construisons |3 courbe (E:)
n

(B) x4 3ye g g ) e
=3
16 n

Les SOmmets de (Ez) sont: 0, A(
(5 -2)

N 1w
O
~—
o
T
& lw

)
S—
m
[md

4’ -2

2) Donnons la nature de (E,)
2
y% =2x — 5— e (x-m)?+my’=m’

Alors (E) : (—x—m)—+ ; =1
D'ou (E,,) est I elllpse de centre 0'(m; 0)
Déterminons les sommets de (E,,)

a=meth=Vm

B(0; vm), B'(0; —vm), A(m; 0) et A'(—m; 0) dans
(0',1,]) alors B(m; vm), B'(m; —/m), A(2m; 0) et O
dans (0,1,)) g

Déterminons et construisons I’ensemble des sommets du \
grand axe lorsque m décrit |
Le grand axe est (BB") {

B(\/T%) = yp’ = xp

m

Bl("‘/ﬁ) = yp’ = xp, ]
Alors les point B et B' décrivent la parabole d’équation
y*=x »

3) Déterminons les coordonnee des foyers de (E,)

( ) et F' ( \/rr%Tni) dans (0',1,)) alors
()t (L) s 037

Déterminons et tracons I'ensemble des foyers lorsque m
décrit [

F( mTfmz):’YF2=xF—

F(_mmgt) = e = 30— 20
Alors les points F et F' décrivent |a conique d'équation :
yi=x-x*ext+y*-x=0
Exercice 11
1) Résolvons dans C I'équation : sinfaz? — 4sinaz +
(4 + cos?a) =0 ’
A'= 4sina — sin*a(4 + cos’a)
A'= —sintacos?a = (isinacosa)?
_ 2sinaticosasing

Z = :
d sina
_ 2sina-icosasina
2 sina
2 . cosa
Zy=——+l=—
sina sina
2 . cosa
23 = —— 1
sina sina
costz 2 . cosa
D'ou S = {S —_—— ;_—}
(na :ma sina sina

2 2
2) SoitM (&) N (:%)
sina sina

a) Montrons que lorsque a € ]0; n[, M et N sont des
points de la conique (C) : x? —4y* =4
4(1-cos’a)

2 \? cosa) 2 -cos?
2 - a(22) =
sina sina sin2a

Or 1 - cos’a = sin’a

2 2
Alors (SL) -4 (ﬂ) =4
ma sina

D'ou M € (C)
2 \? cosa\? _ 4(1-cos?a) _
(sina) —4 (_ E) = sinfa 4
D'ou N € (C)
b) Donnons la nature et les éléments caractéristiques
de (0)

2 2 x? Z
" —4y =4 =y =1
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Alors (C) est I'hyperbole de centre 0
Eléments caractéristiques de (C)
*  Axefocal: (0,7)

* Demidistancefocale:c = VA1 = v§
*  Foyers: F (‘gg) et F' (—‘/g)
0

s Sommels: A (g) etd' (—02)
*  Asymptotes: (A):y = ‘]-\: et(d):y= —%x

*  Directrices: (D) : 1——el(D) 2

*  Excentricité e = %
¢}  Donnons I'écriture complexe de ©
(C) s iiu)
d(M,(D))
dMF) 5 X . e
aM)) 2 oY F(J/S;0) et (D) : x = 22
|x |z=v8] _ &
" “’l @z =8l = -3

0rx=z—:£= |z = 5| = ﬁi_‘*‘/_l
| \/_l \/—ls(z+z) -8V§ l \/—l |\/—(z+z) -8|

D'ob 4|z — V5| = |V5(z + 2) - 8|
d) Dessinons (C)

qr=

Exercice 12
1) (O):x*+y2=1,M(x;y) € (C)et N(X;Y) tel
{X:x
ue : _1
Y= ¥

Montrons que N appartient a une courbe dont on donnera
une équation et les éléments de symétrie
x2+y?=1=X2+(2y)*=1
5 X24+4Y2=1

YZ
= XZ + TNE =1

@)

2
Alors N appartient a l'ellipse (E) d’équation X2 + ():T =1
2

Les éléments de symétries de (£) sont les axes (0, 1) et

0.7

B e R —
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x=1
y
. | :
2) M(x;y) € (C) et PCX Y) telauesy 35

Montrons que P appartient 3 une courbe (f) dont on

précisera les équations des asymptotes

1 —_L_
X=; T X3
y=v3  |y=3
” 2
A T £
xz-lyz—lﬁ(m)+(x) 1
y2 1
wmta=t
= Y2 43 = 3X?

= X? - B ey
’ , : 2 Xz
Alors P appartient a ('hyperbole (H) d"équation X* — 5=
1 .
Les asymptotes de (H) : ‘
(8):Y =3X et (4):Y = —V3X
Exercice 13
(E) est la conique de foyer 0, de directrice (A):y =2 et

d'excentricité ;12.
1) Montrons que (E) pour équation 12X? +
9}’2 16 par rapport a un repére a préciser

MO
E
204.)) zavecM( ) € (E)
Soit H (2) le projeté orthogonal de M sur (4)
MO

M0 -1 o M0?=MH?
MH 2 4

= 4M0? = MH? & 4x* + 4y? = (y — 2)?
S4x?+4yt =yl —4y+4
=4x?+3y2+4y—4=0

=42 +3(y2 +35y)-4=0
=.4x2+3((y+§)2—§)—4:0
:4x2+3(y+§)2—i—4=0
¢4x2+3(y+§) ~3=0
=>12x2+9(y+§)2:16

X=x

Posons {Y =y +§

D'ol (E) pour équation 12X2 + 9Y? = 16 dans le repére

0
(0'.1,)) avec 0’ (~ 3)
3

0
(E) est une ellipse de centre 0’ (_ 3)
3

X =%
2) Soitg:4 , V3 2-V3
V=35

a) Donnons une équation cartésienne de I'image (E")
de (E) par ¢
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I

=x
{ v, i s [f5X
FETY y=Ly i =
[x—x' V3 33
5
y=y 4 88 2
9 3

(E) : 12x2 +9(y+3)2=16
3
o((B)) = (£")
= 12x2 ¢ 26, aE?
9(3 Y +—9J:) =16
= 12x2 4+ 928 v 2
[Fo +3] =16
=12x'2 " E ' 2\ 2
+9x9(}' +§‘) =16
= 1222+ 12(y" + 32 =
O'+2? =16
Dot (E'): x? +y2 =4
3
b) Dessinons(E)et(E-)

Exercice 14

(D):x=6,F(g)et(l‘9): ——=—avec0<9<—

MH cos8

a) Précisons la nature de (Ty) suivant les valeurs de 6
. MF
Sig =0, = Es—o = 1 alors (I) est la parabole
I de foyer F et de directrice (D)
3 T 1
e SifE€ ]0, ;[, o 1 alors (Ty) est une hyperbole
b) Précisons la nature de (Ip) et construisons (I)

; ME —1 < MF = MH avec H(6;7)

(x —8)?+y* = (x—6)°
Alors (Tp) = y2=4(x—-7)

| (T,) est donc une parabole de sommet o' ((7))

M
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-

_9_...

10+

—11-}

c) Ecrivons une équation de (l‘%)

ME _ 1 _ 2 o \3MF =2MH

MH cos¢ 3
= 3MF2 = 4MH?
=3((x—8)2+y?) =4(x— 6)?
pros (Ix) : x2 —3y* — 48 =0
6
d) Précisons les éléments caractéristiques de (I'%)
(foyers, sommets, éléments de symétrie,

asymptotes)
v3 2

2 _ 3.2 = N T L=
x? —3y? = 48 alors (rz) L-r=1
(I‘g) est 'hyperbole de centre 0
6
a=4/3,b=4>c=V48+16=
(8 ,(—8
Foyers : F(0> etF ( 0 )

Sommets : A (4‘[5) etA (_4‘6)
0 0

e Eléments de symétrie : (0x) et (0y)
Asymptotes: () : ¥y = %x et

(@) y==gx




b :5 ™ A -2 J:..‘v y 2
/-:,

- ~
e ;
o -
104
-ll{

e) Soit(C) le cercle de centre O et de rayon 10
(€): x2+y2=100
Ecrivons une équation cartésienne de la courbe (E),
transformée de (C) par I'affinité d'axe la droite d'équation
y = 0etde rapport%

'

!

x
Uexpression analytique de I'affinité est : {

{x' =x {x =x'
P _3 94 s,
y =3y ==
2

¥ +y? =100 = x2 +(Zy) =100
9x? + 25y = 900
D'ou (E) : 9x2 4+ 252 — 900 =0

f) Déterminons la nature et les foyers de (E)

R
(E): 100+3§_1

a?=100eth?=36 =2c=+100—36=8

T (8 (—8
(E) est I'ellipse de centre O et de foyers F (0) etF ( 0 )

W=

y

Constructions (voir figure ci-dessus)
Exercice 15

-1 4 - s
A) A ( 0 ), I (0) derux points. (E) est I'ellipse de
centre [ dont un sommet est A et un foyer est 0

a) Déterminons les trois autres sommets de (E)
Soient A', B et B' les trois autres sommets

I étant le centre de (E) alors A = T4
Xg = —X4+2x;,=9ety, =0

D'ou A’ (2)

0 estun foyerde (E)alors:c = 0/ = 4
Al=a=5=2b=+V25-16=3

— - . 0 I O
Dans (/,u,v),ona:B (3) etB (_3)
D'ou B (g) et B' (_43) dans (0,1, 0)
b) Calculons I'excentricité de (E) et donnons une
équation de sa directrice associée au foyer O

4
a=5eth=3 2e=<=-
a 5

e e e i i

La directrice (D) associée a 0 pou
a? 25
Dot (D) 1 x = -—%dans (0,4, 7) :
¢) Donnonsune équation de (E) dans (I,u,v)
a=5b= Jet I(X;Y)alors:
X2, y:_
(B): z+5= 1
d) Tragons (E)
. @ 3% _ 4 dans (0,1, 7)
(B): =5~ +5

[
preeyeeR R

hh

)

r équation dans (,4,7):

B) z%—2(4 + 5cos6)z + (4cosf +5)% = 0 avec
8 € [0; 7]
a) Résolvons dans C cette équation
A'= (4 + 5cosf)? — (4cosB + 5)°
A'= (4 + Scos8 + 4cos@ + 5)(4 + 5c0s6 — 4cosf —5) =
~9(—1 4+ cos?0) = (3isin@)?
z, = 4 + 5cos6 + 3isinf et z, = 4 + 5cosf — 3isind
D'ol § = {4 + 5cos@ + 3ising; 4 + 5cosf — 3isinb}
b) Soientz; =4+ 5cosf + 3isinf etz, = 4 +
Scosf — 3isinf avec My (z,) et M,(z;)
Déterminons les coordonnées des points M, et M, dans le
repére (0,1, V), puis dans le repére (1,4, B).
M, (4 -;SS;l(;sB) et M, (41'3??3;9) dans (0,4, ¥)
M, (gic:ig) et M, (f;gffg) dans (1,1, v).
Déduisons en I'ensemble des points M,, puis I'ensemble
des points M, lorsque 8 décrit ]0; [

X2 _
X, = 5cos@ _ |75 =cos0
M {Y = 3sinf )| ¥
1= s S =sinf
o
Alors —- + =~ = 1 donc M, € ()
5cosf

Oor M, (351'719) alors M, décrit la partie de (E) située au

dessus de I'axe focal

i
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= np

= Tdonc M, ¢ (1)

Or M;( Rl‘o:ﬁ )

dess ~3sing / P10 M, décrit 1a partie de (1) situde en
OUs de l'ave foral

Excrtim 16

()2 ph e

A AT =0m - Da-3@2ma DYymeER
) ) Vérifions que A( )( )
™m
= Qum _
™ 27714—?—6’7\—2_“" “(o)c(l")
ring b) On Supposem = 0
ns
centre Que (T,,) est une conique 3 centre. Précions son
= <« i .-1
m(¥ =20 soma

)’z_m( _m=y m-1)?
(1 ‘,,,) u)-3(277|+'l)

am?
.
\V‘- —
g =m ( — _ mi-2man
. . 3(2m +1)
¥y = 'm(; ===} g 2a2m-1--2am*-12m
am
Y =m (1- e 1) _ 2smisiomey
m am
m (1 =) y? (Sma1)?
2m a“om

m-1
Alors (T,,) est 1a conique de centre - (;t—)
0

Précisons suivant les valeurs de m la nature de (I,)

La nature de (T,,,) dépend du signe de S0 sm+1)2

Sim < 0, (I,,) est une ellipse
Sim > 0, (T,,) est une hyperbole
<) Constmisons les courbes (I'_,) et (I})
(x- 1)
(r_;):

1,(1;0) et de rayon 2

— = 1 alors (I'_,) est le cercle de centre

S I TR SR B
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(N % - "* o | alors (1) eaf I hyporhieile érpiflatbre de

centre O

)

B) 2z,=3,23=-3 zAr—E! 3i, z,,=—3+3:et
p:2'= uz+btelle que: p(A) = A’ et
@(B) =

a) Délermlnons les complexes a et b

p(A)=A' {z,., =az;+b
o

e(B) =B lzg =azg +b

= a(zy — 25) = 2y — Zmr

Zar—-E .
ag=TAIN _q_jeth=2,-0az,=0
24-25

Dougp:2 =(1-1)z
Précisons la nature et les éléments caractéristiques de o
Z=(-z @7 =+2e '3z
Alors @ est Ia similitude directe de centre O, de rapport V2
et d’angle — :
b) Justifions que I'image (I'-,) de () par @ est
dont on précisera le centre et le rayon
() =1'_yalorsz,_, = (1 - Dx1=1-i
k=+vZetr=2alorsr' =kr=2V2
Alors (I'_,) est le cercle de centre I'_4 (_11) et de rayon

7 =22
c) Donnons I'expression analytique de ¢, puis
déduisons en x et y en fonction de x' et y’
Posonsz = x +iyetz =x' + iy
x'+iy =1 -Dx+iy) =x+y+i(-x+Y)

S (x'=x+y

'{y’=—X+;v
[x'=x+y(1)

y'=-x+y(@2)

(W2 =y =3 +¥)
(1-2) = x =3 (' =¥
d) Déduisons en une équation de (T"y), image de () par

@
(M) S-L=1a(): i

y')? —-(\ +y) =
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N

eidndat it 2et+e”" (Zet'e_:) est un vecteur
xr o
D'od (M) :y=-2 ©): L’ set—e™t T \2efte M( )
) t
' tangente a (C) au poin
Alors (T') est I'hyperbole rapportée a ses asymptotes dlrectnrels 2 205 ¢
G On posem =0 M (a) e)=1 (b) est un vecteur directeur de la
b a
@ )Hl)yzoonnon; la nature de (I) et construisons (T,) tangsinte en M #(C)
0) 1y =x- .
€ (C) et T le point tel que oT =
Alors (I) est la parabole de sommet 4 (3) b) Soit N( ) ©)
o 0 oM + ON
Montrons que la droite (MT) est latangenteen M ala
) courbe (C) ’
" (MT) est la droite passant par les points M et T dont un
¥ vecteur est MT

orOT = OM + ON = MT = 0N
De plus N (2), a|0r5m = ﬁ(Z)

Par conséquent, (MT) est bien la tangente a (C) au point

M
N ¢) Montrons que I3 courbe (C) est contenue dans
e Phyperbole (H) d’équation : x* — y2 =B
3 x(t) =2et+et _ (xXP(t) =4e* +4+e” .
b ©: {y(t) =72et—e7" {}'z(t) =4 — 4472
- x2(t) — y2(t) = 8 = (C) est contenue dans I'hyperbole
= (H) d’équation x2 —y? = 8
- d) Tracons la courbe (H)
b) G = bar{(4,2);(B,1); (M, 1)) ot M décrit la Fogi=g el
courbe (). 8 8
Soit (o) la courbe décrite par le point G (H) est une hyperbole équilatére de centre O
Démontrons que (y,) est I'ensemble transformé de (T,) a=b=2/2 2c=V8+8=
par une homothétie de centre I_, (é) dont on précisera le Les sommets de (H) sont : A (2‘0/2) et A’ (_20‘/7)
rapport :

Les foyers de (H) sont : F (g) et F’ (—;)4)
Les asymptotes de (H) sont :
(8) iy =xet(d):y=-x

G = bar{(4,2);(B,1); (M, 1)}

2GA+GB+GM =0

En fixant le point [_;, on obtient : 4ﬁ % m =0

Car Zﬁ =t m?' =0 )

D'ou 4G lG=—! M>=G —h(l )(M)

Par conséquent, (y,) est I'ensemble transformé de ([,) par
une homothétie de centre [_; (é) et de rapport i

Construisons G; et G,(voir figure)

M, (7) et m, @)

AC; = AB + 7 AM, et AG, = ;A + . AM,

Exercice 17
x=2ef+e "t
C): | quelcon
© {yzze:_e_ttree quelconque
a .
a) Soit M (b) € (C). Donnons en fonction de a et b 2 _
les coordonnées d'un vecteur directeur 1 de la Calcl{ls des primitives
tangente en M 4 (C) Exercice’l
Dans chacun des cas suivants, déterminons une primitive
de fsur I'intervalle | donné
e S = ST e S DN N —— it S —
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Outes |

€s pr .

admette tp OPosées sont continues sur | alors elles
Nt chacune une primitive sur |

1

: f(x)=3x3—2x+1=>F(x)=%x4—x2+x+
. ;

2) f(-")=X+2+xi,=F(x)=1x2+2x—l+c

3) =24 _3 ’ p
fz(x) 2x —E+X_Z=F(x)=%x4_6\/§_
=t

4) {(x) = _.3(__3x . 2)3 = u,u3 = F(x) =
(3x-2)4 4 ¢

5 fx)=(-2x+ 1)5=-1y" 5 Fx) =

1 2

TR+ s+

6)

fG) = (x + 1)(x2 + 252 = %u'”g = F(x) =
S+ 2x) 4 ¢

7) fl)=—2 __2w _ 1
(3x+4)3 343 = F(x) = T 3(3x44)2

8 fl)=—F_=3%  ppy=__23_

(x2+1)2 242 2(x2+1)
9 f(x) = sinxcos®x = —u'ud = F(x) =

1 4
—cos*x +c

10) f(x) = 3cos (Zx —g) = %u'cosu = F(x) =
3,
Ssin (2x—§)+c

0 /)= 22

12) f) =——==3% L, p(x)=3vVIx—1+¢

Nor= AW it
13) f(x)=ﬁ=—%:/‘—%:F(x)=
—%\/TH-FC -
14) f(x) = Jg‘_i = %%:) Fx) = 3VaT—T1+¢
15) f(x) =x x2-l-1=%u’\,/ﬂz> F(x) =
%(x2+1)\/m+c

16) f(x) = (x = DVaZ—2x + 1 =;u'Vu= F(x) =
%(x2 —2x+1)Vx2—2x+1+¢
17) f(x) = 2cosxsin2x = 4cosxsinx = —4u'u* =
F(x) = —gcos3x +c
_ _ 3
18) f(X) e cos?x

19) f(x) = sin®xcos®x =
cosxsin?x — 2cosxsin®x + cosxsin®x = F(x) =

= F(x) =§x2 — 3tanx + ¢

1 . z . 1 .
;sm3x — gsmsx + ;sm7x +c
20) f(x) = sin*xcos*x

o 1
En linéaisant f, on obtient : f(x) = —E(cos6x +

1

2cos4x — cos2x —2) = F(x) = —E(ésinGX +

. 1 .
%sm4x = ;szan — Zx) +c
NB : dans chacun des cas, ¢ est nombre réel

Exercice 2
f(x) = sin?xcos®x

1) Montrons que : f(x) = —%costlrx

8
f(x) = (sinxcosx)? = Gsinéx)z = %—tc—:“—x
D'oli f(x) = % - %c,os4x

2) Déduisons en la primitive de f sur R qui prend 13

valeur 1 en %

La fonction est continue sur R alors elle admet une
primitive sur R
F(x)= % - 3—125in4x +c

F(%)=1=>c=1—332-

D'oll F(x) = %—;—zsin4x+ 1-—=

.32
Exercice 3

2x+3
f(x) - (1_1)3

1) Déterminons lesréelsaetb telsque:Vx #
a b

11 f(x) - (1_1)2 + (1_1)3

ax-a+b
f®) ="

2 5
Par identification, on obtient : f(x) = P + i

2) Déduisons une primitive de f sur ]—o0; 1], puis
celle qui prend lavaleur 1en 0
La fonction f est continue sur ]—oo; 1[ alors elle admet une

primitive sur ]—oo; 1

2 5
FOO = =132y
F(0) = lalorsc =2
it —_2__5 .3
D'ou F(x) = o T + >
Exercice 4
f(x) = sin’x
1) Linéarisons f(x)
; ex_g—ix
Posons sinx =

2i

1 [Esix_e—zix

fi= @ - =

3(5)]

D'ou f(x) = —%(sin3x — 3sinx)

s . o Toad s w
2) Déduisons en la primitive de f quis’annule en 3

La fonction f est continue sur R alors f admet une

primitive sur R

F(x) = —%(— %cos3x + 3cosx) +c

F (5) =0oc=2
3 24

Dol F(x) = —1(— cos3x + 3cosx) o
4 3 24

Exercice 5

Dans chacun des cas suivants, déterminons une primitive

de fsurl

Les fonctions proposées sont toutes continues sur chacun

des intervalles | correspondant alors elles admettent

chacune une primitive sur [
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1) f(x) S — ue
x F(x = -
VELF(x) = - lzn(,- - 2)u+ W=-tm2-x4

VEI.F(x)=ln(2x -A+1)+c
3) f(.l) - A'H. — 1

Xtaaxes = 5 =°F(>~)--ln|x2
Sl+¢

VELF(x) = SIn(x? 4 24 4 5)+¢

4) f(x) cosz.\ 2c032x u

+ 2x +

suucos.\ sinzx = Fix) =
lnlstxl +c
VEILF(x) = In(sin2x) + ¢
) f(x) = tanx —Z:—':“; =~ s F(x) =

—lnlcosxl +c
VEIF(x)= =In(cosx) + ¢

6) f(x)=3x2—1+#=>p(x)=x3

) 3x+2 —Xx+
3InGx +2) + ¢

1

7 — - P _w
) f(l) coszxtanx ?:n; T u = F(x) =
In(tanx) + ¢
lnx 7
8) f(x)= J[nx=uu=>F(x)=%1,12,H.C
1
— x =1 u’
9) fx) —m—ﬁ—;:l’(x) = In(lnx) + ¢
__ Sinx+cosx _ur .
10) f(x) = sine—cosx — & = F(¥) = In(sinx —
cosx) + ¢
Exercice 6
3x+1
Fx) = (@x+1)?
1) Déterminons les reeis aetbtelsque:vx #
b
— S = b

2x+1 (2x+1)2

2ax+a+b
f) = (2x+1)2

Par identification, ona: f(x) = 2(23+1) - ﬁ
. ¢ X X+1

2) Déduisons en les primitives de f sur ]—%;—l—oo[
La fonction f est continue sur ]— %; +oo[ alors elle admet

une primitive sur ]—%; +oo[

3 1 3us 1ur
fG) = 22x+1) (2x+1)2 e Ma)=
—ln(2x +1)+ rem +1) +c

3) Déduisons en F tel que : F(0) = 1
FO)=1=>c= 3

3
D'ou F(x) = —ln(2x +1)+ e +1) T

Exercice 7

Déterminons une primitive de f sur [

Chacune des fonctions proposées est continue sur
Iintervalle I ou elle est définie donc elle admet une
primitive sur [

-

—2 _____1_ g4
1) f(x)=e &t = ~u
‘ 1 2
2) f(x)=xe"2=3ue”:F(x)=-e" +c

= F(x) = ~%e‘2x“ +

s G- _ u —_ L
3) f(x):;z-ex_.—ue = F(x) =—ex+c¢
&
4) fx)= ﬁ =2u'e = F(x) = 2e"*
X
5) flx)= e"+1 =1- = 2 F(x)=x~
In(e*+ 1) +c=In Jr”+c
_ — pxinz _ 2 —_—r
6) f(x)=2*=¢e lzue = F(x) = - X
2+ ¢
Exercice 8
@) = s
1) Déterminons les reels a,betctelsquev X =
1 cX
-2 ez ¢ + m (X+2)2
1 bX , _eX _ (a+b)X*+(4a+2b+c)X+4a
xizz 4T g (422 (X+2)2

1,.% __x
(x+z)2—4 HX+2)  2(x+2)?

2) Déduisons en une autre expression de f(x)

Par identification, on obtient :

X eX
EnposantX = e*,ona: f(x) = 4'(ex+2) 2(eX+2)2

3) * Déduisons en les primmves de fsurR
La fonction f est continue sur R alors elle admet une
primitive sur R

F(x) = —+~ln(e +2)+

Exercice 9

fGx) = (2 — 4y

1) Déterminons less réels a, B,y pour que la fonction

F(x) = (ax* + Bx + y)e?* soit une primitive sur
R de f

La fonction f est dérivable sur R et ona

F'(x) = Qax® + Qa +28)x + f + 2y)e?*

F'(x) = f(x)

Par identification, on obtient :

P.'(x?r = ( x2 —Ex —Z)ez"

Sutfes~numer|ques

Exercice 1

2(e ’-’+2) e

3
uy = 1etun+1=gun+2
1) Calculons ul,uz,u3
3

ul——u0+2—— u2=—u1+2—— etu3——u2+

5
339
125

2) Déterminons un réel a tel que : Vp = U, + a soit
une suite géométrique.
3 3
Vhsi :unﬂ+a=;un+2+a=g(vn~a)+2+a

3 3
Uny1 =iUn—ca+2+a

(vn) est une suite géométrique si et seulement si :
2
ga+2=0alor5:a:—5

e e ———————————————————————————
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3) Up =,
a) ln -
Calculons Vo,

fonet;
Ction
Vg = g - den

u,

ulis
Puls donnons Pexpression de u,, en

5=1k5‘:“4

"=V +Sor v, = —q 3)n

Mo = ()5
- R s) TS5 VnenN
n = l_’
a) o+ vy 4 "‘+U"ETT" =Ug +uy + 0 4-u,

Caleulons S, et

S, = 1-gn+1
n =y,

déterminons sa limite en +

n+\
1-(}

1-g — =f 13 alors

B & \1'0 (1 - (g)nﬂ)
lim Sn = him (‘10 (1 - (E)HH)) - _10
2 =

b
) Calculons T, en fonction
en +o

Tn —vo+v1+---+v,,+(5+5+-~-+5)
=5,
n ,.+S(n+1) = —10(1—(2)"“)+5n+5
Alors T, = 55 — 5+10 (3)’1“
s

imT, = )iy (Su —-54+10 (z)nn) .

Exercice 2

Uy =10 2upn+1
0 etu =
n+1 u,l+z'V"“EN

1) Calculons Uy, Uy, Uz et u,
) :
W= uy=ly =B
7* VeSSl Uy= etk =
2) Démontrons que, ¥ n € N,0 < u, <2

Ona:unﬂ =2~
up+2

. uo=Oanr505u0=52
* Supposonsque,Vk > 0,0 <u, <2
®  Vérifions que 0 < u,,, <2

3 3
0<uy,<2alors:2<32 <3 33 3
4 up+2 2 2 Up+2 4
1 5 1
S=2- <2alors:0<i<2--2 <3<

up+2 T 4 2 w2 T 4
Dol 0 <up,, <2
Cc:vneNO<u,<2

3) VTL = ﬂ
2-2up
Montrons que (v,) est une suite géométrique
14uny, _ 3up+3
2-2Upsy | 2-2up
14un
‘2-2uy 3vn

(v,,) est une suite géométrique de raison g = 3etde

Un41 =

Alors ; Vpyq = 3

o 1
premier terme v, = -

a) Donnons I'expression de v, en fonction de n, puis

celle de u,, en fonction de n

1
) g 1 n
v, = Vpq —2X3,VTlEN
2vp-1
1+un i = rsiu, = 1
Vp .;2“_"@21;,, 2v,u, = 1+ uy, alors 1 uy, ey
ol = ¥ E N
Douu, = 7y

mwm_;_;;;;‘_—_—,,_—_—_
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de n et calculons sa limite

b) Etudions la convergence de () Déterminon |

limite de (u,)
vy = %x 3" alors (v,) diverge vers +-o0 (car q >1)
_ a4 | |
u, = 5 alors limu, =1

4) Sy=vptvt+-+y
Calculons S, et déterminons sa limite en +

l-q,l+l i 1_3ﬂ+l

=V = -

Sn = Vo 1-q 2" 1-3
1

Alors: S = -+ (1 - 3*),vneN

lim S, = lim (=21 - 341)) = +oo

Exercice 3
2up+3
=0 1 =t
Ug et Upyq e

1) Montrons que,Yn=1,0<u, <1
5
Un+4

Ona:iupyy =2-—

3
. u,=:alor505u151

e Supposonsque, 0 <u <1V k>1
e Vérifionsque 0 S Uyyy =1

5 < -1
up+4

0<uy slalors—zs—
o 3
Donc%Su,.t.,r1 <1 e0<7SUn <1
Dot 0<uy, <1LVk=21
Cc:vn=210<u, <1
2) Montrons que (uy,) est croissante

it e 2up+3 _ —up®-2un+3
n+1 n Unt+d n - Un+4
Upay — Uy = (1-up)(un+3)
upt+4

OSuﬂslalorsl—unZO,un+3>0etun+4>0
Dol ¥V n > 1,uy4q — Uy = 0 par conséquent (u,) est une

suite croissante.

3) v, = o
up+3
a) Montrons que (v,,) est une suite géomeétrique
Vpyy = Uny1=1 _ un—1
Up41+3 Sup+15S
1 up-1 1
Alors vy = i < Vn

(v,) est une suite géométrique de raison q = iet de

; 1
premier terme vy = 3

b) Déduisons en que la limite de (v,)
1

q= S(0 <q<1)alorslimy, =0
c¢) Exprimons u, en fonction de v, et déduisons en
sa limite
-1
U= 2o v, +3U =y — 1 @u (v — 1) =
Upt3
=3 —3v,
3vp+1
Alors U, = —
1-vp

limu, = 1 (carlimv, = 0)

Exercice 4
1+3un

U =4 et U, = .
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1) Déterminons graphiquement les cinq premiers
termes de (u,)

-3

2) v, =5u, —3

a) Montrons que (v,) est une suite geometrlque
Uny1 = SUpsy — '2' =1+3u, - = 3u, — (Sun )
Alors : Vg = 3vn

5
T : 3
(v,,) est une suite geometrique de raison q = ;et de

premier terme v, = —
b) Exprimons v, en fonction de n et déduisons en u,

en fonctionden

35 (3\"71
y n-1 —
v =g =2 (3)

5 1 1
v,l=5un—;alorsun=gvn+z
1_3s(3\"7! 1

u =X S 4
52\ 2

n—-1
D'ol u, = z (3) + %

3) Sp=v,+vpt+-tUn

a) Calculons S, en fonction de n.
n O

1-q" _ 35 < 1-(5)

- 1
- 2 s
1-q 1—2

Alors S, = l;—s-(l — (g)n)

b) Calculons S;016

2016
52016 = '1‘2_5‘ (1"‘ (2) ) = 4‘375
c) Déduisonsen S’y =u; +up + -+ Uy en fonction

de n.
X 1 1 1 n
5’,[:;(1;1 + v, ...+vn)+;+-+---+§:55,1+;
ros 35 EARA
Alors S = (1 (5) )+2
Calculons la limite de S, en +c0
limS’, =+
Exercice 5

up=1Lu; =2,Uns2 = SUn+1 = Uy et vy = Unsr — Un
1) Montrons que (v,) est une suite géométrique

4
Vnt1 = Unsz — Un+1 = Eun+1 —Eun — Un+1

1 1
Alors vy = ;(un+1 —Uy) = ;Un

ederaisond = et de

o, ariqu
(v,) estune suite geometriq

premierterme Vo = 1

2) Exprimons Vn en fonction den

= 1%
3) S U0+1 -—1+5'rl

a)
ve = Uy — Yo
1}1=uZ—u1

= Upsy — Un
En addltlonnant membr
on obtient :
Sp=Unt1 ~ %o = Un+1

Dol Upsr = 1+ Sn
s'en U, en fonction den et

_1(carup = 1)

calculons sa

b) Déduison
limite
1 n+1 n+1 1
1-{3 1 _ o e
(1) =2-0)
To\n 1\l

Uy =1+2— (%) alors iup = 3~ (E) et
lim(u,) =3
~4) Calculonsle plus petitp = 7 tel que : Ju, =31 <

1073

- P G)n_l alors |u, — 3l = G)n—l

3 i n-1 e
lu, — 3] < 10 c»(z) <10

In10
(n— 1)ln < —3Inl10alors:n = 2 n: +1

D'oup = 11
Exercice 6
. +2v
W =12,Yn €N Uy =u—"—3—-—"
un+3vn

=1, VREN", vy =—7

1) w, =V, Up
a) Démontrons que (wy) est une suite géométrique

un+3vn un+2vn —Un+vn
w. =y — U -_—
n+1 n+1 n+1 4 3 12
1 1
Alors : Wy = ——= (1 —Up) = — S W,
n+1 12( n TL) 12 n

< . rg o 5 1
(wy,) est une suite geometrique deraisonq = — > et de
premier terme w; = —11

b) Exprimons w, en fonction de n

— n-1 _ h
Wy = Wi q ——11( 12)
¢) Prouvons que (wy) est convergente et
déterminons sa limite

q= ——( 1 < g < 1)alors (w,) converge vers 0.

limw, =0
2) Prouvons que (u,) est décroissante et que (vy,)

est croissante
_ _ up+2vp _ —2up+2vy
Un+1 un——3——un——§—=;(vn—un)

e 3 membre et aprés sim plification,

M
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Alarg
u 3

oy n+y ‘un t:“,n =-_22( N n-\

.Ou Vn. €N u 3 3 E)

€Croissan T Uy < 0 par conséquent (uy,)
Pray = p < ¥ntn

n o V=

Al ' b

ors p

’ 7!+1-'\-,=-l(1."_1 Y = 11 1\l
DD&V“E N 4 Ly, ) —-:l\!“ :T(..._l_z)

< WWpy s — )

Croissante "1 7 Un 2 0 par conséquent (vp) est

3) Démontrong

U = 12 o vy, = e, v"EN',ona:ungvn
i; : l‘lal"“ulavl(vraie)
n‘u":wu"‘-'-ll( 1)n‘1 |
= dorsy, —u, <0 &
12 n n

l;’,"Suu(vraie)

ou ~
Dé .VHEN‘Ona:uRE'U

Cduisons ep "

oy g WV EN, 0, > u, >, > x
Oissante, alors - Uy 2 u, (1)

() Croissante, alors : p, < ¢, )
De plus Uy >y, -
(1) et(2) donne
4)
a)

nVREN, U 2u, 2, >,
tn = 3u, + 8y,

Pr
t . _ ouvons que (t,,) est une suite constante
.= 3un+1 + 8v,

=u, +2v, +2u, + 6v

Alors - = n+1 n n n n
rs-tn+) *311.,1‘*‘817":{:“

(tn) est une suite constante

b) Déduisons en les suites (u,) et (v,) convergent et
calculons leurs limites
(u,) est décroissante et mi
(vy) est croissante et majo
Convergente,

Exercice 7

norée par v, alors elle converge
rée par u, alors elle est

1

1) uo=Oetun+1=

2-uy
a) Calculons Uy, Uy et ug
uy =1 : !
1 2’ u; = g JUz = ;
b) Comparons les 4 premiers termes de Ia suite (u,)
aux 4 premiers termes de la suite : w,, = —:—1
n
*  wp=0alorsuy, = w,
1
. w =;a|ors U =w,
2
* wp=g alorsu, = w;,
3
¢ Wy=s alors u; = w;
c) Démontronsque, Vn € N,u, = w,
e D’aprés a) les 4 premiers termes de deux suites

sont égaux
D’ aut t _ etw, i
L] . = — = —_—
autre part : Unyy = ;- 4 =
1 1 _
Alors:u, = 59[ wy, == donc Up4q = Wpyq

D'ouVvn e Nu, =w,

n
2w =)
a) Montrons que :v; + v, + 13 = —[n4

1 2 i3
vy =Inz, v, —ln;elu3—ln‘1

vy bty = ln§+ ln;-l- ln%: In(%x%xg) = lﬂi
Alors : vy + vy - vy = —In4

b) Sy=vy+vy+tyy,
Exprimons 5, en fonction de n et calculons sa limite

1 2 n 1x2%. %xn
Sp=instingd ot s I s

1
Alors : Sn = lnm

lim$, = lim (ln ("—1;)) =In0* = -

Exercice 8

Unty = ,/Z_-i-_un )
1) Soit f(x) =VZ+x,VxE€E[-2; +of

Tragons la courbe représentative (C) de f

f est dérivable sur ]-2; +w[etona: f'(x) = zwl_;?x-
Tableau de variation de f
T —2 +00
f'() ‘i
+co
j(z)
0

2) Onsuppose uy =0
a) Représentons graphiquement (u,) (voir figure)
b) Conjecturons le sens de variation et la
convergence de la suite (u,)
La suite est strictement croissante et semble converger vers
2
3) Enutilisant le sens de variation de f et un
raisonnement par reccurence, montrons que,
VneNu,,; >u,
o uy=0ety; =vV2u, >y,
o Supposons que, V k € N,uy > uy_,
o Vérifionsaurang k + 1

WM
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U > Uy et f croissante alors - Q) > fwe,)
Or fuy) = Uiy et fue,) = u, 1
Alors V n € N, Upyr > U,

4) En procédant de la méme fagon, montrons que
Uy € [0? 2]

* U =0alorsy, € [0;2)

* Supposons que, ¥ n € N,u, € [0;2]

e Vérifionsaurangn+ 1
fO)=vV2etf(2) =2
Alors £([0;2]) = [VZ; 2] < [0; 2]
Ona:Vvx € [0;2], f(x) € [0;2]
Posons x = w, alors f(u,) = U4 € [0;2)
D'ou Vn € N,u, € [0;2]

5) Onse propose de montrer que (u,) converge vers

2
a) Exprimons u,,, — 2 en fonction de u,

. 9 _ 2tun-4

Upyy — 2 2+u,—-2= Wity

2N - up—2
Dol U4y —2 = T

1
b) Montrons que |uy4q — 2] < 5 Ju, — 2|

1 _ 1

fie)= 2V7Hx

vxe[021f () <3
u, € [0;2] et |f'(x)| < % l'inégalité des accroissements
finis a f sur [u,; 2] donne:
If (un) = F(2)] <2 lun — 2|
Or f(up) = Upyr et f(2) =2
D'ol |upyq —2| < %lun -2|,vneN
c) Déduisons en que, \;':Tl eEN,|u, -2 <
nn
(;) lug — 2|
Ona:|upe — 2| S%Iun—Zl,VnEN
Par itération, ona:
lun = 21 < 2 futpy — 2]

1
fup-1 — 2| < ;Iun—z =2]

1
fuy = 21 < 2l — 2|

Par produit et simplification, on a :
1 n
vneNuy—21 < (3) luo—2]
d) Conclusion
. 1\" ;
lim, . e (5) = 0 alors lim,_ 4o (uy) = 2

D’ou la suite (u,) converge vers 2

Exercice 10
1
fx) = 1+e%X

Partie 1 : 1) a) Calculons f’(x), puis étudions son signe.
Déduisons le sens de variation de f

X

e
. f! B —t
f est dérivable cwrRet:f(x) e

vee R f'(x)< 0
f est strictement dec
b) Calculons

roissante sur R

- 1 —00
les limites de fentoeoeten

; (__1_) = e 0
Nty onf ) = limyo 4ol Tex/ — 4

s ( 1 ) = l =1
limx—c-—oo f(x) = hl‘nx_,—w 1+e* 1

Tableau de variation

I —00 +°°

1

9|

1
2) Démontrons que A (0; ;) est un centre de
symétrie de (C)
A (O' 1) et un centre de symétrie de (C) si et seulement si:
"2
fe+f(=0=1

1 e

f(_x)“ =Tt eX+1

1+e™*

0

1, L
f(x) + f(_x) = Trex ¥ 1+eX 14X

A|o-rs A (0; %) e;t un centre de symétrie de (C).
3) Déterminons une équation de la tangente (T) a
(C) au point A
(T):y = /(O x = 0)+;
Dou (T):y = —%x +%
4) 900 =3—7x—f(0)
a) Démontrons que : V X € ]—0o; OLox) > 0et
v x €]0; +oof, ¢(x) <0
@ est dérivable sur Ret : @'(x) = —%x —f'(x)

X _ —(eF-20%+1) _ —(e*-1)?
(1+ed?  (1+eX)Z | (1+e¥)?

Alors: @'(x) = — % +

v x € R,¢'(x) < 0alors ¢ est strictement décroissante sur
R
De plus ¢(0) =%—f(0) =0
D'ouV x € ]—o0; 0, p(x) > O etV x €]0; +oo[,p(x) <0
b) Déduisons en la position de (T) par rapport a (C)
f)—y=—-0)
Alors : ¥ x € ]—00; 0[, f(x) — y < 0 donc (T) est au dessus
de (C) sur J—oo; 0[
¥ x €]0; +oof, f(x) —y > 0 donc (T) est en dessous de
(€) sur]0; +oof
c) Tragons (T) et (C)

O o i i T o o R —
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e

o3
m:g(x) =X~ f(x)
1) :a) Etudions le sens de variation de g
9 est dérivable syr R etig'®¥) =1-f'(x)
Alors: g'(x) = 1 4+ —*
Ve (1+e¥)?
R R, g xX)>0 alors g est strictement croissante sur

. b) Calculons les limites de g en +oo et en —oo
nn""’*‘m g(x) =40 -0= 400

l"'ﬂ.\._._m g(x) ==0-]1=-0

¢) Déduisons en I'équation f(x) = x admet une
unique solution g et que “<a <:
4 2
f)=x o gx)=0
D’apres ce qui précéde :
g est continue et strictement croissante sur R, elle réalise
une bijection de R vers g(R) =R.Deplus0 € R,alors il
existea € R tel que g(a) = 0
f)=x e gx) =0

D’ol a est I'unique solution de I'équation f(x) = x
1

9 () =3-r ()= oneeerg(}) =1-r () = 0122
Q(E)Xg(%)<03|ors:%§ag§
2) DémontronsqueV x € E; %],f(x) € E, %]
1

f(3)=0a4etf(}) =038

4
1

Alors f ([—} -;—D = [0.38;0.44] c E; 5]
os vxe i s
3) Calculons f"(x) et déduisons que :
vrels 2 ifrrs]
£ = -

—eX(1+e)2+2eX (1+e¥)
(1+eX)*

f' est dérivableet: f"(x) =

e*X(e*-1)

Alors : f*(X) = < 55

vxE E %],f"(x) > 0 alors f croit sur E, %]
Alors : f' G) <f'x)f (%) e —024<f'(x) <
—0.23
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Donc |f"(x)] < 0.24 < 5
pouvxefi 3] I/ @I s;

4) Dédulsons enque:

Vxe [41, ﬂ,lf(x) -al < %lx—al

ona:|f'(x)| £ % @€ E, %]
Appliquons le TIAF, version valeur absolue, & f entre x et @
f() - f@] $5lx—alorfla) =2
DouVxE E, %] If(x) —al £ %Jx -af

5) up=jetun = ()

a) DémontronsqueVn €N, u, € E, 1]

o Y= %alors% <Y s%

e SupposonsqueV k > 0,4l Su < %
e Vérifions que, V'k € N,% SUyy £ %

<oy o sarosamesn [ ] s ) <
;Suk s;et/ décronssantesurL, = ,alors: f .

fu) </ (3)
0.38 <y, < 0.44 & 025 < 0.38 < Uyyy <044 <05
Alors :41 LUy S %
Dou v n € N,uy € [3; 3]
b) Démontrons que:
VnEN, |upe; —al S_%Iuln -
Ona:VxE€ [41, %],If(x) - al S;llx—al
En posant x = u,, on obtient : |f(u,) — al < %lu" —al
Or f(un) = Un4s
AlorsVn €N, Jupy, —al < %[un - al
c) Déduisons en que:

1n+1
VneE N,|u"—a|5(;)
Ona:VnEN,Iu,m—aIS%Iun—al

Par itération, on a :
lup —al < 3 [Un-y — al

1
lunoq — al < Zlun—2 —qf

1
lul—algzluo—al

En multipliant membre a membre et aprés simplification,

on obtient:
1 n
lu, — al < Z) [ — al
1 1 1
y=,et-<as; alors:|u0—a|5;
Alors :
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. 1\+1
Alors : |u, — a| < (:) VneN
d) Déterminons la limite de (uy,)
n+1 n+1
lup —al < (}) etlimy. e (5) = 0 alors
im0y = @
e) Déterminons le plus petit entier p tel que :
[u, = a] <1072
1
luy - @ <1072 & (p + Ding < ~2in10

2In10 157
e n4 -

D'oup =3

Calcul intégral ‘et équations différentielles
Exercice 1

a€ [O [etb € [0 [aveca< b

1
1) Démontrons que,V x € [a;b],——< —= <
1
cos?d
a<x<b = cosb < cosx < cosa
cosb < cos?x < cosza
1
<
Alors V x € [a; b, cosz cosz prcTS
b-a
2) Dedunsons enque: < tanb — tana < p—

1 1
et
X% [a b] cosza cosh ~ cos2b

b 1 b 1 b 1
< < dx
'rﬂ coszadx a cos?x dx < fa cos2b

[co;a] = [mnx]b - [c‘aszb](l

< tanb — tana £

b-a
cos?b

b
Dou

Exeru_ce 2 )
Calculons les intégrales suivantes

1
A= fol 3xe ™ dx = [—%e”‘z]o alors

A=i(1-e™)
1
Bzf mzxdx f(n‘ ) x—[———] alors B = -2
J»z\/” 3 dx—[3\/x2+4| R s € = §

— 2 o
- — — 52 = [2 ¢in34]2
D= foz sinxsin2xdx = 102 2cosxsin®xdx = [3 sin x]o

2
AlorsD=—
3 75
3snu( _[1]3 _ 2 _ 6-2V3
=|—| alorsE=2—-—==
'—;coszx cos% V3 3

2
F=[2x+)VIF 1dx = [f(2x + DW2x + 1]0
Alors F = 5v5 — %

m
o . L
G= f Ismxldx = [n—sinxdx + [2 sinxdx =
2

[cosx]‘ig + [—cosx]; alorsG=141=2
2

Exercice 3

1) Enutilisant une intégration par parties, calculons :

A=fex+ 1)e**dx |

w'(x) =2
{u(l’) = Zx +1 alors {V(X) = —e
. (X) - e 1 Zxdx

Ae [ (2x + 1)02x] -

1
1 = [xez’qo
/1=[;(2x'|' 1)321"26 0

Alors A = e?
B = ng \/Elnxdx

"x) ==
u(x) = Inx a6y w'(x) G
{v'(x) =X v(x) =35v*

[ xlnxw/_] —-fe 2 Jxdx
B= [xlnxf——xf] alorsB=—(2e -1)
fe(nx

= [ZJ-X_ZHX]:—II
_ [2vainx — ] = 4~ 2Ve
p=["n(Z)dx

2
1u’x) =In (x_Z—T) alors {u( x) = x(x2-1)

v'(x) =1 v(x) =x

o-|
2 1 1

Orxz—l T x-1  x+1

2% e e/ 1 1
b= [xl x%2-1 * fe (; - x+1) dx
D =[utn 2] 1) = In G + DI’
D =e?%In (e:il) - eln( ) +1In(e? —1) —In(e? + 1) —

Ine—1)+1In(e+1)
Alors D = 4e2 —e —e?In(e* — 1) + eln(e — 1) —
In(e?+ 1) +2In(e + 1)
2) f( ) _ x +3:+:Sx+
a) Déterminons lesréels a, b, c etd tels que :
Vx#—1,f(x) = ax? +bx+c+ﬁ
En effectuant la division euclidienne, on obtient :

Viz-1f0)=x2+x+4——
x+1
b) Déduisons en f03f(x)dx

f; f)dx = f03(x2 +X 44— —)dx
xX+1
3
fo fx)dx = Ex3 + %xz +4x —2In (x + 1)]2

Alors [ f(x)dx = 2~ 4in2

3) Enutilisant une double intégration par parties,
calculons :

m—-——_——.—"—_—“%
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A= J'O"J_.ZCOSxdx

u(x) = x2? ,
{v’(x) = cosx J0rs {u (x) = 2%
A:[xzsi -] rrux)=5inx

nxg ~ fo 2xsinxdx

{u(x) =2x {u,(x) —

v'(x) = siny 2l0rs

A= [xzsi-nx]g o v(x) = —cosx

e 2xcosx]§ — [ 2cosxdx
- SInX + 2xcosx — 2sinx]g alors A = -2

B = fi cos3xe?X gy
2

U(X) = cos3 ’ — i
{v'(x) = 2x * alors [Z(ix))= 183:;"”‘
2

B = [lco 3 Zx; 3 =
2 C053xe ]_5+;f_zgez"sin3xdx
2 2

[u(x) = sin3x l u'(x) = 3cos3x
v(x) = e O\ y(x) = L2
2

B = [1 2x ; 3 X

5 Cos3xe ]-,r + [;eZISL-nsx]z_x _ %B
EB - 3 = &
4 - _;(e + e'") alors B = —%(E" + e—n)

C= f_ol(l + x)%e*dx

u(x) = (1 4 x)? '(x) = 2
b e o 5572409
C=[-(1+x)%]°, + [° 2(1 + x)e ¥dx

u(x) = 2(1 + x) '( = 2

{v’(x) — X alors [:(x?: o
C=[-1+x)%%]% +[-2(1 + x)e™]°, + f_ol 2e *dx
C=[-1+x)2%*-2(1+x)e*—-2e7*]°,

Alors C = 2e —5 :

Exercice 4

L 1 x"
Uy = [ —=dxetu, = [ —=
° fo‘““‘z " fo 1+x2

1) f(x)=In(x+V1+x?)
a) Calculons f'(x) et déduisons en u
f estdérivablesur Retona:
1+ xrfiex?
x+1+x2 x+/14x?

1

D'oll f'(x) = ==
1 1 1
up = Jy :;dx = [In (x + V1 +):2|0

D'ol ug = In(1+ V2)
b) Calculons u,

u, = f) —=dx = [ViT=7,

1+x2
D'ouu, = V2 -1
2) Montrons que (uy) est décroissante et qu’elle est

convergente
! 1 xx™

. _ J—l x =
Ona:unn = )y T o Tt

Mix—
f—(i%)dxx

1
Upty ~ Un = fo e

I"
) >0etx—1<0alors
orvxe€[0; 1]'-/7?
VneENUpy —Un S0
D’ou (u,) est décroissante
xﬂ
> Qalorsu, =0

Vxe[O;l],m

(uy) est décroissante et minorée alors elle est convergente
" JiFxi<VZet
3) Montrons que, vxe[0;1],1= 1+x%2< :

1 L
déduisons en que, V' 1l 2 1,-(;:1—)‘1—5 Sun S5

OSxS1alor5151+x252et15\/1+x2_<_w/7
D’oUVxE[O;l],lS\/1+xZS\/7

1 1
1sV1+xzs\ffalorsﬁ_<_ﬁslet

1 1

n 1 x"+1 £ § e [xn-d-l]
le_dx Sip < J'o x"dx alors [(n+1)ﬁ]0 = "= lnt+t1lo

15t PR %

D'ouVn = 1,(ﬂ+1)ﬁ_u1,_171+1

4) Calculons la limite de (u,)
1

— = 0

= 0etlimy+m

- 1
limn+o0 iy 2

Alors : lim(uy) = 0
5) Onpose:l, = f;x""zVI + x2dx,Vvn=3

a) Vérifions que, V1 > 3,y +Up2 = In

1 x" _x zdx
u,,=fomdxetun-z—fo‘h—+?z—

L Y 2 dx
Un F Un-2 = fo 1+x2 0 J1+x2
1x"+x" 2 1x"2(x%+1)

Un + Un-2 = f“ 1+x2 ax = fo J1+x2

1x" 21422
2 dx

Un + Uz = [ i
Dol u, + Up_p = fol 2T+ x2dx =1, Yn=3
b) Al'aide d’une intégration par parties de I,
montrons que, V7. = 3,nu, + (n—Duy—, = V2

;= folx"'Z\/I +x2dx,¥vn=>3

{u(x) e S ol e s

e v() ="

xn

_ M1 21_ 1
e R e e e

n-1

1

I, = "—1;\[5 — g Un
Oru, +u,_, =1
(n—1Du, + (n — Dy, =V2-u,
(mn—Du,+u, + (= Dy, = V2
DouVn23,nu,+(n—Duy_, = V2
Exercice 5

1) Résolvons dans / les équations différentielles

suivantes :

a) xy'—2=0etl=]0; +oo[
y' = Ealors y(x) =2Inx +c

b) e*y'—e*=0et/=R

y' = e ?* alors y(x) = _%e-lx +c

W
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__1=28=0
c)1 23"e—x=€x_‘+e"“etl=[[§ f,(0)=_1$__A+ZB—— 1
1 e | . _-x X
V=g ret et =R Doi f(3) = €Oy 42/ @)
Al = Y 2x~ ; 3) onposeF(I)" 5 =
ors y(x) _:(e x=-1 +ez;+1)+c imitive de f

r
a) Démontrons que F estuné p

d) 2y" +eX —e ™ =Qeti=R Fre) = —-1—[f"(X) + Z[I(x)]

m— _loax 1 —ax — ) oax 1 oy

y ;e e Yalorsy' = —;e“ -t Ll V(y) = ¢~¥(~25in2X ~ c0s2x)

D'ol y(x) = —s et 4 Le-2x ) Avec f'(x) = s2x) + g (oo >
ya) =—ce +ie M rqrte (x) = _e~*(~2sin2x — €0
e) 2y"=1+tan’xetl = ]‘%i g[ 2s5in2x)

n_1 ' niy) = e ¥ (4sin2x — 3c0s2%) ) _
y = 5(1 + tan?x) alors y' = %tanx + {7,((;)) _ _1:—x(45m2x — 3cos2x — 4sin2x — 2c052x) =
Dol y(x) = — %ln(cosx) +ax+6 5

f) y'=(@x-1De*etlI=R
y' =[x = 1e¥dx +¢

e *cos2x
F'(x) = e *cos2x = f(x)
Alors F est une primitive de f

() =X — "x)=1
{1;(23) = ¥ L alors {:(S)L o Explicitons F(x)
1
y' =(x—-1)e*—Jetdx+c =(x—-2)e" +¢ F(x) = —;[f’(x) +2f ()]
y(l’) = I(l — Z)exdx + G X + Cy F'(X) = —}S—B-X(—Coszx == Zsinzx + ZCOSZX)
u(x) =x—2 {u'(x)=1 1y — sin2
‘ol _ _1,=x(cos2x — 2sin2x)
{v'(x) —ex O y(x) = e Dol F(x) = —5¢ 7 ( :
y@) = (x=2)e¥—e*tax+c b) Déduisons enle calcul de fozf(x)dx
Douy(x) =(x—3)e*+ax+c n o
2) Reésolvons dans R les équations différentielles Io2 f()dx =F (5) ~F(0)
suivantes : L 1z .1
i Y Doufozf(x)dx—se 2+
a) y' = -3 i -
§ Exercice 7
2y’ +y = 0alors y(x) = ke 2" partieA: (E) :y" + 2y'+y=0
b) y'VZ-yV3=0 1) Déterminons les solutions de (E)
3 .2 &= —
y(x) = kez* Ec : r24+2r+1=0 ali)xrs T 1
C) 9yn = 64)’ =0 D’ou y(x) = (Ax + b)e
1" r — -X
E.‘C:9r2——64=Oalorsr="§our:—E 2) (BE):y"+2y' +y=2e L
s s : } a) Vérifions que la fonction h(x) = xce™" est
D'oli y(x) = Aes™ + Be'3 solution de (E)
d 2y"+y=0 h est deux fois dérivable sur Retona:
Ec:2r?+1=0alorsT = igou T = ——i‘/—f h'(x) = 2xe™ —x%e~* = (2x —x*)e™*
. & & h'(x) = (2 —2x)e ¥ —e*(2x —x?) = 2 —4x +
D’ol1 y(x) = Acos —x + Bsin—x 2y ,-x
2 2 x%)e
e) ¥y'-2y'-2y=0 R'(x) + 2h(x) + h(x) = 2 —4x + xP)e™ +
Ec:12—2r—2=0alorst =1++V3our= 1-3 2(2x —x¥e™* + x%e™*
Dol y(x) = Ae(1+3)x 4 gp(1-V3)x R'(x) + 2h(x) + h(x) = (2 —4x + x? + 4x — 2x? +
2N 5%
f) 2y"—2y2y'+y=0 x7)e

Dot k"' (x) + 2h(x) + h(x) = 2%

vz
Ec:2r*—2V2r+1=0alorsT = —
c T=3 h est donc solution de (E)

Do y(x) = (Ax + B)egx b) Démontrons qu’une fonction g est solution de (E")
Exercice 6 si et seulement si k = g — h est solution de (E)

1) Résolvons dans R (E) :y" +2y' + 5y =0 k solution de (E) alors : k" + 2k + k=0
Ec:r2+2r+5=0alorsr = —1+2iour = —1-2i g'—h'+2g'~20'+g-h=0
D’oi1 y(x) = e *(Acos2x + Bsin2x) 9" +2¢'+g=h"+2h"+h

2) Déterminons la fonction qui vérifie f(0) = 1 et Or h"(x) + Zh(x) + h(x) = 27

£10) = ~1 Alors g" +2g'+g=0
f'(x) = —e *(Acos2x + Bsin2x) + e ™*(—2Asin2x + D’ol g est solution de (E)
2Bcos2x) ) Déterminons toutes les solutions de (E)
fO)=124=1 k =(9 — halors g(x) = k(x) + h(x) est solution générale
de (E)

T e ]
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(A y V4 A AR

R ETEET

A
Veck(x) = (Ax + B)e—x

Doy
9(x) = (ay + B)e™* 4 y2-x

4) Déterm
fEtEmeons la solution f de (E) telle que :
F'(x) = Ago_)x: detf'(0)=0
— a~X
F(0) =4 =B -e.; (Ax + B) + 2xe™* + x2¢™*
F* -
DI(?)‘O :A‘B=0:A=B—4
OUf(X) = =

(4x + 4,) =X 2 .-X 2 o
Part; . e +x‘e™ = (x+2)%
LR £G) = gy 2)2ex )

Etudi iati
=tudions les variations de f et tragons sa courbe
Vable syr g etona:

f'(x)zz' " .
4X~4)e~£l +2)e~x -(x+ Z)Ze-x - (2X+4‘—x2 _

Dol f,(X) -
VX €] 3
st

X(x +2)e~x

. (U]0; +oof f'(x) < 0 alors f est
r U

ICtement décroissante sur ]—o0; —2[et]0; +oo[

Vxe]-p. o

Str ]‘]2; 0[' Off ®>o0 alors f est strictement croissante
;!m"“-m f&x) = 40

;lﬂx-woo FX) = limy,, o (x2e* + axe~* + 4e-%) =0

ableau de variation de f

r | —oo 9 Foo

0
f'(2) - ¢ + ¢ _
+co 3
\*n/ \0

¥
[$

54

-1

2) Déterminons une primitive de f sur R

flx) = (x+2)%*

{u(x) = (x +2)? - {u'x) =2(x+2)

v'(x) =e* v(x) = —e*

F(x) = —(x+2)%e™*+2[(x+2)e ¥dx
{u(x) =x+2 lor {u'(x) = 1

vi{x) =e™* v(x) = —e7*¥
F(x) = —(x+2)%e " —2(x+2)e ™ —2e™"
F(x) = —e *(x*+4x+4+2x+4+2)
F(x) = —e *(x* + 6x + 10)

—

o

3) I, = [, f(t)de
a) Exprimons [,
I, = [F()]3 =10 —e™™(n* + 6n + 10)
I, représente |'aire, en unité d'aire, de la partie du plifil“1
limitée par la courbe (C), I'axe des abscisses et les droites
d'équationsx =0 etx =n
b) Etudions la convergence de |a suite (1), puis
déduisons en I'aire de 'ensemble des points
M(x; y) vérifiant :x 2 0et0 <y =< f(x)
lim 4.0 In = 10 alors (I,) converge vers 10, par
conséquent I'aire demandée est 10 cm?
Exercice 8
(E):f"(x) —4f'(x) + 3f(x) = 6x% 4 5x
1) g(x) = ax? + bx + c. Déterminons a, b et ¢ pour
que g soit solution de (E)
g'(x) =2ax+betg"(x) =2a
2a — 4(2ax + b) + 3(ax? + bx +¢) = 6x?% + 5x
3ax? + x(—8a + 3b) + 2a — 4b + 3¢ = 6x* + 5x
3a=6
—8a+3b=>5
2a—4b+3c=0
Dot g(x) =2x* +7x +8
2) F=f~g
a) Démontrons que si f est solution de (E) alors F
est solution de (E") :y" —4y'+3y =0
F=f-g=f=F+g
F(x) — 4f'(x) + 3f(x) = 6x2 + 5x alors F' — 4F' +
3F + g" —4g' +3g = 6x* +5x
Org" —4g'+3g = 6x*+5x
F" — 4F' + 3F + (6x? + 5x) = 6x* + 5x
Alors F'' —4F'+3F =0
D’oll F est solution de (E”)
b) Réciproquement, établissons que si F est solution
de (E") alors f vérifie: f =F + g
F" —4F' +3F =0etg"” —4g' +3g = 6x* + 5x
Alors F" —4F' +3F =0+ g" —4g’ + 3g = 6x* + 5x
D'ou f vérifie: f=F 4+ g
¢) Résolvons dans R (E")
(E):y" -4y +3y=0
Ec: r2—4r+3=0alorsr =3 our=1
D'ol F(x) = Ae3* + Be*
d) Déduisons en les solutions de (E)
f=F+galors f(x) = Ae% + Be* + 22 + 7x + 8
Exercice 9

alorsa=2;b=7etc=28

1) Résolvons dans R, I'équation (E):y"' — 4y =0
Ec: r2—4=0alorst =2o0ur = -2
Alors y(x) = Ae®* + Be™?¥
2) Démontrons que (E) :y" — 4y = 4x? — 8x + 2
admet une solution P, fonction du 2" degré
Soit P(x) = ax® + bx + c alors P'(x) = 2ax et
P"(x) = 2a
2a — 4ax® — 4bx — 4c = 4x* — 8x + 2
—4ax® — 4bx +2a —4c = 4x*> — 8x + 2

W—-
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A\Orsa:‘1;b=2etc= 1

2
DOUQ(X)=—x2+2x~§

3) Démontrons qu’une fonction

) si et seulement sj f — P est solution de (E)
F" = 4f —(P" — 4P} = 0 gjiors f"—4f =p" —4ap
OrP"— 4P =4x2 _gy 42
Alors " — 4f = 4x2 _ gy 4 2
Alors f est solution de (E")

f estsolution de (E")

4) Déduisons en les solutions de (E"), puis celle qui
vérifie: f(0) =0 et f'(0) = 1
f=P=y(x)alors f(x) = P(x) + y(x)
. {
D'ol f(x) = Ae?* + Be™2% — x2 4 2 —%
f'(x) =24Ae™ —2Be™2* — 2x 4+ 2
f£(0) =Da|orsA+B=-;-
f'(0) =1alorsA—B = —%
A+B=1 )

2
S A=0etB=-
A-B=—- 2

D'ou f(x) = %e‘z" —x% 4+ 2x —%
Exercice 10
Partie A:

G =1n (=)

|x2-4]

1) Déterminons I'ensemble de définition de f et

€crivons f(x) sans le symbole valeur absolue
f(x) existe si et seulementsi:x # 0etx = —2 et x + 2

Dy =1-e0; —2[U]-2;0[U]0;2[ U]2; +oof

T —0o0 p —2 2 +o0
-2 - - +
42 = y + +

e+ + o - n

In (x':;),si x € ]=o0; —2[U]2; +oof

2
h1(4fx2),six €1-2;0[u]0; 2[
2) Montrons que f est une fonction paire et que,

V x € Dy, f peut se mettre sous la forme :
f(xX) = lnx® — In|x? - 4|

- 0 \ _
VX€Ds—x€Dsetf(—x)=In (I(—x)2-4|) =
xZ
ln(|x2—4|) =/
D’ou f est une fonction paire

) =In(25) = tnx® — injx? — 4]

|x2-4]

fx) =

3) Calculons les limites de f aux bornes de Dy et
précisons les asymptotes éventuelles de ()]
lim_g f = lim,q f = In1 = 0 alors la droite
d'équation y = 0 est asymptote horizontale 3 (D)
e lim_,- f = lim_,+ f = +oo alors la droite
d'équation x = —2 est asymptote verticale a ()]

A T S ST T T
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ite d’équatjon
) _ _oo alors la droite
= limg+ f = 90

rticale 3 (Cr) '
lors la droite d’équation

o limg-f
x = 0 est asymptote vé
o lim,-f = lim+ f = +00.a .
x = 2 est asymptote verticale r) essons
4) Calculons f'(x), étudions son signe puis
a , et
le tableau de variation de f
fx) = Inx? = In|x* = 4| |
f est dérivable sur Dy etona -

2 2x _ 2x*-8-2¢
fl(x) = x  x2-4  x(x*~4)
8 {
o = X E D
O'ou fl(x) T x(x?-4) v f

Vx€e]-o; —2[v]0;20f'(x) > 0
vx€]-2;0[u]2; +oo f'(x) <0

Tableau de variation de f
I —00 -2 0 2 +00
p— + —
1'(z) + e Foo | Fo0 \
i D/ B -0 -oo/ ~0

5) Déterminons une équation de la tangente au point
d'abscisse V2
1)y = (V2)(x =V2) + f(V2)
Avec f(v2) = Oet f'(V2) = 22
D'ou (T):y = 2xv/2 — 4
6) Tragons (Cy)

MR YW VWA WA - - ‘

r— - i - -

Partie B :
1) h(x) = f(x)sur]0; 2]

a) Montrons que h est une bijection de ]0; 2[ sur un
intervalle k a préciser

h est continue et strictement croissante sur 10; 2{, h est
donc une bijection de ]0; 2[ vers k = h(]0; 2D=R
b) Dressons le tableau de variation de h~1 bijection
réciproque de h

__—M
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Représenton

(Chﬂ)

Galeylg
f(‘@ = h(m
1y (0) <

S graphiquement les courbes (C;,) et
(voir figure précédente)
ns h=1(0) et (h=)'(0)

S —
WLR™Y0)]  hi(vE)

Montrong Que,Vx €12; 4o,

Vxe ]z.f(x) = 2y —In(x - 2) - In (x +2)
F0) = iy V10 = a2~ )
D'(‘;c, \; 2lnx - In(x - 2)(x +2)
X 3
2) €12 toof, f(x) = 20y - In(x = 2) —In (x +
2. o » v 5
) A: aide d’yne Integration par paries, calculons
J; ntde
u(t) = lﬂt u' 1
' t) ==
{v (¢) = 1 = {U(E))_ tt

f: hltdt = [tl x X .
nt]g - J; dt = [tine - tly

D'oy f: ntde = xiny -y 4 1

3 5 S e
) SoitFla Primitive de x - Inx qui prend a valeur
=lenl
D . L
€ Ce qui précede, on déduit: F(x) = xlnx — x + ¢ 5
F(1)=—1®-1+c=-1
Alors ¢ =
D’ou F(x) = xlnx — x
4) On pose F(x) = xlnx — x. Montrons que

G(_x)\: 2F(x) = F(x -2) - F(x + 2) est une
Primitive de f sur ]2; +oof
G'(x) = 2F'()-F'(x-2) - F'(x + 2) avec F'(x) =
Inx ’ !
= G'(x) = 2nx —In(x = 2) = In (x+2)
Dol G'(x) = f(x) alors G est une primitive de f
5) A(a) est I'aire de Ia partie du plan vérifiant :
as<x<4
{0 =Y f(x)
a) Calculons A{a) et déterminons sa limite en 2
A(a) = f:f(x)dxua = 4f:f(x)dx cm?
A(a) = 4[2xInx — (x - 2) In(x —2) = (x + 2)In (x +
2L
D’ou A(a) = 4(10in2 — 6In3 — 2aina + (a +
2)In(a + 2) + (a — 2) In(a — 2))cm?
lim,,; A(a) = 4(14In2 - 6In3)
b) Interprétation graphique de cette limite
4(14In2 — 6In3) représente I'aire de la partie du plan

Vv x € |-0;0[, /'(x) > 0 alors [ est strictement croissante
sur ]—o00; 0
v x € ]0; 402, f'(x) < 0 alors f est strictement
décrolssante sur ]0; +oo]

o lim_y, [ =lim_g,(=Inje*-1]=In1=0

o My =lim,,(=Inje* = 1]) = —o

o limg- f = limgs f = 400
Tableau de variatlons de f

I —09 0 +00
/') + _

+00 +00\
@) " .

2) Tragons la courbe (C)
limy_, 40 %x) =~1etlim,4o(f(x) +x) = 0alorsla
droite d’équation y = —x est asymptote oblique a (C) au
voisinage de +o

I

3) Soit g(x) = f(x),Vx €]0; +oof
gix)=In =-In(e*-1)

1
e¥-1
a) Montrons g est une bijection de ]0; +oo[ sur un
intervalle que I'on précisera
D’aprés le tableau de variation de f, g est continue et
strictement décroissante sur ]0; +oof, g estdonc une
bijection de ]0; +oo[ vers g(J0; +oo[) = R
b) Explicitons @(x) = g7*(x)
gx)=y & -In(e*-1) =y
>x=In(e?+1)
D'olip(x) =ln(e*+1),vx R

srifiaiy {2 <x<4 1
vérifiant : Aot | .
0<y<f(x 4) fi(x)=In 'e-"—al'v a € R* et de courbe (C,)
Exercice 11 a) Montrons que (C_,) est le symétrique de (y) par
1 . "
) fx) =In ex-ll'v x€R rapport au point O 1
1) Etudions les variations de f fo(x) =In o L —p(—x) = In 2
f est dérivable sur R etona: f'(x) = :—1 Alors £, (x) =- ¢(~x)
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D'od (C_,) et (y) sont symétriques par rapport a 'origine
du repére
b) Démontrons qu'il existe un vecteur ii(a; B) tel

que : t5((Ca)) = (Cy)
SonM( )E(C )y =—Inje¥ —al

ta(M) = M’ (;) - {; ;;12

=2 =¥ 6 €
y' =-lnje* —al+8(2)
(1) Dans(2)=y'= ~In|ex'" " - al + B

Alors y' = —lnle' = ae®| +a+p3)

M' (y') €)Y = —lnle™ - b (4)
e®=b @[e"=9>0

{2) et(4)donnent: {::*‘B -0 _ :B

a = Injb| = njal = ln%
=
B =nlal - n|b| = ln-g

_{ln 2
Doud| g
In :
1) p(x) =In(e™+ 1)
1) Etudions les variations de @
o) =g7' () =)
D’apres ce qui précede, on déduit :
@ est strictement décroissante sur R
Tableau de variation de @
| | —™® +co
—+00.

(y) et (C,) sont symétriques par rapport ala premiére
bissectrice (voir figure ci-dessus)
2) A(A) estl'aire de la partie duplan vérifiant :
{O <x<1
0<y<oX)
a) Ona:vVu€l0; +00[,u—"2—25 In(1+u)<u
Encadrons A(A) et montrons que A(4) <1

0

—2Xx
Posonsu = e X alors:e ¥ — ET <px)<e™

En intégrant membre 3 membre, on obtient :
el ay < 1-eh
4 4 = -
On remarque : —e*<0alors1—e*<1
D'ouA(A) £1

b) Montrons que A(1) admet une limite en +oo et

déduisons en un encadrement de A(A)

@(x) > 0 alors A(A) est une fonction strictement
croissante
De plus A(A) est majorée par 1 donc A(1) admet une limite
en +o0o.

Ay =
A «;i“.) = 2et T y=1
limy- w,( —e
D'ou ud < lmlA(/l) <
donné
i {u,.“ : (p(':;)sl |a suite (Un) 2 une limite alors

ons g
Montr \+45

a)
tl=Mm—

cette es ) aune limite

jon continu@ ]
oint fixe de ‘ﬂ
-2 41) =

ur R donc si (Un

¢ estune fonct
| alors [ estun P

- x & In(e ~
w'(f)ﬂrl—e*a e”‘+e’+1——0
~X2+X-|1—0
p=1+4=5

14V5 1-¥8 £ 0
x===0 oux =3 ‘

L
plors p(x) =X S %= n—; g
1+5

; [ =In
D'ol (un) 3Une limite

uis que pour
b) Montronsque,VnEN u,,TO puis g

tout réel positif X, lo' (| =
u, = @(ug) = In(e "0 + 1) > In1 = 0 alors
[ ] 1 —

u, 20

e Supposons gué vn€EN, U = 0

o Vérifions que Un+1 =0 o

Thir = o(u,) = In(e7¥» + 1) = Inl= 0 alors Up+1 =

D'ouvVn €N, Uy 2 0

' e _ 1
Ona: @' (X) =15~ ern
szO,e"Zlet1+e"22

1
£=
1+eX = 2

1+4+e* > 2alors

1
DouVx=0lo =3
¢) Montrons que, pour tout entie

lu,,H —In (Hf)l |un ln( J)I puis que

déduisons en la limite de (un)

lo' (x)] < ( Jrf) > 0, u,, = 0 alors l'inégalité des

accrmssements finis, version valeur absolue, a @ entre
1+VS
ln( ) et u, donne:
2

-0 (n(29)] 230 (5)
o900 s (05 = ()

r naturel n,

o s - (25| <2 10 (25)
ono- i —1n ()| <2, -1 (25)

Par itération, on a:

‘un — T (1+2J§)l < %

u,_ . —In (1+2\/">| <

()

1+V5
Ltnez = (22))]

- T TR T
W
‘

e T T B P WS
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1~1In “\‘@)l 3
;|

2 Un — 145
Par Progdyi 0=In 2 )|

li

; |
1= 6 b i)

mnﬂwo (é)n =

Doy lim(un) =n (i§)

E .
Stercice g, 2
Stie 4 . By g
ey Y =2y +ty=x-2
ermi
;n|”°n$ Une fonction affine h qui soit solution
Soit Ay |
qx\g’;)+~ax+b:h () =aeth"(x) =0
=y =
Dof.lh(x)=x 23a=1etp=
2) Dg
seunl"te(:‘r:trons que g est solution de (£) si et
entsig — i )y

) 2y S 9 = hest solution de (£") : y" —
<) "29 t9-(n = 2R +h) =

r 1 ~2h’+h=x—2
.zl ~.24 +g~(x—2)=0

orsg”-Zg’+g=x—2
Dol g est Solution de (E)

3 . \
) }Sc??()])t solution de (E) telle que : £(0) = —2 et

’ = 0

(E)=y”\2y’+y=0

Eq.: y2 _
£ 27’+1=0a|orsr=1

Alors y(x) = (Ax + Bex

9=-h= y(x) = x) =

D’ouy glx) = (Ax‘(:-(-B))ex};(? the

f'(x) = gex + (Ax +B)e* +

f(0)=—2=B:_2 E

F'0)=0=44p41=

Dod f(x) = (x - 2)e* +x

Partie B: f(x) = (x—2)ex + x
1) gx) = (x—Dex +1

a) Calculons les limites de g en —oo et en + oo

* limg, g(x) = lim, . (xe* —e* + =1

* lime,,,9(x) = 40

b) Calculons g'(x) et dressons le tableau de variation

deg
g est dérivable sur R et on a 1g'(x) = e* + (x - 1)e*
Dol g'(x) = xe*
Tableau de variation de g

& —00 0 +co
g'(z) - 04
1 oo
9(z) \\0 —

c) Déduisons en le signe de g
g est minorée sur R par 0, alors :
vx€eR,gx)>0
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2) .. Calculons les limites de f
. 'lim,,_‘_m f(x) = limy, oo (xe* = 22% + x) = —o0
o, limy,,e f(x) = limy oo ((x — 2)e* + x)=+w
3) Démontrons que la droite (D): y = x est
asymptote a (C)
limy e (f (%) = x) = lim,,_o(xe* — 2¢%) = 0
D’ou la droite (D) est asymptote oblique 3 (C) au voisinage
de —o0
Etudions la position relative de (C) par rapport 3 (D)
f(x) =x = (x - 2)e* < 0 alors (€) est en dessous de
(D)
4) Calculons f'(x) et dressons le tableau de variation
de f
f est dérivable sur Retona:
fl)=e*+(x—-2)e*+1 =(x-1)e*+1
Dol f'(x) = (x —1)e* +1 = j(x)
Tableau de variation de f

T | —00 400
7(2) i

. +co
f(x) /

5) Démontrons que I'équation £(x) = 0 admet une

unique solution @ et que :

1,68 <a<1,69
f est continue et strictement croissante sur R, elle réalise
une bijection de R vers f(R) = R .Comme 0 € R alors
I'équation f(x) = 0 admet une unique solution @ sur R.
f(1,68) = —0,037 et £(1,69) = 0,003
f(1,68) X f(1,68) < 0 alors 1,68 < a < 1,69

f(x)

6) Calculons lim,, o, -~
(x)

. fi . -2
llmx_,ﬂ,,——x— =lime, 0 (xTe" + 1) =400
Alors la courbe (C) admet une branche parabolique de

direction (0y), au voisinage de +o
7) Tragons (C)

BEESS——— ]
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PartieC:t <0
1) Alaide d’une intégration par parties, calculons
fto(x - 2)e¥dx
{u(x) =x-2 w(x) =1
v'(x) =e* v(x) = e*
[~ 2erdx = [(x = 2)e*)0 — [*e¥dx = [(x - 3)ex]?
fto(x —2)e*dx = -3 - (t — 3)et
2) Calculons I'aire de la partie du plan vérifiant :
t<x<0
{f(x) Ey=x
A(t) = —fto(f(x) - x)dxua = —fto(x - 2)e*dx ua
Dot A(t) = (3 + (t — 3)et)cm?
3) Calculons la limite de A(t) en —o0
lim,,_, A(t) = limt_._m(3,‘+ te' —3e")
Dol lim,, o, A(t)=3 |

Exercice 13

1) (E):y"—Zy’+y=0
1) Résolvons (E)
Ec:m?—2r41=02r=1
Dol y(x) = (Ax + B)e*
2)  On considére les solutions de (E) dont la
représentation graphique passe par le point
A0; —1) ‘
a) Montrons que ces solutions s’écrivent sous la
forme: £, (x) = (mx — 1)e*
¥y0)=-1>p= 1
Y(x) = (Ax — 1)e*
En posant A = m, on obtient - fm () = (mx - 1)e*
b) m < 0. Etudions les variations de f;,,
fm est dérivable sur R et ona:
[/ () = me* + (mx — 1)e* = (m +mx — 1)ex
Dot ', (x) = (mx +m — 1)e*
) =0ex=-14+1
m

alors {

1
Vxe ]—oo; -1+ ;[,f’m(x) > 0alors f,, est strictement

croissante sur ]—oo; -1+ i[

est strictement

t < 0 alors fm
Vxe]——1+m [+_1—‘+oo[
décroissante sur ]—-1 i (mxex Lt
. fm(x} " X == 1)6" = —00
. ;Tlr::x—)—m fm (X) = liMy-+400 (m
L My 400 Jm
Tableau de variation de
+4¢0
—141/m
I —Q0
Mg +
= F=141/m)
\A
f(=) / -
¢ 0

x
N f@=@x-1e
1) Etudions les variations de f 2 4 Z0— D)
f est dérivable sur R eton a fx) =(
D'ol f(x) = (2x + 1)e* ‘ _
. 1 f'(x) < 0alors f est stricte
v x € |-oo; =31 ()

1
décroissante sur ]—00; = ;[

1 [ est strictement
%, x) > 0 alors f
VxE] > +°°[,f( )

i 1
croissante sur]—;; +0°[
o lim,,i f(x) =0
o lim,,,q f(x) =400
Tableau de variation de [

r | —o —1/2 +co
ral - 0+
0 Foo
flz) \« . ~7
Y

2) Construisons Ia représentation graphique de f
p

¥
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A=_ (3 .
f‘if(X)dxua =ad J'El(zx _ 1) ool
{usx) =2x - s 2
v (X) = pX alors {z(‘(;;) = 2
=eX

A — gy 1 1
4 ([(Zx - 1)ex]3l _ [2e"]51> .

A= _ = 1
4 (29 d=2ez.4 Ze—%) cm?
A=_ -2 2
4 (48 2 Zei) cm? = 3,49cm?2
[ i
) Soit h |e restriction de f a I'intervalle E +°°[
1) S
Montrons Que h est une bijection de [l; +°°[ sur
un inte ¢ 2
. rvalle que I'on précisera
h est co

ntinue et strictement croissante sur E +00[, elle
5 .
stdonc une bijection de [1; +°°[ sur h (F; +°°D -
[0; +oof ’ 2
2 : -
) D‘et.ermlnons le sens de variation de h~?, bijection
. reciproque de h
h=1 ast Strictement croj
Problemes
Probléme 1
flo) = x343x2_4x_2
2(x+3)
1) Déterminons I'ensemble de définition de f
f(x) existe & x 4 3 # 0alors: x # -3
Dr =J—o0; —3[y 1-3; +oof
2)

ssante sur [0; +oof

Déterminons les limites de f aux bornes de son *
ensemble de définition

* limx—'v—co f(x) =40

“n]x—woo f(x) = +°6:

limy 5~ f(x) =2 = +oo

; -8 T

. 1lmx_,_3+ f(x) = F=®

3) Déterminons la fonction dérivée de f puis le sens

de variation de f

Sr i _ (x+1)%(x+4)
f est dérivable sur Dretona: f'(x) = e

V x € ]—o0; —4[, f'(x) < 0alors f décroit sur | —co; —4]
Vx €]-4; =3[U]-3; +oof, f'(x) > Oalors f croit sur
]—4; —3[etsur]-3; +oof

4) Dressons le tableau de variation de f

T —00 —4 -3 +o0
(<) = N +
+oo 70 +00
f(=) \ o o
/(=9 —c0

¢l

5) Démontrons qu'il existe les réels a, b et c tels que :
2 £
fO) =ax®*+ b+

En effectuant une division euclidienne, on obtient :

fay =32 -2-3

x+3

6) Déduisons en que la courbe (C) admet une courbe
asymptote (P)
Soit (P):y = %xz -2
limy o (f(x) — ¥) = limy,0 (— x—%) = 0 alors la parabole
(P) est dite courbe asymptote a (C).
Etudions la position de (C) par rapport a (P).

4
fla) =y =——s
V x € ]—o0; =3[, f(x) —y > 0alors (C) est au dessus
de (P)

V x € ]-3; +oof, f(x) —y < 0 alors (C) est en dessous de
(P)
7) Tragons la courbe (C) -

;_::.Egi |

Probléme 2

) =St g(x) = V&

1) Précisons les ensembles de définition de f et de g
Dy =Ret Dy = [0; +oo[

2) h(x)=ge°f(x)

a) donnons I'expression de h en fonction de x
h) = glf(o)] = [

b) Déterminons I'ensemble de définition de h
Dy =]=o0; =2] U [2; +oo[

c) Limites de h aux bornes de D,

o lim,, o h(x)=1

e limy,,,h(x)=1

e h(=2)=h(2)=0

3) Caleulons f'(x), g'(x) puis déduisons en h’(x)

5 s Y _ 1é6x
f est dérivable sur Retona: f'(x) = S

. i 1
g est dérivable sur ]0; +oofetona: g'(x) = =
La fonction h est dérivable sur ]—oo; —2[ U ]2; +oo[ et on
a:h'(x) = f’(x) X g’(/(x)] . 8%

2
2 2 [X5-4
(x%+4) mr

4) Tableau de variation de h

Page 213




Tlm» -2 2 4

] 0+

IV

5) Continuité et dérivabilité de h en 2 et en -2
lim,, 5 h(x) = lim,, h(x) = 0 alors h est continue en 2
eten-2

Xe=4
h(x)-h(-2 s
lim ..-2‘—%2(—)— limy,_p B = 400 et
" 12 -4
lim, ., M = lim, ., ¥ = 400 alors h n’est pas

dérivable en -2 eten2
6) Tragons Cy

K
3

7) u(x) = h(x) sur [2; +oo]
a) Montrons que u est une bijection de [2; +oo[ sur
un intervalle J que I'on précisera
La fonction u est continue et strictement croissante sur
[2; +o[ alors u est une bijection de [2; +oo[ vers
J=u([2; +oD =[0;1[

b) Dressons le tableau de variation de u™

|0 1
400

/

c) Tragons la courbe de u™

2

1.
Probleme 4
f(x)—l | Vx €]-1; 4oof

1) Etudions le signe de I'expression 1—_’;(
vxe]-1; 1[ >0ethE]1 +oo[—<0
Ecrivons f(x) sans le symbole valeur absolue

,six €]-1;1[

fx) = ‘_*1 x
14x
Déduisons en |'existence d’asymptotes a (H)

,Six €]1; +oof

o lim,,. f(x) = 1alors la droite d'équation y=1
est asymptote horizontale a (H)

e lim,,_;+ f(x) = 400 alors la droite d’équation x=-
1 est asymptote verticale a (H).

ilité 1
2) Derivabilité de fen Ly
2

fx)- -1 = :" =
[ ] limx-‘i '—;-:1” X+1 1

f0)-fA) = ¥ =
o limyagt T 41

dmet
dérivable en 1 etle graphe (H) 2
st pas

1d équahons respectives :
== (=1
=-(x=1)

Dol f n'e
deux demi tangentes en
Tyiy = —-—(x—- 1)etTy:

3) Tragons (H)

W
(0]
()}

Probléme 5

1) 9@ :%(\/1—1}‘2—1)

a) Etudions le sens de variation de g. Calculons sa

limite en +0
;. - 1
& X)) =
g est dérivable sur Retona: g'(x) pe e

Vv x € R,g'(x) > 0 alors g est strictement croissante sur R
lim, 10 90) =31~ 1) = 0

b) Déduisonsenque,Vx € R,g(x) <0
g est strictement croissante et est majorée par 0, alors :
VxeER,g(x)<0

2) f() = —%x +1 +%m

a) Calculons les limites ;ie f en —co et +oo

o limy, o f(x) =+ + 0=+

-143

¢ limye fOO) = lim— =1
‘z*;‘z\/;
b) Etudions le sens de variation de f etdressons son
tableau de variation
f estdeérivable sur Retona: f'™ = g(x)
Vx € R, f'(x) <0alors f décroit sur R
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’T\
= |~ v
f"(.-r) T ]
\ b

o —— |

e e |
3
) (A)=y=1et(A'):y=—x+1

Démonty.
ons .
A(0) que les droites (4) et (4") sont asymptotes

* lim, ;
=+ f(X) = L alors (4) : y = 1 et asymptote

horizontale a(C)en+o

li

) n‘,\'-ssco f(x) =y= lil“x-o-m (%x +
Sm) =0alors (4 :y = —x + 1 est

as T
YMptote oblique 3 (C) au voisinage de —oo

4) Tragons ©

54

5) a) Montrons que f est une bijection de R vers un
intervalle que I'on précisera
f est continue et strictement décroissante sur R alors f est
une bijection de R vers ]1; +oof
Soit £~ la bijection réciproque de f
e f7'estdéfiniesur]1; +oof
e f~1 est continue et strictement décroissante sur
11; +oof
e Tableau de variation de f?

T |1 +00
+00
\

.

T

A

—00

ENYE
b) calculons f(0) et déduisons en (f %) (;)

fO=1+5=2

2
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_1y 3 T

¢ ()= s = 7 =

c) Tragons (Cy-1)
(Cp-1) et (C) sont symétriques par rapport a la premiére
bissectrice
Probléme 7
Partle|: g(x) =x*-3x—-4

1) Etudions les variations de g
g est dérivable sur Retona: g'(x) = 3(x + 1)(x — 1)
¥ x € ]—o0; —1[ U ]1; +oo[, g’(x) > 0 alors g croit sur
]—o0; —1[etsur]1; +oo[
v x €]-1;1[, g(x) < 0alors g décroit sur ]-1; 1[
limy,_e g(x) = —o0 et lim,_, 14 g(x) = 400
Tableau de variation de g

z | —c0 -1 1 40

9'(2) + 0 - 0 4+
=)
e

+0o0

2) Montr.ons'que I'équation g(x) = 0 admet une
unique solution a

g est continue et strictement croissante sur J1; +oof, elle
est une bijection de ]1; +oo[ vers ]—6; +oo[. De plus
0 € ]—6; 4o alors I'équation g(x) = 0 admet une unigue
solution & € ]1; +oof
Donnons un encadrement de a a 107 prés
g(2)xgB)<O0alors2<a<3

2 21122 {2324 (252627 |28]29

- - + + + +

Alors2,1 < a < 2,2

3) Déduisons en le signe de g suivant les valeurs de x
Vx€J]-o; al,g(x) <0
Vx € Ja; +oof, g(x) >0

e x3+2x?
Partie2: f(x) = —
1) Déterminons f'(x) et vérifions que f'(x) = (_;22—%

f estdérivable sur R — {—1;1}etona: f'(x) =
(3x%+4x)(x?-1)-2x(x3+2x?) _ x(x3-3x-4) _ xg(x)
(x?-1) (x%-1)? (x*-1)?
2) Déduisons le signe de f'(x) et dressons le tableau

de variation de f

f'(x) est du signe de xg(x), alors :
Vx € ]—o0; —1[U]-1;0[ U ]a; +oo[, f'(x) > 0
vxel0;1[u]L; al,f'(x) <0
limy, e f(x) = =00, limy 40 f(x) =
+oo, limy,_y- f(x) =
 J +00,lim,,_;+ f(x) = —00,lim, ;- f(x) = — et
lim, _,,+ f(x) =+
Tableau de variation de f
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J(215)

Aveca = 2,15

3) a) déterminons les réels a,b,cetdtelsque:
f&)=ax+b+3f
En effectuant une division,'on obtient :
f)=x+24+ 22
X“=1
b) Déduisons en que (C;) admet une asymptote oblique
(D)
Soit (D) 1y = x +2
limy o (f () = y) = lim e ::_2‘ = 0 alors la droite
(D) : y = x + 2 est asymptote oblique a (C;)
¢) Etudions la position de (C;) par rapport a(D)

x+
fG)-y=22
V x € ]—o0; —2[U]—1;1[, f(x) — y < Ozalors (Cy) esten
dessous de (D)
v x €]-2; —1[u]1; +oo, f(x) —y > 0alors (Cy) estau
dessus de (D)
d) Donnons les équations des asymptotes a (),
paralléles a I'axe (¥y')
Les droites d’équations x = —1 et x = 1 ont asymptotes

verticales a (Cf)
4) Tragons la courbe (Cy)
ot

Probléeme 8
x2-x+1
f) ==
Partie A :
1) Etudions les variations de f
f est dérivable sur R — {1} etona: f'(x) = {i—:—;)

1

]-o0; 0[ U 1Z; ool /()2 0 alors f croitsur
V&€ =% ’

]—o0; O et surJ2; +oo,[
vx€ ]0;1[u]1;2[,lf (x)
sur]1; 2[. .
limy—-co f(x (X) — —oo et ]imx__.r,, f(x) = 00

+o0; limgos f : —
0 1
— —1_'ﬂ

Foo

< oalorsf décroit sur 10;1[et

) = —00, Jimy—+000 f(

‘

ue la droite 8) d'équationy =X

2) a) Démontrons q v
est asymptote 3 (0)

lim, e (F () — ¥) = 1M (;—i—l) — 0 alors (A) est

asymptote oblique 3 (0).

quele point/(1; 1) est un centre de

W

b) Démontrons
symétrie de (C).

1
Ona:f(x)=x+_

2, A=9
fR-0+fE =2
D'ol [(1;1) estun centre de symeétrié de (O)
‘c) " Tragons la courbe ©)

at

l- _

Partie B:soit (D) 1y = —3x+m
1) Démontrons que les abscisses des points
d’intersection de (C) et de (D,,,) sont racines de
I'équation: 4x2 — (4 +m)x+1+m =0

(©) N (D) = =2 = 30 +m
2—x+1=-3x*+4+3x+mx—-m
Doudx’—(4+m)x+1+m=0

2) Déterminons, suivant les valeurs de m, le nombre

des points d’intersection de (C) et de (D,,)

4x? —(4+m)x+1+m=0
A=m? — 8m
Sim € ]—00; 0[ U ]8; +oo[, A> 0 alors (C) et (D,,) se (]
coupent en deux points I

Sim € ]0;8[,A< 0 alors (C) et (D,,) ne se coupent pas
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Sim = {
=10 8),a=
Paint, 0alors () ey (D,,) se coupent en un seul

Pa rtie C: ! soit

Yy>1
COEfﬁC|ent dll‘ et (A

) 1a droite passant par 1, de
ecteur Y

1) g
erifiong Que le point 4 (1 + 'y—) st

Un point g J_ &

( | Intersection de (C) etde (4))

PRACRE ER YA N
y,q\y( 1
J\)*‘l‘HF

yA\1+‘/-\\ — : 1 )
Y= =14t
2) s

\
. DE: le centre de symétrie de (C)
erminons |e deuxiéme B, intersection de (C)et

1
SN ==
x=1

@)
Ona:rB‘nm: xB=2xl_xA=1-ﬁ
),B=2y,—yA=1—L
D'OGB(l__\ 1 Jr-1
=1’ ‘F)

Dé
€montrons que les tangentes a (C) en Aeten B
sont paralléles

Il suffit de montrer que : f(x,) = flxg)=2-y

Probléme g
Partie A: g(x) = 2x - v 32
1)

Etudions les variations de g

g est dérivable sur R et on a:g'(x) = et
V1+x2

V x '
" € R,g (X) >0 alors g est strictement croissante sur

“mx-)—m g(x) = —o0 et lin]x—i+oo g(x) = limx—v+m X (2 =

1
J;Tl)=+oo

Tableau de variation de g

I —0c0 400
9'(<) +
+o0
9(z) 7

2) Montrons que I'équation g(x) = 0 admet une
unique solution a

g est continue et strictement croissante sur R, elle réalise
une bijection de R vers R. De plus 0 € R alors I'équation
g(x) = 0 admet une unique solution a sur R.

3) Justifionsque 0 <a <1
g(0) = —letg(1)=2-v2
g(0)x g(1) <Oalors 0 <a < 1
Encadrement de @ 31072 prés

Alors:05<a<0,6

05(05(05(05|05(05]05(05]|05]06
1 |2 [3 [4 |5 |6 |7

=]
o

. x - s - " + + +

01]02]0304]05]06[07 08|09

B R _ L,' - + # + +

D'ou:0,57 < @ < 0,58
4) Dédulsons en le signe de g

Vx €l al,g(x) <0

Vx€la; +oo,g(x) >0

PartieB: f(x) = 2V1 4+ x% -
1) Etudions f aux bornes de R
o liMy, o f(x) = +0 4 00 = 400

o im0 f(x) = limx (2 f:—z+ 1- 1) =4

2) Démontrons que f'(x) = oo

f est dérivable sur Retona:
2x-14x?% x
fix) = 1+:c2 -1= Ji-j‘?:%
3) Déduisons en le signe de f'(x) et dressons le

tableau de variation de f

Vx€]J-oo; af, f'(x) <0

Vx €a; +oof, f'(x) >0
Tableau de variation de f

I —00 0,495 400
f@ol - ) 4
+00 +co
f(2) T e
7(0,495)

Aveca = 0,495

4) Montrons les droites D; et D, sont asymptotes a

©.

o limyo(f(x) — x) = limy 0 (2V1 + 22 -

4
2/1xt42x
d’équation y = x est asymptote oblique a (C) en
+o0

o Jimy,_o(f(x) + 3x) = lim,,_q

2x) = lim, 4o = 0 alors la droite

S S
Witxz-2x
alors la droite d’équation y = —3x est asymptote
obligue a (C) en —o
5) Montrons que f(a) = 3a
gla) =0alors V1 + a? = 2a
fla)=2Vl+a’—a=4a—-a=3a
6) Tragons (C)
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Probléme 11

fx) =x+|4x2 — 1]
{01 =4cm
0J=2cm

1) Etudions la continuité de f
x = f|x| etx » 4x% — 1 sont continues sur R alors f est
continue sur R comme composée et somme des fonctions
continues sur R

2) Etudions la dérivabilité de f en —% et en%

r@-f(-3) . 2|2x—1|) _
__;*— lxmx_._%(l +s/M—XT—1T =

L 1 c
alors f n’est pas dérivable en — 7 par conséquent

e lim
X

(C) admet au point d’abscisse —% une demi

tangente verticale (a distinguer a gauce et droite)

) r-r(3)
¢ l‘mx—l# = hmx--l (1 g %) =
2 2 =

2

alors f n’est pas dérivable en % par conséquent (C)

admet au point d'abscisse é une demi tangente

verticale (a distinguer & guache et  droite)
Calculons la dérivée de f sur chaque intervalle ot elle est
dérivable

1 1
X+ 4x? — l,six]—oo; _E]U[E; +00[
11
X +4/1—4x?, SLxE[—-z— E]
3

f est dérivable sur ]—oo; _E[UE; +oo[et sur]—-;- %[ et

f) =

ona:

Vax2-1+4x SiXE]—OO‘ _l[u]l- +00[
Jaxzq ! o2 2’
Vi-4x2-ax 'XE}—— 1[

it 2" 2

3) Ensupposant les équivalences suivantes

['() =

- " b s 1
h est continue et strictement décroissante sur J—OO; o —],

+4x <0 “’x]—m; —%]

4x%—1 el
. 4x2—4x>0 mxe[—g,zﬁ]
b)
£tudions le sign€ de f x) :
iy [ 3 £ <
]—w. o el O
Vx€E = .
Fl 4] S
G .
Vx \ Calcztj;ns Jimy—co (fx) + %) et limy sy (F (%)
4
3x)

1
= lim——=—==0alors |
o Jimy - (f(X) +x) = Lim 2x-y4x%-1 Fsla

d'équation y = —x est asymptote oblique 3
droite

(C) au voisinage de — ,
) - 3x) = l‘mﬁ = 0 alors

= 3x est asymptote oblique

2 hmx—v-l—w(f
a droite d’équationy
3 (€) au voisinage de 400

5) Calculons les limites de f en —co et en oo

(] limyo 400 f(X) =+

; ' ' 1)
o limywf()= limx(l —o* _;) Tt

Dressons le tableau de variation def

7 | —oo —05 0,2238 0,5 +oo

2] I I |+ —
Foo '

5] 5/ \*0,5/

6) Tragons la courbe (C)

-2
7). Soith(x) = f(x) sur |-, -]
a) Montrons que h admet une fonction réciproque

h~= dont on précisera I'ensemble de définition et
les variations

2

alors elle réalise une bijection de ]—oo; — 3] vers
2

1 .
[- o +00[, par consequent h admet une fonction

réciproque notée h?, définie et strictement sur

o]

b) Déterminons I'expression de h=1(x)

f(X)=y®x+v4x2— :y:>3x2+2xy—y2—1:

0
M
N . s
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A= (ay2 3)
= w"\/;\\"’Ta Clx, = Z¥May"ig 1
Polvy ¢ e, 2 \r“]‘”j -3
o) cmgmi;s l:['h () 2
_ ueT ey (e 1'2-'T"°°(x +h7'(x)) et déduisons en
lim hJ Ont méme asymplote

' XX~ 00 (. h-l(x)) = lim (\:1___) 0
ol |3 droite d'é 2xaaxiog)
OMmuyn Quation y = —x est yne asymptote
e aux Courbes I" gy (4
P or o) Traong p '
_et (Ch) 'SOI'\t S
'SSectrlce

YMétriques par rapport a la premiére
e) cal -
- tc;ulons h=1(0) et déterminons une équation de
Ngente a I 3y point de coordonnées
(0 h=1(0y)
h=1 0)=_¥v3

3
yy=_ 1 ,

h'°h‘1(0) = ;’(_\Li) = —]

3

(T) ‘y = ‘s(x‘o)‘ﬁ-—-x_\/_—j
LProbiéme 15 3
Pal’tiel : _ l4x?
\1) rg(x) = e VXER,\ {?}

Et}u?tons 9 et tragons sa courbe représentative
Dérivée et sens de variation

g est dérivable sur Ry \ [ﬁ}
3

comme quotient des
fonctions dérivables et

g'(x) = (“"2)'(3"2-1)-(1+x2)(3x2—1),
Bx2-12

D’'ou 9'(x) = % WV x E‘ R+\{g}
Vxe IRL,\{?}

g’ (x) <0 alors g décroit sur [0; ?[ et
V3
sur ]T' +oo[
®  Limites
1in-lx—v+m gx) = % ,lim G- gx) =
X
3

—oo et lim
X—

vt g(x) = +oo

3
Les droites d'équations respectives x = ? ety = %sont
respectivement asymptotes verticale et horizontale 3 la
courbe représentative de la fonction g

e Tableau de variation

Avec g =~ 0.6

r |0 0.6 +co
/(=) - —
1 Foo
)| . T p
e

M

2) Tragons dans le méme graphique la courbe
représentative da la fonction x = Inx (voir fig)
Tableau de variation de x — Inx

T |0 +00
1 +
+oo
Inc /
—0

3) h(x) =lnx—-g(x), Vx € R} \ {—3@}
a) Etudions les variations de h

*  Dérivée et sens de variation

h est dérivable sur R \ {?} comme somme, quotient et

composée des fonctions dérivables sur R}, \ {?} et:
)= gy =tp 8% | c\ [B
h (x)—x g'(x) —x+(3xz—1)2 VXE R+\{3}
Vx€e R\ {?},h'(x) > 0 alors h croit sur]O; ?[ et sur
J35 4]
3
¢ Calculs des limites
lim, o+ h(x) =
—oo; lim 5 h(x) =
xX——
3

+00; lim st h() = —o; limy_, o h(x) = 400
X-—
3

: v . . V3
Les droites d’équations respectives x = 0 et x = ry sont

des asymptotes verticales a la courbe représentative de la
fonction h.

* Tableau de variation de h
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l(\)ﬂontrons qu'il existe deux réels X; etx, tels que:
, <3 <l<y <Z2eth(x,) =h(x) =0

L &st continue et strictement croissante sur

]0, ?[, elle réalise une bijection de ]0; ?[vers
R. De plus 0 € R alors il existe X, € ]0; \/Ti[ tel
que:h(x,) =0

De maniére analogue, on peut montrer qu'il existe
X, € ]? +oo[tel que:h(x,) =0

¢) Déterminons le signe de h suivant les valeurs de x

D'apres le tableau de variation de h et de h(x;) =

h(x,) = 0, on déduit :
vV x €]0; xdu]—?; xz[,h(x) <0

Vxe ]x,; ?[U Jx5; +oo[, h(x) > 0

. . _oxinx "
Partie2 : f(x) = i ;Vx €RL

1) Calculons f’(x) et montrons que,
3 7yl
Vx % \/3—;,]”(3[) _ (1-3x2)h(x)

(x2+1)3
f est dérivable sur R} comme produit et quotient des
fonctions dérivables et :
£ = (xlnx)' (x? + 1) —xlnx((x* + 1)?)'
(x2+1)* .
(Inx + D% + 1)% = 4x(x? + 1)xinx
- Gl + D)t
(Inx + D%+ 1) — 4x2Inx
N 2+ 1)3
Inx—3x2lnx+x2+1 _ (1‘3"'2)(‘“"‘_;:;_11)
(x2+1)3 (x2+1)3

fl) =
1-3x2)h(x)

o V3o, 2k
Doquqt?,f(x)— S

2) Déterminons la limite de f en 400 et la limite @

en +o
Inx
. s 3B _0
]lm,(_,.,,Do f(x) = llmx_,+m—(;2—;1)—2 = T
P
D’ol lim, 40 f(x) =0
” f(x) _ . Inx -
]Imx_,DT = hmx_,o (leTé = '—1—
D’ol limx_,o@ = -

3) Déduisons en les variations de f

" _ (1=32%)n(x)
[0 =y
3x2)h(x) car (x> + 1)* > 0 sur R},

alors f’(x) est du signe de (1 —

[ miitenatin
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V3 = xy OU
_ xz——oux 1
flx)=0e (1 - 3x")h(x) = 0eET s

D'Ol‘l vV X : r (o]

sur ]0; x [ et ]xz;;m[
E I R
VxE]X1i"3‘[U]3 B
- ﬁ'
LN
pour x = (x1; %2}/
de variation

blewdevator
. 0.6 1,4 +co

z |0 0,% ! :

0] K I B H

7 J(1,49)

1(s) \ /f (D’s/ \\

J(0,:4)

> s s

x)=0 alors f est constante

Avec i} =06

Donnons I'allure de la courbe Cs

bl

L‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘

x
x(x2+1) T x x?+1

4) Vérifions que, V x € R},

1 x _ x*41-x* 1
x X241 x(x2+1) x(x%+1)
1 1 x
- a1 1
ouv.x & R+'x(x2+1) x  x2+1

Déduisons en une primitive de [(x) = ur R}

L
x(x2+1)
L(x) = Inx — %ln(x2 +1)+cavecc ER
Probléme 14

le;v(—lnx
£ = Tt

1) Déterminons I'ensemble de définition de f et les
limites aux bornes de Dy
Dy =]0; +oof
5 0400 1
lim, o+ f(X) = — = °—+(+oo) = 4o0;
lmyey o f(x) = +oo
2) Etudions la continuité et la dérivabilité de f sur Dy
et determinons f'(x)

2 ¢ —
fx) = KA e

%2 x2
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R SRR

La fonct;
on x ¢ :
0; oo ™ Inx est continue et dérivable sur

La fonct; i
Ction x 1 nx ;
] = 37 est continue et dérivable
OMmme r3

; Pport d i i
derivables e fonctions continues et

f etalgrg coni SUr]0; +oof
SOMme deg ¢, e et dérivable ur 10; +oo[ comme
Nctions i Ao
FI0) = 1 xeaximy . ontinUEs et dérivables sur J0; +oof
x‘x\‘= 1 1-2inx
D'oy f’( x2 %
x) = X*-142tx
) T VXE]0; +oof

14 2Inx,v x € 0; +oof
de variation deg

x3

le seng
9 est dériy

able sur 10-
dérivables o 1o; +oo[ comme somme des fonctions

gl(x) = 2x 2 2x2
+ = = X2
VX €10; toof greas S 18 f|
; +oof g
sur ]o; +oo +9°(x) > Oalors B est strictement croissante

Caleulons g(1) et gag
valeurs de

9() =9

g est Strictement crois
alors :

Vx €101 g(x) <o
Vx € ]1; +00[,g(x) >0
Pour x = Lg(x)=0

4) Dressons |e tableau de variation de f

2
(x) = 2 g(x) ,
F') ) = x: alors f" est du signe de g

lim,_ f(x) = 400 et lim, o f(X) = +00
D’ol le tableau de variation de f

uisons en le signe de g suivant les

sante et s'annule en 1 sur ]0; +oo],

T |0 1 +00

| +o0 400
L(:r) i

0

5) (C) est la courbe représentative de f et T celle de
x e Inx
a) Etudions la position de (C) et T
fx) - Inx = —‘—:;,Vx € ]0; +oof
V x €]0; 1, f(x) — Inx > 0 alors (C) est au dessus de '
Vx €]1; +oof, f(x) — Inx < 0alors (C) est en dessous
del

b) Tragons (C)etT

BT BT T L ATRL L CERY MY IO SNV

TSI WERTR B L
Lo
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-2 =1

-4

-5

-6
6) Soit h(x) = f(x) sur [1; +oo]
a) Démontrons que h est une bijection de [1; +oo[

vers |
h étant continue et'strictement croissante sur

[1; +oof alors elle réalise une bijection de [1; +o0[
vers ] = h( [1; +o0[)=[0; +oof
b) Dressons le tableau de variation de h™*
h~1 est strictérhgnt croissante sur [0; +oo[
D'ou le taAblequ de variation de h™*

z |0 +co

1/

¢) Calculons h(e)

Ine 1
h(e)=lne-—=1-5

déduisons en (h™1)’ (1 - é)

e 1y 1 1
Wy (1-7)= Yy s Rl
3
oou () (1-3) = 275
d) Construisons la courbe représentative de la
fonction h™?
Les deux courbes sont symétriques par rapport a la 1%
bissectrice : (y = x)
Probléme 15

f(X)=lnx—ﬁ,Vxe]1; +oo[etl:y = Inx

1) Etudions les variations de f et précisons les limites
def enleten +oo

lim,,, f(x) = lim,_, (lnx = i) = —0]—+ = -

limy o f(x) = limy 40 (lTlX = E:—x) = 4c0

f est dérivable sur ]1; +oo[ comme somme et quotient des

fonctions dérivables et :
1

f'(x):i___i:l+;
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fou f'(x) o ln2x+1
xnay o ¥ x g )q, |
PR ) s

Péterminer la limite de f(x) — Inx en +00 et
Interpréter 8raphiquement le résultat
00 )= iy () <o
asymptote a (C)
Précisons |3 position de (C) et T
fO)—tmx=-L yyey. +oof

Inx

YXE]L +oof, f(x)
r

|nterprétation *1a courbe T est
3)

= lnx < 0 alors (C) est en dessous de

4) a€ ]1; +oof
" a) Démontrons que la tangente (7,) a (C) au point
d’abscisse a par Forigine du repére si et seulement
si: f(a) - af (@) = 0
(Ta) :y = f'(@)(x - a) + f(@) = xf"(a) - af (a) +
f(a)
(T,) passe par I"origine si et seulement si son équation est
dutype:y = xf'(a) si qui équivaut 3 : fa) —af'(a) =
0 s
I =f@-2f'(x)
b) Montrons que sur ]1; +oo] les équations gx)=0
etln®x — In2x — Inx — 1 = 0 ont les memes

solutons
, In3x~In2x—inx—1
= _— =
90) = f(8) ~ xf'(r) = Pactl
3 In%x—lnx~
gx)=0 wlnxl?ﬂ#zo & ndx — In?x — Inx —

1 = 0 d'ou I'équivalence
 u®)=t3—t2-¢t—1

Montrons que u s’annule une et une seule fois sur R

VEE Ru'()=3t2—2t~1=3(- D (e+3)

Tableau de variation de u

[

ctement croissante sur
de ]1; +oo[ vers
2: +oof alors I’équation

ue solution sur J1; 4ol
nule une et une seule fojs

! i
continué et str

n :
u est une fonctio e bijection

]1; +oof, elle réalise un]
]-2; +oo. D€ plus 0 E.
u(t) = 0admet une unf:n =
par conséquent |a fonctl

sur R. 4
Al
X
#
2
1
—
X e s ot 1-1
-2
-4
Probléme 16
Partie A:

2X _ gpX
. 1) Etudions le signe sur R de 4e** Sel +1
x —_——
Vx € R 4e2* —5e* + 1= 4(e* — 1) (e 4)

Le produit s’annule pour x = Qoux= —21;12
Vx € ]—o0; —2In2[ U]0; +oof, 4e** —5e* + 1> 0
Vx €]-2In2;0[,4e** —5e* +1<0
Pour x = {—2In2;0},4e?* —5e* +1=10

2) @) =lnx—2Vx+2

a) Déterminons D, et calculons les limites
D, = ]0; +oof

limo(x) = 71ci_r’r[1)(lnx -2Vx+2)= -

li = i \/_(ll{—2+i>=—oo
Jim p(x) = Jim x . s
' b)  Etudions les variations de ¢ et dressons son
tableau de variations
@ est dérivable sur ]0; +oof et :

<p’(x)=§—%=%;,\1x€]0; +oo[

P =0 ox=1
D'ou vV x €]0; 1[, @'(x) > 0alors ¢ croit sur 10; 1]
Vx €]l +,¢'(x) < 0alors ¢ décroit sur ]1; +oo]

Pourx =1,¢'(x) = 0 et @ est constante
Tableau de variation de

c)

Déduisons en |e signe de ¢
@ est majorée par 0 sur 10; +oo[
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D'ouvxe
Partiep

f(x) = {x +
Y éé:x‘i:\/_flnx,six>0 .
erminons le domaine de définition de f
7= R\ (=12} = )-o0; —m2[ u)-tn2; +ool
2} Calculons les limites de f aux bornes de Dy et
€tudions les branches infinies de (C)

lim,__ F) = limyo_o(x +___) = —oo (car

10; +oo[,p(x) < 0

eX
2er 7 SIX S0

2ev-1
lim e
X m(Tl) =0).
* limg F(x) = limyo (1 =2+ lnx) = =
X
* hmxﬂ—mz flx) = limyo_pna-( x + 20‘ 1 %
C o limy e £ =l (X + zex-1) = e
X

*  lim,, 20 ’( = limy o, o (1 i 2x:r_x) at i

hm,‘_,_m(f(,\) -x) = hm,.._m( ) = Halors

la droite d’équation Yy = xest asymptote oblique a
(€) au voisinage de —o

=1y 40 ( 1+ \/_) —let
Ilmx..m(f(x) +x) = limy 40 (1 + Vxinx) =
+o0 alors la courbe (C) admet une branche
parabolique de direction celle de la droite
d'équationy = —x
*  lime,_y, f(x) = +oo alors la droite d’équation
X = —In2 est asymptote verticale a(C)
3) Etudions la position de (C) par rapport 3 son
asymptote oblique.
f)-y=—"2_vx<0o
Vxe ]—00, —an[,f(x) — y < 0 alors (C) est en dessous
de son asymptote oblique
V x € ]-In2;0[, f(x) —y > 0 alors (C) est au dessous de
son asymptote oblique
4) Etudions la continuité de f en0

limy_o- f(x) = lim,_o-(x + — 1) =1let

lim, Lo+ f(x) = limx_,0+(1 — X \/_lnx) = 1alorsla
fonction f est continue en 0

Etudions la dérivabilité de f en O et interprétons

hrnx-ﬂ-oo

graphiquement les résultats

(-0 é
o limy,,- /fo() = lim, - (1 - ) =1-

Zex 1
1 = 0 alors f est dérivable a gauche en O et (C)
admet a gauche en 0 une demi tangente
horizontale

. J(x)-/(0) : Inx
e limy v == lim, o+ ( I ‘/_) —o0

alors f n’est pas dérivable a droite en 0 et (C)
admet a droite en 0 une demi tangente verticale
5) Déterminons f’ et dressons le tableau de variation
de f
f est dérivable sur R" \ {=In2}et:

a2 L <0

1+ (Ze" -1)?

1 (x) =
f'®) ~1+5= lnx+ «/_,Slx>°
e.(zx;sc;)+l S’.x < 0
2e e
f'x) = nx-2Vx+2 _ 9(x) six>0
2% 2vx '

En utilisant les résultats de la partie 1, on déduit

Tableau de variation de f

r | —o0 —~2in2 —in2
Tl 7 17 - [ - |
f'(e) _?-9 Foo ~
—00 —0

P

Probléme 17
partie1: g(x) = 2 lnx vx €]0; +oo[

1) Etudions Ies vanatlons deg
g est dérivable sur ]0; +oo[ comme somme et quotient des

fonctions dérivables et :

ot o, e F f L v x €]0; +0o[
f(x)—(2x+1)2 x ((ZX+1)2+) ]
—t- 15 0,vx€]0; +oof
(2:c+1)z
]0; +oo[

D'ou V x € ]0; +oo,g'(x) < Oalors g décroit sur

2) Dressons le tableau de variation de g
JiMy 400 g(x) = —0 et limy gx) =+
Tableau de variation de g

r |0 +o0

(=) \

3) Montrons que I'équation g(x) = 0 admet une
unique solution a
g est une fonction continue et strictement décroissante sur
]0; +oo[ alors elle réalise une bijection de ]0; +oo vers
g(]0; +oo[) = R. De plus 0 € g(]0; +oo[) alors il existe un
unique a € ]0; +oo[ tel que: g(a@) =0
4) Vérifions que 1 < a < 2 et donnons un
encadrement de @ a3 0.1 pres
g(1) = 0,66 et g(2) = —-0,09
g()xg2)<0el<a<?

—x

1,1(12(13|14]115(16|17]|18]|19 a

+ + + + + + + + - | g()

Ondéduit:1.8<a <19
5) Déduisons le signe de g
D'apreés le tableau de variation de g et de g(a@) = 0, on
déduit :
vx€]0; al,g(x) >0
Vx€ Ja; +oof, g(x) > 0
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POfo = a’g(x) =0

Partie 2 : f(x) = 2in

e 2:f0) = 5=, Vx €]0; +oo]
1) Calculons les limites de f. puis interprétons

graphiquement les résultats

o limy o4 f(x) = Im1x*0+ (—oo) = -
alors la droite d’ equatlon x=0 est asymptote
verticale 3 (C)

8 ]imx—v+ao f(x) =
: 2inx . 2x?  Inx _
hmx_,mm =1limy 40 (;ﬂ?) =2x0=0
alors la droite d’équation y = 0 est asymptote
horizontale a (C)

2) Calculons f’(x) et vérifions que :

fl(x) 2(21+1) ( )

(xz +Jz)2
f est dérivable sur ]0; +oo[ comme rapport des fonctions
dérivables et :

2
Z(x24x)-2(2x+1)lnx  2(x+1)-2(2x+1)Inx

(] PR —_
fix) = (x%+x)? - (x2+x)?

: 2(2x+1) Inx 2(2x+1)
f1e) = (xz(:x;; ) (xzjx)z g9(x),vx €]O; o]

Déduisons en les variations de f et le tableau de variation
de f

f' estdusignede g car ¢
D'ouVx €]0; al, f' (x) > 0 alorsf croit sur ]0; af
V x € Ja; +oof, f'(x) < 0 alors f décroit sur Ja; +oof
Tableau de variation de f

2(2x 1)> 0,V x €]0; +oo[

r |0 1.85 +co
fa) o+ -
£(1.85)
f(z) v
_oo/' \0
Avec a = 1.85

3) Enutilisant g(a) = 0, montrons que f(a) =
2

a(2a+1)
g a+1 I 0 ! a+1
=0 & —na=0® lna =
9(@) 2a+1 2a +1
2ina _ 2(a+1) _ 2

f(a) = wita  alatl)(2atl)  a(2a+1)
Donnons un encadrement de f(a)
18<a<19

828 < a(2a + 1) <9.12

Alors 0,2 < f(a) < 0,24

4) Tragons la courbe (C)

Probléme 18
3(x 1)
Partie 1: f(x) = 5741 Vx€ER
1) Calculons Ies Ilmltes def

x = wlX) = —0 et
liMym—w f(X) = llm,(_._‘,t,3 limyo_w(X) =

3x

1My peo f(X) = liMxateo 327 = limyo 40 (X) =+
2) Déterminons f’ (x)

f est dérivable sur R comme guotient des fonctions

dérivables et :
o(x-1)3(3x2+1)-18x(x-1)° _

9(x—1)2(x2+2x+1)

fi@x) = T@x+1)? (3x2+1)?
Y i 9(x-1)%(x+1)*
Douf(x)————W,VXER
Etudions le signe de f' et dressons le tableau de variation
de f
VxeR,f'(x)>0
Tableau de variation de f
L —00 +oo
/{
/(e) +
+o0
f(2) /
—0

3) Montrons que I'équation f(x) = 1 admet une
unique solutiona € R
f est continue et strictement croissante sur R, f réalise
une bijection de R vers R et de plus 1 € R alors il existe un
unique réel a tel que f(a) = 1
Déduisonsenque:3 < a < 4
3<a<4 o f3)<1<f4)
0,85<1<2,89
Dou:3<a<4
3(In|x|-1)3
3In2(x|+1

1) a)Montrons que g est définie sur R*

i . x#0
existe si et seulement si : { oy
9 3in*|x| + 1 # 0 (évident)

Dol D, = R" = ]—0;0[ U ]O; +oof

Partie2: g(x) =
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b) Montrons

que g est '
fonction p, 3 g estla composée de f et d'une

€cis
9(x) < Preciser.
fo ll(JC) = f[ll(x)] - M
Or F(x) = 3Gx-1ys 3tn2|x|+1
9 ayy Aors A(x) = )y

Etudiong 1a parité ge g

Vxe
D, —.
97X € Dy et g(—y) = 3Unl=xl=1)* _ 3anixi-1? _

Q(x) 3n2|-x|+1 3In?|x|+1

D’oy
d.g)] est une fonction paire
10; +oo[ et k(
_ ' l’) =g(x),VxeD
VlEDE,k(x)=M g() E

Dy =

3lnx4y

Ca
Iculong les limites de k

kG = ro h(x)
Fn Utilisant 1 pro
hm_\__‘o k(x) =<
Etudions es bran

i k
Ilrn-\"'*»m& =
x

Priété des fonctions composée, ona:
@et lim,,,q, k(x) = +oo
ches infinies

lim SUnx—1)s 3.3 1
i 31 1=
XGinZxag) 1My poo T’”‘ x 10 Ty T¥x 34 x L
T 3
2y
A'Ol’ o k(x n2x
S lln]"‘__’_m° (x)

‘=0

D’ou C,, admet une branche i
celle de (0r)
2)

nfinie parabolique de direction

a) calculons k'(x) et étudions les variations de k
sur Dg

’lf(Jf) = f o h(x) alors k'(x) = h'(x) x f' o h(x) =
f'(inx)
D’ob k' (x) = 1 - 9(Inx-1)?(Inx+1)2

x (3In2x+1)?

VX € Dg, k'(x) > 0alors k cioit sur Dg
Tableau de variation de k

T 0 +00
k(1) +
+co
k(l‘) //"
— o0

b) Intersection de (C) avec (xx")
CkNGx)ekk=0ehx-1=0=2x=c¢
Alors [(e; 0) = (Cx) N (xx")

Signe de k sur Dg
v x €)0;e[, k(x) <0
v x € Je; +oof k(x) >0
Pourx =e, k(x) =0
3) Montrons que k réalise une bijection de Dg surja
préciser
k est une fonction continue et strictement croissante sur
Dg alors k réalise une bijection de Dg sur / = k(Dg) =

]-—oo; +0°[

w
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Probleme 20
1+x
fx)=—x+In —

1) Déterminons I'ensemble de définition de f

. =1
f(x) existe si et seulement si : {1 i: :: g o {; =1

Dy = R\ {-1;1} = ]-o0;=1[U]-1;1[ U ]1; +oo]
Montrons que f. est une fonction impaire et interprétons

graphiquement le résultat
1-x 1+x| _
VxED,,—xeDf,f(—x)=x+ln|;;| -x—ln';; =

= (—x +In lJr—xD
1-x
Vx € Dy, f(—x) = —f(x)
D’oll f est nue fonction impaire et I'origine du repére est

centre de symétrie de (C)
2) Ecrivons f(x) sans le symbole valeur absolue

< -1 1 +o0
M| —1me ) 14 e
f1—zf 1-z 1—1 —141
7@ | —ettn(E) | —opin(2E) | —s+1n(iED)

1+x &
—x +In (;),st x € ]—o0; —1[ U ]1; 400
1+x 5
—x+1In (:),Sl x €]-1;1[
3) Calculons les limites de f
. 3 1+
o lim,,_o f(x) =lim,_o(—x+1In (;j’lf)) =
400+ Inl = +oo et lim,, o f(X) = —
o lim,,_y;+ f(x) =~
o lim 5 f(x) =+
4) Etudions les variations de f et dressons son

tableau de variation
f est dérivable sur D, comme somme, rapport et composée

fx)=

des fonctions dérivables et :

- 2
Filr) = =14 == p =l o 2 H

1+x  1-X 1-x2




.2 i = ]
DouVx € Dy f'(x) = o L%
f' estdu signe de 1 - x? _,_.._———/’f/l—

Vx € -0 —1[U]1; +oof, f'(x) <0 alors f décroit sur /
J=o0; —1[ et ]1; 4o

v x €]-1;1[ f'(x) > 0alors f croit sur ]-1; 1( L,_L_:_l,/
Tableau de variation de f

2 | —co ) Constructions i
i'(e) - #
+o0 o0
o)), ™\ "
—0 || =00

5) Démontrons que (D):y = —xest asymptote a

©
limy sy (F() = ¥) = liMgogen I (ii_—j) =Iln1=0
Alors la droite (D) 1y = —x est asymptote oblique a(0)
Etudions la position de (C) par rapport a (D)

Vx €D, fx)-y=1n

1+x
1-x

DouV x € ]-o0; -1[u]-100 :—t—i € ]0; 1{ alors
f(x) =y < 0donc (€) esten dessous de (D) . )}
% nx .
Vxe]o;1[u]1;+oo[,|-1% > 1alors f(x) —y > 0 donc ) f(x)=x+_x—,\fx€]0,+oo[
(C) est au dessus de (D) 1) g —x242- Zlnx:\/'x € ]0; +oo[ culons
6) Précisons les autres asymptotes de ) a) Etudions e sens de variation de g et calcu
limy.-, f(x) =— et limy,_ f(x) =+ alors les g(1) .
droites d’équations x = —letx = 1 sont asymptotes g est dérivable sur J0; +oof et :
verticales a (C)- 0'() = g = 2 _ 212_2' v x €10; +oo[
7) a) Montrons que I'équation f(x) = 0 admet trois =0 & ; 3 1"
solutions dont I'une st 0 g\x)= -, o )
0) = 0 alors 0 € ]—1; 1[ est solution de DouVx €]0;1[ ' (x) < 0 alors g décroit sur]0; 1[
© S ' : f 0 alors g croit sur ]1; +oo[
I'équation f(x) =0 vx €]l +oof g'(x) > 0alorsg ;
e Vx€]—oo; —1[, f est continue et strictement Pour x = 1, g'(x) = Oalors g est constante
décroissante alors f réalise une bijection de g(1)=3

b) Déduisons le signe de g
g est minorée par 3 sur ]0; +oo[, alors:
v x €]0; +oo[, g(x) >0

2) a) Calculs des limites

]J—o0; —1[vers R.Deplus0 € R alors il existe
B €]—o0; —1[ tel que fB)=0

e De maniére analogue, on peut montrer qu’il existe
a €]1;+oo[telque: f(@) =0

) . 21 1

b) Montrons que @ € E, 2[ limyo f(x) = limyo(x + 'XLX) = 07("0") = —oo et

£ () =01etf(2)=~09alors £ () x £ <0 donc limyosoo f() = liMyrrpco (x +2) = o040 = +o0
- ]g 2[ b) Sens de variation et tableau de variation de f
f est dérivable comme somme et quotient des fonctions

Déduisons un encadrement de B € ]—o0; =1 ,
dérivables sur ]0; +oo[ et :

f étant impaire, on déduit : =2 < < =E 2
z flx) =1 +;X-2mx _ 2-2lnx _ x%+2-2Inx
8) h(x)=f(x),vxel-11[ R T A
a) Montrons que h est une bijection de —1; 1[ vers oty ! _9x)
j ] ( Dol f'(xx) = J[2,\z’x€]0;+oo[

K
h est continue et strictement croissante sur ]—1; 1[ alors h
est une bijection de ]-1; 1[vers k = h(]=1;1) = R
b) Tableau de variation de A"

f'(x) estdusignede g

¥ x € ]0; +oof, f'(x) > 0 alors f est strictement croissante
- sur ]0; +oo[

Tableau de variation

T e e e S e e —
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ke 1 I

a2 | T T

f(x) ~ o

— \00\
° Montr
0
étleiOnnsl que @) *Y = x est asymptote & (C) et
() gy e on de (€) par rapport 3 (0)
= =L 21
d'éQUatidn y= x);)st N % = 0 alors la droite
F(x) — y = 2nx y asymptote oblique 4 (C)
“x VX €]0; +oo alors:
vz = %0; U f(x) -
€l 4o
(D) [' f(x)

¥ < 0alors (C) est en dessous de (D)

¥ > 0alors (C) est au dessus de
d 4 )
) Determlnons les coord

- onnées du point A € (C)

Quel la tangente est parallele a (D)

™) 1y ;;,)((;‘0)‘:03 + f(xo) et (D):y = x

Xo? +2 -
f 2 ZIZTIXO = xn2 = lnxo =lex =e
e) =
)=e+ 5 alors 4 (
Constructions

e;e+3)
e

&

S+

3) Démontrons que I'équation f(x) = 0 admet
< 1
% 1]
E; 1] < ]0; +oo[ alors :

1 . 5 %
Vx€E [E; 1] ,f est continue et strictement croissante alors

f est une bijection de [1 1] versf([l 1]) =[-0,07; 1].

7 X

De plus f G) x f(1) < 0 alors il existe x, € [% 1] tel que
f(x) =0
XZ
1) Soith(x) =e 2

1) Montrons que X, est solution de h(x) = x
x, est solution de h(x) = x si et seulement si f(x)=0et
h(x) = x sont équivalentes

donaye Patrice Ouala (Collection Aquipat)

1
[, — %ol < €7 2|up_q — Xl

x2

f(X)=0@x+2[Tw‘=0 @lnx=—£;¢"x=e ?
Alors: f(x) = 0 & h(x) = x, par conséquent Xo st
solution de h(x) = x

2) I= E, 1]. Montrons que, ¥V x € I, h(x) € ]
h(x) €l & h() c'1
h(I) = [0,60;0,88] < I
Dol Vx €l,h(x) €l

3) Calculons h'(x) et h”(x)

h est dérivable sur | et :
2

X
h(x)=—-xez,Vx€l
h'est dérivable sur ] et :

x2 x2 ’

x2
K'(x)=-e"7 —xe 2(-x)=(-1+x%)e 2, VXEI
Démontrons que h’ est décroissante sur /
x2 (3
Vx€l,ez>0etx?—1<0sur/alorsh’(x)<0
D’ou h' est décroissante sur [
te il ! i -k
Déduisons enqueVx € [,—e 2 < h'(x) < —5es
h est décroissante sur [ alors :
! ; =2 1
R <H ) <k (2 avec k(1) = —eFet k! (3)=
1y, 2
—=—e 8
2
e, O A , g
Douvxel,—ez2<h'(x) < —es
4) uy=1etuy, =h(u,),vn €N
a) MontronsqueVn € N,% <u, <1
e ujy=1alorsuy, € B, 1]
. Supbosons quevVn €N,u, € E 1]
e Vérifions que u,,, € E, 1]
D’aprés ce qui précede, ona: h(x) € E, 1]
En posantx = u,, ona:h(u,) € E 1] or:h(u,) = Upsq
Donc,Vn € N,u,,, € E, 1]
DouVn €N, <u, <1
b) Montrons que, Vn €N, U,y — %ol <
1
e z|u, — %ol
1 1
Vxe€l,—ez<h'(x) < ~%e7 alors Vx €1,[h'(x)] <
1
e z
Appliquons le TIAF, version valeur absolue a h entre u,, et
Xo
1
lh(un) - h(xO)I <e ZIun - XO, or h(un) = Untt
et h(x,) = x, alors:

1
vn €N, ups — Xl < e72fu, — xol
e 1 2
c) Déduisonsen,Vn €N, |u, — x| S;e 2

1
vn €N, |upyy — x| < e7zlu, — x|
Par itération, on a :
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1
lun—l - Io\ < e_5|un_2 ‘I0|

1
lun—z = xo| < €7|u,_, ~ ol

1
Iy = x| < €72 — x|
Par produit et simplification, on a
1
[un = Xol < (e7)" |y — x|
1
3S X S lalors: 0 < Jug — x| S%

DUV €N, luy, - xpl < Lo E
Probléme 25
f(x)==—,vxeR
et =x

A) gx)=e*-x-1,VxeR

1) Etudions les variations de g
g estdérivablesur Ret: g'(x) =e* -1
g'(x)=0 @ x=0,alors:
V x € ]—o0; 0], g'(x) < 0 alors g décroit sur |—oo; 0[
V x €]0; +oo, g"(x) > 0 alors g croit sur ]0; +oo[
Pour x =0, g’(x) = 0 et g est constante
lim,_ g(x) = +o0 et lim, o g(x) = 4o
Tableau de variation de g

@1 N\

o —Q0 0 +co
s - 0 4+
+0o0 +oco

el

e

0

Déduisons en le signe de g
g est minorée par 0, alors :
VxeR g(x)>0
2) Justifionsque, Vx ER,e*—x >0
Posons h(x) = e* —x
h(x)=e*—1
Tableau de variation de h

I —0 +co
K| - +
( ) +00 +0oo
h(z e
“q /

h est minorée par 1, alors :
VxeERe*—x>0
B) Etudede f
1) Calculons les limites de f
; : x 5 11
limy,_o f(X) = limy_,_e (-ex——x) = llmxa_mE b

x

alors : lim,_,_,, f(x) = -1

1 1
'L = ]im _.+m—y‘_' = e—— 7
lim,_‘w, f(I) = me_.J,w (E‘—I) x !',;_1 g
alors ; limy 4o f(x) =0
2) Calculons f "(x) :
[ est dérivable sur R comme quo
dérivables et : .
oXox-(e*-1)x _ (1-%)€
['(x) = (81_1)2 - (,x,x)z
3) Etudions le sens de varia
tableau de variation

e* ' ast du signede 1 —x
0 alors [’ es
ViER 5>

['(x)=0 o x=1,alors: - ’
Vx€]-o;1[,g'(x) > 0alors g croit sur ]-o;1[
v x € ]1; +oo, g'(x) < 0alors g décroit sur J1; +oo[

Tableau de variation de f

jent des fonctions

tion de f et dressons son

T —0 1 400
f'(2) +4Q6_,j_,

0.
f(f) / \‘U

=1

4) Déterminons une équation de la tangente (Ma
(C)enxo =0
(T) :y = f(0)(x — 0) + f(0), alors M:y=x
Etudions la position de (C) par rapport a(T)

f@)-y= -2 =22
T —co 0 ~+co
9(z) + +
—I + 0 -
flo-y| + 0 -

V x € ]—o0; 0, (f (x) — ¥) > 0 alors (C) est au dessus

de (T)

V x €]0; +oof, (f(x) — ) < 0alors (C) est en dessous de
M

Constructions
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Probs
~ebleme 37
A

1) FO=xslveen

MOntrons que

Vxeg

f est une fonction impaire et
ariations
'TX E R e f( . 2 2
: o) w2 g fr g 2

Veg R‘-f(*x) — x ('\ . x)

f(x) alors f est une fonction impaire

, Rlet:f'(x) =1-2 =2 y,ecpr
f(x)=0ax= () =1-S =" ,vxeR

V2oux = —32
YV x IS ]‘OO‘ 3
F=V2[u vz 1oy ,
]=co; —V2[et Nz lm[ +oo[, £(x) > 0 alors f croit sur

Vxel-y3
]-\[2.] va o Jo V2, f'() < 0 alors f décroit sur
P OfetJo; v2[
our x = {—y3. V3,
! JS'(x) =0alo t
% rs f est constante

0 1.4 400

- —7

23 e =
\2.3/

0

2)

-
® ™~ _
a) Déterminons les branches infinies de ()
lim

Y § 2

x—+eo == Oetlim,,_, e 0 alors la droite d’équation

Y = X est asymptote oblique 3 (9]

lim,_, - = i

4 “x=0 ‘f(x) = —00 etlim,_ g+ f(x) = +oo alors la droite
€quation x = 0 (yy") est asymptote verticale 3 (€n).

b) Constructions

2
3) g() =" vxeR\{1]
a) Montronsque,Vx # 1, g(x) = f(x—1) +2
2 2
flx—-1D+2=x—1+—=+d=x+1+_—-

(-Dx+1)+2 _ x2-142 _ x*+1

f(x - 1) +2= x-1 x-1 x-1
Dot Vx#1,g(x)=fx-1)+2
b) Déduisons en que /(1,2) est un centre de
symétrie de (Cy)

g(x) = f(x = 1) + 2 & (C,) = tz(Cy) avec U(1, 2) alors
1(1,2) est un centre de symétrie de (C;) (f étant une
fonction impaire) "

4) Construlsons (C,) (voir figure)

5) Calculons l'aire de la partie du plan limitée par
(Cg), les droites d’équations x = 2,x = a et
y=x+1

A= [f(g() - e+ Ddx = [} () dx = [2In (x -
1)¢ =2In(a - Nua
Alors : A = 2In(a — 1) (cm?)

2e*+2x-2

2eX+2x-2  2e* | 2x-2 2x-2
h(x) = =f——
2x-2

B) h(x)=T,VxER
1) -Montrons que, V x € R, h(x) = 2 + ¢(x)
eX ex+‘ex'=z+ eX
Dol h(x) = 2+ @(x) avec p(x) = =
- Déterminons la limite de ¢ en +oo

: . -2 .. 2 2
liMyp0 @) = liMyos iy =5 = limyvoo (52— 22) =
2 2

+o0 00
Alors lim,_, 400 @(x) =0

- Etudions les variations de h et calculons h(0)
h est dérivable sur R comme rapport des fonctions
dérivables et :

x X _oX(9X 425~ =
h'(x)‘: (2e*+2)e :ZX(Ze +2x-2) = 4e:x’vx €R

Fx)=0ex=2
V x € ]—o0; 2[, h'(x) > 0 alors h croit sur ]—o0; 2[
V x € ]2; +oo[, h'(x) < 0 alors h décroit sur ]2; +oof

h(0) = Ef%ﬁ =g alors h(0) =0
2) —Montrons que la courbe (I) coupe son
asymptote en un point que I'on précisera
h(x) =2+ ¢(x)
lim, 1o @(x) = 0 alors lim,_,, h(x) = 2 donc la droite
d’équation y = 2 est asymptote horizontale a (I')
h(x) =2 p(x) =0 x=1eth(1) =2
Dot A(1;2) = (I) n (D)
- Ecrivons une équation de la tangente (T) a (T) au
point d’abscisse 0
(T):y = h'(0)(x — 0) + h(0) avec h'(0) = 4 et h(0) =0
Alors: (T):y = 4x
- Tragons (T")
Tableau de variation de h

I —o0 2 +o0
R'(x) + [? —
23
h(z) ~ \
—c0 2

r——————————r—
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3) (Dp):y=-m
a) Tracons (D) :y=—1et(Dy):y =-2
b) Discutons suivant m le nombre et le signe des
solutions de 'équation Ey,: (2 + m)e* +2x —2 =
0
E, © h(x)=-m
e Sim =0, E,, admet une solution nulle
e Sim = —2.3, E, admet une solution positive
e Sim = -2, E, admetune solution positive
o Sime€e]-2;0[U]0; 4+, Ep admet deux
solutions de signes contraires
e Sime€]-23; —2[, E,, admet deux solutions
positives
Probléme 29
(E):e*=1
) f)y=x—-e™

1) Démontrons que X est solution de (E) si et
seulement si f(x) =0
fX)=0 o@x—e*=0 e F=x ®£;=Xalors:
e* =§ d’ou I'équivalence
2) a)Etudions le sens de variation de f
f est dérivable sur Ret: f'(x) =1+ e *Vvxe R
vx € R, f'(x) > 0alors f croit sur R
b) Déduisons en f(x) = 0 admet une unique
solution a sur R
liMy_o f(X) = = et limy, 40 f(X) = +0
f est continue et strictement croissante sur R, elle est une
bijection de R vers R. De plus 0 € R alors ilexiste « € R
telque: f(a) =0

c) Démontronsque a € E 1]
f)=1-e=063etf(})=1- B 01

1
2
f(1) x f(%) < Qalorsa € E 1]
d) Etudions le signe de f sur [0; a]
0€]—oo; aletf(a) =0alors:Vx € [0; a], f(x) <O
0 g =i

1) Démontrons que f(x) = 0 équivauta g(x) = x

T~
_xe* =
9(x)=xa1+x=x+xe"¢*x x

e *=0
D'ol f(x
2) péduisons en que @ €s
f@x) =0 équivauta g@®) = ¥ €7 o
Péquation f(x) = 0 alors a est 3uss!

g(x) =x (g(@) = a)
3) Calculons g
crolssante sur [0; a

vable sur [0; a] et

=X )
t solution de glx) =
t g étant solution de
ution de I'’équation

) = 0 équivaut ag(x)

) et déduisons en que g est

g est dér B
X_gX(14X) _ 1-xe® _
gt = E’%:ZT = (+e*)? (1+e%)?
vroy €L
vxe[0; al.g'(0) = Grenp
i ~f lors :
'(x) est du signe de f(x), 2 : |
g’i é [0; a).g'(x) > 0 alors g est croissante sur [0; a]
ug =0
o tns1 = g(un)

ontrons que, V' 1t eN,0<u; SUnst <a

Dé
e ], a €[0; 1]etgla)=a

g croissante sur [0;
o« U = g(ug) =%alors
. SupposonsqueVnEN,OSunSuﬂH fa
e Vérifions que 0 < Un+a SUpsz S

< q et g étant croissante,ona:

0<ug<Yy =

Ona:0<uy < Uns1
g(O) < g(un) = g(un+1) S g(a)

< <
Esunnﬁumzsa 0L Uppy SUn+2 =4

DouVneEN,0 < U, S Unig <a
2) Déduisons en gue (uy) est convergente
Uy < Upyq 3lOrS (u,) est croissante et de plus (uy) est

majorée par a
D’oli (u,) est convergente et limy o0 Un =

3) Justifions I'égalité g =1
limn—'+m Up = l et Unt1 = g(un)
g étant continue en [, alors gl =1
or g(a) = a, alors L € [0; 1] =a)
Probléme 30

2

fx)=x+ind+57,

1) Déterminons les limites de f
. < 2
limg, o0 f(X) = limys o (x +In4 + e,ﬂ) = —met

]imx"+°° f(x) = limx_,,+°° (x + ln4 + exz-q-l) = 400
2) Caleulons f(x) + f(—x)
f(x) +f(_x) = X+l714+ex2?—x+ln4+

a

vx ER

2e*
1+e*

X
f(x) + f(=x) = 2In4 + 2(;:) =2Ind + 2

Ona: f(x)+ f(—x) = 2(In4 + 1)alors A(0; [n4 + 1) est
un centre de symétrie de (Cy)

3) Etudions le sens de variation de f
f est dérivable sur R et :

"(x) = 2e* e 42e%+1-2¢%
x)=1- _
f'&) (e¥+1)? (eX+1)2
; e2*+1
Alors : f'(x) = oy VXER

R P 2 N T P T B T 0 S T 5 B DX S LRt SR I
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Vg Faor
T R'f (x) > oa|0r

able s i
er croit sur R
~——_| [o)

4) Dpg
mon
- trons que f(x) = m admet une solution
f est Nque sur R
Contin )
bijection del;}: et strictement croissante sur R, elle est une
v
Fx) ™ ad erSR.Deplusm e R alors I'équation
b Met une solution unique sur R
on
d ,'TO"S Uh encadrement 3 0.1 prés de la solution
- € 'équation f(x) = 3
R0y o) = () -3
1 = _
0.6 et h(1) = 0.13 alors & €]0; 1]
0.7 | 0.8 | 0.9 1
- = = +
5) - Montr
ons qu =
2ex ue,VxeR f(x)=x+2+In4 —
eX4q
j?(JK = 2e¥ o
) x+2+l714—8x11:x+[n4+28x2£f=x+
In4 o2 eX+1
eX4q

D’ou -
ouf(X)—x+2+ln4—%’vxeR

I3 droite d’¢équation Y =x+ 2+ (n4sont
asymptotes a (Cy)

e lim N2

2
-2 _ S i )
T 0 alors la droite d’équation

¥ = X + In4 est asymptote oblique a (Cy) au
voisinage de +oo :

5 2eX
e lim,, (— <

0 "
e,ﬂ) ol e 0 alors la droite

d’équation y = x + 2 + [n4 est asymptote oblique

a (Cy) au voisinage de —o
- Etudions la position de (Cy) par rapport a
D):y=x+In4
_ 2
f)—y=5=,vx>0

Vx>0,f(x)—y > 0alors (C;) est au dessus de (D)
6) —I(a) = [, (f(x) - x — In4)dx

I(a) représente I'aire, en unités d'aires, de la partie du plan

limitée par (Cj), la droite (D) et les droites d’équations
x=0etx=a

a
- Montrons que /(@) = 2In (Z_e_)

e®+1
a _ [ 2e* ;
I(a) = fo (f (x) — x — In4)dxua = || (2 = ex-H) dxua
I(a) = [2x = 2In (e* + 1)]§ = 2a —2In(e® + 1) +
2In2 = 2lne“ + 2In2 = 2In (e® + 1)

T D AW AT ST A Y 2 Y Sy
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Montrons que la droite d’équation y = x + In4 et -

I(a) = 2In(2e®*) - 2In(e® + 1) = 2(In(2e%) —
In(e® + 1))ua

Alors: [(a) = 21In (ﬁ:l)

- Calculons @ pour I(a) = 1

2¢% 2"\ _1
I{a)=1 © 2In (e"ﬂ) =1&lIn (EGH) =
2e" e% o ot = V¢
LI ¢ T2V

Ve
2-Ve

On obtlent : @ = ln( =15

Probléeme 31
eX-1

f(x) = S VXER

1) gx)=(x-2)e*+2,vxER

a) Déterminons les variations de g
g est dérivable sur R comme somme et produit des
fonctions dérivables et :
gx)=e*+e*(x—-2)=(x-1)e*,VxER
g'(x) est du signe de x — 1, alors :
¥ x € ]—o0; 1[, g’ (x) < 0 alors g décroit sur ]—oo; 1]
v x € ]1; +oo[, g'(x) >.0 alors g croit sur ]1; +oo[
Pourx = 1, g'(x) = 0 alors g est constante
limy,_ g(x) = limy,_g((x —2)e* +2) =2
limyy g(x) = limy 400 ((x — 2)€* +2) = 400
Tableau de variation de g

x —e0 1 +o0
9'(2) - i
2 ~ +oo
de) | T~
07

b) Calculons g G) et montrons que |'égquation
g(x) = 0 admet une unique solution a tel que
3
a e [E' 2]
3
9()=-024
VxE€ E 2] , g est continue et strictement croissante alors
elle réalise une bijection de E 2] vers [—0.24; 2]. De plus
g G) X g(2) <0, d’aprés le théoréme des valeurs
intermédiaires , il existe @ € E 2] tel que g(a@) = 0
c) Calculons g(0) et déduisons en le signe de g
g(0)=0
D’apreés le tableau de variation et de g(0) = 0, g(a) = 0,
on déduit :
Vx €]-00;0[U]a; +of g(x) >0
Vx€elo; al,g(x) <0
Pourx = {0; a}, g(x) =0
2) a) Déterminons les limites de f
eX-1
1

limy o f(x) = limx_,o? =

Alors : lim, - f(x) = —oo et lim,_o+ f(X) = +
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"Mess F) = limy e (- 1) = 4.

iy, o, f(x) = lim,,_, & z‘ =1_g
X

40
b) Déterminons f(x) et montrons que f'(x) = g—)

f est dérivable sur R* comme rapport des fonctions
dérivables et :

.\el—zx(e*—l) xe¥-2eX42
Fio= . =

- x 2
i) = (x=2)e +2=gi__:),vxe‘m.

d) Varlallons et tableau de variation de f

£ | =00 0 1.75 400
@] + ) -0+
sl -0+ |+
Fo - N H +

Soita = 1.75

V x € ]-00;0[U]0; al,f'(x) < 0alors f décroit sur
J—0; 0[ et ]0;

v x €]0; af, f'(x) > 0alors f croitsur ]0; a
Tableau de variation de f

I —00 0 1.75 400

— F(1.75)
Construction
S 3 ¢ N
-1
e) Démontrons que f(a) = prr
fla) = aZ =(a—2)e*+2

-

-2
- _ 2 . =t s
g(a) =0 e” ——Zalors.f(a) —%—%
Al = L
Oz f(a) az(a 2) a(a-2)

3) Démontrons que g(x) =0 < 2(1 —e~%) =
gX) =0 & (x—2)e*+2=0 @ x =2 —2¢*
Alorsx =2(1-e ™) & g(x) =0

3
o 3.2
4) Soith(x)=2(1"ex)'vxe[z ]

1
3 x)| £
 [Ei2] I @ =3

Montrons gue, ¥ X € [z’

W (x) =2e™”
_<152 alors 28~

1
- <z
or 2¢77 = 0.4, donc |1’ (x)|<04‘2

DoV x € [5;2],Ih'(x)| < E

e S
? {u:m = h(un)
Montrons que, ¥V 1. € N,u, € —'2]
o« U —-alorsu1 E[ 2]
e Supposons queVk€ N,u, € [2 2]

e Vérifions que U1 € [Z' 2]

3
2 < p'(x) $2€°7

L u, <2eth croissante-alors :

=+

h(2) < s < R(2)
<1555, <17 <2carh( )=155eth(@) =17

le

AIors%é Upe1'S2 © Us € [;i 2]
o 3,

D'ouvneNu, € [3,2

1
Montrons que |up4; — @l < E'un —~= |

1 3
Ona:VxE€ B;Z],lh’(x)l SSia€ [;;Z]et‘v’n €

3
Nu, € [E'Z]
Appliquons TIAF, version valeur absolue, a h entre a et u,
Ih(un) — &l <3 lup — &l or A(iy) = tnsy eth(a) = a
1
Alors : |upq — af Szlun —al,yneN
1
Déduisons en que, Vn €E N, |Ju, — a| < =
1
Ona:lupy — af Szlun—al
Par itération, ona:
1

lun — al <5 lupy —al
|un 1_a|< lun 2 (X‘
|un 2—al <= lun3 al

lu —a) < lu1 —a|
Par produit et simplification , on obtient :
lun — &l < =5 fuy - af

u = ,E<asZ,anrs:—;Sul—aS0d0nc:l111

N= oW

als

n-1
D'ouvVneN,|u, —a| <~
271

Probleme 32

1 A
_S__
2 2n

N
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Flx = X
( 1\ ezx,\/x € Jo; +on|
) Q) Dé“mnlrom

;oo Que J est décroissante sur

» Puis déduisons enles |
- SOns en le sens de variation de
9(x) = F(x) - 5 e

SStderyy,
able su = !
0; +Cb[ rlo’ .1-03[ el lf’(.\') = —#L‘H,V X e
Vx € Jo, +oof, L L
Vax g 10; 4 "2 €2 > Dalors
oo, £y
9 est dérival EL[ (X) > 0 alors 1 décroit sur J0; 400

VX e)o, +0°|Sut 105 +oo et 19'(x) = f'(x) = 1, alors:
»9°(X) < 0 alors g décroit sur 10; +oo|

Déduj "
une yn; 4Isons en que I'¢équation f(x) = x admet
Que solution ¢ S 3

C(:)E:](; = g(x) =0 2

y + X

alors elle o t°°[' g 'fSI continue et strictement décroissante
J—oo; 1 Dse u:‘e bifection de ]0; +cof vers g(J0; +e0[) =
9(@) =g PlUS O € J~eo; 1(, alors il existe a > 0 tel que

f(l’):x N
FG) = o S 9l) =

9 =026 9(%)=-0s
5
9(;)XgG)<Oalom§$a_§

2) a) Prouvons que, v x € | = [5' i] JX) el
4’2

f =y G)f(f)] =l39149) =[5 ]
Alorstel,f(x)El o

Oetquei<as

0 alors « est solution de 'équation

b) Démontrons que, v x € LIf' (ol <2
. 2

s
3
=i b T I ; [
Pl R €5
2x= :
2 1 i 1
- = 8 2 2 1 2
9 2:2—25EI84 5

< i = 2 2 1 8
Sex<esalors-es < —euxr < —e
B 9 2x? - 25
r 8 =
Donc |f"(x)| < €5 <047 <

D'oliv x € LIf'(x)] <2
2

BN | -

. ¢) Déduisons en que V x € I, lf(x) —e| <
;Ix— al

aELf(x) Eletyxelf () <]

Appliquons TIAF, version valeur absolue 3 fentrexeta
If () = f(@)| < Ix—alor f(a) = aalors
Vx€l|f(x)-el s§|x— al

u —E
3) { 0z
Unyq = f(Un)
a) Démontronsque, Vn €N, u,,; —al <
1
;]un - al
Ona:Vx€/l|f(x)—al S%Ix—al(l)
D’aprés I'hypothese de réccurence, Vn € N, u, € [
En posant x = u, dans (1), on obtient :
1
|f(un) — gl = 'z’lun —alor f(uy) = Upyy

1
DoV EN,|upyy —al <= lu, —al

b) Dédulsons en que ¥ n € N, |u, — al < 55
Ona:vneNu,,, ~al = ;lu.,l - alf
Par itération, on a :
Juy ~ a] = %Iu,,“, - al

1
lup-y —al = '2‘|Un-z - al

1

[un-z = al < ;U5 ~al

1
lu —a] <5 lu, -a

1
lu;, - al Szluo’al
Par prodult et aprés simplification,ona:
lu, —al < o |up - al

2"

5 3 1
Uy = et;SaSEalors:qu—als;

L

1 1 1
lup —al < Zlug—al <7 x5

DouvVneN,|u, —al <

2n+2

1\M0+2 -3
c) Déterminons n, tel que : (E) <10

O <10

In (é)""+2 < 107 & (no +2)In (2) < —3in10

2

Alors ng > 212 — 2 > 7.96 soit n = 8
Probléme 33
A) glx) = 1::" —In(1+e*),vxER

1) Variation et signe de g
G est dérivable sur R comme somme, quotient et
composée des fonctions dérivables et :

" __e*(1+e¥)-e¥e” ex _ ex_
g'(x) = (1+€%)2 1+e*  (1+e)2 14X
rpox e
Alors: ¥ x € R g'(x) =

Vx €R, g'(x) <0alors g décroit sur R
lim,,_e g(x) = 0et My yo0 g(x) = -
Tableau de variation

I —Q0 +co

9'(z) -

s(e) \

g est majorée parQalors:Vx ER,g(x) <0

—0

2) Démontrons que (D) :y = —x + 1 est asymptote
a (T) au voisinage de +oo

1Mo () = ¥) = iy (= = D1+ €%) + x

1) = i = 1)+l o (x = I (1 + €9)
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Avec limy o (— - 1) =1-1=0etlime ol -
In(1 + %) = Innx_.mm(lnc —In(1 +e") =
= lnl =
Alors llm_\._+m(f(1) - y) =0 + 0 = 0 par conséquent la
droite (D) : y = —x + 1 est asymptote oblique & () au
voisinage de +o

3) Tragons (T)

[111) I In

B) f(x)=eIn(1+ eY)

i) Calculons la limite de f en —
limye—w f(X) =
y s : . \ x
limye—we *In(1+ e*) = limy,_e '—'(—l‘;L)
Posons e* = X alors :six = —®, X-0

liMye—eo f(X) = hm‘\_.okl(—r\—) 1

2) Déterminons la limite de f en +
_r ln(l+e x5
Onsaitque: f(x) =(1+e N —— e

3 |
Or hmx_..m-'%i—) 0etlimysu(l+e™™) =1

Alors limy4e f(X) =1%X0=10
3) Démontrons que fx)=e*gx)
f est dérivable sur R comme somme et composée des

fonctions dérivables et :
@) =—e*In(1+ e*) +
x e - —
e )+1+e,)avec In(1+e - ex—g(x)
Alors: Vx € R, f'(x) =e*g(x)
4) Tableau de variation de f

vx € R, f'(x)estdusignedeg
Alors f est strictement décroissante sur R

e*=e*(-In(1+

1+Jr

T —C0 “+ 00
() -
1
™~
f(g) iy
\\.3‘ O

5) Construction (voir figure précédente)

Ndonaye Patrice Ouala (Collection Aquipat)

Sujets s/ulg,t,"'-l
Exercice 1 olres
4 boules blanches et 2 boule? ,:mls trols boules de l'urne
cr

cessivement ave suivants :

on tllr;a Suca|culor‘5 la pr robabllité des gvénements
che»
A+ o tirer au molns une boule blan s cardfl = 6® = 216
goit 0 'univers des P°55|b|ez' alors 4= 208
cmd.f‘l-—3(4l7‘2 347 x 2 2)
200 5_(1

Alors P(A) =776~ 27 ) -
B+ « tirer trois boules de méme cou
cardB =4 +2 1=72

72l
Alors P(B) =516~ 3

Solt X = nombre des poules noires tirées

2)
x@) =101 2;3)
a) péterminons la loi de probabllnzté ;‘Je )(4
] 8 = _ 3(42x2) _ 4
P(X—-O)—'z%—ﬁ_;E;P(X—l) 2136 19
(4x22) P(X _3) = 23} -2

sons la fonction de réparti

Etablls
: 0,six<0
——,si 0<x<1
27

tion

Fx) = P(X %) = {58155 <2

2—6-5i2<x<3
131x>0

e 4 fois de suite I épreuve précédente.

3) Onrépeét
chaque série de 4

soit Y la variable aléatoire qui, 3
épreuves, on associe le nombre de fois ou

Iévénement (X = 1) a été réalisé

il s’agit d'une loi binomiale de paramétresn = 4etp=—

p== alors q=
a) Determmons Ia loi de probabilité de Y
Y(Q) ={0;1;2;3;4}

P(Y =0) = (;7)4 = 0,00771
Py =1) = 4(28—7)3 (217"—)) = 0,07322
P(Y=2)=6 (9)2 (%)Z — 0,26085

P =3 =4(2) () = 041301

pv = =(2) = 024521

P; 0,00711 | 0,07322 | 0,26085 | 0,41301 | 0,24521

b) Calculons 'espérance mathématique et la variance
de X

EY)=np= % etV(Y) =npq = ?
7

‘ﬂ-‘-IIIII““‘_‘_u_J

g}
)
ga
o)
™~
w
~
<—‘ B - — -



A(Ti) et B(2) deux points du plan
Ap ;rmm.ons les affixes des points C et D tels que
ABCp et D soit un carré direct

. arré direct alors 4 4 ——
Slisocele en g BC est un triangle rectangle

2y~
ACD gy g € = Za)alors 12 = 14 24
Un triangle rectangle et isocdle en D
C—2Zy =] o
D = (z4 - zp) alors z,, =%ﬂ= —14i
2) D¢ . , =
) Cterminons I'affixe du centre de gravité du carré

Soi
tGce centre, alors : e = zat2ptactzp
4

1) Dét

Zz

D'OQ 26 =

3 X .
lac] lt Déterminons les longueurs des diagonales du carré
(BD] sont les diagonales du carré

1.1,
aty!

AC =
€ =lzc=z)l= 143
Alors,qc=m
BD =

|20 — 25) = |-3 4 4
Alors:BD=\/T0

Déterminons les longueurs des cotés
AB = -
BC—CD:DA:'ZB_ZAI=|2+”=\/§

)] P(2) = 2° - (1 - 2sina)z? + 1-
2sina)z -1
1) Calculons P(1)

PQ1) = =1+ 2sina + 1 - 2sina - 1
Alors : P(1) = ¢
2) _Factorisons P(2), puis résolvons dans C P(z) = 0
1 =1 +2sinar | 142sina | -1
‘ 1 2sina |1
1 2sina il 0

Dol P(z) = (z — 1(z* + 2sinaz + 1)

P() =0 o 77120
z°+2sinaz+1=0
z—1=0 :Zozl

2% + 2sinaz + 1=0
A= 45[77.2(1 —4 = (ZiOSa)Z

Zy = —sina + icosa = i(cosa + isina) = ¢'G*®

. - . L. i
Z; = —sina — icosa = —i(cosa — isina) = 'z

. .z M
Alors § = {1; e'G*a); gi(=-a) }
3) Déterminons le module et un argument des
solutions
Zol =1

Zg=1= {l ol
argzy = 2kmn

. =1
= 1(g+a) lZ1|
h=ex :o{argzlzg+a+2kn

o n Z,l =1
Probleme
Partie A :
1) Soit(E):y’+y=Oety’+y=—%e"g—z
e r———

1) Montrons qu'il existe une fonction h définie par
! X
h(x) = pez + q solution de (E") .
2 g
h'(x) + h(x) = —-;-e 2—-2avech'(x) =—3€ 2

. it i 2
~PeTid peTidtq=—qei -2

i . i 1 X 2
- = - 2 -
Spe +q ld

Par Identification,on a:

p=-1
{q=—2

1
D'ol h(x) = —e x—2 '
2) Montrons que f = g + h est solution de (E") si et
seulement si g est solution de (E)
fl+f= —%e_’zt — 2 alors
X
g+g+h -l—h=—%e'5—'2
X 5 ; _
orh'(x) + h(x) = —%e'i —2alors: g’ +g=0
D'oll f = g + h est solution de (") si et seulement si g est
solution de (E) ° :
3) Résolvons (E) puis (E”)
y'+y=0alors yk(x) =ke™,keR

X
y'+y=—%e_:—2a|orsy(x)=ke"‘-—e7—2.kER
X
1) Soit f(x)=e*—ez2—2
" 1) Montrons que f est solution de (E”)
! X l X -x _ _1_2
f'x)+ f(x) =—e toe 2+e ez

X
Alors: f'(x) + f(x) = —%e_z -2
Donc f est solution) de (E")
2) Etudions les variations de f puis dressons son
tableau de variations
: (7 X X A
f)=—-e"+ ez=e2(-e2+))
X
ffx)=0¢e —e_z+§ @ x =2In2
Y x € ]—o0; 2In2][, f'(x) < 0 alors f est strictement
décroissante sur ]—oo; 2[n2[
V x € ]2In2; +oo,f'(x) > 0 alors f est strictement
croissante sur ]2[n2; +oo[
: X 2 X
* lim_g f() = lim g e (7% — 1 - 2€2) = +oo

o limy, f(x) = -2
Tableau de variation

I | —® 2In? 400
M9 - 0+
+00 —3
@~
—2,%

3) Tragons (C)

e e T,
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4) a) calculons Ala) = LL(—-Z - f(x))dx

A@= [ (—e"‘ + e’g) dx = [e"‘ - Ze';]m

.3
Alors: A(a) =e™®—2e 2+
b) Calculons la limite de A(a) en +oo puis
interprétons graphiquement le resultat

limgo e A@) = %

ireprésente I'aire de la partie du plan limitée par la courbe

(C) et les droites d’équations 1y = —2,X = Indetx=a

{uo =1
PartieB: )
Upyy T Un = —;e -2 (l)
1) Déterminonsune suite (a,) définie par :
n '-‘
a, =bez +ctelle que (a,) vérifie la propriété
(1)
_n+1
ap;; =be 2z *+C
Bt 2 =0 ]
> +c+bez+c=Dhe Z(e"z+1)+

pytan = be

2C

a,,,..1+a_,,=un+1+u,,alors:b=— > ate=—1
2(e 2+1)

" 1 3

Dol a, = — ez—1

3
2(e 2+1)

2) On pose v, = U, — a- Montrons que (v,) est une
suite ggométrique dont on précisera la raison et le
premier terme

_ g L 1 =D
Vpsg = Upsq —ans1 = “Un 7 5€ 2 —2+ay, +Ee 2+ 2
Dol Vpyq = —Up + 35 = ~Vp
Alors (1,) est une suite gémétrique de raison ¢ = —1etde
premier terme vy = Ug — 39 = 2 + 2 ;
2(1+e 2)

3) Exprimons vy, puis U, en fonction de n

vy = voq" = (=1)" 2+——2( - A

14+e 2

v, = U, —ayalorsu, =V, +a,

n
1 -7 —
Uy = (—-1) 2(14’2-7) 2(e 2t

+ U1 +...+

en fonstion
Up: Exprimons Sn

4) 5" = U

n
de ..+vn+(ao+31+ +3n)

S =V0+V1 ik
n 3:(’_.1’)2
=2+ =2 z
orve vtV 2(14e ’)
2

Etag+ait ror el z(un
o2
1_(e 2)

13" =,,l.——x‘-—-—:f"‘("+1)
(e z) —-(n+1) z(1+e—%) 1-¢2

n+1

xl:(_it—l—-’l"{'x
Dol Sy = 2+2’(:;_;’) 2 z(1+e’i)

1 n+1
1—(@’5)
N 4 —(n+ 1)
1-e2
Convergence de Sn

[ty s = T2 alors (Sp) diverge
sujet n°2
Exercice 1 .
s
A@=0,Bb=1+D1= r(A,;),

g £= r(B,’Z-‘),ro = r(O,—g)
A) C(c=3D, D= r,(C),G=rg(D) et H = 75(0)
1) Démontrons que Zp =d=-2+i
rB:z'=iz+1+i
Dzrﬂ(C)anrsd=ic+1+i=—2+i
2) Déterminons Zg = g etzy =h
gz = iz+2etry:z =iz
G=r5(D)alorsg=id+2=1——2i
H =ry(C)alorsh = —ic=3
3) Montrons que CDGH est rectangle
(D =lzp— 2| = I-2 =21l =2V2
HG = |zg — zul = |-2 —2i] = 22
DG = |z5 — zp| = 13 =3il =3V2
CH = lzy — zc| = 13— 3i| = 3v2
7% — _2ialors (CD) L (CH)

ZH—ZC
€D = HG,DG = CH et (CD) L (CH) alors CDGH estun
rectangle
B) M=[0;4],zy =m,N=1,(M),P= rg(N) et
Q =1(M)

Onnote:zy =n,zp =petzg=q

1) Démontronsque:n=im+1+1
N =r,(M)alors:zy =izy + 141
Doun=im-+1+1
Onadmetque:p=-m+1+ietq=—im

2) Montron quee MNPQ est un parallélogramme
zgg=n-—-m=im+1l+i-m=m(-1+i)+1+i

—_——_———_______;________—_———___—_————'.___———————_—————__—
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255 =
TP-q=_
z 1 m+1+i+i111=m(—1+i)+1-|-i
rS.AfNPQ
es .
3) tun Parallélogramme

ey ONMONS Pegalipg  mon _

3 4«
"

— p-n m
P=n

~ - = Mm1-i)-1-
Men m““"'“’“hi = -1+
s | 1 m(-1-1)

= Yll~im\1_‘,

D'oy .
c b S
“X8lice
antn°p.
Portant ey N"0; 2 boules portant n°s ; 1 boule

On tir,
€ Simuiltng
uiltnément 3 boyles de I'urne et on régoit en

ancs | som
n ,
S e des numeéros marqués sur les boules tirées
A = BaN du joueyr
.) Galeulons 1 1o Probabilité de X
3 boules nep ; X=0
.
1boule n°g » 1 boule n°S et 1 boule n°s:
=a+5
-
: 2 boules v et lboulens:x =5
: 2 boules n°p gt Iboulen®a: X =q
: 2 boules n°s et yne boulen®a: X =a+10
Nlots . 2 boules n°5 gt 1boule n®0 : X=10
X = {o;5; 10;a;a + 5;a + 10)
B L S M i Fra e
Calculons lspé . A “

rance mathématique de X
EX) = 2 xP;
E(X) = 30+30+3a+6a+30+a+1q
20 E
D'ob E(x) = 2+
2
a+102) Calculons a pour que E(X) =20
> = 20alorsq = 30
Calculons alors 5(X)
6(X) = JV(X) avec v (x) = E(x?) - (EQ)]?

E 2 - 150+300+2700+7350+1600
(X?) = =5000270047350+1600 _

20

V(X) = 605 - 400 = 205
D'ou 6(X) = 14,31
Probléme
fm() =1+1n(1+ mx)
Partie A :

1) Déterminons I'ensemble de définition de f,
fm(X) existe si et seulement si: 1 + mx > 0 alors
mx > —1

e Sim>0alorsx > —ialors Dr,. = ]—nl’; +00[

e Sim<O0alorsx < —ialors Dy = ]—oo; —ﬁ[
2) hm(x) = fm(X) - X

On supposem < 0

Etudions les variations de hp,

1 3 X
h,,, est dérivable sur ]—00, —;[ etona:
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I =" _ 4 - mi-x-
m(%) 14mx 1 14+mx

() =0ex=1 —le]-m; )
m m

1
VxE€ ]—M; % ;[, W' (x) < 0 alors h, est strictement
décrolssante sur ]—oo; —i[

o limyy_g hyp(x) = 400
e Itmx_._i- hm(x) = -
m

Tableu de variation de )i,

T |~ ~1/m
() -
400

h(z) \

Déduisons en le nombre des points d’interection de (C,,) et

(8)

h,,, est continue et strictement décroissante sur

-0

- . 1
]-00; = ﬂ, elle réalise une bijection de ]—oo; - ;[ vers
hpn (]—00; —}HD = R. Comme 0 € R alors I'équation

h.n(x) = 0 admet une unique solution par conséquent
(Cr) et (A) se coupe en un seul point

3) m>0
a) Etudions les variations de h,,

h,, est dérivable sur ]—i; +oo[ etona:

" m(1-x)-1
) = =

VxE€ ]—%; 1- i[,hm(x) > 0 alors h,, est strictment
: 1 1
croissante sur ]— ! —[
m m
Vxe€ ]1 - i; +00[,h'm(x) < 0 alors h,,est strictement
décroissante sur ]1 - %; +oo[
e lim ,+h,(x)=-
A——
m
¢ limx-ﬂm hm (X) = “mx—ww X G + ln(lxﬂ -

1) =~

Tableau de varition de h,,

zr | =1/m 1-1/m 400
ol o+ ) -
A(1-1/m)
h(‘r) /” \
—00 —00

Etablissons que la plus grande valeur prise par h,, quand

1 1
XE€E ]—;, +00[estu(m) == In (m)




Ry est majoré 1
m ) EESur]—;‘; +°°[par hon (1__:_1)

hm(l—i) =1 +ln(1 +m(1 —-r%)) -+
m

hm(l-i) =ln(1+m—1)+$

D'ou h,, (1 - ﬁ) = u(m) = In(m) + =

m
b) Etudions les variations de u sur 10; +oo[
w est dérivable sur ]0; +oo[etona:

! _1 1 m-1
wm)=——-==—7
m m m?

vm € ]0;1[u'(m) <0 alors u est strictement
décroisssante sur ]0; 1[
v m € ]1; +oof,u'(m) >0 alors u est strictement

croissante sur J1; +oo[

: . min(m)+1
iMya0* w(m) = limy, 0t —%)— = 4o

liny o (M) = iMoo (2+ In(m)) = +o0

Tableau de variation deu

+co 400
I
Déduisons en le signe de u(m)
u est minorée sur ]0; +oo[ par 1
pD'ouVx €]0; +oo[,u(m) >0

¢) Déterminons le nombre des points d’intersections

de (Cm) €t (&)
h,, est continue et strictement croissante et décroissante

—l; 1 L—l—[et sur]l —l; +oo[, elle
m m m

respectivement sur ]
v _ign v g . ;i ¢ 1
réalise une bijction respectivement de ]— o 1- ;[ vers

hm (]——3;; 1 —-—:;D = ]—oo0; u(m)[ et de]l —i—; +00[vers

]—c0; u(m)[ Comme 0 € ]—o0; u(m)[ alors I'équation
ha(x) =0 admet une unique solution dans chcun des
intrvalles ]— %; 1~ i[ et ]1 ~ %; +00[ par conséquent
(Cm) €t () se coupent-en deux points
Partie B
1) r:y=lInx
a) Trouonsuneé
M(x;y) ET Y= Inx
Soit 7i(a; b) ce vecteur de translation

S x'=x+ta
o0 =My @ {2y 4

translation £z gui transforme I en C;

Alors:{x:x:-a

y=y —b

y = Inx wy’~b=ln(x’—a)

=>y’=b+ln(x’—a)(1)

M’eclc:»y’=1+ln(1+x’)(2)

(1)=(2) & b+In(x' —a)= 14In(1+x)
ridéntification, ona;a=—1 eth=1

poud(-1:1)
b) Représent
6

ons graphiquement C, et A

54

que2<x2<3

2). a) Démontrons
x, étantla solution positive de hy(x) =0
h(@2)=-1+ In3 = 0,098 et h,(3) = _2+1n4=-061

hy(2) X h,(3) < 0alors 2< x5 3

b) Calculons en cm? laire du donaine D veérifint : |
x, <X <Xz
{x <y <A

A= f:(1 +1n(1 +x) — xX)dxua = j;‘j(l —x)dx +

fxz In(1 + x) dx

X1

e+
A—[x oX ]x1+jx1 In(1 + x) dx

) =
bosons: [u,(x) =In(1+ x) - {u )= 14X
v'(x) =1 v(x) =x
x _ X2 _ (X2 X
fx: In(1+x)dx = [xIn(1 + )% X3 14X X

[ In(1 +x) dx == [xIn(1 + X — [x—In(1+ 31

X1
A=%— %xzz —x + %xlz +x, In(14x) =% In(1 +

Xy) — X2 + In(1 +Xz) + X1~ In (1+%4)
or fi(xy) =% €t fi(xz) = xz alors: In(14x) =% —1
etln(l—x) =% — 1

D'ouA = %(xz2 — x,2)cm?
‘

Partie C:

{uo =2
Un+1 = f1(un)
1) Représentons sur (0x) les termes Uy et u,

u, = f(ug) =2,1etuz = f(uy) =213

2) Montrons que (uy) est majorée par Xz
o U =25X

o Supposonsque,Vn € N, u, < Xz

e Vérifionsaurangn +1

Ona:u, < Xxpetfétnt strictement croisante alors

fi (un) <f (%)
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d u’n+1 = f (u
N WUn) etfy(x,) =

D'o
U (y X; alors uy .,y <X,
n) &St majorge par x,

3) ™ .
0l'll‘ron 1
S que |f ()| = 2, puis que : |wpyr =
XN <! 3

n 2' ) Ill“ X l
' X)) = A ?
décre: (a2 < Oalors f', est strictement

Croissante

<
o X alorls f'l(.‘() < f'l(z)
W<ty )22
? ' 142
Doy |F ()] <2 !
’ 3

L'"]ég T
alité s §
des accroissements § fi sur [uy,; x,] donne:

A (x,) <
or( 2) filuy)) S§|x2 —uy|
Unyy = fiw,) et f(x,) = x
Alorslxz‘u |<1 2
v “Elxz‘uﬂ
ol |u"+1 T X Sl|“n -X,,VneN
4) Déduisons: o
2 Nque,VneN,|u, —x,| <
3 (U0 = x|
Ona:|y

_ 1
41 = x| < Sy = x|
Par itération, on a :

Iy, — 1
n leSglun_l—le

lup_y - 1
n-1 x21 Sglun_z—xﬂ

u, — 1y
l 1 leisluo—le

Par prduit et simplification, ori obtient :
AV _ 1
ne N'lun Xp| < 3-.1'“0 = X,
Convergence de (u,)
2 1 X
1, 2n = 0 alorslim (u,) = x,
(uy,,) converge vers X,
5) Déterminons une valeur approchée de x, a 1072
prées

2 1 -
lu, —x,] <1072 @;luo—le <1072
Orlug —x,| <1

L <102 2 n>419 alorsn=5

-
2 3 4 5 6 7 |8

4 5 6 7 8 9 10

5 6 7 B 9 10 11
X() = (2:3;45; 6,7, 8;9;10; 11)

1) Définlssons la lol de probabilité de X

x 12 |3 |4 [5 |6 [7 |8 |9 |10 |11

p| 1T |1[1]51f1 111 1

1
wlolal3glalelolislisl36]

2) Calculons 'espérance mathématique, la variance
et I'écart type
4412416+25-+36442432+18+20+11
E(X) =2LxP = —
Alors E(X) =6
125

V(x) = EX?) — [E(X)]? avec E(X?) = Zx(*P = =~

Alors V(X) = _132_ 36="2

3
sx) =V(X) =238
3) Fonction de répartition de la variable aléatoire X
(0,5ix <2 ‘
=5i2 <x<3

§ﬂ35x<4
3 sia<x<5
18

S siS5<x<6
12

3 7 =
=4 — <

F(x) 412,516_x<7
;ﬂ75x<8
A sig<x<9
36

1 sig<x<10
12

2—?,3[ 10<x<11
1,six>11
4) Sachant que la somme obtenue est 7, calculons la

probabilité que le dé blanc ait donné 2

. i ) 2 1
Soit A cet événement, alors : P(A) = 2
S) Sachant que la somme obtenue est 7, calculons la

probabilité que dé noir ait donné 2
Soit B cet événement, alors : P(B) = %
6) Sachant que la somme obtenue est 7, calculons la
probabilité que l'un de deux dés ait donné 2

Soit C cet événement, alors: P(C) = P(AUB) = % + % = %

gr e , v e e 7) Démontrons que les événements << § = 7 > et
D’ou ug est une valeur approchée de x, a 107 pres . . .
[ «le dé blanc a donné 2>> sont indépendants
2den s Soient D et E respectivement ces deux événements, alors :
Exercicel 6 1 121 2 _ 1
Dé noir:1;2;3;4;5;6 PO) = 5= PE) =5 =5t PONE) =5 =15
1 1 1
Déblanc:1;1;2:2;4;5 Deplus : P(D) X P(E) = - x s =—=P(DNE)
On lance simultanément les deux dés D'ol les événements D et E sont indépendants
On note X la somme des numéros obtenus Exercice 2
1 2 3 4 5 6 1) Résolvonsdans C:z? — (1++v2)z+V2 =0
1 2 3 < - 2 Z A= (1+V2)2 —4V2 =3~ 2VZ = (V2 - 1)?
1 2 3 4 5 6 ! WENE | i
2 |3 (4 s s 7 |8 1= o Yhin=— =1
M
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D'oli § = {1. \/‘] ‘ ‘ ,‘

2) Resolvonsdans(c z+—-letz+— )

Z+'~=1 @z _Z+1_0

A:1—4=—3=(i\/'§)

Zl“+l£’22_1_l[§
D'ob S = {2+l‘/2_ %_i‘g]

Z+-=\1e 22— \2z41=0

A=2 4= -2 = (iV2)?
Zl_£+l£,22=£— £
2 2 2

P -1 )
3) P(z)=z'-(1+V2)2* + (2 +2)2% -
(1+V2)z+1

a) Exprimons @en fonctiondeZ =z +l
- (1+«/—)z+2+x/' (1+v2)2+5
P(Z)_ 1
=z ;;—(1+\/_)(z+z)+2+\/_

2 1
%=(z+§) - —-(1+\/7)(z+;)+2+\/§
@ 2 1
Pz—i=(2+§) —(1+\/§)(z+;)+\/_2_
Dot 22 = 22 - (1+V2)2 +V2

b) RésolvonsdansC: P(z) =0
P(z)=0 22— (1+V2)Z+v2=0
Del)ondéduit:Z=1ouZ=\/§

Z=1e z+§=1alors:;

Exercice 3
Cercle de diamétre [0OB], A € [0B], I milieu de [AB]

La médiatrice de [AB] coupe le cercle en M et M’, M étant

le point tel que : mes| MO,W) = Tz—r

N = (AM") n (OM) et S la similitude directe de centre N

qui transforme M en A
1) Précisons I'angle de §
AMBM’ est un losange avec (AM") | (MB)
Or (MB) 1 (OM) alors (AM") L (OM)
D'ou (NM; m) = —-% + 2km est 'anglede S

2) Déterminer les images des droites (M) et (NA),

puis I'image par S du point M’
¢ L'image de la droite (M) par S est la droite

passant par S(M) = A et perpendiculaire a (M),

alors : S((M1)) = (AB)

ite
L'image de 12 droite (N4) par S est la dro

passant S(N) = N et gerpen
alors : S((NA)) = (NO)
() = (M1) N (VA
(o) = {0}

3) péterminons I'image ;
| milieu de [AB] donc aussi milieu de
orsSM)=A etS(M) =02

4) Déduisons en quela droite

au cercle de diamétre [04]

'del parS
(MM']

s((ND)) = (V1) et I'angle de S €

(NI)
D’ob (N1) est tangent

Probléme

f(x) (x +x+1)e %, 5% > 0

f(x)=—ﬁ+ln(x+1),51 1<x<0

Partie A:
1) Démontrons que : Dy =]-1; +oof
Dy =1-1; 0]u]0; +o[ = 1-1; +oo[
2). a) Calculons les limites def en —
o limy,_q f(x) = limy - 1(——+ In(x+1)) =

1 eten +oo

o lim, e f(x) = lim, e (
b) Déduisons en les asymptotes a (C)

lim,.,_, f(x) = —co alors la droite d’équation x = —1 est

asymptote verticale a (C)
lim, + f(x) = 1 alors la droite d’équation y = 1 est

asymptote horizontale a (C)
. 1 2
3) a)Montrons que : lim,_,q+ cex= 0

1 (x-0
Posons : — = X alors: {x 1o
: y . . -X _
llmx_,o»f;e = limy, 40 Xe™" =0

b) Etudions la continuité defenO

limgog- f(x) = limg_q- ( + In(x+1))=In1=0

x%+x+1

limx_,°+ f(x) = lim_q+ ( — )e" = lim,_,o+ (e x+

1 =2 1
Z€ x+—e x)=0

Alors f est continueen 0

¢) Enposanth = 3, étudions lim,_, g+ M
[()-r ) f(0) x2+x+1) -1
limy_q+ l]mx_‘o+( = ) x
)} 1 1
limy_ g+ 2 w- LOTO — lim, G5+ Sex+ L)
0
lim,_,o+ m ” ) = lim,_g+(he™" + h2e™" + h3eh) = 0

d) Etudionslim,_,

: x In(x+1)\ _ _
limeo- (= + 25 ) =141 =2
[(x)-f(0)
0" x

_[@-1(0)
0 X

: -1 _, .
hquo»ff # lim, alors f n’est pas

dérivable en 0 par conséquent (C) admet 3 I"origine du

diculaire 3 (NA),

) alors S(M ) =(AB)N

lors I” est le milieu de [40]
(NI) est tangente en N

stant -—3;- alors (NI) L1

eenN au-cercle de diamétre [04]

x +1)ex=1><1—-1
x2

" EEEEEEmw

_—__—_ﬂ;_—%_“_\
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rEpére

dem i
d €auche i tangentes, horizontale & droite et oblique
" |
) Demontrons que:
a
Vx S " &
fe 10 teol 1) = (12) 3

est dg
Crivable Sur]0; +o|etona:

F'(x) < @~

R
3 x4 x4 —p XMl
r (x) = 2342 x? -2

3
200 ananyygy )
ey

x4

T E10 ool i) < (120 o

b) VlE] 10[f(x) 1%2
fESt deﬂv (x 4\)2
, able sur ]—1; Ofetona:

f (1) - x“'l—\ ‘ "

x41)2 S S
( +1) xq] (x+1)? +X+1

OQVAE] 10[)‘(1)— x42

(x+1)2

S
) Dressons le tableau de variation de f

vx € Jo; +ool, f(x)

x al
lo; 1[etf(-\)<05ur]( )e s> o

L, +oo]

Tabl (I+ 1)2
—==£3u de variation
-\-\
r [ T

11
J(=
(x) waf’u/ \
— | )

6) Tragons ()
>

{
+

Al
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PartieB: -1 <a <0
1) Montrons que, ¥ x € ]—1;0(,;— = et

x4+ x+1 x+1

D'oileE]—l;O[,;%- :

x+1 |
2) En utllisant une IPP, démontrons que : j: In(x + 1
1)dx ==aln(a+1)+a-In(a+1) '
[HEX) =_ln (x+1) - {u (x) = x_
v'(x) =1 v(x) =
[7InCx + 1) dx = [xln(x + 1)]° Jy 2 dx
[Intx + 1) dx = ~aln(@ +1) - [{(1 - 33
[in(x+1) = —aln(a +1) = [x = In (x + 1)
D’'oll f:ln(x +1)dx=-aln(a+1)+a-In(a+1)

3) Déduisons en I'aire A(a) du domaine du plan
délimité par I'axe des abscisses, la courbe (C) et
les droites d’équationsx = aetx =0

A@) = — [° f(x)dxua = 4 [[(~1+ ——In (x + 1))dx
D'ott A(a) = 4(—2a + 2 In(a + 1) — aln(a + 1))(cm?)
4) Calculons ia limite de A(a) en —1*
lim,_,_+ A(a) = —o
NB : on peut effectuer un chandement de variable
i Sujet n°4
Exercice 1
{anﬂ = l(an +3by); =2
Tl+l

etu, =
(3aﬂ +b,); bp=4
1) Montrons que (u,) est une suite constante
1 1
Unsy = Qnyg T bn+1 = ;(an + 3bn) + ;(3011 + bn) =
a, + b,
D'oll Up4q = Uy, alors (u,) est une suite constante
2) Onpose:v, =a,—b,
a) Montrons que (v,,) est une suite géométrique
1 1
bpy, = ;(an +3b;,) — ;(3‘171 + bn)

G + by

Vny1 = Qnyp —
1 1

Uny1 = _E(an - bn) = _Evn
Alors (vy,) est une suite géométrique de raison —%et de
premier terme vy = ag — by = -2

b) Exprimons v, en fonction de n

n

v, = Vo X q"alors: v, = -2 X (—%)
Déduisons en a,, et b, en fonction de n
{un:an'l'bn an+bn=6

- = 1)\"

Vn_an_bn an—‘bn=—2(—-;)
1 AL

20, = 6— 2(——) alorsa, =3 - (—;)

2, =6+2(~2) alors b, = 3+ (-3
Exercice 2

1) Déterminons I'ensemble des M du plan tel que :
|[A+)z-2i=2
A+Dz=-2i=Q+D)z-Q1+10)
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|(1+i)z-2i|=2@‘/712—(1+i)|‘2
Posons z, = 1 4 i

Alors VZMA =2 & MA = 43

Lle .
nsemble des points M est le cercle de centre 4 et de

rayon 2

2)

z'=az+baveca=1+i; b=-2ietlal =vZ#1

Etudions la transformation d’écriture complexe :

z'=(1+i)z-2i

Alors cette transformation est une similitude directe

Exercice

-2

Lecentre:w =

= 2 alors Q(2;0)

1-(141)

Le rapport : k = V2

n

Uangle:a@ =arg (1 +{)alorsa =7

3

2z-i

Zﬂzi;zB=—2i;zD=1etf:Z'=[—z-+—l‘

{ E
k . |A
14
2 o~ 7 2 3 a5
__E'+D'
_2_._B

1) Montrons que Zg = (z

l+‘/g)(1+i)

w
ZE—ZA i— 1 V3
ZETPA —esalorszg — 24 = (E+ 17) (zp — 24)

Zp—ZA
_ 1
ZE = ;
1
Zp = E

2) Exprimons sous forme algébrique I'afixe du point

Zpr =
3)

of 2] a2 4 2=
iz+1
Z'+2i=

b) Déuisons en que, v

2zp—i 2—-i 1
: ==— alorszpr = —
izp+1 1+i 2

a) Démontons que, V Z # i,z +20)(z—i) =1

) 1, .V3 ; ;
+l7)(ZD—ZA)+ZA=(;+l—{)(1—l)+l

V3 ,(1 \/§>
—tilz+= =

V)

1 V2 _
(§+7>(1+1)

D’ associé au point D par f

iz+1

i(z-i) z-i

3.
=1
2

L _l o +20)(z-D=1
z:#i,BM’xAM=1et

(@, BM") = —(&, AM) + 2k
Ona:(z' +2))(z—-i)=1
posons z' + 2i = zg; €t z— 1= Zz5

(2 +20)(z - D = 1 & |23 X 7] = 1

m—————————————
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Alors BM' x AM =1 (1)
arg(z' +2i0)(z — {) = 2km < mes
mes (i, AM) = 2km

Alors mes(&, BM') = _mes(i, AM) + Zkn
partiennent au cercle

(@,BM) +

4) a)Démontrons que D et E ap
de centre A et de rayonw/i
1-1] =2
1+v3 V3-1
S
2 2

AD = |zp — 24l = |

",

nent au cercle de

AE = |25 — zl =
AD = AE =+Z alors D et E appartien
centre A et de rayon V2
b) En utilisant 3
par f
ona:AD = AE = V2
D’aprés 3) b) : AD X BD' = 1etAE X BE' =1alors:
" r_ 1
BD' = BE' = 7
0raprés 3)b) : (Z,BE') + (5 AE) = Zkm et
(ﬁ,t—?ﬁ,ﬁ,ﬁﬁ) — 2k alors (BD', BE') + (AD,AE) =
2km .
——t — ) Vs
or (AD,AE) =3
Ty Bl = T
Dot (BD,BE') = —3 + 2k
5) Déduisons en la nature du triangle BD’E’
8D’ = BE' = L et (BD',BE') = —5 + 2k alors BD'E'
vz ! 3
ens indirect

) b) plagons E’ associé au point £

est un triangle équilatéral de s

Probléme
3e

A) ¥ —3Y =G
On donne ¢ dérivable sur R et fx) = e 3%p(x)
Montrons que f est dérivable sur R, puis exprimons
@' (x) — 3¢(x) en fonction de f'(x)
x > e~ 3% est dérivable sur Ret ¢ étant dérivable sur R
alors f est dérivable sur R comme produit des foctions
dérivables
£(x) = e~ (x) alors p(x) = €*f (x)
o'(x) = 3e3f(x) + e%*f'(x)
o' (%) — 30(x) = 3¢%f(x) + e¥f'(x) — 3¢ f(x)
Alors @' () — 39 (x) = e¥f"(x)

81—31

B) f(x)=—=x

1+e7 3%
1) Déterminons les limites de f en —oo et +
« s e
o im0 f(x) = llmx_,_mm =e
3 0
o limpe f@) =70
Etudions les variations de f

P s o
_381—3X

(1+e73%)2
Alors: f'(x) = ——=
s 1) = o
vx €R,f'(x) <0alors f est strictement décroissante sur

R
Tableau de variation de f




-4

3)
a)

[ = foa f(x¥)dx aveca >

Donnons le signe de I etinterprétons
graphiquement L

f(x) €]o; e[alors f(x) > 0 sur R
D'oul, >0

I, représente I'aire de la parie du plan limitée par la courbe
(), 'axe des abscisses et les droites d’équations
réspectives x = Q et x = ¢

b)  Exprimons I en fonction de o

la =[5 fOdx = [fe 2 gy

e _ a ¥
I, = [—gln (1+e 3")10 = —gln(l +e 3“) +§ln2
c) Déterminons la limite de /, en
limg_, o [, = —§zn1 +§znz = gznz
x
O up = [y f(x)endx
1) Donnons le signe de (u,)
X,
V x € [0;1], f(x) > 0eten > 0alors: u, >0
2) Donnons le sens de variation de (u,)
X
Wiy = fol f(x)en+1dx
1 5 x
Ungs — Un = [y £(2) (€7 — en) dx
pe
orvxe [0;1],—

D’oU Up4; — U, < 0donc (uy,) est strictement

. xox
< =alorsenti —en < 0
n

décroissante
3) Convergence de (u,)
(u,) est strictement décroissante et u, > 0 alors (un) est
n

convergente 1
4) Montronsque, V1 € N*, [, Su, <exl
=-: “3) +im2
I = [} f)dx = —3In(0 +e ¥+
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g, ' 1 1
VXER, f(x)>0etex>0 alors f(x) < f(x)ex, Iy < up
1
etu, < [exalors:
1
VneN, L Su, <exl;
5) Déduisons en la limite de (un)

1 1
limyo Iy = Iy etlim,q, I ex = I, car lim,,ex=1
Dol limye u, =

Sujet n°S
Exercice 1
_ _ 2up+3
Uy =0etuy,y, = ik
1) Montrons que, Yn>1,0 < u, <1
5
Ona:upy =2- o

3
. ul:;

* Supposonsque, 0 <u, <1,Vk>1
*  Vérifionsque 0 S uyyy < 1

5 <-1
Upt4

alors0<u; <1

5
OSukSIalors—;S—

Donc? < ey, <1 0 <3 <y, <1
D'oU0 <ty SLVA>1
Cc:¥n>10<u,<1

2) Montrons que (u,,) est croissante

i _ 2unt3 _ ~up®-2uy+3
i i = e e Un+a
(1-un)(un+3)
Unpy —Up = Unta

0<u, < lalors1—u, 20,u, +3>0etu, +4>0
D'0UV N >1,upyy —u, > 0 par conséquent (up) est une
suite croissante.

_up-1
3) wm= un+3

a) Montrons que (v,) est une suite géométrique

Up4r—1 up—1

Vhiy =i e

Un41+3 Sup+15

1 up-1 1
Alorsv,,,=-.2*—=-y
T e y43 5N

; g ; 1

(vy) est une suite geometrique de raison g = = etde
. 1

premier terme v, = -

b) Déduisons en que la limite de (vp)
q =§(0 < g <1)alorslimv, =0

¢) Exprimons u, en fonction de vp, et déduisons en
sa limite

Un:unﬂ‘:’ Unln + 30, =u, — 1 P U (v, — 1) =
uUp+3

—3 — 31,

Alors u, =

3vp+1
1-v,
limu, =1 (car limv, = 0)
4) SoitS, =vy+ v, + -+,

a) Calculons S, en fonction de n
n+1

1-q
=7Vy X
Sn 0 1-q
1\ T+1
1, 1)
=38, = —-X
Sn 3 12
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vous, = £(1- (")

b) Calculons 1a limite de Spen 400

i .
My Sn = lim (71-<+cu - ‘5_2(1 - (..:,)h”)) 1

¢) Calculons S, = -—%(1 - (1)") = <041
Exercice 2 :

Ala=2),Bb=1-1),C(c=14+1)
1) Plagons les points A, B el €
3

<9

= axb= 12950
:l(:;bb) :22.’5%(:) = {pgcd(a;b) =5 ,
solent @' et b’ deux entiers naturels tels que : @ = 5a’ et
n:le:"— 12950  (a' x b’ =518 20
pycd(a;b) =5 < [pgcd(a’;b') M L
premiers entre eux
518 =2 x 7% 37
Alors (a'; b') = ((1;518), (22
D'ol
(a;b) =
[(5; 2590), (2590; 5),

59),(14;37),(7;74)}

(10;1295), (1295;10),(70; 195),}
(185;70)
2) a)Montrons que 491 et 624 sont premiers entre

w
|
[
e
(=]
~
(%
»

_3.
2) Calculons :—i% et déduisons en que le triangle ABC

est rectangle et isocéle en A
1H-2 -1+
—a  1-i-—2 -1-i
vos =0
ou— = —
—-a

A
I
5

- 4

Q
&

. (AB=aAC |
ba~ L < |mes(AB; AC) = —> + 2kn
o

Ia]

o1 ABC est un triangle rectangle et isocele en A
3) Soit r la rotation de telle que : 7(4) = A et
r(B)=C
a) Déterminons I'angle de r et calculons I'affixe du
point D =r(C)

1
zc—z4=€"(zg —24)
a — To—ZA —i

Alors e

Zp—Zp
Doua = —%
r(C)=D < zp = —i(z —2,) + 24

Dolizp =3+i
b) Déterminons le centre et le rayon du cercle (C"),
image du cercle (C) de centre 1(1; 0) et de rayon
V2
r((C)) = (C") alors (C") est le cercle de centre I' = 7(I) et

de rayon V2 (conservation de la distance)

7, =—iz +izg+24 =2+
Dois (C') = C(I'(2:1),V2)
Exercice 3

1) Déterminons les couples d’entiers naturels (a; b)
tels que : a X b = 12950 et M(a;b) = 2590
e
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eux
D 620 491 (133 |97 41 10
d 491 | 133 |92 a1 10 1
133 |92 41 10 1

r
Alors pgcd(624; 491) =1
D’ol 624 et 491 sont premiers entre eux
b) Résolvons dans 72 I'équation : 491x — 624y =

1.

624 = 491 x 1 + 133
491 = 133 x 3 +92
133=92x1+41

133 = 624 — 491
92 =491—-133x3
=4{41=133-92
92 =41x2+10 10=92-41%2
41=10x4+1 1=41-10x4
1=41—-10x4=41%x9-92x4
1=(133-92) X9—92X4=133X9—92X13
1=133><9—(491-133><3)X13=133X48—
491 x 13
1= (624 —491) % 48 — 491 x 13 = 624 X 48 — 491 X
61
Alors 1 = 491 x (—61) — 624 x (—48)
Le couple (xq; ¥o) = (—61; —48) est une solution
particuliére
De ce qui précéde, ona:491x — 624y = 491x, — 624y,
= 491x — 491x, = 624y — 624y,
= 491(x — xo) = 624(y — Yo)
491 divisey —yo = Ik € Ztelque:y — Yo = 491k
Alors y = 491k + y, = 491k — 48
624 divisex —xo = 3k EZtelque:x — X = 624k
Alors x = 624k + xo = 624k — 61
D'ou S = {(624k — 61;491k — 48),k € Z}
3) a) Démontrons que, V n € N; 23" — 1 estun
multiple de 7
23 = 8 = 1[7] alors 25" = 1(7]
On obtient : 23" — 1 = 0[7]
D'ob 23" — 1 est un multiple de 7
b) Déduisons en que 23™*1 — 2 et 23"+ — 4 sont
multiple de 7
23041 < 2 = 2(2%" —1)
or23"-1=0[7]a
223" = 1) = 0[7] =2 23" -2 =0(7]

e
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D'Ql‘_l 23n+1
=2estun multiple de 7

3
Doy 23n+2 24n+2 =4 =4(23" - 1 =0[7)
\ — 4 est ;
% un multiple de 7
Partie A:
—=A. R
f(x) S 2in(x+1),vxel-1; +oof

1) calc
u
lons £”(x), étudions son signe et déduisons le

Fest derltjb::au de variation de f
able sur |-1;
Py s 2] +oo[etona:
(11-1)2 - x_+1
f'(x) =
(x+1)z ey
Ouf (x) - (2X+1)
(x+1)2 2
) =0 x=_1
Vxe 1 2
i -1 re>o.
Vxel|-1. r
€]-5 +olrm <o
lim =1
T ) =lime (5 = 2In(x + 1) = —o0
m =1
x=-1 f()) = limg, 3 (Z= = 2In(x + 1)) = —o0 + @
Levons I'indétermination
Posons X = x + 1

iy /) = limgo(<21%) = —oo

Tableau de variation

VxE€]-1; +oof

. -1 —[],5 +¢0
f@ + 0 -
0,4
f(2) i
—00 ',4 _00

2) Calculons f£(0). Montrons que I'équation f(x)=0
admet deux solutions dont I'une est a avec
a € [-0,72; —0,71]
f(0)=0
e f(0) = 0alors 0 est solution de I'équation
f(x)=0 sur]—%; +00[
e f estcontinue et strictement croissante sur

]—1; —%[alors elle réalise une bijection de
]—1; —%[ vers ]—0; 0,4(. De plus 0 € ]—00; 0,4[

alors I'équation f(x) = 0 admet une unique
1
solution a sur]—l- ——{

£(~0,72) = 0,02 et f(~=0.71) = 002
f(=0,71) X f(— 0,71) < Oalors a € [-0,72; -0,71]

D’ou I'équation f(x) = 0 admet deux solutions 0 et a

3) Donnons le signe de f
De ce qui précéde, on déduit :
vxel-1 alu v ]0; +oof, f(x) <0
v x € Ja; 0L f(x) >0
partie B: g(x) = In (XH) Vx€]-1;0[u]o; +oo[

1) Calculons les limites de g
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o limgo_q f(x) = limye 1'1(—;‘:—13 = -0
o limyag- f(x) = limeao- _(_—) X
. lhﬂxqo+f(x):=lunxq0+yl%?ﬁl

o limyage ()= limx..m'—"—,%:—l—) 7— =0
jons de f

2) Calculons g '(x) et déduisons en Jes variat
g est dérivable sur]-1;0[U]0; +oo[etona:
2 _x2-2xin(x+1)
g/(x) = Ltl_—;T——-—
:i‘—(“—’ 18,y x €]-1;0[u]0; +[

gx)==*

T | -1 0400 |
@l - | + 10
Tz | -0 - |+

Wl + | | —

vx €]-1; af,g(x) > 0alors g est strictement croissante

sur]-1; af
vx € ]a; 0[U]0; +oo[,g'(%) < 0 alors g est strictement

décroissante sur Ja; 0[ et]0; +oo[

1
3). Montrons que g(a) = 2a(a+1)

{ = a
fl@)=0 o In(e + 1) = D

a
In ('1+1) 2(a+1)

gla ) o

bt
Dt g(a) ~ 2a(a+1)
4) Dressons le tableau de variation de f
Soit @ = —0,72 alors g(a) = —2,48

[z [ —0,72 0 +o0
g'(s) + 0 - -
—-0,1 +c0
9(z) e S N
L I =0 —0 0
5) Courbe

m_-_’_—________-_______—-
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6) Soit h(x) = g(x) sur]0; +oof
a) Montrer que h est une bijection de ]0; +oof vers |
a préciser
Sur ]0; +oo[ h est continue et strictement décroissante
alors h est une bijection de ]0; +a[ vers h(JO; +oo[) =
]0; +oo[ =]
b) Donnons le sens de variation de h~! et dressons
son tableau de variation
h et h~! ont méme sens de variation
d’ob h=? est strictement décroissante sur ]0; +oo[

Tableau de variation de h~*

z |0 »lx+oo

c) Construisons (C') courbe de h™*
(C) et (C") sont symétriques par rapport a la premiére
bissectrice
Sujetn’6
Exercicel
1) Résolvonsdans C: z2 — 2V2z4+4=0
A= (—V2)? — 4= -2 = (iV2)?
2, =VZ+iV2ouz, =V2 -2
Doi S = (V2 + W2 VZ - iVZ}
2) A (a = ‘/75) My(z, = VZ + iV2) et My(z; =
V2 - iV2)
a) Déterminons I'affixe z3 du point M3, image du
point M, par 'homothétie de centre A et de

rapport 3
h:z —a=3(z—-a)e 2 =3z-2a

Z

h(M,) = M3 ©23= 3z, —
Alors:z3 = 232 — 3iv2

b) Déterminons |’ affixe

M, parla rotation de cen

du point M,, image du point

tre 0 et d’angle —%
r:z'=—iz
rig) =M, <2y =—i0/2= w2)
Alors 2, = —V2 — ivZ

¢) Calculons sous forme

23-21
e [l

algébrique Z = pion

1-41 _ 3451
T —2-ai 4

Alors: Z =j—+§i
Exercice 2
7 = 2
A(6;0),B(3; V3).R1 = r(A,—g),Rz = r(B, . )
1) M(x;y)-Donnonsen fonction de x et de y les
coordonnées de R,(M)etde celles de R, (M)

R, : 7, — 24 = e's(z —2a) AlOrS:
= B 2y —3V3-3i
zl_(z+zz)z+6,3~/_
(ﬁ+§i)(x+iy)+6—3ﬁ—3i
2

Xy +iy: =
xl._—_?x_%y-{—ﬁ—s‘/?;
Ry(M) =My : . 3

y1=;x+7}"‘3

L27
R,: 2, —2g =¢'3 (z—zg)alors:
V3
Zy = (-%+l—z‘)z+6

2
RZ(M) = MZ : V3 1
Yz = 71 =57
2) Démontrons que I'application R, © R, etune
rotation dont on déterminera le centre et I'angle

Ry o R, (M) = R1[R2(M)] =M
Alors:z' = (£+1i)((—%+i§)z+6> +6—3v3—3i

2 2
=Bl
RieR,:z —-( 2+Zl)2+6
R1°R2:z’:az+baveca=—€+§i;b=6et
lal = l—g+%i| = 1 alors R, © R, est une rotation
_ _6+2V3 . 3
RIORZ(M)—M S g 243 243

arg(—§+§i)=s?"+ 2kn
6+2v3 3 ) ;5_rt>

6

oo Ry o Ry =7 (0(355 7o

3) Soit S = S(AB)

a) Montrons qu'’il existe deux réflexions s, et s,
d’axes respectifs D; et D, tellesque: Ry =$§; 0§
etR,=Seos;

ﬁ(-—& V3) et AM (x — 6;)
M(x;y) € (AB) & det(AM; AB) = 0
Alors (AB) :xy3+3y—6V3 =0

M
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ﬁ(*3; V3) et
Soit oy ) estun vecteur directeur de (AB)

(x4 J')’et M'(x";5') tel que : S(M) = M'
(‘T; 22 mil : LEL4E)
Z leu de [MM'] alors : {-—- 0
) MM' 4 =
Alors - {l \/§,+ 3y" = —xvV3 -3y +12v3 (Ly)
~ 3x' +V3y = —3x + 3y (L)
311 +L, - y = B3 A
Ll - \/§L2 =) x’ A 1 ‘,5
2

X—?y+3
x’:l- 3
AlOrsS z*‘?}’+3
r_ V3
Y'=-Tx-2y+3/3
L] R1=Slos @sileos
-
si(M) = . )* =7x-§y +6-3V3

y'=lx+ 2y -3
sl(M)=Mq{x+(2+~/§)y—e=o
L x+(2+V3)y-6=0
D'ou D, : x+(2+‘/§)y—6=0

Ry=Sos, ) 5, = R,5S

SZ(M) - M”: X = 2

b) Déduisons-en R, o R, = s, 5,
R1°R2 2510505052 =51°85; Car3°§"=1d

c) Déduisons en que D, et D, sont sécants en ()
Sm

RioR; =71 (Qs?") alorss, o s, = r(ﬂ,?)
D’ou D, n D, = {Q}
Exercice 3
T : « le client a acheté un téléviseur »
M : « le client a acheté un magnétoscope »
P(T) =0,6; Pr(M) =04; Ps(M)=02et P(T) =04
1) Calculons la probabilité qu'il achéte un
magnétoscope et un téléviseur
P(MNT)=P(T)xP(M)=06x04=024
Alors: P(M NT) = 0,24
2) Calculons la probabilité qu'il achete un
magneétoscope
D »apreés la formule des probabilités totales, on a:
p(M) = P(T) x Pr(M) + P(T) x P+(M) = 0,24 + 0,08
Alors : P(M) = 0,32
3) Calculonsla probabilité qu'il achéte un téléviseur

sachant qu’il a acheté un magnétoscope

_ P(unT) _ 024
Py (T) = P(M) 0.32

Probleme
=x? L . yoo[etn EN’
fulx) =x*—n—= V¥ x €]0; +o[
Partie A :
1) ga(x)=x*-n+t ninx, v x € ]0; +m[‘ o
a) Etudions le sens de variation de gy €t précison
ses limites

]0; +oo[ etona:
n 2x%+1

g (®=2x+t ="
vx€)0; +oof g, (x) > 02l
croissante sur ]0; +9o[

(x) = —oo et limx_.+m gn(x) = Feo
)=0 admet uné

gn est dérivable sur

ors gn est strictement

limx—'+ In e
b) Montrons que I'équation gn (x

unique solution @ g
gn est continue et strictement croissante sur ]0; +oof, elle
réalise une bijection de ]0; +oo[ vers g(J0; +oo) = R.
Comme 0 € R alors I'équation gn(x) = 0 admet une

unique solution -
__ gnlx
2) Etablissons que, V x €]0; 4ol f' () =52

f, est dérivable sur ]0; +oo[etona:
. Zxx-minx _ x*-ntninx
1 — _ X =
f n(x) =i x2 %2
4 41 gn(x)
DotV x € ]0; +oof, f', (x) = —:,T
et déduisons en le sens de variation

Etudions le signe de g
de fn ‘
gn est strictement croissante et s’annule e
Vx €]0; ap[.ga(x) <0
V x € Jay; +[ gn(x) >0
f',(x) étant du signe de.gn(x), on déduit :
vx €]0; a,[,f',(x) < 0alors f,, est strictement
décroissante sur ]0; ay[ '
V x € Jay; +0o[, f'n(x) > 0alors f, est strictement
croissante sur Ja,,; +oo[
3) Etudions les limites de f, en 0 et en +o0
o limeg fo(x) = —(-) =+
ol f(X) = +00
Montrons que la droite (D,,) : y = x — n est asymptote a
) |
”mx—-+m(fn(x) ={x= Tl)) = limy 400 (—n T) =0
Dot (D,) : ¥ = x — n est asymptote oblique a (C,) en +o
Etudions la position de (C,,) par rapport a (Dy)

ful) = (x—n) = —n ==

v x €]0;1[, f,(x) —y > 0 alors (C,) est au dessus de

(D)
v x € ]1; +oo[, f(x) — y alors (C,,) est en dessous de

(Dn)

PartieB:n=1letn=2

n ay,, alors:

1) Montrons que :
e Pourn=1a =1
g,(x) =x* =1+ Inx

g.(1)=1-1+4+In1=0alorsa; =1 ;
. B O g e e e e e e —————————————t ———
|

Alors : Py (T) = 0,75
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Pourn =2, 12<a;<13
92(%) = x? — 2 4 2iny

92(1,2) = -0,19 et g,(13) = 0.21
92(1,2) X g,(1,3) < 0 alors 12<a,<1,3
2) En utilisant les regles sur les inégalités et
I'encadrement de a,, montrons que : f;(a;) >

-1,24
fa) =ay -2~ “‘et12<a2<13
=08<a,-2< 07 (1)
_ZAn@3) . _2na; o 2n(2)
s ST ST 2)
(D) +@): flar) 2 -08 - 52 > ~0,36 > ~1,24

D'ol f,(a;) > -1,24
En utilisant le sens de variation de f,, montrons que :
falay) < -1,24
@, < 1,3 alors fr(a;) £ f>(1,3) < -1,10
3) Dressons les tableaux de variations de f; et f,

Tableau de variation de f;
£ |0 1 +co
fal -+
400 +00
O BN

Tableau de variation de f,

T |0 1,2 400

Sujet n°8
Exercice 1
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solvons dans C 2+42+48=0

1) Ré
A=4- 8—‘-—4 (20
1"-—2-&-210u2‘z""Z }Zl
—2-2i
Dol § = (-2+2i; .
. ,B(b=—2—2i). Plagons 4
2) A(a_ 2+"21) ( _‘_D et
(%
41
A 2
a1 7 ¢ ¢ &3
AL g #
|

a) Déterminons I'affixe ¢ du point C image du point £
par la rotation de centre O et d’angle-;f
r:z' =izalorsz, =c=i(-2-2i)=2-2i
b) Déterminons I'affixe d du point D image de C par
la rotation de centre 4 et d’angle;—(
r:2'=i(z—2z,)+2,
r(C)=Dalorszy =d =i(zp —24) +2, =2+ 6i
c) Plagons C et D
3) Soit la similitude directe du plan tel que :
S(0)=0etS(E) =Faveczg =1+iet
zZr=1+ iv3
a) Déterminons I'écriture complexe de S
S:Z'az+b
{S(O) =0 alors {b - (1]+1~/§ V3+1 | . V3-1
S(E)=F a=?=—2—+i—2—
3+1 .V3—
(52 +05)z
b) Déterminons I'angle et le rapport de S
a =Arg(1:+{§) =’3—T—§ alorsa:;"5
o |1+i\/§l o

1+

D'ou§S:z' =

c) Expression analytique de S
I -y (_
X iy = ( B —)(x+ty)

r oy e V341 Vi-1 V3-1 V341
x +iy =—x- y+t( X+ - y)
x,“ﬁnx_ﬁﬂ
T2 2 Y
Vi-1 V3+1
= x + = y

y' =

Exercice 2
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I'équation ; 45x% 4 2

= 8 =1
333?3?1117 17=y45—28

- 1 |11=28-
17=1lx1+6 P 6=178_1117
11:6‘X1+5 5=11-¢
6=5X1+1 s oz

1=6—5=6><2—11

ii(17—11)><2—11=17><2—11x3

. : 17x2—(28—17)x3=17x5—28x3
’—‘(45—28)><5-28><3=45x5+28><(—8)

D'ou (x5 o) = (S; -8)

Déduisons en Son ensemble de solution

45x+28y=45x5+28x(—8)

45x —45 x5 = —28y + 28 x (-8)

45(x - 5) = 28(~y — 8)

45 et 28 étant Premiers entre eux alors 31 k € 7 tel que :

{x—5=28k o [Xx=28k+5
~Y - 8=45k = —45k -8

D'ou S = {(28k +5; —45k — g),k € z)
c) Déterminons le couple (x; y) solution de
I'équation (£)
De ce qui précéde, on déduit -
(x;¥) = (28k + 15; —45k — 24),k € 2
2) Déterminons les couples (a; b) tels que :
m = ppcm(a;b) et d = pgcd(a; b) vérifient :
8m —105d = 30
d divise 8m — 105d alors d € D(30)
d €{1;2;3;5;6;10; 15; 30}
Pourd =2,ona:m =30
NB : les autres valeurs ne vérifient pas
{pgcd(a; b)=2 sl :{pgcd(a;b) = 2
ppcm(a; b) = 30 axb =60
Soita = 2a’etb = 2b' alors : {ngd(al; b)=1
a' xb' =15
Avec a’ et b’ premiers entre eux
Alors : (a'; b") = {(1;15),(15; 1), (3;5), (5; 3)}
D’ou (a; b) = {(2; 30), (30; 2), (6; 10), (10; 6)}
Exercice 3
1) Soit(E):10zz+3(z2+2%) =4
Démontrons que (E) est une ellipse dont on déterminera
les éléments caractéristiques
102z +3(z*+2°) =4 ®4x*+y’ =1
Alors (E) : ij'*'yz =l

4

Donc (E) est 'ellipse de centre O
Eléments caractéristiques
e Axefocal: (0,))

¢ Demi-distance focale:c =

e Sommets: ‘
2,(0; 1), B,0; —1), A (310) 42 (-3:0)

Vi -
e Foyers:Fj (0; —_;),FZ(O; z) 23
vy o BeDy):y =5
e Directrices: (D1):Y =73
V3

c
o Excentriclté:e =3 =7 N
2) Déterminons 'équation réduite de (£') lrr;age de
(E) perla similitude directe de centre O, de

m

rapport 2 et d’angle i
x =xVZ—yV2
S:z' = (VZ+iv2)zalors: T

ety ient :
En exprimant x ety en fonction de x’ et y/, on obtie

_ x4y
=20

_ =xl+y
Y=

2
=1

2
x+y -x+y
S((E)) = (EN alors: 4(2—‘[2:) + (——zﬁ )
D'ou (E') :5x% + 5y2 + 6xy —8=10
3) Déterminons la nature de (E”) et ses sommets

(E") est I'ellipse de centre 0
VZ_ V2
Ay =) = 43(F )
- Vi, V2
A’z = S(Az) = Alz (__2—; _—2_)
B, = S(B,) = B'1(—V2; V2)
B', = S(B,) = B',(VZ; —V2)
Probléeme
Partie A : h, (x) = x — Inx,V x € ]0; +oo[
1) Etudions le sens de variation de h,. Montrons que,
v x €]0; oo, hy(x) >0 )
h, est dérivable sur ]0; +oo[ etona:h';(x) =1— -
v x €]0; +ool by (x) = =
Kix)=0ex=1
Vv x €]0;1[, h';(x) < 0 alors h, est strictement
décroissante sur ]0; 1[
Vx €]1; +oo[,h';(x) > 0 alors h; est strictement
croissante sur ]1; 4oo
h(1) =1
h, est minorée sur ]0; 4+oo[ par 1, alors : V x €
]0; +oo[, hy(x) >0
=. % 1.
2 fG) = 2 10; +oo]
a) Etudions le sens de variation de f;
f1 est dérivable sur ]0; +oo[etona:
i _ x—lnx—x(l—i) _ 1-Ilnx
f 1(x) - (I—ITIX)Z = (x—lnx)z
flix)=0ex=e

v x€]o; el.f',(x) > 0 alors f; est strictement croissante
sur ]0; e[

VxEle; +oo[, f*, (x) < 0 alors f, est strictement
décroissante sur Je; +oo[

T B T S S T T S W SO SO S
e s ———————————————————————
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Etudions les limites de f; et dressons son tableau
de variation
o lime e f(x) =0

1

. .
limy e f1 (%) = llnl,;_.+m;'m =1
¥
Tableau de variation

T |0 ¢ <o
IR

5

" 1,58
fiz) : s \1
3) {% x)=0
@1 (x) = f1(x),¥ x €]0; +oo[
a) Montrons que ¢, prolonge f; par continuité en 0
lim,_o+ f,(x) = f,(0) = Oalors f; est prolongeable
par continuité en 0. Soit ¢, ce prolongement, alors :

_x .
{(01(76) =——,s5ix>0

9,(0)=0
b) Etudions la dérivabilité de ¢; en 0
. @1(x) 5 1
lim, g 'x =limy g ——=0

Alors ¢, est dérivable en 0
Interprétation graphique : ¢', (0) = 0 alors la courbe
représentative de ¢, admet a l'origine du repére une demi
tangente horizontale.

¢) Tragons la représentation graphique de ¢,

PartieB:n > 2
1) hy(x) =x™—Inx,Vx €0+ o[

Etudions les sens de variation de h, et déduisons en que,
Vx €0+ h,(x)>0
h,, est dérivable sur ]J0 + co[ etona:

' _ n-1_1_ nx"-1
h',(x) = nx e

] 1
K,(x) =0 &x= 7

1 " .

VxE€ ]0'"_\/5 [,h n(x) < 0alors hy, est strictement

L 1
décroissante sur ]On——ﬁ[

R (x)>0 alors hy est strictement
n

Vx€E ]w\;ﬁ: +°°['
croissante sur ]ﬁ‘}_ﬁ:’ +°°[

@O0 | |
h, est minorée sur]0 + ool par;—f;ln () 2, 3lors:

Vxe]0+00[,hn(x)>0
) ful®) =g VX €10+ oo
a) g,,(x)=x1+(1—n)x“—lnx,Vx€]0+oo[

Montrons que gn est strictement décroissante sur

10 + o[

g est dérivable sur ]0 + oo[ etona: )
n(1-n)x"—1

g'n(x) =n(1—mn)x .

n<0 on(1-nx"-1<0

est strictement

n-l__l_
x

n>2,alors1—
Douvx €]0+ g, (®)< 0 alors gn

décroissante sur 0 + o[
Montrons Iexistence d'un unique a,, € ]0; +oo[

tel que : gn(@n) =0
ntinue et strictement décroissante sur ]0; +oo[,

ection de ]0; +oo[ vers g,(J0; +oo[) =
R.Deplus 0 € Ralors 3! a, €

gn €stco
elle réalise une bij
]lim+m“gn; lim_e gn[ =
10; +oo[ tel que : gn(@n) = 0
- Comparons @y et 1
gnlay) =0et gn(1) =2—n < 0alors
gnlan) > gn(1) @ an <1
Donnons la valeur de a;
g.(1) =2 —nalorsg,(1) =2-2=0
Do, =1
b) Démontrons que,V x €]0+ o[, ona:

' — gn(x)
o) = (xT—Inx)?

f, est dérivable sur ]J0 + co[ etona:

a1
X"—lﬂx—x(ﬂX" 1-;) x"-inx-nx"+1

f n(x) = (x™-Inx)? (x"-Inx)?
i _ (1-n)x"-lnx+1 _ gn(x)
f "(x) T (xt-Inx)? T (xM—Inx)?

¢) Déduisons en le sens de variation de f,
f'n est du signe de g,
De ce qui précéde, on déduit
Vx €]0; ay[,f', (x) > 0alors f; est strictement
croissante sur ]0; a,(
V x € Ja,; +oo, f' (x) < 0 alors f, est strictement
décroissante sur Ja,; +oo[

d) Etudions les limites de f,

o limg+ f, = 1im0+xT_"l; =0

= 2 1
o lim,fn = hmmF—,—m = 0 donc la droite
X

d’équation y = 0 est asymptote horizontale a la
courbe représentative de f,
e) Montrons que f,, admet un prolongement par
continuité en 0, noté ¢,
limg+ £, = f,(0) = 0 alors £, est prolongeable par
continuité en 0 et soit ¢,, ce prolongement

it T TR ——
T ——
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D'o‘
u G’(x) < Xz(xZ_ZXNG)

2y 2532
. G'(x)- )
Vx E]~o°- \%ml': 1-V7oux=1+V7

[Vl1+ vz, +oo,G'(x) > 0 alors G

vxE]l:Oo.‘l*ﬁ[ec]l_,_ﬁ; +°°[

I -
SUr]1 . 1[U]—1;2[;G'(x) < 0 alors G décroit
2 e ~1fet]-1;2
l_tUdes aux bornes de D¢
im
R S G(x) = —o0 et limy, 1o G(x) = 400

i
La drojte dl:né’;:-l{ 6) = ~coet lim,,_;+ G(x) = +o0
* lim alion x = —7 et asymptote verticale & (Cg)
La droite d.é"*Z" G(x) = —oo et lim,_,+ 6(x) = +
3y T quation x = 2 est verticale 3 (C;)
racons la courpe e
x = letlim(G(x) - x) = 1

A|0rs ]a d N
roite d'é .
en oo €quationy = x — 1 est asymptote oblique

—_—
"5"‘5‘5"--3—2:-;5 ek +
4 -
ﬂ
Sujet n°10
Exercice 1
{x’=y+1
y =x4+3

1) Montrons que f est une isométrie négative
Soit O un pointdu planet 0'(1;3) = f(0)
OM? = x2 4 y2 et O'M'2 = (x' — 1)* + (¥’ — 3)?
OM?=(y+1-1)+x+3-3)2=y>+x°
Alors : OM = O'M’

Soit @ I'endomorphisme associé a f tel que : M, = 2 (1)]
_10 1y_
detp = 1 Ol =—1

D’ol f est une isométrie négative
2) Déterminons 'ensemble des points invariants

M est invariant par f si et seulementsi: f(M) =M
x=y+1 x—y=1
{y =Z+ 3alors{x_;,l:_3

D'ol 'ensemble des points invariants est I'ensemble vide
Donnons la nature de f
f estun antidéplacement qui n'a point de points invariants

donc f est une symétrie glissée

W

Ndonaye Patrice Ouala (Collection Aquipat)

Déterminons les éléments caractéristiques de f

s Vecteur de translation’
) x":y'-]-l {;"=X4'4
° = 0 S
fofiM)=M alors,{y.'zx,” =y+4

fof =ty alorsi(2;2) est le vecteur de translation
e Axe de la symétrie
spoy=/fet-g

[y =x-2
b 1=y —2

_y2=y1+1 X, =y—-2+1
Alors.{y @{yz=x—2+3

=% +3
frp=y-1
Alorss(D).{y2=x+1 .
x=y-1 ‘(x—y+1=
So)(M) = M “{y:xn ﬁ{—x"h’k‘y—a1=0

Dot (D):x—y+1=0
Exercice 2
-2
1) Résolvons dans C I'équation (1) : 2= =

z—::—’zz oz-2=zt-z72-2z+2=0

i~
A=-1=4?

2, =1+ietz;=1-1

S={1+i1-1i}

Donnons le module et un argument de chaque solution

|zy| = V2 et|z,|-= V2

cosf =
Soit § = arg (z,) alors:

= &5l
MRS

sinf=—==
2

D'oliarg (z;) = %[271’]

7, = 7; alors arg(z,) = —%[2715]

. 22 . -2 5
2) Résolvons dans C I'équation (2) :% =1
=3 _ : .
;—_—1=L oz-2=iz—-ioz01-)=2-1i
Alors.z = ﬂ — (2-i)(1+i) — 242i-i+1 _ §+ li
1-i 2 2 22
pous = f2+1i) -
22
3) Soit M, A et B les ponts d'affixes respectives z, 1
et2
a) Interpréter géométriguement le module et un

z-2
argument de : —
z-1

z-2| _ MB z-2\ _ TV ATV
—| =5, etarg (;) = mes(AM; BM) + 2kn
b) Retrouvons géométriquement la solution de
I'équation (2)
@ :Z=i
2] . MB _
-1l MA
-2\ _=n STV AT A P
arg (Z__—l) =24 2kn mes(AM; BM) = >+ 2kn

Cette solution est donc I'intersection de la médiatrice du
[AB] et le cercle de diameétre [AB](c’est le point d’abscisse
positive)
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4
) ~Montrons, 3 aide d'une interprétation

geometnque Que toute so
2

k4
L:) = {2 pour partje réelle 2 2
De ce quij précede, on 3 -

p f-=2

—_—

z-1

7| = 1alors

= M~alors C i) = M8

e - Man

()|=1 e

D’aprés 2) et 3) b), on déduit que toute solution de

I'équation (5)71
zZ-1

()=

- ., 3
= La pour partie réelle 5
‘ )2 3 z-2 2 =
-+ Résolvons dans C | equation (3) : (—1) =i
7
z-2 . i
Posons Z = zTl-alc)rs 7= =,l7
S0it Z = re'® 3lors 72 = r2p2ia

re=]
a =24 jraveck ={0;1}
4

_——— =
2
Alor :ﬂ=£ ‘/_ 2__V2_ .2

z- 2 2 z-1 2 2

=2 _Vi .2 (VB
:_T+l? —2—(2 1)( +lz)

Vi, .2 Vi V3
z2-z(F+iF)= ‘"“*2“2(1‘7"7)—
22 ﬁ+2
272
_—ﬁ—N’+43 27 .

== a1
2 _ £_ £  mie _Vz_ .z
= i—®z-2=(z- )( . l?)

\/_ 2\ _ V2 .2
Z_z(—T_lz) FrigTa
\/i+4+l\/i_3+ 27 .

=>Z=Z+'\/E+l\/_—; s+4\/i_ll |
rono— [3 z\/‘.‘s 2VZ
DouS—{z B-4v3 - +s+4ﬁl]
Probléme
eux
f"(x) enxiy

PartieA: f;(x) =

e*l?

1) Venﬁons que, Vx ER, f(x) =
X
fix) = =

e" +7 e"(1+7e"‘)

D'ouVx€eR,fi(x) =

1+7e¢~%

%

2) a) vérifions que la courbe (C,) admet deux
asymptotes dont on précisera des équations

o lim_,f; = :4; = 0 alors la droite d’équation

¥ = 0 est asymptote horizontale 3 (€,) au

voisinage de —oo

My fy = % = 4 alors la droite d’équation y = 4

est asymptote horizontale a (C;) au voisinage de
+00

b) Démontrons que f1 est strictement croissante
sur R

L . 4e¥(e¥+7)-ge2X
fy est dérivable sur Retona: f', (x) = %

lution de I equation 4

2 X
Dot f',(x) = s
tement croissante st
0 alors f; est stric
vxeRf,(x)>
R

¢) Démontrons que, vxERO< fl(g;) < 40 .
£, est strictement croissante sur R et hm_‘:1 h =
lim,e f; = 4alors: VX € R,0 < f(x) <7 et

3) a)Démontrons que le point I, (In7; 2) es

strie de (C1)
centre de syme (41 -

4 = =
f1(2In7 - x) = 1+7e—zln7+x - 1+le’ 7+eX

49" __ 4(74e)
f1(21n7 x) +f1(X) 7+e1' ex+7 T eX47

D’ou f,(2In7 — x) + f,(x) = 4 alors 1,(In7;2) estun

centre de symétrie de (C;) ‘
b) Déterminons une équation da tangente (T;) a
(C,) au point I;

y=f Un7)(x - In7) + f,(In7)

Avec f;(In7) = 2 et f' (In7) = 1

D'ot (Ty):y=x—1In7+2

c) Tragons (C;)
Tableau de variation de fi

z | —00 +00
/() +
z
/(@) /
0
i

-4}
a) Determlnons une primitive de f, sur R
fi(x) = ex; 30 Fi(x) = 4In(e* + 7) 4 ¢

4)

b) Calculons la valeur moyenne de fi sur [0; In7]
= Ef fi(x)dx = ——[4ln (e* + 7))g"

n7

y——(4ln14 4in8) = 7ln?

Partie B :
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1)

Onlr()ns
qu
e le poing 4 (0 ) appartient 3

so=2_1
2) c)w g“zalors‘q( )G(C)
Démontmns que, v "

droite d'équation < "€ N*, la courbe (€, Jetla

¢ o’y tersection N Y = 2 ont un unique point
G)n O =y Onton précisera I'abscisse

48"4‘ -— 26'1‘ c"li\+? =
Sx= ln\v ey 7

n

b) Détermip

"ONS une équation de la tangente (Ty) A

s ) =) 1, (2)
L ) < g () = 20
=" (lnv) =netf, (m) ) (e"¥472
=y (\ - m) ‘2

D’
OU(T) y= 71-\*11[7{-2

S)Tracons (e ) et (Ca)

3)

1n7f fn(x) Montrons que la suite (u,,) est
constante

fa(x) = ;f,” > F() = %ln e™+7)

In7

_L i nx T_ n 4
oy = [nln (e +7)](J =5 X - (In14 — In8)

u, = 2
In7 4
D’ou la suite (u,,) est constante
Sujet n°11
Exercice 1

1) Calculons (2 — V3 - i)?
2-V3-0)?=6-4/3+i(2V3-4)

2) 222-(2+V3-3i)z-1+V3-i(1+V3) =

a) Résolvons C cette équation

A= (2 + V3 - 3i)? = B~1+ V3 -i(1++v3)
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0=6-4V3+i(2V3-4)= (2 -3 - i)’
24/3-3i42-V3-1

7y = BT S 1
24V3-3-24V34 _ V31

e =773!

Dol § = [1—[,—--1]

b) 7= —'/2-3- - %l. Calculons 2,295
202015 = ¢052015 E - tsmzmsg

op 20181 _ 336 - "

2015 n ¥ 1
Alors zg4 = C0S (— Z) (sin (—E) == + ;1
Exercice 2

7 boules nolres et n boules rouges soit 71 + 7 boules
On tire successivement avec remise deux boules de 'urne
Si les deux boules sont de méme couleur, on gagne 25 frs
Si les deux sont de couleurs différentes, on perd 25 frs

1) Onsupposen=>5

a) Calculons la probabilité d’obtenir deux boules de

méme couleur
Soit ) l'univers des possibles, alors : Cardl = 122 = 144
Soit A cet événement, alors : Card4 = 52 + 72 = 74
37

P 74
DOUP(A)—_-m:;

b) . Calculons la probabilité d’obtenir deux boules de
couleurs différentes

Soit B cet événement alors CardB =2x5x7=70

Alors P(A) = j;

2) On suppose n>5
a) Calculons P(X = —25) et P(X = 25)

2X7xn 14n
P(X = -25) = 472 (n7)?

P(X_Z ) 724n? =nz+49

(n+7)z (n+7)2

_ (n— 7)
b) Déduisons en que : E(X) = 25 x 7
E(X) = -25 x

4+ 95 x 2 2+49 75 5 —-14n+n?+49

(n +7)z (n+7)?2 (n+7)2
—7\2
D'oli EQX) = 25 x M9 _ o (o7

(n+7)2 (n+7)?
¢) Valeur pour laquelle E(X) = 0
EX)=0en=7
Exercice 3
1) Z'=7"+2z, M(x;y) et M'(x';y")
1) Calculons x' et y’ en onction de x et y
X'y =(x+iy)?+2(x+iy) = x2— y? + 2x +
i(2xy + 2y
{x'zxz—y2+2x
y' =2xy+2y
2) Montrons que I'ensemble (H) des points M tels
que z' soit imaginaire pur est une hyperbole dont
on précisera le centre, les sommets et les
asymptotes
Z7€ER@x2—y*+2x=0
Onobtient : (x + 1)2 —y2 = 1

UV S
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Alors
(H) est une hyperbole équilatere de centre

2’( 1;0), de sommets A(1;0) et A'(-1;0) = 0(0; 0) et
(=2;0), d'asymptotes (A): ¥ = X y=x+1let
(AI)5Y:-‘X Sy=—x-1
D) P x? -3y 4 8x+ 12y +16 =0
1) Montrons que T est une conique dont on précisera
le centre, les axes de symétries, les foyers, les
directrices, les asymptotes et 'excentricité
(x+4)?-3(y-2)2+12=0

Alors T': — &+0? | (-2)2 _ _X,Y_
P + y 1 e 12+4—1

[ est la conique de centre Q(—4; 2)

* Lesaxes de symétries : (Q,]) axe transverse et

. (Q,7) axe non transverse

* Les foyers:
a=2V3,b=2alorsc=VIZ +4=4
F(0;4) et F'(0; —4) dans (; T; J) alors F(—4; 6) et
F'(=4; =2) dans (0; T; ))

e Llesdirectrices :
(D) :Y =b—:= let(D'):Y = —1dans (Q; T; J) alors
(D):y =3et(D'):y=1dans(0; T, ))

e Lesasymptotes :

@):¥=Zxet():y = ~L X dans (@ T; J) alors

(A):y=?(x+4)+2et(£\’):y= —g(x+4)+2dans
()

e  Excentricité :
€
=== 2
=b
2) Soit (D) : y —3 = 0 et P(—4; 6). Déterminons

I'ensemble des points M tels que : d(M, P) =

2d(M,D)
d(M, P)

d(M,P) =2d(M,D) =2 =

(M.P) = 24(M,D) & G =2 = e

— LdMF)
Or P = F alors ' aMD)
D’ou I'ensemble cherché est I'ensemble '
Probléme
fx) ==exsix < 0
) f(x) = x%nx,six >0

0)=0
1) a) Montrons que, V x < 0, f est dérivable et
calculons sa dérivée

1 Ar 2 .
xw = est dérivable pour x < 0 et x — ex est dérivable

pourx <0
Par produit, f est dérivable pour x < 0

S - - 2 1) 2
Vx<0,f (x)——;ex—;ex—(—x—a—;)ex
e ' (x+1) 2
Doqu<O,f(x)=——14—ex
f)=0ex=-;

Alors: f'(x) >0 sur]—oo; —%[ etf'(x)<0 sur]—%; 0[
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vx >0, fest dérivable,
on signe
Ins est dérivable

b) Montrons que, :
calculons f'(x) et étudions s

tx
» s %2 est dérivable pour X >0e

pourx > 0
Par produit,

1 2
vx=20f'(x)= 2xlnx + %%
1

fl=0ex=¢e2 .
Alors: f'(x) < Osur]O; e'z'[etf x)>0 sur] e’z; +oo[
[ ot lim,_o* [%2 Déduisons

urx =0

f est dérivable po
= x(2Inx + 1)

-

¢) Calculons limg-0-
en que f est dérivable en 0

lim, o~ f_ix) = limyo- ﬁ oE = limy-co Xie¥=0
Alors limy._,o- f—ix-) =0

lim, g+ L2 = lim_o» xlnx = 0

Alors lim,_,o+ f_(:_) =0

) ' _
limx_,o—/—ix—) = limx_,o+f—ix— = f'(0) = 0 alors f est

dérivableen 0

d) Continuité de fsurR
f continue sur ]—oo; 0[ et sur [0; +oo[. De plus f(0)=0 alors
f est continue sur R

2) Calculons les limites de f en —oo eten +0oo

o lim, of(x)=0

o lim, e f(x) =+

3) Dressons le tableau de variation de f

I —0c0 -1/2 1fe +0oo

IR
0,5 +o0
f(z) / \A el
0 _051
Partie Il :
A gix)=3+4+2In(x—1)-In(x+1),Vx €
]1; +oof

1) Calculons les limites de g

o lim,., g(x) = —

o im0 g(x) = limy, 0 (3 +In (’:—11)) =400

2) Etudions les variations de g
g est dérivable sur]1; +o[etona: g'(x) = o
o x-1 x+1
x2-1
Vx €]1; +oo[,g'(x) > 0 alors g est strictement croissante
sur]1; +oof

Tableau de variation de g

D'ouVx €]1; +oof, g(x) =
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3) m
ontrons que I'équation g(x) = 0 admet une

Unique solut;j
uti
g est o ona

Ntinue et stri
. strictement croj :
réalise t croissante sur ] 1; +oo[, elle

une biiecti

plus o er;; b||jec“°n de ]1; +oof vers g(J1; +oo[) = R. De
N alors il exj .

9(a) = g Iste un et un seul a € ]1; +oof tel que

13 (14 (15|16 |17[28]19

Alors axa=13
4) Tragons ©

™
+

-24

o~
un+:| = g(un)
1) Représentons sur I'axe des abscises ug, u; et u,
u, = g(5) =398 etu, = g(3,98) = 3,57
2) a) Vérifions que g(3) = 3. Montrons que si
x € [3;5] alors g(x) € [3;5]
g(3) =3+2n2-2In2=3etg(5) =39
g([3;5]) = (3;39] c [3;5]
D'ousi x € [3;5] alors g(x) € [3;5]
b) Montrons que, V x € [3;5],ona :is g'(x) <
5

6
1

1
§_<_ lSl
x —
3<x<5 e 1 2 1
i L & =
4~ x+1 6

1 1 ’ 1
= o < = =
Alors ~ 4_g(x)_ =2

r S
D'OOVXE[3;5],0na:§§g(x)sg

Wn— S——
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¢) Montrons gue, V' 7 e N,uy, € [3; 5]

= i 5]
’,u.o—5=°uo€[3. '
o Supososnsque, V1€ N, u, € [3;5]

o Vérifions que Un+1 € [3; 5]
ona:g(x) € [3:5] |
Posons x = Up = g(Un) = Un+1 € [3;5]
DotV n € N,u, € [3; 5]
d) Montronsque, Vx € [3;5], 1g(x) — 3l <
, 5
vxe[3:5],9(x) €[3;5]etg'(x) S
U'inégalité des accroisements finis 3 g entre 3 et x do
5
lg(x) — g3 < 5lx =3I
org(3)=3 ]
DotV x € [3;5),19(x) — 3| ‘Sglx = 8
3) a)Montrons que, V7L € N, Iyn -3|<
(i)n lug — 3| '
6 0

‘ 5
PosONs X = Uy Alors : [unsy — 31 S5 lu,, — 3|
!

21x -3l
6

nne:

Par itération,ona:

5
[un = 31 < g ltn-1 = 31

5
Juy — 3| 3'6‘|uo'3|

Par produit et simpliication, on obtient :
n

5
VneN i, —31 < (3) luo =3l
b) Convergence de (u,)
5\" ;
im0 (g) = 0alors: lim, 40 Up, =3

) Déterminons n, tel que : |u,, — 3| < 1072

g, — 3| <102 (%)"” x 2 <1072

-2in10-In2
Alors ng = -—]n(%) .
Soitny = 29
Sujet n"12

Exercice 1
P(z) =23 - 622+ (12— i)z — 9+ 3i

1) Montrons qu'il existe un réel a tel que : P(a) = 0
P(a) =a®—a?+12a—9 + i(—a +3)
P(a) =0 @{a3—a2+12a—9:0

-a+3=0

aréel, —a+3 =0alorsa =3

2) Déterminons a et b tels que :

P(z) = (z—3)(z* + az + b)
P2)=(z-3)(z*+az+b) =23+ (a—-3)z% +
(b—3a)z—3b
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Par identiﬁcation, on obtient : {g = 3_ 3 .
Dol P(z) = (z-3)(z22 -3z 43— 0 l
3) Réolvons dans C I"équation P(z) = 0

P(2)=0 ®z2=30uz2-3z+3-i
0=9-12+4i=-3+4i
Soit § = x + iy tel que: §2 = A= x2 — y? + 2ixy et
|63 =x2+y2 =5

x2+y2=5 xt=1

xt-yrt=-3 @{y?=4

2xy = 4 xy >0
x=1loux=-lety=20uy=-2
Alors § =1+ 2i
_ 3142

3-1-2i .
=1-i

z =2+iouz; =
DouS=1{3;2+i;1-1}
4) Soientzy =3,z =2+10iz,=1-1i
a) Démontrons qu'il existe une unique similitude
directe S de centre C, qui transorme A en B
Soit: z' =az+b
[S(C) =C o {zc =az;+b(1)
S(A) =B lzzg=az, +b(2)
(1) — (2) donne : z; — z5 = a(z¢ — 2z4)

1+2i 4 3
Alors:a=—=-+-1
2+ S S
2 4.
=Z,—Qz,=—-—=i
b=zc—az=-;-3
s 4 i 2 4.
D’ouS:z'=(—+—L)z————z
55 5 5
b) Déterminons le rapport de S
k=lal=1

c) Donnons |’xpression analytique de §
Posonsz = x +iyetz' = x' + iy’

i
x'+iy’' =(§+§i)(x+iy) —g—gi

x’+iy’=§x—§y——+i(§x+§y—g)
(.. T R

s =T TS
e B 4
yErEY

d) Soit (D) :y = x. Donnons une équation de la
droite (D), image de la droite (D") par S
Exprimons x et y en fonction de x" et y’

, 4 3 2
H=x—ys
En résolvons le systeme : i 2 Oonobtient :
!
=x4-y--
Y =5 sV s
. 4x'+3y1+4 _ -3x"+4y+2

z ety P

Y= (p  -3x"+ay+2 _ 4x"+3y' +a4
S((D), (D") alors : , -

D'ou(D'):7x—y+2=0
Exercice 2
1) Démontrons que, Vi > 1,229"%2 — 31371 g5t
divisible par 9
Soit P(n) cette proposition
e Sin=1,2211-312=P(1)
22 = 4[9] et 31 = 4[9] alors 221! = 7[9] et 312 = 7[9)
Alors : 221 — 312 = 0[9] donc P(1) vraie

le
suposons queé p(n) estVvra
L]

n+l
vérifions au rang .9525) |
; a) Déterminons ngd(21590'540 o
) 21590 9525 2 ; =
; 9525 2540 190 °
: 2540 1905 635
=635
950; 9525) _
e pg:)igzélsolvons dans Z2:21590x — 9525y = 1270
- =2
21590x — 9525y = 1270 & 34x 15y -
34 15 :
D
d 15 4 :
: - tre eux
] t premiers entre
. — 1 alors 34 et 15s0n
ey 4=34—-15%2

=4x3+3 ©
15=4X%3 1—4-3x1

= +1
14=43_x31x1=4—(15—4x3)=4x4—15x1
1=(34-15x2)x4—15=34x4—15x9

Alor52=34x8—15X18

34x — 15y=34x8——15x 18

34(x—8) = 15(y —18)

34 et 15 étant premiers entr:i .
= =15

{;: fs—zlss’i{k I U: 34k + 18

D'ou S = {15k + 8; 34k + 18,k €L}

Probléeme

_ 4
[34—15x2+ {3=15_4X3

ux alors 3 k € Ztel que :

1 2
Partie A: g(x) =In (1 + ;Z—) —
1) Calculons g'(x) et vérifions que,

7 2(x2-1)

velo; +oolg'(0) = 2oy

g est dérivable sur ]0; +oo[etona:
2

Vv x €]0; +oof

_ 3 4x
g,(x) - 1+_1_2_ + (12+1)2
x
, -2 ax _ —2(x?+1)+4x?
g'() = x(x2+1) + (x2+1)2 ~ x(x?+1)?
yroy _ 2x2-2  _ 2(x?-1)
9 () = x(x2+1)2  x(x2+1)?
2) Etudions le signe de g’ (x)
. 2(x+1) ’ .
v €]0; +O°['x(x2+1)2 > 0 alors g'(x) est du signe de x — 1

Vx€]0;1[,g'(x) <0
Vx€]l; +oof,g'(x) >0
3) Calculons les limites de g, puis dressons son
tableau de variation
e limy+ g =+
e lim,g=Inl1=0

z |0 1 +oo
5"{1‘) = q] +
+co 0
.9'(‘r) \_\ //
-0,3

4) Déduisons en qu'il existe ¢ € R} telque g(a) = 0

Ed_——____“_‘\——————___-‘—\
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9 est i

- uncon‘tjnue et Strictemen

e ® bijection de]o; 1fv
MeQ gy ’

g, X ] 0,3; +oo[ al

Vériﬁons que

, i 1
t décroissante sur ]0; 1, elle Déduisons en que 0 < f(a) = f(0.5) < - f (05)
ers 9(10; 1) =]-0,3; +oof. 0< f(a) - f(05) < f (05)(a = 05)

! . : L
ors3la € R} tel que : 0r05 < a<0,6alorsa—05< 0,1 ==

. 1 o
908) = g 0S<a<og Dot v x € [0,5; a],0 < f(a) — (0,5) < 1 f(0.5) ‘
9(0,5) '(())09 €1 g(0,6) = —0,14 c) Déduisons en une valeur approchée de f(a) a
DgéEj '_6) S0205<4 <« 0,6 1073 prés
’ N uions enle Si d 1
apres I \ gne de g ; - -
Ve ]Oe ta[bleau de variation et de g(@)=0,ona: 05 fla)—F05) = 10f (h2)
i a '
9(x) > 0 1
X ) tenf g < g = f(05) < f(@) S 751 (05) + £(05)

0,804 < f(a) < 0,805
Soit f(a) = 0,805 ‘
5) Dressons le tableau de variation de f

%: f(x)=xln(1+
f(0) =0

Montrons que,V €

1 3
;),Slx>0

» 10; +oof, ' (x) =
f est dérivable gy 10; +oo[ et on :°[ f(x)=gx) r |0 05 4
F'(x) =5 T4 = !
( xz) * XITX—IZ 4 (I) i i i

) 0,805
= 90) )| 0 0
0

Sens de variation de f

f'(x) =]n(1 +L)_

Déduisons en 1

Vxelo 7
lo; al,f' (x) >0 alors f est strictement croissante 3
sur ]0; af
YV x .
; E.]a, +oof,f'(x) < 0 alors f est strictement
décroissante sur Ja; +oof
2)  Calculons I3 limite de xf (x) en +oo puis déduisons T

) en la limite de f en +oo

im0 xf(x) =

limx-"‘-m len (1 + ﬁ) = limt_,o L (1_‘+t) =1
t

. 14

limy o xf(x) =12 liy spen f(£) = = 0 :

3) a) Montrons que : lim, f = 0

. . 2
timy £ = limg xtn (232 = limg (xin(x? + 1) - 2xinx) =
0

hgnf:o

\Q
=
N 4=
w
[0 o

b) Etudions la dérivabilité de fenO

limx_,ow = limy_olIn (1 +$) =+

14
Alors f n’est pas dérivable en 0
Interprétation graphique : la courbe () admet 3 I'origine
du repére une demi tangente verticale
4) a)Prouvonsque,Vx € [0,5; a],0 < f'(x) < 24
f(05)
f'(x) = g(x) donc f* est décroissante sur [0,5; a]
Vv x € [0,5; a],f'(a) < F'(x) < F'(0,5)
Or f'(a) = g(a) =0 - _
/ ' Sujetn’13
D'ouV x € [0,5; a],0 < f'(x) < f'(0,5) ercicet sujetn’13
Sdui nque, Vx €[0,5; a],0< f(a)— EXETCICE 2 ’
;)(([))thu:;r:s(; 5?(a -0,5) [ P(z) = 2% + (=9 + 11i)z2 + (2 — 63i)z + 24 + 82i
s de e issements finis a f sur [0,5; a] donne : 1) Démontrons qu'il existe.a ERtelque: P(a) =0
Vincgalite des ac(cr; sz(o 5) < F(05)(@- 05) P(a) = & — 9a? + 2a + 24 + i(11e® — 63a + 82)
U —BENE fi) =fido) =/ aitas @ —9a? + 20 +24 =0
D'ouV x € [0.5} a],O < f(a) - f(0.5) < f(0.5)(a - {11(12 —6304+82=0
0,5) 11c® —63a+82 =0
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A= (-63)? - 4(11)(82) = 361 = 192

63+19 82
O, =2 __ 63-19
LT T T pWNey=—=2

a = 2 est 13 olution réelle

2) Déterminons deux complexes a et b tels que :
P(z) = (z - 2)(z2 +az +b)

1 9+11i 2-63i 24+82i
2 2 -14+422i -24-82
1 7+11i -12-41i 0

P(2) = (z - 2)(z22 + (-7 + 11i)z — 12 — 41i)
3) Résolvons dans € I'équation P(z) = 0

z2—-2=0
P(z) =
@ Oﬁ{z+{ T+ 11)z— 12— 411 =0

z—2=0alorszy =2

22+ (=7+11i)z-12-41i=0

A= (=7 +110)% — 4(—12 — 41i) = =24 + 10i

Soit § = x + iy tel que 62 = x% — y% + 2ixy = —24 + 10i

x2+yt=26 x2=1
x2—y2=-24 &{y?=125
2xy =10 xy >0

x=1loux=-lety=50uy=-5
Alors § =1+ 5i

7—11i+1+5i ,

P D= RILRR Y
2

P oe 11§ =1 =Bi .

Zy=——F———=3-8i

D'ol S = {2;4 — 3i;3 - 8i}
4) Ondonne:zy=2;2z3=4—3ietz; =3—8i
a) Démontrons qu'il exite une unique similitude
directe S quitransforme Aen Bet B et C
S:z'=az+b
{S(A) =B {zB =az, + b (1)
=3
S(B) = zc=azg+ b (2)

(1) (2)2 = Zp—Zc _ 1+5i - (145i)(—2-31)
zZp-2p T —243i 13

~-2-3i-10i+15 5
a=""=1-i
13

b=zg—az,=4-3i-2(1-)=2-i
DouS:z'=(1—-iz+2—i
b) Déterminons les éléments caractéristiques de S

e Lecentre .Q(a))
2-i

b 1
wzl_—a=T=—l(2—1)——1—21:>ﬂ( 2)

e Lerapportk
k=la]=+2

o Ll'anglea

cosoe=E
a =arg(a) = 2 Z:az—g
sina = ——

c) Donnons I'expression analytique de S
S:z'=(1-Dz+2—-1i
Posonsz = x +iyetz =x'+ iy
X'+iy=Q-Dx+iy)+2-i
X+iy=x+y+2+i(-x+y—-1)
xX'=x+y+2

Dol S : {y = x4 y—1

| o

NN

2) Déterminons I'espé
variance de X

4 9 ,16 25 36_ 92

2 == 4
E(x):inPi=;;+z‘1+§I+z1+z1 21 21
Dot E(X) =~

= 2 E(X
V(X)=EX" — [()]27 o s, e
AvecE(X2)=—+ +21 21 21 21

2)2 _ o _
vix)=21- (21) 441 181
3) Définissons et représentons la fonction de

repartition de X
0,six<1

Losil<x<2
21
lsiz<x<3
Fx<x)={2si3<x<4
0 si4<x<5
21

;ﬂ55x<6
\1,six=>6

Exercice 3
3 1 _
U =1uU =2, Unyz = ZUn+1 7Un etvy, = Upyy — Up

1) Montrons que (v,) est une suite géométrique
3 1
Un+y = Un+z ~ Uns1 = S Un+1 —5Un ~ Unta

1 1
Alors vy, = ;(u,,+l —u,) = 2Vn
e e B . 1
(vy,) est une suite géométrique de raison g = 5 et de

premier terme vy = 1
2) Exprimons v, en fonction de n

)

3) Sp=vytu 4y,

a) Démontrons que u,,; =1+ S,
Ona:v, =uUpy — Uy
Par itération, on a

Vp =Up —Up

Vg = Uy — Uy

Un =Un4p — Uy
En additionnant membre @ membre et aprés simplification,
on obtient :

. —————————
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S v

n =y
N4y =y, =
Doty 0= Uny,
U =
N+ =] 4 Sn

b)

= 1caruy = 1)

Expri
enpulmons Sy en fonction de n, puis déduisons
iy n en fonction de n
= 2
n \14\= (]-(l)"“ —pi nn
D' ) z 2 a ;
US, =2 (l)n
2

ne1 =149 (i)" alors 1y, =3~ G)"_l

Calculons |e Plus petit p < n tel que:

un - 3] < 10

Up —3 = _ (1) =

@) sors by - 3y = ()"

TS0 e () ¢y

(n— Dinl<
» Y 2 -

D’oy b=1§

Probléme

Partie A
[f(x) =1-xlnx
f(O) =1

1 5 s psie
) Etudions 1a dérivabilité de f en 0, puis interprétons

Braphiquement |e resultat
limo F&x)-r0)
X

u

)

lu,

~4n10alors: n > 4:—:;—°+ 12>14,28

,Slx >0

. = limy(~Inx) = +o alors f n’est pas
dérivable en g

Intreprétati i
" egfetatnon graphique : La courbe (C) admet au point
abscisse 0 une demi tangente verticale

2) ' Dressons le tableau de variation de f
f est dérivable sur J0; +oo[etona:

) = —lnx—%xx:—(hpc+1)
ff)=0ex=1

e
Vx€ ]0; i[,f’(x) > 0 alors f est strictement croissante
sur ]0; 1[

e
Vxe E; +°0[,f'(x) < 0 alors f est strictement
décroissante sur E, +oo[

lim+oof =it
Tableau de variation de f

z |0 1fe 400
f’(i‘) + Q —
{ 1,4
f(2) .
1 / —c0

3) Démontrons que I'équation f(x) = 0 dmet une
unique solution a

4 ; 1
f est continue et strictement décroissante sur ];; +00[, elle

est une bijection de E +oo[vers[(]%; +ooD =

J=oo; 1,4[. Comme 0 € |—o0; 1,4[ alors équation f(x) = 0

1
admet une unique solutiona € ];; +w[.

Donnons un encadrement de a 3 10~
e 11 - 14|15 161718 |19
[(a) | + + + + + - - >

Alors 1,7 <a < 1,8
4) Tragons la courbe (C)
b
2

Partie B :
1) X, > iet M, le point d"abscisse X;
a) Ecrivons une équation de la tangente (Tp) a (C) au
point My
y = f'Xo)(x — Xo) + f(Xo)
f'(Xg) = —(InXy + 1)
y =—(nX, + D(x — Xy) + 1 — X,lnX,
y = =(InXy + Dx + XplnXy + Xy + 1 — XylnX,
(To) ry=—(nXg + Dx+ Xy + 1
b) Montrons que le point M, intersection de (T) et

I'axe des abscisses a pour abscisse X; = ot
1+InX,
T)NGx)ey=0
_ - = 1+Xy
(InXp+Dx+X,+1=0ex T
Dol X; = ——20
1+InX, 3
1+x 1
2) g(x) - 1+lnx'vx € ];' +°0[

a) Démontrons que I'équation g(x) = x est
équivalente a I'équation f(x) = 0
1+x

s =x e =2

214+ x=x+xinx

21-xlx=0e f(x)=0

Doig(x)=xe f(x)=0

Déduisons en que |'équation g(x) = x dmet une solution

T T B o R A B A L A B
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e S

) =xe f(x) = 0etaétantla solution de

I'équation f(x) = 0 alors I'équation g(x) = x a pour
solution a

. 3
b) Soit] = [E; 2]. Etudions les variations de gsurl

§ =
g est dérivable sur I eton a: g'(x) = SX504)
(1+inx)?
1+lnx—-‘--1 J
"(x) = T xinx=-1
g ( ) (1+1nx)? (1+inx)?
Vxe L,g'(x) = =(=xlnx+1) - =-f(x)
9 (l) (1+Inx)2 (1+Inx)?
g(x)=0ex=a

Vtx € E ;’a] ,9'(x) < 0 alors g décroit sur E, a]
V x € [a; 2], 9'(x) = Oalors g croit sur [a; 2]
Tableau de variation de g

z |8f2 a 2

g + ) -
_a

i 1,?9/ \1,7?

c) Démontronsque, Vx €1,g(x) €
S<x<2=23<1+x<3 (1

E 2 - 1 < 1 < 1 5
2 1+In2 1+inx 1+1n5

(2)

(D x@2)=—2-<gx) <—

1+n2 1+In=

=215<g(x)<16
[15;1,6] © [g 2]
Douvx€el,gx)€el .
d) Démontronsque, VX € 1,|g'(x)| < 0,15

" _ —(=xinx+1)
vx€elg'(x)= R
SSx<2m —— < ——e <1y

(1+n2)2 = (1+Inx)? (1+1n§)2
3 3 3

SSxs 2= —(_ElnE+ 1) < —(=xlnx +) <
—(—2In2 + 1) (2)

-(—%lngﬂ) . —(-2ln2+1)
5> — 1 < -
Wx@) = 9@ < ()

' (Fin3+1)
g’ ()] < armaE 0,14

D'ouVx€lg'(x)] <0,15
3) {uo =2
Untr = g(Up)
a) Démontronsque, Vn € N,u, €1
o u,=2€]
e Supposonsque,Vn € N,u, €/
e Vérifions que u,,, €/
Ona:Vxel,gx)el
Posons x = u, = g(u,) = Uy €1
D'ouvVneN,u, €/
b) Démontronsque, Vn €N, |u,,; —a| <
0,15|u, — a|

m
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el
vneNu, €1 vx€LIgI= 0,15etta
: n b= ! N a
S?n:;galité des accroissements finisa g elsntre U, e
U, —a
donne : |g(un) — g(a)l S:),;Sl n
or g(un) = Un+1 etg(al) ; A
I‘VHGN,"U,_H"‘Z_ ’ g .
i Ouc) Déduiso?s enque, Y EN, lu, — al <(0,15)" x

1

; -a
ona:vnEN, |t~ a| < 0,15/u, — al

Par itération,ona:
|u, — al £ 0,15[Un-1~ al
[up-1 — al £ 0,15|up-2z ~ al

lu; —al < 0,15]uo — al

Par produit et simplification, on a:
lu, —al < (0,15)"|uo — al
u0=2et§§a52alorsluo—a| <

1
2

1
DouVnEN,u, —al s (0,15)" X5

Convergence de (un)
liMpote(0,15)™ =0 alors lim, 400 Un = @

Sujet n°14

Exercice 1

(E):23 + (3—dHz +2i(1 +d?) =0;d €C;
ldf =3
1) Vérifions que 2i est solution de (E)
(203 + (3 —dH(2i) +2i(1 + d?) = —8i + 8i — 2id* +
2id*=0
D’ou 2i est solution de (E).
Résolvons dans C I'équation (E)
2i racine de (E) alorsona:

1 0 3—d? | 2i+2id?
2i 2i —4 —2i
—2id?
1 2i -1—d? 0
(E):(z=20)(z*+2iz—1-d¥) =0
z=20
Ou

z2 +2iz —1— d?
A=—-1+1+d?=d?
zy=—i—douz,=—i+d
S=1{2i; ~i—d; —i +d)
2) Calculons MN et déterminons le milieu de [MN]

D'ou MN =6
Zytzy —i+d-i-d )
2 = 2 :—L:ZB

Alors B est le milieu du segment [MN]

a) Déduisons que lorsque d varie dans C, les points M

et N appartiennent a un cercle (C) fixe que I'on
précisera

T VI W A T R O WE R

M T .




{ ]al N = '
D orsABM_BN-;’_‘zﬁ:;;

apparti
Qyon r < 5 Partiennent au cercle de centre B et de

b
) Dang le cas oo Ay

o estle ce
na-2ateyg,
B Y]

v N est triangle, montrons que 0
ntre de gravité de AM N

- A=i-g<i
=i

D0l 0 ggq ’
estle ce ;
3 Ntre de gravit¢ dy triangle AMN.

Déduyi
uisons les valeurs de 4 pour lesquelles AMN

estisoce :
AMN o o le de sommet principal A

cel el
Alors : 2uzay o S5 (40) 1 (M)
Z‘«zo t

24720 SWMER e gep

- = 3Jalors g

Exercice »

(Ta): (a2 — g)y2 _ W -4a?-4)=0
1) Comparons () et (1)

(T : (@ —2)32 _ g2

=3oud = -3

2) Etudi i
| .. udzlons Suivant les valeurs de « la nature de (Te)
} |'l'a —4=0alorsa=20ua = -2 et
. equation réduite est : y=0
Dot (T,) est 1a droite d’équationy =0

’ * Sia’-4=%0alorsa#2etq = —2
Uéquation réduite est alors : ®_ =1

. 4  a’-4
Sia € ]—o0; —2[U]2; +oof,a® — 4 > 0 alors
(T est I'hyperbole de centre O

> Sommets : §, (2;0) et S, (=2; 0)

— Demi distance focale : ¢ = V4 + a2 — 4 = |al
— Foyers : F,(lal; 0) et Fy(—|al; 0)

> Asymptotes: Ay y =Yty et Ayy = — Y0ty
- Sia €]-2;2[,a* - 4 < 0alors (T,) est I'ellipse
de centre O

— Sommets : A(2;0),A'(—20) et (0; V4 — a?),
B'(0; —V/4 —a?)
— Foyers : F(|al; 0) et F'(—|al; 0)

3) Dessinons les courbes (Ip) et (I,5)
(Ty) : x% + y%2 =4 alors (I)) = C(0,7 = 2)

x2 yz
(rzﬁ) ] alors (I, /3) est une hyperbole

équilatére

Exercice 3

1) A=[1;46]
(E) :23x + 47y = 1 avec x et y des entiers relatifs

a) Donnons une solution particuliére (xo; Yo) de (E)
0na:47=ZBXZ+1alors:l=47x1+23x(-—2)
D'ol (xg; ¥o) = (=2;1)

b) Déterminons I'ensemble des couples (x; ¥)

solution de (E)

pgcd(23;47) = 1alorsil existe (x; y) d’entiers relatifs
tels que : 23x +"47y =1
D'aprés 1) (xo; ¥o) = (—2; 1) est une solution particuliére
de (E), alors :
23x + 47y = 23xo + 47,
= 23(x — xo) = 47(=y + Yo)
23 et 47 étant premiers entre eux alors il existe k € Z tel
que:x =47k —2ety=-23k+1
Do S = {(47k — 2;-23k + 1), k €}

¢) Déduisons en qu'il existe un unique x € A tel

que :23x = 1[47]

Ona:x =47k —2etx €[1;47],alors:1 <47k—2 <
47 s0it 0,06 < k < 1,04 donck =1
D'ol x =45

2) DémontronsqueV x € N, ona: 23 = 1[7]
29=8=7+1= 23=1[7]

= 23k = 1¥([7]

D'ou 23¢ = 1[7)
Déterminons le reste de la division euclidienne de 22°*S par
b
2015 =3x671+2
22015 — 23X67l X 22
En posant k = 671, on trouve : 23%¢7 = 1[7]
Or 22 = 4[7) alors 22915 = 4(7]
D'ol 4 est le reste de la division euclidienne de 22°'S par 7

3) N=ax103+b

a) Vérifions que 10% = —1(7]
10 = 3[7] = 103 = 33([7]
or 33 =27 = 6[7] alors :3% = -1[7]

e ]
pE—— S T
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Dot 103 = -1[7]
b) Déduisons en les nombres N

.7

D'aprésa) 103 = -1(7]

= 10°xa+b=—a+p[7]

N est divisible par < —q + b = 0 c'est-a-dire

Sia=1,b=1alors N = 1001

Sia=2,b=2alors N = 2002

Sia=3,b=3alors N = 3003

Sia=4,b=4alors N = 4004

Sia=5,b =5alors N = 5005

Sia =6,b = 6alors N = 6006

Sia=7,b=7alors N = 7007

Sia=8,b=8alors N = 8008

Sia=9,b=9alors N = 9009

D’ou

N =

{1001; 2002; 3003; 4004; 5005; 6006; 7007; 8008; 9009}

Probléme

qui sont divisibles par

a=Db

x2-1

m € R,Vx € ]0; +oo[, f,,(x) = "
A) 1) Calculons suivant les valeurs de m

limye o0 frn (%)

Sim <0, imy, 4o fin(x) = +o0

Sim >0, im,, s fin(x) = 4+ (on pourra mettre x2 en

facteur pour lever I'indétermination)
2) Calculons f*,,,(x) et donnons les différents
tableaux de variation de f,,

fn est dérivable sur ]0; +o[etona:

. = e
f m(X) T2 (X x)
e m<0
[’ (x) > 0alors f, est strictement croissante sur ]0; +oo[

lim, o f, = —o0
Tableau de variation

m
——lnx
2

}

z |0

—C0

e m>0
[ =0 x=vm
vx€|o; \/ﬁ[,f’m(x) < 0 alors f,, est strictement
décroissante sur ]0; \/ﬁ[
VxE€ ]\/ﬁ; +00[,f’m(x) > 0 alors f,, est strictement
croissante sur |vm; +oof
limyg, fn = +o0
Tableau de variation
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o0
e
f(vm

)/

vériflant xo > O et xp # 1 passe une et une seule

courbe (Cm)
D’ aprés le tableau de variation, pourm >0,V x €

[Vm; +oo[ , fin est continue est strictement croissante alirs
’ rJjm
fm réalise une bijection de ]\/?n_; +oo[ vers ]fm(\/m ); +m[‘
De plus 0 € Jfn(¥Vm); +oo[ alors il existe un unique
x € [Vm; +oo[ tel que : frn(x0) = 0
D’otl par un point Mg (Xo; o) vérifiant xo > 0 etxp # 1
passe une et une seule courbe (Cp,)
b) Montrons qu'il existe un unique point A € (C,)
1 N - 1
frn1(x) = f(x) © —;lnx = 0alors x
D'ol A(1;0)
x2-1 .
B) fi(x) =—4——2[nx,Vx € ]0; +oo[ ‘
1) a) Montrons que I'équation f,(x) = 0 posséde
deux solutions dont I'une est x, € [3; 4]
De ce qui précéde, on déduit le tableau de tableau de

variation de f, ci-dessous

r |0 +00
L@ - ;] 1
+ 00 +00
f(a) e e gl

V x €]0; 2[, f, est continue et strictement décroissante
donc elle réalise une bijection de ]0; 2[ vers ]—0,6; +ool.
De plus 0 € ]-0,6; +oo[ alors il existe a € ]0; 2 tel que
fa(a) = 0.

De maniére analogue, il existe un unique réel Xg € ]2; +oof
tel que f4(x,) = 0

f2(3) =-0,1etf,(4)=0,9

fi(3) x fo(4) < 0 & x, € [3; 4]

b) Montrons que : x, = /1 + 8lnx,

Xp2-1
filx) =0 & T~ 2nx, =0

D'ol x4 = m

2) Soite(x) =vV1+8nx,Vxe [3; +oof
Montrons que ¢ (x) > 3 et que 0 < '(x) < g
x 23> Inx > In3
=1+4+8lnx>1+8In3>09,72
= o(x)=2V9,72>9
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Uvyor
PR A TR
x [3 +m ' 8
- ol o'(x) =t
€ Qui precy X~ xo(x)
de %
P(xysg | PH23
= 1
0@ S5

Unyy = ?(u,),VnenN

Ontrons que u, >3
U =3alorsy, > 3
Supposons que u, >3
De ce qu:/éfi'ﬁ(‘)ns queu,,, >3
u >3 Precede, on a: o(x) >3
O Pln) 23
n+1 = 9(u,) alors -

DoﬁunEB,VrzeN

b) Montrong que: |u

Ona:vy
VXE[3 +oof,0 < = alors: |p'(x)| < 2
Commex € [3‘4 . o . -
finis 0 +4], appliquons le théoréme des inégalités
» VETSion valeur absolye a @ sur [xg; uy)

4
nt1 — Xo| < ;|lln - Xl

(0'(x) S 4

0 - g(xy)) < I
Or o(u,) = uy,, et 9(xo) = x,
D’ou |u

4
m1 =gl < 2, — x|, Vr € N

Montrons QuevneN,lu, — x| < (4;)“
ON @ Tty = x0] < 3y o), Vn €N
Par iteration, on a:

lun — x| < %Iun—l — Xl
Ity — Xo| < §|un—z = X

4
lu; —x0l < ;Iuo — Xl
Par produit et simplification, on a:
N\
lu, — x| < (;) [up — xol
3<xg<4etuy=3alors: |ug—xy| <1
~ 4\
D'ouVn€N,|u, — x| < (;)
Déduisons la convergence de la suite (u,,)
. 4\ ;
lim,, 400 (;) =0 alors limy,_, ;0 (Uy) = X
D’ou (u,) converge vers x,

c) Déterminons le plus petit entier p tel que :
-2
lu, — x0| < 10

=l <107 () 2107

-2In (10)
pln (E) < —2In (10) alors p = o) > 5,67
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Soitp =6
Une valeur approchée de x, 21072 prés est ug
Sujet n°15
Exercice 1
1) Résolvons dans C I'équation : 422 — (8 — 6i)z +
1-5{=0
A= 12 - 16i

Solt § = x + [y tel que 6% = A= x? —y? + 2ixy = 12 —
6i et|dl =x2+y*=20

x2+y2=20 (x=4oux=-4
xz_.y2=1zak=20uy=—2

2xy = —16 y<0
§=4-2i ,

_B-6l+4-20 _ 3 i 610 _s—et-4+zt_1_1i
17 g T2 2T s - T2 2
ol &= {3 — .1_1]
DouS—{2 ;=31

2) Soient A(z, =§—%i);B(zg =;—i);
Clzc =30); D(zp = 1+30)
a) Plagons les points A,B,C et D

. 24

b) Déterminons le module et un argument de

7 =272
Zp—Zp
Z=ialors: i, o) = +2kmk€Z

Déduisons en la nature du triangle ABD
{IZI =1 AB =AD
s (= ===% b4
arg(2) =2+ 2km k €Z © \mes(4B; AD) =2+ 2kn

Alors ABD est un triangle rectangle et isocéle en A

3) Soit fiz'=(2+1i)z+1-i
Donnons la nature de f

1

f:z'=az+b aveca=z+%ietb=1—i

la| = -‘/Z—E # 1 alors estune SDP

Eléments caractéristiques de f

(o8]

b
- lecentre:w=—=
1-a

alors Q(2;0)
2

~l%

- lerapport:k = |a| =
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- Llangle:q = arg(a) =§

=(141 ;

4) Soit{z’“'1 - (24 zl)z" i
20 =2 +1i " "

a) Démontrons que (ay) est une suite géométrique

- 1,1, ,
an+1—zn+1—2=(i‘+;l)2n—l—l

G = (3+21) (2, -2) = G+1i)a,

Alors (a,) est une suite géométrique de raison g = % + %l

et de premier terme a, = |
b) Exprimons a,, en fonction de n. Mettons a,, sous
forme exponentielle puis déduisons en que

2y, = (l;‘:)n ei(g*'":_r) 42

_ a1, 1\
an—aoq—l(z-i-zl)

=307 (5
arg(a,) = arg(i) + narg G + %l) + 2k
Alors arg(a,) = §+ n% + 2kn

no oW
D’ou a, = (!z—i) elG+ns)
a, =z, —2alorsa, =z, +2
n ogm.oow
D'ol z, = (‘/?i) elG*) 4 2
c) Déterminons I'ensemble des entiers n pour que
P,, le point image de z, soit sur I'axe réel
B, e(0e)eIm(z,)=0
sin(nf+3) =0en= 4(k —1)
4 2 2
Posons p = k—% alorsn =4p,p € Z

Exercice 2
{n boules blanches
6 boules vertes

On tire successivement sans remise deux boules
Si les deux boules sont de méme couleur, on gagne 100frs
Siles deux boules sont de couleurs différentes, on perd
100rs

1) Onsupposen =3

a) Calculons la probabilité d’obtenir

- Deux boules de méme couleur
Soit Q) I'univers des possibles, alors CardQ = A2 = 72

Soit A cet événement, alors Card4 = A2 + A% = 36
361
Alors P(A) = =

- Deux boules de couleurs différentes

Soit B cet événement, alors CardB = 2 x A}AL = 36
36 1
Alors P(B) = e
b) Sachant que la premiére boule tirée est verte,
calculons la probabilité pour que la deuxiéme

boule tirée soit verte

3
soit n + 6 boules

Ndonaye Patrice Ouala (Collection Aquipat)

Al

LT

—
~——

e

© i

e

®w

/
[\

T~

A

@n

5
Alors P, (V) = o

2) Dans cette question, on suppose 7. > 3.Soit X le
gain algébrique du joueur ’

Calculons les probabilités des évenements

(X =—100) et (X = 100)

2XALAL _ 12n
P(X =-100) = A2, (n+6)(n+5)
AZ+A% _ m?*-n+30
P(X = 100) = 52 = oS
b) Montrons que I'espérance de X est E(X) = 100 x

a)

n2-13n+30

(n+6)(n+5)
12n n%-n+30

E(X) = ~100 x (n+6)(n+5) + 100 X (n+6)(n+5)
—12n+n?-n+30
(n+6)(n+5)
. L n?-13n+30
D’ol E(X) =100 X rmr e

c) Valeurs de n pour lesquelles E(X) < 0
(n-10)(n-3)

E(X) = 100 x

E(X) <fe (n+6)(n+5)
D'oun € ]3;10[
Probléme

Partie | :

A gx)=e*(1-x)—1,Vx€ER
1) Etudions les variations de g et dressons son
tableau de variation

g est dérivable sur Retona:
gE)=e*1-x)—e*=(1-x—1)e*
Dol g'(x) = —xe*, VX €R
V x € ]-;0[, g'(x) > 0 alors g est strictement croissante
sur ]—oo; 0]
V x €]0; +oo[, g'(x) < Oalors g est strictement
décroissante sur ]0; +oo[

o lim,, o g(x) = -1

o im0 9(x) = —o0
Tableau de variation de g

e
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- O Nn

2 .
e ) .Dét'iursons en le signe de g
iy Majorée sur g parQ, alors :
YER g(x) < 0
B) {f(x) = ;‘__14 2¥Vx =0
f0) =3
Etudions Jes Vvariations de [ et dressons son

¢ ' Fableau de variation
€st dérivable sur Retona:

f'(l') = fmf_‘ - (1-x)e¥-y

(e¥~yp)2 (eX=1)?
DolvyeR f(y) = ot

g (e¥-1)2
F'(x) est qy signe de g(x)

D'ou Vv x ’
" ‘_dl ER, f'(x) < 0alors f est strictement
€Croissante sur R
* iy ) = +o
* lim,, Y — I xe ¥
xave fQO) =Mimy o (3 ) +2=2

Tableau de variation de f i
* |6 0 3]

(=) -
+c0

i(2) T }

S \2

2) Déterminons les asymptotes de (C)
* lim,.o f(x) = 2alors la droite d’équation y = 2
est asymptote horizontale 3 (C)
£ 1 2

o lim,, e lim,,_ (;: + ;) =—let

. E ST
limy_o(f(x) + x) = lim,,_q, RT;A_EI—Z =2
alors la droite d’équation y = —x + 2 est
asymptote oblique 3 (C)

3) Tragons (C)

-3
-2 ; N

-4
s N

Partie Il :
1) h(x) =x+In(x?-1),Vx€]L; +oo|
a) Etudions les variations de h et ses limites
h est dérivable sur ]1; +o[etona:
2x  x*2+2x-1
hMx)=1 +x2.— 1 =7
V x € ]1; +oo[, h'(x) > 0 alors h est strictement croissante

sur]1; +oof
o limg,+ f(x) = —
o lime, e f(x) =+
Tableau de variation de h

z |1 +0o0
A'(z) +
Foo
h(x] /

b) Montrons que I'équation h(x) = 0 admet une
unique solution [ € ]1; +oo[
h est continue et strictement croissante sur ]1; +oo[, elle
réalise une bijection de ]1; +oo[ vers h(]J1; +o[) = R . De
plus 0 € R alors I'équation h(x) = 0 admet une unique
solution [ € ]1; +oo[
Donnons un encadrement de [ a 0,1 prés

1 11112113 |14 |15 |16 (1,7 |18 |19

- - + + + + +

Doul1,1<1<1,2
2) u(x)=vVI+e*vxe]0; +of
Montrons que h(x) =0 & u(x) = x
h(x)=0 ®x+In(x2-1)=0
= In(x?-1) = —x
ix? — =™
Sxt=14+e¥
2x=vVlt+e ¥ x=ulk)
Dol h(x) =0 u(x) =x
o —————————————

=
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3) I=[12

a) Montrons que,Vx € l,u(x)er
u'(x) = m < Dalors u est strictement décroissante
sur ]

u(l) = [u(2); u(1)] = [1,06;2] < [1;2]
D'ouvx ey, u(x) el

b)  Montrons que, v x € [0 < |u'(x)] < =
1<x<2alors e‘2<e X <elet

1 1
2y1te~1r T 2\/1+e Nivex = \,/1+e‘2

—Z

z 14+e~1 = Iu(x)l< = ‘01 S

1
5
Alors 0 < |u'(x)| s;,Vx €l
¢) Déduisons en que, V x €l ulx) -1 S%lx— l

Vxelu(x)elleletlu(x)l<—

L'inégalité des accroissements finis 3 u entre x et | donne :

Vxe€elu(x) -1 Sglx —l|caru(l) =1
a) {xo =11
Xns1 =ulx,),¥YneN
a) Onsuppose que x, € I, montrons que,Vn €
1
N, [xp4y =] < g'x

() <oz

Ona:VxEl,Iu(x)—llS%lx—ll

n — 1|, puis que |x, — | <

Posons x, = x,ona Julx,) -1 Si—lxn — 1|
Oru(x,) = xp44

D'ouVneEN,|xp,; -1 <2 Ix -1

Par itération ona :

b = 1 < ey — 1
Py =11 < 2l — 1]

Iy = 1 < 2o — 1
Par produit et simplification, on obtient :
b =11 < (5) 1o —
Orxy=1letll<|< 1,2 alors: |xy — 1| < 0,1
n
D'ouvneN,|x, -] < (%) x 0,1
b) Déduisons en que (x,) converge
. 1\ ;
lim,,, o (;) X 0,1 =0alorslim,_,,,x, = |
Dol (x,,) converge vers |

Sujetn°17
Exercice 1
. {3 boules noires
"2 boules blanches
. {2 boules noires
"2 boules blanches

les de 4 et

: emise, deux bou uney
tire sans f Oulg
1) On

de B
les
Soit 02 'univers des possib

x A} = 80
cara!(ﬂ)c”lismnS la probabnhte pour que les 3 bouleg
a) Ca

obtenués coient noires
soit £y cet événement i
card(Ey) = A3 x A} =

3 =015
ot P(Ey) =
D'ol )( éa|cu|zoons la probabilité pour que les 3 boules
b

obtenues soient de la méme couleur
Soit E, cet événement
Card(E;) = Az x AL + A}
Dot P(Ez) = 3 =0,20

NB : on peut utiliser un arbre ’
2) Soit X =variable aléatoire égale au nombre deg

boules blanches

X(Q ={0;1;2;3}
@ Déterminons la loi de probabilité de X

x A3 =16

a)
X T 3
P; e 2 —
20 20 20
b) Représentons la fonction de répartition de X
0,six<0

i,siOSx<1
20

F(X)ZP(XSx)z 3,5[15x<2

B siz<sx<3
20

1,six>3
c¢) Calculons I'espérance mathématique de X
_ 9+14+43 26
EX)=Exp =22 =2
D’ou E(X) =E= 1,3
Exercice 2

ABC triangle équilatéral de coté d

1) Déterminons 'ensemble des réels q tels que:
Ya;=a+2#0alorsa# —2
D'otia € R — {-2}
Déterminons I'ensemble des points G, obtenus
aGA+GB +GC =0 alors: AG, =L(A—B‘+ZE)

a+2
Soit I le milieu du segment [BC]
On obtient en fixant [ : AG =27}
a+2

Gq € (AD)
Dot G, décrit Ia droite (An

2) a=1
Déterminons G,

AG, = 371
fiM) = MA2 4 mpB2 4 MC?2

Déterminons I'ensemble des points M tels que f;(M) =
2d?

fiM) = 3MG,* + £1(G,) avec f(Gy) = @?

Ndonaye Patrice Ouala (collection Aquipat)

Page 268




L2

3MG 2
1 +qd? =
v % = 242 alors : MG, = 28
ensemble " it S
avs &rché est le cerl
s rcle de centre G, etde rayon
3)

=3y e
Montrop, CtV(M) = —2M4 + MB + MC

sVm
~24 1 N ) est un vecteur constant que l'on précisera
1=9 alors l7(

VM) < o5
Soit
Détgr‘:.fM) = “2MA? 4 MB? 4 Mc2
] ’
En ﬁxantr:: :: etnsemb|e des points M tels que f_,(M) = 0
—_ Nt 4 puis le point . -
4MA. 7] 2 € point /, on obtient : f_,(M) =

M) est un vecteur constant avec

faM) < 0 & 437 7

= = —2¢?
= AM. 4] :ﬁ

Soi ot
tH e projeté orthogonal de M

sur la droite (A
Alors 77, 77 - 0

D'ouy 2

@ €nsemble cherché est | droite perpendiculaire 3
1) passant par .

Exercice 3

P(2) = zt — g3

+ 2422 — 182 +
1 63

Déterminons les réels a, b etc tels que :
- P@) = (22 +3) (a2 + bz + 0)
Ppres développement et réduction, on a :

(Z? =az* +bz3 + (c+ 3a)z? + 3bz + 3¢
Par ldentiﬁcation, ona:a=1;b=—-6etc =21
D0UP(2) = (22 +3)(22 - 62 + 21)

2) Résolvons dans CI'équation P(z) = 0
P(2)=0 ®224+3=00y 22 —6z421=0
22+3:0:>{21=i\/§ :

‘ Zz = -l\/-3_

2 —6z4+21=0

A" = —12 = (2iV/3)?

Z3=3-2iV3ouz, =3+2iV3

S={-iV3; iv3; 3-2iV3; 3 + 2iV3}
3) A(iV3); B(—iv3); C(3 + 2iV3) et D(3 — 2iV3)
a) Montrons que les 4 points 4, B, C et D

appartiennent a un méme cercle dont précisera le
centre et le rayon

A, B, C et D sont cocycliques si et seulement si : % -
ZCc—2B (= R‘ oA
Zp—-Zp

Zc—2, 2Zc—1p (B+iV3)3-i3) 1

% = =—-€eR
Zp—24 2p—2p (3-3iV3)(3+3iV3) 3

D’ou les 4 points sont cocycliques

Soit / le milieu de [CD], centre de ce cercle

7, = -C“;ﬁ = 3 alors I(3;0)

cD 2c-2 4V3
r:7=|c—2°|-:~2—alorsr=: 2V3

b) Plagons les points A,C et D

TR R YW AT
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c) E=sq(D)alorszg = —zp = —3 + 2iV3
Donnons la nature du triangle BEC
zcmzp _ 1B B {mes(FE"; BC) =~ + Zkn
A BE = BC
D’ou BEC est un triangle équilatéral
Probléme

A f(x) = %ize" définie sur R

1)  a) Déterminons la limite de f en —oo0
limy_,_ f(x) = 400 X (+00) = 400

b) Déterminons la limite de f en +o0

a2
limy o f(X) = limy, 400 2 Ge‘i)
Posons § =t
Dol lim,, o f(x) = 2(te™*)2 =0
2) a) Explicitons la dérivée et étudions son signe

f est dérivable sur Retona: f'(x) = xe™(1 — %x)

e™* > 0 sur Ralors f'(x) est du signe de x (1 = %x)

T | —c0 O 2 4o

T - a3 +
2—z| 4+ 0 + -
@ -+ 9§ -

f'(x) < 0sur]—oo;0[ U ]2; +oof
f'(x) >sur]0; 2]

b) Etudions les variations de f
De 1) a) on déduit :
f est strictement décroissante sur ]—co; 0[ et ]2; +oo[
f est strictement croissante sur ]0; 2[
f(0)=0;f(2)=03

Tableau de variation de f
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I —C0 0 2 +°0
@l - 0+ b -
+

co 0,3
f(=) \0 / \0

c) Tragons la courbe (C)

3) F(x)= foxf(t)dt définie sur [0; +oo[
a) Utilisons une intégration par parties pour calculer
I(x) = J, te~tdt
t u'(t) =1
e v(t) =—e
I(x) = [~te ™5 + [, etdt
Doul(x)=1—e*(x+1)
b) En utilisant a) et une nouvelle intégration par

Posons {:,((tt)) z _ alors [ —t

parties, montrons que : F(x) =1 — e™* (1 +x+

i) i
2

Fx) = [} st%e"dt = >y ttetdt

u(t) = t? u'(t) =2t
Posons {v’(t) R alors {u(t) s gt
5
F(x) = %[—tze‘”]{,‘ +f0xte'tdt = —%—x +1(x)
XZ o

F)="——+1-e(x+1)

D'ou F(x) =1 —e“"(1+x+xz—2)
c) Montrons que F est une fonction strictement
croissante etque 0 < F(x) <1
F(x) = [ f(t)dt alors F'(x) = f(x)
Or f est positive sur[0; +oo[
D'ou V x € [0; +oo, F'(x) > 0 alors F est strictement
croissante sur [0; +oo[
Ona:F(0) =0etlimy, o F(x) =1
F étant croissante sur [0; +oo[, on déduit: 0 < F(x) <1
d) Montrons en utilisant 1) b) que F admet une limite
en +oo
D'aprés 1) b) lim, 4 f(x) =0
O)r F(x)=1-e*(1+x) — f(x) aveclim,, 4 e ¥(1 +
x)=0

T D A T B e T S Y S T
e
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F(x) =

met une [imite en +% eton @ : liMx—+eo

Alors F ad
: i )=c(0$c51)admetune
Déduisons qué |"équation F(x
|e solution sur R |
o gl t continue et strictement croissante sur

D’apres 3) c)Fes '
R,, donc elle réalise uneé bijec
comme ¢ € [0; 1], alors I'equd
Jution dans Ry.
unique sO . »
B) gx) = ln(l +x+—2—)+
1) Montrons gué I'unique réel a tel que F(a) =
est aussi solution de I'équation g(x) =X

«(14a+5) =095

tion de R, vers [0; 1[
tion F(x) =¢ admet une

0,95

F(a) =095 =1-¢
a?

1+a.'¢_—
= e =00

2
= a=ln(1+a+gz—)r-lﬂ(0,05)

= a=1n(1+a+i';)+ln20

=a=g(a)
D’oll @ est solution de I'équation g(x) = %
2) Montrons que g estune fonction croissante sur
R+ ,(x) 1+x
Bri tona: =
g est dérivable sur R, e g 1“’*%2‘
vx€R, g'(x)>0alorsg est strictement croissante sur
R,

Déduisons en I'image par g de [5;10]
g est continue et croissante sur [5;10] alors :
g([5;10]) = [9(5); 9(10)] = [5,9; 7.1]
p'ob g([5;10)) < [S; 10]
3) a)lustifier que, |g’(0)| <3,V x € [5;10]

X,

1+x —x(1+5)

g'(x) =——galors : g"(x) = o~
143 (14x+5)

g' est décroissante sur [5; 10]
g'(5) =032etg'(10) = 0,18
018 < g'(x) £032<
Dot [g'(x)] < 3,V x € [5;10)
b) Déduisons en que |g(v) — g(u)| < gsur [5;10]

Ona: |g'(x)| < %,Vx € [5;10]
Vu,v € [5;10], le théoréme des inégalités finis sur [u; v]
donne :
l9@) - g(w)l <3

¢) Montrons que a € [5; 10]
F(a) = 0,95
0<F(a)<1 =-095< F(a) - 0,95 < 0,05 et
(=0,95) x (0,05) < 0 alors a est solution de I'équation
F(x) = 0,95 = 0 sur [5;10]
Par conséquent a € [5; 10]

g (W=3
! {un+l = g(uy)
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Uti

De3)q) o 159053) ) pour montrons 2
+*ONa:qeis.

BN posany y € [5;10)

lg G,y -
AlOrs lu

que fuy - al < 5

= U, oty =
ot n ell W= alarelation de 3) b) dévient :
04 &
NSl - q
nyq ~ ({l <

Par itératio", ong -
lu '

1
;lun —(1|

n—algl
l‘aluuﬂ ~al

.......
.............
......
...............

1|u ...................
Par produ:t3 ? § t'Zl

etsimplification, on a :
-al
u??SetSSaS 10alors: |ug—a| < 5
0’0l |u,, - q| S VneN

lu, — 1
n = al S;Tnluo

b)  Déterminons N tel que : |u,, — a| < 1072
[tng = a| < 102 o 2 <1072
-

S
In () < m(1072) ng > TOME) 5 5 65
In (3)

Doling =6

€)  Valeur approchée de a 3 10~2 preés

6~ <102 uo— 1072 < ¢ < g + 1072
Orug = g(ug) = 6,29

Alors 6,28 < ¢ < 6,30

D'ob @ = 6,29 31072 pres

lu

Sujet 18
Exercice 1 ’

-——l—ietzz=§+i‘/5

2
. b4 , .
1) Ecrivons z—‘ sous forme algébrique
2

Soient zy

22170 2(-1-0(-iV3) _ -1-V3 |, . V3-1
z2 1+iV3 4 T4 +i 4
2)  a) Ecrivons z, et z, sous forme exponentielle

|zl = V2 etarg(z) = %"+ 2k
ST
Dol z, = V2Ze's
|z;] = 1etarg(z,) = §+ 2km
T
D'oliz, =e's
sdui 21 2
b) Déduisons en I Zzl etarg (Zz)
—lnl_ 2

21
1221 2

22

: =17
arg (;i) = arg(z,) — arg(z,) + 2kn = — + Zkn

2. 11m
3) Déduisons en les valeurs exacte de cos =5 et

s[n”"
12
11 V2 . 1im -1-V3 | . V3-1
—‘fzco +i—sin—=——+I1
2 12 2 12 4 4

W
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LA 44
par Identification, on obtient jin _ Vo
2 4

fY' )t réel
4) Valeur de n pour laquelle (‘”) solt ré

(’J)" ¢ IR ey 5in

7y
sin 1"1]'5 w gkt alors 10n = 12k

1nn

. v ()
12

we 2% 12 p e
Exerclee 2
[(x) =1~ ;x | Cosx

1) Etudlons les varlations de f sur [0; n)

1

[ st dérivable sur [0; mr]et: f'(x) = 7~ glnx
vxE|[0; n],% + sinx > 0
D'oli V x € [0; ), f'(x) < 0 alors f décroit sur [0; n)

2) Déterminons une équation de 12 tangente au point

d’'absclsse ';'
3

e ()2 es )=}

Doy =—5x4 147

-9

3) Montrons que, V x € [0; %],/’(x) 2 -%
Sur [0; g], sinx < 1alors —sinx = —1
—%—"sinx 2 —%
D'oluVx € [0; %],f’(x) 2 —%
Montrons que, V x € E' n],f(x) z
—%(x-—g) +f(%) etvx € [0; ], f(x) <
-1(x-9+/)

e Appliquons TIAF a f sur E;x]
1611 (2)2 -2(x- Do 02 -2(x -2
(@ vseloin

e Appliquons TIAF a f sur [x; %]
f(%) - f(x) = —;(%—x) alors - f(x) = —%(g— x) -
rG)

o) -1(x-3)+/ () v
5)

4)

Positions relatives de (C) par rapport a la tangente
(1)
Il suffit d’étudier le signe de f(x) —y

fo) -y =f+2(x=2)-f(5)
Sur [0; %] flx) € —% (x - g) +f G) alors (C) est en
dessous de (T)

Sur [% n],f(x) > —%(x - g) +f (g) alors (C) est au
dessus de (T)

Courbe de f
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1)

Probléme

f(x) as x2—.\-4 m

X
Selon les valeurs de m, étudions les variations de f et
dressons son tableau de variation
Dy =R
[ estdérivable sur R* etona: f'(x) = E =M

er x?
1 cas:m<Q

VXER',f'(x)>0 alors f est strictement croissante
i, f(x) =

=0, liMy 4o FI(X) = +00, im0~ f(x) = +oo
Tableau de variation de f

I —o0 0 +°°
(2 - +
i +o0 +o0
7 (I) j_.w-"y f/*
—0 N —co
2°cas:> 0 l

ffX)=0ex=—Vmouvm

V X € |—oo, —Vm[u |Vm; +oo[, f'(x) > alors f est
strictement croissante

Vx € |[-/m; 0[u]o; Vm[, f'(x) < 0 alors f est
strictement décroissante

lim,_o- f(x) = —o et lim_ g+ f(x) = +
Tableau de variation de f

I —00 —Jm 0 m +co
1'(2) + 4 - -0+
Fi=m) e~
J(=)
. by f(4)

2) Montrons que toutes les courbes (C,,) admettent
1(0; —1) comme centre de symétrie

f=x) + f(x) = ZEmE

x
Alors /(0 ; —1) est un centre de (C,,,)
3) Montrons que (C,,) admettent (0J) et (D,)
comme asymptotes

*  limy.q f(x) = oo alors la drolte d »équation x=0
(0J) est asymptote verticale & (C,,)
© limea (/) = = D) = lim (%) = 0 alors
drolte (1);) est asymptote oblique 4 (C,,)

4) Soltm >0
Solent Ay, et B, les points de (C,,) ol le tangentes sont
horlzontales, Déterminons les coordonnées de AnetB,
Les tangentes sont horlzontales sl et seulement s :
['(x) =0
['(x) = 0alors x = —Vmou x = +m
D'ol Ay, (=vmi; ~2vm - 1) et B,,(vVm; 2vm - 1)
Montrons que A,, et B,, appartiennent 3 (Dy):y=2x~
1
y=2(~vm)-1=y, alorsA, €D,
y=2(Vm)-1=y, alorsB, € D,

5) Soltm< 0
Montrons que D, : y = —1 et (Cp,) se coupent en deux
points £, et F,
CND;) @x*=-x+m=-x
Alors x = —y/=moux =+v=m
(Cn) 0 (D2) = {E(~V=m; =1), Fa(V=mm; —1))
Montrons que les tangentes a (C,,,) aux points E.etF,
sont paralléles & (D)

Il suffit de montrer que : f'(—v=m) = f'(V=m)=2

6) Tragons (C,) et (C_,)
<

7) Soitg(x) =x—1+ ﬁ et (C") sa courbe

Expliquons la construction de (C") apartir de
(Ca) et (C_4)

x—1- %,si x<0

x=1+2,51% >0

g9(x) = {
(€Y =(C.)u ((.;4) ou (C_4) est courbe de f_, pour

x < 0 et (C,) lacourbe de f, pourx > 0

Sujet 19
Exercice 1

z=V3+1+i(V3-1)

B EEE——
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Cale
ul
z2 _ ons 22 sous

= \/§+ orme algébyri
Do o que
V3 4 ; +Zl(ﬁ+1)(ﬁ‘1)‘(ﬁ‘ 1)? =
2) pe
Cterm;

2 Ming
22| o A3 { =“85 le module et yn argument de z2
) <x, 2k
Déduiso . "

=

ns en
|22 _ 6 le modyle gt un argument de z
2 =z = V8 =
ag(z) = = =2y2

. D'G +2kn o arg(z) =1—"£+k7'f
€duisons e oS
Ncos—etsin ™
Zﬁcosl ons St sin =
u+lsmE=\/-3'+1+i(\/§-1)
Bar ‘ n_ V6
r ldentuﬂcation, Ona: ’ i 6:\5
Y sinl—nz- 8 il
Rés '
(\/—olvons dans R I'équation : (V3+ 1)cosx +
e 3= 1)siny = V2
IVisan
ttous |eg membres de I'égalité par 2v/2, on

ObtiEnt Ve+yz =
§ \Cosx + —6;_2 [ _1
4 4 Sinx = E

¥ = =242t
D'ous={

Exercice 3
Soitz=1+eie e

1)

"£+2k7r-§£ 2k
4 n3o ¥ TI,kEZ}

-; n|
Déterminer |e moduler et u

z =iz -2, 8 v 8
zle Z+32)=2605;xe‘2

Alors r = 0 0
r ZCOSEEUP =2+ 2kn

nargument ¢ de z

2) Calculons z*
a) Enutilisantz = 1 4 el
4 _ i : ;
2= (1 + e = 14 4610 4 620 4 438 4 p4i0
b) En utilisant z = rei®
4
Y = (24:05 g) e*® = 16cos* & 210
i 2
3) Etablissons la relation : cos“'g = gcosw +
1
~cosf +3
2 8

1

0 4 8 _8 4
cos* . = (;) (e‘z +e '2) = %(COSZB + 4cos6 + 3)

D'ol cos* 2 = 20526 + Lcosh + 2
2 8 2 8
Exercice 3
ABC est un triangle rectangle d’hypothénus BC = 2a
f(M) = 4MA ~ MB + mMC
1) Déterminaons m pour que f(M) soit un vecteur

constant U, et calculons ce vecteur en fonction de

ﬁetﬁ
4 —1+m=0alorsm=-3

Vg = 4MA — MB + mMC = —AB — 3AC

2) Onpose:G = bar{(4,4); (B,—1); (V)]
a) Démontrons que G est le symétrique par rap
A du milieu I du segment [BC]
G = bar((4,4); (B,~1); (C,—1)) = bar{(4,4); (1. =2}
Alors AG = —Al donc G est le symétrique de I par rapport
aA
3) Déterminons I'ensemble C = {M € P,4MA” —
MB? — MC? = —4a?)
Soit g(M) = 4MA* — MB%* — MC? = —4a®
En fixant G, on obtient : g(M) = 2MG? + f(G)

By 2
Avec f(G) = —“izﬂ = —6a?

2MG? — 6a® = —4a® alors MG = a
D’oll I'ensemble (C) est le cercle de centre G et de rayon a
Probléme

x+3
f@) = xin (7))
1) Calculons la limite de f en +co et interprétons
graphiquement e résultat
limy_, 4o f(x) = +o0 X Inl = FI
X = 400
X-0
In (x+1) =3
x

port

)
Posons 2= X alors [

lir+n f(x) =lim,y3
X—+0 .
Interprétation graphique : la droite d’équation y = 3 est
asymptote horizq_ntale a Cf.

2) Continuité de f en0
limy_o f(x) = 0 X (+) = FI
lirr(x)f(x) = lim(xin(x + 3) —xlnx) = 0
X=
Alors f est continueen 0
Etudions la dérivabilité de f en 0
lim, o L2 _ jimin (x—“) =400

X X

Alors f n’est pas dérivable en 0 par conséquent C; admet a

x=0

I'origine du repére une demi tangente verticale
3) a) Déterminons f* puis f"

f est dérivable sur ]0; +o[etona:

ey =1n [(ZB) = 2

f (x)—ln( x ) x+3

el

x(x+3)2

b) déterminons le sens de variation de f* puis sa
limite en 40

Y x €]0; +oo, f(x) < 0 alors f* décroit sur ]0; +oo[
Iimx-o-&»m f(X) = lim (ln (_15:_3) = _3-) =0

x+3

f" est dérivable sur ]0; +co[etona: f"(x) =

Déduisons en le signe de f°
f" est minorée par 0 sur ]0; +oo[, alors :
Vx €]0; +oof, f'(x) >0
¢) indiquons le sens de variation de f puis dressons
son tableau de variation
V x €]0; +oof, f'(x) > 0 alors f est strictement croissante
sur J0; +oo[
Tableau de variation de

TR P e B e Y T e e B T ey e P e S e S —————
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r [0 4o
o) +

fla) 0 il

4) tragons Gy

3

|

5) g(x) =5, Vx €]+l

a) Dressons le tableau de variation de f sur ]0; +oo[

est dérivab ; g(x) = s

g érivable sur ]0; +oo[ et : g'(x) e

v x € ]0; +oo[,g'(x) > 0alors g croit sur ]0; +oof
Tableau de variation de g

b) Vérifions que,V x € ]0; +oof, f(x) — glx) =
xf'(x)
00 - 900 = n (22) = 25 =5 (n () ~553) =
xf' (%) '
c) Déterminons le signe de f(x) — g(x) etsa limite
en +o
f(x) — g(x) = xf'(x) alors f(x) — g(x) est du signe de
f(x)
Dou v x € ]0; +oof f(x) —g(x) >0
limy o (f(X) —9(¥)) =3-3=0
Interprétation graphique : (Cp)et I ont un comportement
asymptotique avec (Cp)au dessus de I’
d) TragonsT
6) A€]1; +oof
a) Equation de la tangente (Ty) au point d'abscisse 4
y=fMx-D+fA)
Dot (T)y = (ln (A_;g) - Ii—s) X+ e |
e S S S Y
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trons qué (Ta) rencontreé (0y) au point
b) Mon
d»ordonnée gA) e .
re (OY) pour X —0alorsY = 753 g

sujet 20

(1) rencont

Exercice 2 et
1) up = Monrt

) Calculons 1y, Uz U3

= ln% ety =17
r la limite de suite (Un)

1

1 .
w = lnj, Uz
2) pétermineé
2_in1=0

un=ln5"
:u1+uz+“3+'“+”ﬂ

en fonction de .

limyo 400

3) Onpose Sn
Exprimons Sa

? 1 P 3 5+lnz"'1=

s, =zt Ining +inz Ty
1x3x5x,4.x(2n—1) —In 1

In (3x5x7x‘,.x(2n+1)) Zn‘+1
b) péterminons |a limite de 5, eni+9

(2n+1)="%

“mn-—0+w Sn = lim ("' Inn

1_—
1) vy =€

z
1) Montrons que (Vn ne suite géometrique

)estu
et le premier terme

dont on précisera |a raison
n_1 e =2 -
=e1—?'5:e'zxe1 2=¢€e 22XV,

Vn+1 1
eraisone zet de

Alors (v,,) est
premier terme Vo =€

2) Montrons que Wy
arithmetique

urie suite géométrique d

= [nv, estune suite

1
Wpt1 = MVn41 = mez2xv, =—5%F Inv,
Wni1 = —%+ w,, alors (wy) estune suite arithmétique de
1 .
raisonr” = —37 et de premier terme Invy =1

3) On-poseTn=vo+v1+---+v,,etPn=v0><le

WX Uy
a) Exprimons T,etP,en fonction de n
It
1-(e—z) nt
1-e 2
T, =vo X ——3— = €X .
1-e 2 1-e 2

wy, = Inv, alors vp = e"n
p,=e"oxe"t x..xe"m=¢€

Orwy +w;y oWy = ("’)ﬁ) (1 + 5;) = (n+1)(4-n)
4

Wo+wy+-+Wn

e (n+1)(4—n)
D'ouP,=e 4
b) Comportementde T; et B,
_n+1
liMys 400 Ty = lim (€ X e Y= :
1-e72 1-e72

. (n+1)(4-n)
liMy 40 Py = lme 4 =

Probléme

Inx

f)=2-x—-4—
1) g(x) =—x?—4+4inx
a) Etudions de variation de sens de g et précisons son

maximum

A+3
M‘P
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g est dérivable sur
Vx E]O; V2
sur]O; \/?[

v .
; E.]ﬁ‘ tolg'(x) < 04

1o; +oo[ et on 3 9'(x) = '2(-‘2 -2)

[,g x>0 alors g est strictement croissante

lors i :
Mecrolssante sur]ﬁ. _Hn[ g est strictement
= 9(\/5) = -6
by o +2in2 =~ —-4.6
. majoefimsons enle signe de gsur]0; +oof
. \0. e sur o, *+oo[ par -4,6, alors :
Alculons |eg limites de fenOeten +oo
Mo f(x) = lim (2 x - 475 = too
. X
lim, f(x) = lim (2 -x- 43) =i —fo
3) Variation ett .
feq der ableau de variation def

Vxelo. : . "

v ~] i toof, f x) <o alors f est strictement
CCroissante sur ]o; +oo[

Tableay de Variation de f

—

T |

SR T

f'(z)

[Foo

—_— —X|

Montrons que I'équation f(x) = 0 admet une
unigue solution Xo .

4)

f'est continue et strictement Yécroissante sur ]0; +oo[
réalise une bijection de 10; +o0[ vers R. De plus0 € R
alors il existe Xo € ]0; +oo tel que f(x,) =0
Vérifions que 1 < iy <2

fQ() =1 etf(%) =-0,38

f(l)xf(§)<0alorsl<xo<§
5)

, elle

Montrons que A: y = 2 — x est asymptote a (C)
limy o (f(x) =) = lim (—4”’7") = 0 alors la droite A
est asymptote oblique 3 ©
Etudions la position de (C) par rapport a A
fx)-y= ~4’"7"
V x €]0;1[, f(x) — ¥ > 0 alors (C) est au dessus de A
V x €]1; +oo[, f(x) — y < 0 alors (C) est en dessous de A
6) Déterminons les coordonnées du point A de ()
sachant que (C) admet en A une tangente
parallélea A
Ta 'y =f'(x)(x —x0) + f(xa)etd:y=2-x
Tl A f'(xy) = -1
4

Alors 4lnx, =4 doncx, =eetf(e)=2—e -
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D’oOA(e;Z—e—E)

7) Tragons (C)
[

8) Soit h(x) = In’x
a) Calculons h'(x)
h est dérivable sur J0; +o[etona:h'(x) = ZITM
b) Déduisons en I'aire de la partie du plan limitée par

(C), A et les droites d’équations x = i ot X = @
4=- ff(_4l_;n£)dx = szzljudx = 2[in’x]§ = 2cm?
e e =

Sujet 24
Exercice 1
1) P(z) =23 -322+4+927-27
Factorisons P(z), puis résolvons dans C I'équation
P(z)=0
P(z) = (z-3)(az’ + bz +¢)
En développant et aprés identification, on obtient -
P(z) = (z-3)(z* +9)
P@=0w (573
§={3; =3i;3i}
Nature du triangle formé par les points images de ces
solutions
3i-3 -1+ ; _—
313 oo — —talors les points images sont les sommets
d’un triangle rectangle et isocéle

9alorsz=30uz=—31’ouz=3i

2) z,=3; zg = -3i; z. = 3i; Zo=2—§i

Plagons les points A, B, C et D

e T R N T =

= __%
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=

D

_3{B

a) Déterminer 'affixe du point E, image de D par la

rotation de centre O et d’angleg
riz=eliz=1iz
r(D) = E = z; = iz =§+ 2i
b) Déterminons I'affixe du point I, symétrique de B
par rapporta D
Di =-DB =z -z, = —(z3 - 2p)
D'ouz, =4-—2i
Déterminons |'affixe du point / symétrique du point C par
rapporta E
Ej =-EC =z —zp = —(2zc — zp)
Dotz =5+1
c) Déterminons I'affixe du point F, milieu du segment
()
L i P '

2= =i
£ 2 2 2

d) Précisons, en justifiant la nature du quadrilatere
ODFE

.

Il suffit de montrer que : 0D = DF = FE = OF :@Et
0D L OE

Z|—-2
e) Onpose:z=-2"%
Z1—Z4
Calculons z
2+
z=—=i
1-2i

Nature du triangle Al]
z=i= A = Al et mes(Al, A]) = §+ 2k alors Alf est

un triangle rectangle et isocele en A

Exercice 3
1 B
12 2 — .
M, = G et f(0)=A4,A(0; 2)
2 2
x':lx+§y
1) Etablissons que : ¢ %
, V3 1
y -?x—;y+2

Ndonaye Patrice Ouala (Collection Aquipat)

1 3
gl X,)=5 5|6
i =it = o(@) @, -2)=|ys 1|V
2 2
.
x’=%x+;3'y
D'ol f:

{1 J ’
Exprimons X ety en fonction de x ety

(' =x+y3 b

Soit : 2 T S
L +43L, ~ X =%(x’+\/’§y’ - 2v3)
-\/_3—L1—L2—+y=-;—(\/§x’—yl+2)
x=§(x'+x/§y’—2\/§)
y=%(\/§x’ —y' +2)

2) M(z)et M'(z)

a) Ecrivonsz en fonction de z

1) iR+ iS)y+2

w iy = G+iD)x-iGHT)y
x'+iy = (%4—[?)(35—1‘}/) +2i
pou 7 = (1+1Z)7+2

b) Démontrons que:

e [ laisseglobalement invariante p:x—yV3+

V3=0
Soit #(v/3; 1) un vecteur directeur de A
1B RERRE]
-~ _|2 2 N 2~ 2 [=[B1
PR=15 1 (F)=(3_2)=0m)
2 2 2 2

(i) = i alors f laisse globalement invariante la droite A
o festlacomposée de S, et de t5, U vecteur
directeur de A

" %x-i—?}’:x'*"/_j
" ﬁ

fof(y=M": 1
y —;x’—;y’+2=y+1

Alors f o f = t,5 avec ¥ ?; 3) Ira

fots(M)=M,:
1(1 V3 1 V3 V3
xz:z(;xl+7yl):5”7y‘7
1(V3 1 V3 1 3
=i (Tn-in+z)=Px-iy+]
x—y¥3+V3=0
fotsM)=M
x—yV3+V3=0
1 V3 V3
f o x—;x+7y—?
f -5 =38¢ ’_E _i +3
y =Xy

DIOUf=SA°tg
3) Dix—yV3=0etA:x—yJy3++3 =0
a) Déterminons U et w
V3

De ce qui précéde, ona B | 2

1
2
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Alorsg Vi
= 3
i z etp =;
3
1 |etw o
b ; :
) Soit .
Dé ' et & des translations des vecteurs ¥ et i
, €montrons que : f = tyeotyoSp
e ty(Mm
w( )*tz (M)—-M (lpyl)alors {}' =y+2
So(M) = R=gEay
) M, (x,; y2)alors:{ ° 3— X
3 1
Va2 =TX‘;y
- . [ R
POt 055 (M) = M'(x';y") alors:[; 5
1 V3 o
x'=2 =
Alors : 2X*
V3
Y =Fx-lyia
0uf—-t~ot—os,,
. Venﬂonsque.twosp‘—"SA
) B
®°Sp(M) = M"(x"; y"Y alors Z :
¥ =%
x" = %x+§y-§
2
o . : alors t; o s = 5,
e =
Probléme ¢
D £ =t ()~ L
X

a) Déterminons f'(x) et étudions le sens de
variation de f

f est dérivable sur ]0; +oo[etona:f'(x) =

- x(x+1)?%
V x € ]0; +oo,f'(x) < 0 alors f est strictement
décroissante sur ]0; +oo[

b) Calculons les limites de fen 0 et 4o
x+1 1L

e lim,, e f(x) =Ilim (ln (T - ;) =0
e Flimg,y f(x) =+

c) Dressons le tableau de variation de f

r |0 +co
f(z) -
- +®
f(x) ~.
0
Signe de f

f est minorée par o, alors :
v x €]0; 4oof f(x) >0
d) Tragons la courbe (C)

0 1

+1)
2) gx)=xln (ix—)
a) Dérivons g
g est dérivable sur ]0 +oofetona:

d@W=n()=5=r®

'x¥1
Déduisons en le sens dee variation de g

v x €]0; +oo[ g (x) > 0 alors g est croit sur 0; +,

] )
b) Verlﬁons que g = h ok avec h(x) = 1(33—

- k(x) =~
hok(x) = h[k(x)] = In(+k(x) _ lTl( ) (x)

k(x)
Déduisons en les limites de g en 0 et en +c0

o limy, e k(x)=0ecet
lim,_o h(x) = lim ('"‘”")
limg a0 () = 1

o limeok(x) = lim (2) = +o0 etlimeyo h(2) =

0 alors lim,_,o g(x) =0
c) Dressons le tableu de variation de g

——) = 1alors

I +00
gle)) +
it
g(z) 0 7
3) 1> 1etMx;y)vérifiant: {0 Z ;C, z }(x)

a) Calculons A(A)
AW = [} f@dx = (g} = 25(g() ~ (1))em?
AQD) =25 (Aln (‘“) 1nz) cm?

b) Calculons la limite d A(A) en +o0
IHE A() = 25(1 — In2)

Sujet 27
Exercice 1
iz+i+1
zy=-2,zg=—1+ietz ==

1) Interprétons geométriquement le module et un
argument de Z’
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z' = w =5 L'z"zl!
z=(~2) z-z,
Alors :

I2'| = Z—j etarg(z") = % + mes(ﬂ_j; '[WB') + 2k
Déterminons puis tragons I'ensemble des points
M(z) tels que : 2] =1

12'l = 1alors M4 = MB

L'ensemble cherché est Ia mediatrice du segment [AB]

3) Déterminons puis tragons I'ensemble des points

M(2) tels que: |2/ = %

2)

|2'] = %alors ‘MA =2MB
(MA + 2MB)(MA - MB) = 0
Posons : I = bar{(4,1); (B,2)} et] = bar{(4,1); (8, -2)}
En fixant les points [ et /, on obtient ;
Mi.MjJ =0
D’ou I'ensemble cherché est le cercle de diametre (]
4) Déterminons puis tracons I'ensemble des points
M(z) tels que z' soit un réel

: =y+i+i(x+1) x=-y+2
z = X+2+iy = (x+2)2+y2
Z7ERey =0
x2+3x+y2-y+2=0

E+) +0-9' =)
D’oll I'ensemble cherché est le cercle de centre ) (—%; %)

74
etderayonr = %

X2 4+3x+y2-y+2
(x+2)2+y2

2

5) Déterminons puis tragons I'ensemble des points
M(z) tels que z' soit imaginaire pur

Z’EiRex' =0
Alorsx —y+2=0 3
D’ou I'enssemble cherché est la droite d’équation
x—y+2=0
Exercice 2

1) Déterminons la valeur de

1 1L .1 1 : .
rh=1 alors§+a+;+a+;+g—lonobtlent.

a =

[N

2) Déterminons I'espérance mathématique, la vrianc
et I'écart type de X

1+4+9+4+20+6 44 11
E(X) = Zx;P; ” k-

V{X)=E@XY)~[EQOp=2-21_2
V5
X)) = VX)) = 23_5

3 9
3) Fonction de reprtition de X.
F(x) =P(X<0)

BRI
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\1,six =6
ice 3 § po—p — =
E_XELC'__—D x+y—1=0etDpix—y—1=0
1)) Dclannons les expressinons analytiques de S; et de
a
Sz

+y—-1= 0

D] :x 1 )

Soitu; (—1; 1) un vecteur directeur de Dy,
1 ’

M(x; y) et My(x1; yy) tel que S, (M) =M,

MM,. %5 = 0+y alors:
A xtx ¥ e po
] rfER e

—x +y=—x+Y
{x1+yl=—x—y+2‘ .
La résolution de ce systeme donne:

xlz—y.-}'l
Sl:{ylz—X"*‘l

Soit ;(1; 1) un vecteur direteur de Dy,
M(x; y), Mz (x27"y2) tel que - S,(M) = M,

MM2~u2 =0 .
: lors :
Sz : Xptx Y2ty a

) e

Xty =x+Yy
{xz—yz =—x+y+2
La résolution de ce systeme donne :
S xX,=y+1
e {,yz =x-1
b) f =S, °S,. Donnons I'expression analytique de f,
puis son ecriture complexe

r xI:—y2+1
fM)=8,085,M)=M alors{y,z_x2+1
x'=—-x+2
Dol f:4",
ouf {y =~y

X +iy'=—(x+iy)+2
Douf:z'=—-z+2
Donnons la nature et I'élément caractéristique de f
f est une symétrie centrale de centre )
Z=-z+23lors:z=1
D’ol Q(1; 0)
Uy. U, = 0donc @ 1 i, par conséquent le resultat est
prévisible
xX'=y—-4

2 g: {y’ =x+4

a) Exprimons z' = x’ + iy’ en fonction de z = x + iy
X'+iy' =i(x—iy)—4+4i
Dolg:z' =iz—4+4i

b) Lapplication g est un antidéplacement

c) Nature et élément caractéristique de g

e ——————————
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a( . .
(M)\Malol_s{x=y‘4

. 1
D°°ee$tlm Y =t 4SO E -k 4= W= —get
€ Symetr:
: = 0 ymetfle Orth0g0n8|e de base (D) X—=y+ VxelLh (l) < h’(x) < hl(o)
robjg T2 B
N -0,82 < W' (x) < -05
X) = xe~x _ 1 I'(x)| < 0,82 < 0,83
1) Etudi : , D'ouVvx €l [h'(x)] <083
ons les limites de fen +o et en —oo d) Déduisonsenque, ¥V x € /,|h(x) — al| <
X400 f(x) = ‘ q que, A L =
lin = lim (xe"‘ - Ex) S— 0,83|x — of
LE S flx) = limx (e-x _ 1) _ En appliquant, TIAF a f entre x et @, on obtient :
Justiﬁons I 2) =T

e droite (D >
m“‘*~+m(xe‘-\’) _ (D) asymptote 3 (C)

Avec h(a) = a

a5 0 alors la droite (D):y=—1xest D'otVx €1,|h(x) - al < 0,83|x - qf
YMptote op; 2
o 'que 3 (C) ay oisinage de +o0 ) {u" =0 '
alculons |5 dérivée de f Unsq = h(u,)

S est dgr
Vable syr g eto / i a) Montrons que,Vn € N, |uy,; —al <
na: =(1=y)e-x_1
) =1 -x)e -

3) = - 0,83/u, — af
a) :)t(u);)io;s(;l ) X)_e x _% Ona: |h(x) — a| < 0,83|x—aqaf
P st dérivaple surenzva-narnons oy EN POSANEX = ity alors
VX €l o gy o PO = = 2gex Ih() - al < 0,83u,— of
VEE 12, oo pn S 080TS0 decroitsur J-w; 2 O A(ttp) = Upyy
lim ' @09> 0:alors ¢ croit sur )2; <+oo] D'0lV n € N, linyy — | < 0,83u, - of

T bT\m $G) = +oo et limy 0 () = —% Montrons que, ¥ xN, |u, — a| < %(0,83)"
ablea i :

% Ona: fuyy, — al < 0,83y, — af
T

—co 9 Par itération, on a:

f'\ +o0 lu, —al < O,83iﬁn_1 —af
_ﬂ - n lin_; — | < 0,83|u,_, — qf
+co

_0,5 .................................................

J((f) \ 7 e —

S =08 | T enmom——
b) T [u; — al <0,83|uy — af

Démontrons que I'équation ¢(x) = 0 admet une

) Par produit et simplification, on a :
unique solution ¢

[up, —al < (0,83)"uy — af

® est continue et stricte : i e
ment décro ’ :
n eC |ssantesur] m'z[:e"e 0Sa<29tu0 lor :l 0 |<

réalise une bijection de ]—co; 2[ vers 1-0,6; +oo[. De plus E

0 €]-0,6; +oo[ alors I'équation ¢(x) = 0 admet une DUV N, lu, — al < 5(0'83)11
solution unique a € ]—o0; 2]
Vérifions que 0 < ¢ <0,5

©(0) = 0,5 et ©(0,5) = —0,19

®(0) X 9(0,5) < 0alors 0 < o <05

N =

b) Déterminons la limite de Ia suite (wy)
lim, 0 %(0,83)n = 0 alors lim(w,) = a
c) Déterminons un entier p tel que : u, — al <10

>(083)" < 10 % alors n > “HRLOMN2Z o)

4) h(x)=1-Lley L1 In (0.83)
A 2° xe[o, 2] D'oup = 46
a) Montrons que a est I'unique solution de I'équation 6) Tragons (C)
h(x) = x

h(x) =x ﬁ1—%e"=xalorse"‘(1—x)—%=0

D'ol h(x) = x © ¢(x) = 0 par conséquent a est I'unique
solution de I'équation h(x) = x

b) I= [O; i] Démontrons que, V x € [, h(x) € I
1 1 1
0= [ Q)] =7 < 0]
D'ouVx €l h(x)el
c) Démontrons que, ¥ x € [, |h'(x)| < 0,83

S Py S ey gremrmrpgrC
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Sujet 32

Exercice 1
Soit P(z) = 2% + 2(V2 - 1)22 + 4(1 - V2)z - 8
1) Calculons P(2) puis factorisons P(z) par z — 2
P(2)=0
P(z) = (z—2)(z* + az +b)
Aprés déveoloppement et identification, ona :a = 2v/2 et
b=4
D'ou P(2) = (z — 2)(z2 + 2V2z + 4)
2) Résolvons dans C I'équation P(z)=0
z=20uz?+2V2z+4=0
A= —8 = (2iV2)?
7z, =—2—iV2ouz, = V2 +iV2
Dou S = {2; —VZ - iVZ; —V2 + iv2)
Soitz; = —V2+ivV2etz, = —V2—iV2
vérifions que z; + 2, = —2V2
n+z=—V2-2-V2+i2=-2V2
3) a) Plagons A(2), B(z,), C(z,) et I milieu de [AB]

<t

b) Démontrons que OAB est isocéle

OA = 0B = 2 alors OAB est un triangle isocéle en O

mes(04; 0B) = L 2
( ) arg 7 arg( 2+12)—4+2k7r

I milieu de [AB), alors mes(; 01 ) = émes(m; 0B)

Dol mes(&; 07) = 3?" + 2km

¢) Calculons I'affixe du point | et calculons son module
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sdui e
d) péduisons W
22 +1—‘£—-

3ar fef _‘?f.) =
ﬁ’_—ﬁ(cos?*’ Lsing
an _ 22V
sing = 772
an _ vz
sin< = 7

N

cice 2
Exercice 2 s

UO=1Etuﬂ+1=m ‘ '
lisant les termes consécutifs de Ja suite

ti .
1) End ent de la suite

conjecturons |e comportem
B o e
=L =g =n

up > Uy > Uz o
La suite semble etre décroissan
vneNu, >0

te et converge vers 0.

2) Démontrons que,

. uu=1>0
posons que,Vn € N,u, >0

e Sup
o Veérifions au rang n+1
5 25
il aq = o= Ty
n+l ™ 3 3(3up+s)
s 25 5_3-0

3 3(un+s) 3. 3
vneEN, U >0
pouvn€N,u, >0

3) Démontrons que la suite est décroissante

—3up?

Upty —Un = 3_“;,_5
V1 EN, Uy — Un < 03lors (up) est décroissante
(u,) est décroissante et minorée alors elle est convergente.

5
4) v, = ;:
a) Prouvons que (v,,) est une suite arithmétique
5
Un41 = v, =3+

D’oli (v,) est une suite arithmétique de raison 3 et de
premier terme vy = 5
Déduisons en v, puis u, en fonction de n
Yy =Vy+nr=5+3n
= 2=
T un T 3n4s
b) Déterminons le comportement de (u,,)

limu, = 0alors (u,) converge vers 0.
Exercice 3

X! =—;—(—3x—4y+3)
y' =§(-—4x+3y+ 14)

1) Démontrons que f est un antidéplacement
@ est I'applction linéaire associée a f

detM, =| ° S| _9 _16 _
@ s 38 Tl T
5 s

Alors f est un antidéplacement
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2)

Démo ;
Vecmumion-s qu’il existe une droite (4) etun
i r ? directeur de la droite () tels que :
=cor . . i
d’axe (o L ©§ ou s est la symétrie orthogonale
Jettla translation de vecteur #.
f ) x" = l(_3 ]
£ s\ TIX =4y +.3)

o __1
. y'= -4 4 3y'14)
°of. {;” =x-2
o "=ypyqdlorsfof =i,
& vecteur de translation
SOitt_a-: {;l =x+1
V1=y-2

estii(-1;2)

_1
fe ta(M) = M, alors : Xy =2(=3x, — 4y, +3)
= %(—":x1 + 3y, +14)

-1
fot - xz‘g(—3x—4.y+8)

o

Y2 =é(—4x+3y+4)
fotany=n alor
Donc fot ;=
2x +y-2=9¢
Dol f =
li(~1;2)

Probléme

$12x+y—-2=0
Sa alors (A) est la droite d’équation :

s°t=t°SaVeC(A):2x+y— =0et

MZSOitg(x) =1—e2x _ 2xe?X
" 1) Montrons que Ia limite de gen—mestl

Myt 9(x) = 1 — lim,,_,, e?* — lim 2xe* =1-
0— 0= 1 o

2)  Etudions le sens de variation de g

9 est dérivable sur Retona: g'(x) = 4% (—1 - x)
Y — 55 ’ :
y x € ]-00;1[, g'(x) > 0 alors g croit sur J—oo; 1]

X €]1; +oo, g'(x) < 0 alors g décroit sur ]1; +oo[

Calculons g(0) puis déduisons le signe de g suivant les
valeurs de x

g0 =1-1=0
VX €]-00;0[g(x) > 0etVx€]0; +oof, g(x) <0
3 X o2t
) Calculons ["te?*dt
En utilisant une IPP, on obtient : fox te2tdt = Zxe?* —
2
1 2x 1
4 € + 4
Déduisons en la primitive de g qui prend la valeur 3en 0
g(x) =1—e?* —2xe**
G(x) =x —~e?* —2 (1xe2" —lez") fo=x—2e -
2 2 4 2
xe +%ez" +c=x—xe®™+c
G(0) = 3alors G(x) = x +3 —xe**
Partie B : Soit f(x) = x + 3 — xe**
1) Etudions le sens de variation de f
De ce qui précéde, ona: f'x) = g(x)
V x € ]—00; 0[, f'(x) > Oalors f croit sur ]—eo; 0[
v x € ]0; +oof, f'(x) < 0alors f décroit sur 10; 4oo[
Calculons les limites de f
liMyo oo f(x) = —00 etlim, o f(x) = -
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2) Montrons que la droite d’équationy = X + 3est
symptote a (C) au voisinage de —®
liMys e () — ) = limy.,- (xe?) = 0 alors1a droite
d’équationy = x + 3 est asymptote oblique a(C)au
volsinage de —oo
Etudions la position de (C) par rapport 3 son asymptote
obliquey = x + 3
f(x) —y = —xe?* > 0 alors la courbe (C) est au dessus
de (D)
3) Montrons que (C) coupe I'axe des abscisses en
deux points que I'on appellera [ et ] avec X; < x
©)nOx)e fx)=0
Tableau de variation de f

T —00 0 +o0
Mo+ ¢ -
f(2) /3 S~ ~

o0

f est contfnu,e' et strictement croissante et décroissante
respectlv.ement.‘sur' ]—o0; 0[ et sur ]0; +oof, elle réalise une
bijection de ]=oo; O[ vers ]—co; 3[ et de ]0; +oo vers

]=00; 3[. De plus 0 € ]—oo; 3[, alors I'équation f(x) =0
admet deux solutions par conséquent (C) coupe I'axe des
abscisses en deux points d’abscisses x; < 0 etx; > 0
Encadrons x;

£(0)X f(1) <Oalors0 <x; <1

o [o1]0203|04}{05]|06(07]08 0911

+ |+ + + + +

Alors 0,7 < x; < 0,8
4) Tragons (C)

1= 4=

{t <x<0
x+3<y<f(x)
a) Calculons A(t)
A(t) = —fot —xe?*dx = (2te* + 1 — e?")em?
b) Calculons la limite de A(t) en —oo
lim,,_ A(t) =1

Page 281




Sujet 37
Exercice 1
) 0 € ]0; H calculons le module et un

argument de cacun des nombres complexe
suivants :
< 0 0 12
a) z;=1+cosO +isind =1+ e = Zcos>Xe
0 0
alors: |z,| = 2cos; etarg(z;) = i 2km

b) 2, =1-cosf —isind =1—-¢¥ = —Zising X

0
2 oo 0 0
'e'z alors : |z,] = Zsm; etarg(z,) = —g s o
2kn
zy 0 n
c) zz=alors:|z| = cotan ; etarg(z;) = +
2
2km

0
d) z.-1+1cotan—=~—,,><e :alors |z,,|=—
2 sin suq

etarg(z,) = —2- - g + anr

.9
-e'v _ .3 s
e) zg= = L‘/—_alors Hzsl = Zetarg(zg) =X+
14e'3 3 3 2
2km
5
L n=V3+iz,=1-ietz=2%

2z
1) Module et argument de ces nombres complexes

=+V2etarg(z,) =

— %+ 2kn; 2] = ;: = 8v2 etarg(Z) = Sarg(z,) —
3arg(z,) = 7? + 2km.

2) Formes trigonométrique et exponentielle
7 =2 (cos§+ isin;—r) = Zé;ig;zz = V/2(cos (—g) +
isin (—3)) = \/fe"'g etarg(2) = 8\/2‘(cosl;;—2"+
isin —) 8\/_ 2e‘ 1z

3) Forme algébrique de Z

Z=8V7C% — 43— 1)+ ai(—v3— 1)

197

|z:] = 2etarg(z,) = =+ 2kn; |z,

4) Valeurs exactes de cos—— et sin

8\/_(605— + isin 19—”) 4(\/5— 1)+ 41(—\/§ -1)

9 V6—V2 .19 -V6—2
alors cos 22X = et sin 2% — ZV6~v2
12 4 12 4

5) Résolvons dans R : 4(\/§ = l)cosx —
4(V3-1)sinx = 8

197 .19 .
Bﬁcos;cosx + Bﬁsml—zsmx = 8 alors cos (x —

11m
X = v + 2k
12) " 2 donc 4n

197y _ V2
ek Rl

6) Déterminons n tel que Z™ soit réel

. 19nm 19nm
z" € R alors sin=—== 0alors .

19n =12k alorsn=12p,p e 7
Exercice 2 : voir sujet 51, exercice 1 (énoncé analogue)

=k

6) soit hla restriction de f sur ]—o0; —2)
\.\_—'——_——_——-‘_\_\_ -
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Probléme
f) = 2x+ VR

a) Ensemble de définition de f

1
by = J—o —2]U (2 +el

b) Dérivabilité de fen -2 et2

3 4 x-2 = s0g
L2 _ Jiman_ ( +2 _‘)-
limyoy—p Dy = liMx2 (5 7 552

Alors f n’est pas dérivable en -2 z
3,422 )= 40
limy, == — /(x) f( ) = limyoz ( e x1—4)
bleen2
Alors I n’ esl pas dériva
(C) admet aus points d'abscisses -2 et 2 deux
points deml tangentes verticales

d) Calculons Calculons f
f est dérivable sur ]—o0; —2[U]Z; +oo[etona:
3/x2-4+4x
5Jx%2-4

c)

4x

Jilg) = g™
2) Sens de variation def
Vxe€]-o; —2[f'(x) <0 alors f décroit

Vv x € ]2; +oof, f'(x) > 0alors f croit
3) Limites et tableau d variation def

limy,_e f(x) = 4oo et liMy 400 f(X) = +00
z | —o0 - 2 +o
/') = //// +

ﬂnmxxméé%Vm//m

4) Calculons la limite f(x) +;x en — et |a limit de

fx) —gxen 400
64
z__ =

; 1Y g - |
lim,_,_o (f(x) + Ex) =limy,_o ———gx—gm |
Alors la droite A: y = —%x est asymptote oblique (C) au
voisinage de —co

64

= -0
—%x—%dxz—4

Alors la droite A" :y = gx est asymptote oblique (C) au

limy, 4 0 (f(x) —gx) =lim, e

voisinage de +oo
5) Tragons (C)




a)
hoeg CONinue oy

- stictement ditcrostant esul
* =2 donc h réalise yne bijection de

“m, *~2|VN$I'| 3
. . - -—;4““!
\lﬁh-.:]:l.g,qaxl‘
-y

—

) ¢ .
h ELE)y -1 somt symétriques par rapport A 1a
Premitre bissectrice
N o) =

LI

:l 4‘;‘/:.;{-5—1—-?.51’_\ € l_zvzl

bt 18 q

sSYHIVITRT, v oy 2] 0 (2 +ool

Donc C, ¢ i
@ ©st1a réunion de (C) et la courbe (C,) 1y = %:( +

a
AATTEY

. Sujet 38
E’ﬂi{:ﬂe;l =€l 38

:, P(z) = ;3 + 2(\/5_ 1)22 + 4(1 _ \/5)2-8
) Montrons que : P(2) = (z - 2)(z + W2z + 4)

P(2) =
(2) = 0 alors 2 est racine de P

- 2V2-2 |4-4v2 |8

2 Wz |8

- V2 4 0

D'olvVzeCP(z) = (z - 2)(z2 +2V2z + 4)

b) Resolvons dans P(z)'=0
P(2)=0=z2=20ua= (2ivz)’
D'ouS ={2; VZ+iV2, —Vi— iv2)

¢) Module et argument des nombres complexes

2 =—V2+iV2;z, =—ﬁ—iﬁetz=z—:

lleLZ Zetarg(z,) = 3T"+ 2km ; |z,| = 2 et arg(z,) =
— t2kmet|z] = 1etarg(z) = 3T“+ 2kn

2) ajfiz"= G+ l'g)z = cigz

a) 1) festlarotaion de centre O et d’angleg

a) 2)Afiixe a’ du point A’ image de A'(v3 + i)
flA) =A'alorsz, = a' = G+i?)(\/§+{) =2i

b) Soith:z' =2z—i
Déterminons I'affixe w du point £ image de O par h
h(0) = Qalors w = —i
b) 1) Soit B (—l +i(v3 - 1)) Montrons que (1B) L
(n4)

zp-2zn _ . _ i
Tain i = e'z alors (B) 1 (NA)

le dont
b 2) Déduisons uue 1, A, B sont sur un meme erre

on précsera le centre ¢l le rayon

triangle rectangle isocile inscnt

L alors (LAD estun
a0
dans le cercle de dlamelre (48]
tat?p "qu‘ ﬁp[r—f!:ﬁ——‘
p=de T =2
kg tierit 10 boules

Tirage simultané de 4 boules d’une urne con

numerolées de 14 10.
1) Nombre d’éventualités
card(n) = Cy =210
2) Déterminons la prob
éyénements suivants :
A : « On obtlent un seul multiple de 3 »
1
card(A) = €} x €] = 105 alors P(A) = 3 = 0.5

abilité de chacun des

0 : « On obtlent aucun multiple de 3 »
1
card(B) = C; = 35 alors P(B) = 3= 0,16
C:a On obtient deux multiples de 3 exactement »
3
card(C) = €} x €} = 63 alors: P(C)=7= 03

D : « On obtient au moins un multiple de 3 »

1 5
D=BalorsP(D)=1-P(B)=1-,=¢
Probleme
partieA: g(x) = (1 —x)e' ™ - 1,vxeER

1) a)lJustifions que la limite de g en +oo est -1
Iimz—.+m g(x) = “ITLX_._,,, XEX -1= 0—-1= -1

b) Déterminons la limite degen —o
lim, - g(x) = +00 X (+0) =+

2) a)Démontrons que, ¥ X € R, g'(x) =
g est dérivable sur R et sa fonction dérivée sur R est:
g'(x) = —e"F—et (1 —x) = (x =2’
b) Variations et tableau de variations de g
x € ]-;2[,g'(x) <0Dalorsg décroit sur ]—oo; 2[
v x € ]2; 4o, g’'(x) > 0 alors g croit sur J2; +oo(

(x—2)e"™*

T —00 2 400
9'() - 0 4
0o _ -1
() ~a o
=1 38

3) a) Démontrons que I'équation g(x)=0 admet une
unique solution a

g est continue et strictement décroissante sur ]—o0; 2|, elle
réalise une bijection de ]—oo; 2[ vers ]—1,36; +oof.
Comme 0 € ]—1,36;; +oo[ alors I'équation g(x)=0 admet
une solution unique a € ]—oo; 2.
b) Justifionsque : 0,4 < a < 0,5
g(0,4) = 0,09 et g(0,5) = —0,17
g(0,4) x g(05) < Oalors: 04 <a <05

4) Déduisons le signe de g
VX €]—co; al,g(x) >0

e e —
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X €Ja; +oof,g(x) <0
Partie B: f(x) = xe!™ —x 4 2

1) Déterminons la limite de f en -+oo et en —
1My o f(x) = —00 etlimyy o f(X) = =0

2) a) Démontrons que f est une primitive de g
Fl)=et™—xe!* =1=(1-x)e'™*=g(x)
Alors f est une primitive de g.
b) Etudions les variations de
V x € ]—=00; af, f'(x) > 0alors f croit sur |—o0; af
V x € Ja; +oo[, f'(x) < 0 alors f décroit sur Jay oo

£ | —c0 0,4 +00
! —
TEIEEE
7,26
—" =50 Sujet 39
3) a) Démontrons que D : y=-x+2 est asymptote a(C) Exercice 1
BRb On peut réaliser un talbeau a deux entrees. l
WM oo (F (1) = ¥) = liMyho xe!™ = 0 alors la droite D 1) On peut écrire 52 = 25 nombres complexes.
est asymptote oblique 3 (C) en +o 2) a)la probabilité d’ obtemr un nombre complexe de
b) Etudions la position relative de (C) apr rapportaD noduley3est: P == 0,32
f@) -y = xel™ bre complexe
bilité d’ obtemr un nombre p
V x € ]—o0; 0], f(x) — y < 0 alors (C) est en dessous de (D) e) Laprobabi , _ 0,08
sur ]—o0; 0[ d’argument - Zest:P=
vV x € ]0; +oof, f(x) —y > 0 alors (C) est au dessus de (D) 3) Xx()=1{0;1,2 3}
sur J0; +oo[. Il s'agit de la loi binomiale de parametres n=3etp =
4) Démontrons que (C) admet en —co une branche gk 173K
_y=ck(Z v
parabolique de direction (0J) PX=1k)=C3 (zs) '(zs)
. s g
lim ._,_m@ = iMoo (el.—x _1 _,.Z) - La loi de probabilité de X es
) 5 ! x X; 0 1 2 3
alors (C) admet une branche parabolique de directio (OJ) au P; 0314 0,442 0,209 0,033
voisinage de —oo
3 . ) . 24
5) Equation de la tangente au point d’abscisse 1 espérance mathématique de X est : E(X)=np = —
M:y=—(@Ex-1)+2=-—x+3 )
_ Exercice 2
] eairTons 9. f@ = @t l—ﬂ 1) Construction voir fin exercice
fl@)=ae™ —a+2 2) Nature et éléments caractéristiques de
- 1
g(a) =0alorse™ = Fensemble : E = (M € P/ MA? + MB? + MC? =
fl@=22g+2="+1-a 1,25}
- 2 2 2 2 2 2
7) Justlflons que,V x € [R{,f( x+2) =e*f(x) MA? + MB? + MC? = 3MG* + 3GA® = 3MG" + 1
fl-x+2)=(—x+2)e* +x =" (—x+2+xe'7) - alors : MG = \E = ? =GA'

DouVx ER,f(—x+2)=e*"f(x)

8} f(x)=0 admet deux solutions
f(B) = 0. démontrons que - B + 2 est l'autre solutlon
F(=B +2) = eP1f(B) or f(B) = Oalors f(-f +2) =0
par conséquent - # + 2 est 'autre solution de I'équation
f(x)=0

9) Tracons (C)

Uensemble (E) est le cercle de centre G et de rayon GA’, le
cercle inscrit dans le triangle ABC.
3) voir figure
4) h: MM = MA + MB + MC et r la rotation de
centre G qui transforme Cen A.On pose s = heor
a) Nature et éléments caractéristiques de h.
En fixant le oint G, on obtient :W = -2GM
Alors h est I'homothétie de centre G et de rapport -2
b) Image du cercle (E) parh

Wl____
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(') o
St le
cercle ge centre G et de rayon r'=2 x

B8
6 3
¢ nat
ur
Sestly sumlhtuzm éléments caractéristiques de s
edir
e a"Ele 6=y edende centre G, de rapport 2 et
AR

Exercice 3

1
) Résolvons dans€:z3 —2(1 +i)z2 -3iz+ 1+
i=0

2 Estune racine de cette équation, alors :
2\1)(22+(‘1+2i)z— 1-i)=0
20:1'21=-‘ Z=1-1
D'ou S = L -i1- i)

2 .
) Montrons que les points ayant pour affixes les

S 1 » N
olutions de cette equation sont les sommets d’un

triangle rectangle isocele
ZQ‘ZZ
P

21-2, = —i=e 2 doncles points images forment bel et
bien un triangle rectangle isocele.
3) d: {y =y+3
=x+1
a) Montrons que d est un antidéplacement

0

My = [1 0] etdet(M,) = 0 -1=-1
alors d est un antidéplacement

b) Nagture et éléuents caractéristiques de d
d est un antidéplacement qui n'a pas de points invaiants
donc d est une symétrie glissée.

* Leveteur
dod: {x"=yl+3=x+4

y=x+1=y+4

d o d = t,yalors U(2; 2)

e ladroite
xX'=x-2=y+1
So = t-ged: {y"—y'—2=x—1

x—y—1=0
sp(M) = M alors : { eyl =0

Dot (A):x—y—-1=0
4) (H):x*-y*—6x+2y+24=0
a) Equation réduite de (H)
(x—372-9-(-1)?+1+24=0
- (X-3) (y 1) 1
16 16
Posons : X=x-3 et Y=y-1

XZ YZ
Dou(H) : —+ 3%~

b) Nature et éléments caractéristiques de (H)
(H) est I'hyperbole équllatére de centre n(3;1)
Dans le repére (1 ; j),ona:
«  Sommets: B(0;4) et B'(0; —4)
o foyers:c = Vi6+16= /7 alors F(0; 4x/_2_) et
F'(0; —4v2)
« Directrices: (D) :Y = 2¥Zet (D'):¥ = -2V2
c) Construction de (H)

d) Image de (H) pard

L,' ")’Ilalors{i}:;::i
M'(x';y") € (H') & M(x;y) € (H)
d’ou (H"): (X 4) (y_l_;z‘ = 1 donc (H’) est une hyperbole
équiltére
Probléme
flx) = x-—%(x+ De™,VvxeER
Partie A
1) a)Calculsdef etf”
f est dérivéble deux fois sur Retona:

VxeER,f'(x)=1 +ixe"‘

VxeR,f"(x)= (1 +%xe‘x) = %(1 —-x)e7*
c) Variations de f’
f'x)=5(1-xe*VxeR
v x €]=00;1[, f"'(x) > 0 alors f croit sur |—o; 1[
¥ x €]1; +oo, f(x) < 0 alors f* décroit sur ]1; -+oof

limy, o f'(x) = —0 et limyye f'(X) =1
Taleau de variation de f'
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I
! v LI N
f (I’) 2 “\*1\
-0 Bl X

d) Démontrons que I"équation '(x)=0 admet une

unique solution a
£ est continue et strictement croissante suf ]-o0; 1, elle
réglise une bijection de ]~00; 1] vers ] -, 1.1].
Comme 0 € ]=0o; 1,1] alors I'équation f'(x) = 0 admel
une unigue solution a € J=o0; 1.

Donnons une valeur approchée dead 10 ?prés

Ona:-2<a<-1
En utilisant le ballayage, on obtien
soita = -1,20

2) a)Variations de { et son tableau de variations
v x € ]—o0; af, 7 (x) < 0 alors f décroit sur ]|-o0; af
v x € Ja; 4oof, f(x) > 0alors f croit sur |a; +oo]
liM e f(x) = 40 etliMyse0 f(x) = 4o
Tableau de variation de f

t:-121<as-120

r | —oo -1,20 400
@ - 0+
400 400
f(.’&') \ /’/’
f(=1,20)

c) Démontronsque
(D) : y = x est symptote (C) en +

e (F () = ) =l (= 5 (1 + 1)e ™) = 0
Alors la droite (D) est asymptote oblique a (C) au voisinage
de +oo
Position de (C) par rapport a (D)
f)—x=-7(x+1e™
v x € ]—oo; —1[, f(x) — x > 0 donc (C) est au dessus de
(D) sur ]—oo; —1[
v x € ]-1; +oo[, f(x) — x < 0 donc (C) est en dessous de
(D)

d) Construction de (C)

W 4+

g = 0
partie 8- 1) e =/(Un)
= ”Un) e ‘"4!
oy >
1,uy-y > e vérifions

s Sopposons que, vk>
que g 2 Vvt
f croissante sur [0; +orl
Flugy) > [ ()
d'oll iy > Uy PAFCONS
décroissante
la courbe et |3 prémiére bis
donc (it,) est convergente.
2)a)Démontrons que, pour tout 11 2

0
= -%alors—-l <u <0
vks1-1<uwy < 0 et vrérifions gue :

ot Up- ¢ > U alars
équent (ty) est une suite
sectrice se coupent en un poin t

1,-1<u, <

’ul

* Supposons que,
~1 <ty <0
—1 < uy < Oetfétant croissante, alors :

1
f(~1) < f(w) < f(0)alors: 1< flu) <—;<0
comme f(ty) = Uk+1 alors i =1 < Uyyg <0

Dot —1<u, <0,vyn21
b) Démontrons que (u,,) est une suite décroissante

1 -
Upyy = Un —';(u" + 1)e7un
Upyy —Un = '—%(un + l)e‘"n

or—1<un<0a|ors:un+1>0

DONC Uy 4q — Up < 0alors () est une suite décraissante.

) étant décroissante et minorée on peut en déduire

(un
qu’elle est convergente.
Sujet 40
Exercice 1
V&8 V6 V6 3iV2 a
a=—-2—ji=;b=————"etqg=—
2 2 2 2 b

1) Partie rélle et partie imaginaire de q

_ Vo+ive _ V3+iV3 _ 1+\/§+ . 1-V3
=Tz 3+ 4 ‘
Dol Re(q) = :ﬁet Im(q) = 1_4
2) Module et argumentdea, betq

la| = V3 etarg(a) = —43+ 2km; |bl = V6 etargb) =

fm:-

|

L a1 lal V2 .
S+ 2km ;g = o = T etarg(q) = arg(a) — arg(b) =
—Z 4 2kn
12
3) Formes trigonomtrique et exponentielle de a, b et
q

— 3n < i 3 _3n
a= \/§(cos—4—— ‘SmT") = V3653

_ 2 Tt LS
b= \/E(cos—a— — isin T") =6e™'%
\/5( n n V2

==|cos—-isin=)="¢"'1z
q 2 12 S 12) 2 g
n o
4) Valeurs exactes de cos-etsin —F;

ﬁ( i 7
“(co w143 1-V3
57 \C0S zsmlz)_—_4 o [
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Alg '
rs c n
0s = _ V&
1 = 82

S) pen. 4 StsinI_ Y-
" e [ "Semble g :
alors gjp, nn els que g™ soit réel

12

£ €ntiersn t
Xereje 12 = Oce

N 2 Quidonne :n = 12p,p €L

flx) o
) = ax3d bx2
1) R ~Xx+3
eterrnin
o ) ons |eg réelsaet b tels ‘
g admette u At

n Aoy
€Ctrmum égal 3 2 au point

d’ :
{f (1) <5 disse

f,(l = d ’
) = vec f (x)=3ax2+2bx—1

-x2_, +3
X3 4 bx2 _

fest g Variations ge ¢ s
derivable sur R

f'x) = ftona:f'(x) =3x2-2x—1
v ] "ORAS Toug s &
xE —00- 1 3
» =z VU ]1; '
]‘00- - 3[ I +oof, f'(x) > 0 donc f croit sur
' 3[Et5“f]1; +oof

v X e ] 1
= 1[ f(
3' |/ (X) < 0 donc f décroj P L
tableay ge variation roit sur] 3 1[

¢ [ w

D —1/3 1 400

] I R

f(2) 32 +o0
\@2 /

b)

M F ks
ontrons que I'équation f(x)=7 admet une unique
solution o

f est i i
- continue et strictement croissante sur ]1; +oof, elle
Cea Ise une bijection de ]1; +oo[ vers ]2; +oof
omm ] ‘éuati ’ ‘
g 7 €]2; +oo alors I'éuation f(x)=7 admet une
solution unique ¢ € ]11; +oo[

Encadrons a par deux entiers consécutifs
f(2)=s5 etf(3) =18
f(2)<7<f@3) alors2<a <3

c)  Caleulons f(0) et (f~1)'(3)

FO) =3et(Fy@) =A== -1

Exercice 3
AC = 2AB,AB = d, ABC est rectangle en A

a) Constructions de G; = bar{(4,1); (B,2); (C,1} et

G, = bar{(4,5); (B,2); (C,-3)}
AC, = 175 + 14C e AC; = 125 - 2C
2 4

Calcul de la distance G, G,
R: = %Iﬁ +%RalorsGTA = ——%A_B'—%A_(f
G,A +AG, = G,G, = —AB — AC
G,G,? = AB? + AC? = d? + 4d? = 5d? alors G, G, = dV/5

= R o S N W W T i ST

-
b) Lensemble des points M tels que : MA* +
]

JMB? '+ MC? = 4k
Soit f(M) = MA? +2MB* + MC? -
fM) = 4MG,? + 4d? alors MGy = Vk—d ‘
si k = d?, I'ensemble cherché est le point 61‘
sik < d?, I'ensemble cerché est lensemble vide
Sik > d?, I’'ensemble ceché est | cercle de centré

G, et de rayon Vk — d? ‘
c) Touvons I'nsemble des ppoints M tels_q_t:e :
(M4 + 2MB + MC)(5MA + 2MB — 3MC) =4
G622 _ A

T —

T M. A . 2

MGI.MGZ=1—6a|orS.M1 . =

SiA =0, 'esnemble cherché est |

diametre [G,G.]

. A GG pesnemble cherché est I'esnemble
4

. e cercle de

2 i .
(A 618" pensemble cherché est le cercle de
4

A, G1G?
cenre | etderayon [=+—"—,

2 I3 -
o it =55 rensemble cherché est le point I
16 4

Probléme
x2+3
= .D, =]—00; —1[U ]—-1; 400
fl) =522, 0p =]-o0; ~1[V] [
1) Déterminons les réels a, b et ctels que:
c
f(x=ax+ b+ 5

4
En divisant x2 + 3 par x+1, on obtient : f(x) =x—1+
aveca=1;b=—-letc=4
2) Montrons que la droite () : y = x — 1 est
asypmtote a (Cy)

limyLo(f(x) —y) = limx_..,[,;:—1 = 0 alors la doite (A) est

asymptote oblique a (Cy)
Postion de ((Cy) par rapport a (a)
V x € ]—o0; —1[, f(x) — y < 0 alors (Cy) est en dessous
de (A) sur ]—o0; —1[,
V x € ]-1; +oo[, f(x) —y > 0 alors (Cf) est au dessus de
(A) sur]—1; +oo[

3) MontronsquelepointA=(y=x—-1)N(x =

-1)

x=-1
{y =y _12lorsA(=1; =2)

VxeD,,—l+x€D,,—1—x€D,etona:
f(-2-x)+ f(x) = —4
f(-2-x)=—x-3-2

X+1
f(=2—=x)+f(x)=—-3—-1=—4alorsle point est bien
centre de symétrie de Cr.

4) Variations de f
f est dérivable sur Dretona:

flx)=1- _ 4 (43)x-1)

(x+1)2 (x+1)2
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V x € ]—00; =3[ U ]1; +oo[, f'(x) > 0 alors f croit sur
]—o0; =3[ etsur)1; +oof

vx €]-3; =1[U]-11[,f'(x) < O alors f décroit sur
1-3; =1[etsur]-1; 1]

Tableau de variation

r | = -3 ~1 1 400
|l o+ ) - -~ § 4
-0 40 <00
i) N N
—0 —0 2

Déduisons en le signe de f suivant les valeurs de x
Vx€]-oo; —=1[, f(x) <0
Vx€]-1 +of,f(x)>0
5) Soit g(x) = f(x),V x € ]-o0; =3[
a) gest continue et strictement croissante sur
]—o0; —3[ donc g réalise une bijection de
]—o0; =3[ vers] = ]—o0; —6[
b) Tableau de variation de g™}

I | —® —68

o g(=5)=-7g9(-4= —13—9et (gV)'(=7= %
d) Explicitons g~ (x)

N oy y2+4y-12
g)=yex=—"——

x—yx2+4x-12

D'ouV x € ]—o0; —6[, 7' (x) =——

6) Démontrons que, ¥ % € [1;3], |f'(x)| < % quis
déduisons que : |x -4 ~—4—| <|x-3|
x+1
L'application du théoreme de I'inégalité des accroissements
finisafentrexet3
4 3
lx—l———3 S;Ix—3ialors: Vxe[1;3],|x—4—

x+1
4

3
<=>|x-3|
b 4 b | 4

7) Constructions de (Cr)

—t+—

=T ] T O AR LE
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g) Soitm€R
a) Discutons graphiquement le nombre des points

d'Intersection de (Cy) avec ladroite (D) t Yy =m

. sim=(-6:2) (Cp) et (D,,) se coupent en un

seul point;
coupent en deux points
. sime]-62[.(Cp)et (D,,) se coupent en aucun

point.
b) Montrons que |es abscisses des points

d’intersectlon de ,(Cp) et (D,y,) sont les racines de

Péquation : x* —mx + 3-m=0

f(x)=malors:xz +3=mx+m

D'ol I'équation : x% —mx +3 — M = 0
Sujet 41

Exercice 3(voir sujet 39)
Probléme
A) fx)=1+x- 3xinx
1) limgao f(x) =1 donc on peut prolonger f par
continuité en 0.
Soit g ce prolon‘gerhent, alors :
g(x) = 1+ x — 3xlnx,six > 0
{ g0)=1
2) Dg=1 = [0; +oof
3) Continuité et dérivabilité degen0

limy g(x) = 1 donc g est continue en 0

lim,g i(f)—;g(—o) = limy(1 — 3Inx) = +co donc g n’est pas

dérivableen 0
4) Variationsdeg
g est dérivable sur ]0; +oo[ etona :9'(x) =-2-3Inx
2
g'(x) =0alorsx =e3=0,5
2 z
VxE ]0; e 3[,g'(x) > 0 alors g croit sur]O; e_i[

2 2
Vx€ ]e 3 +00[,g’(x) < 0 donc g croit sur]e—E; +oo[
1m0 () = liMy 00 X G +1— 3!nx) =—00

Tableau de variation de g

z |0 0,5 +00
9'() + ¢ —
2,5
.‘;'(I] //’f \
1 —c0

5) Montrons que |'équation g(x)=0 admet une
sulution unique «

. N 2
g est continue et strictement décroissante sur ]e_i; +0°[,
- N 2
elle réalise une bijection de ]e 3; +00[ vers |—o; 2,5(.
Comme 0 € ]—o0; 2,5 alors I'équation g(x)=0 admet une

2
solution unique a sur ]e"?; +00[

T P T 1 A A e T SR S A I R TN B SIS T
T jmm——
i
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la limite ge 20

Braphigy x ©N+oetinterprétons
li €Mment |e rg
x"+v.><> @ s l ESUlta[’
x —1m 1
dmet une X~ on (; 41— 3lnx) = —co donc (Cg)

b"anch
. e ;
V0|smage de oo parabO"QUe de direction (0J) au

Tragons (Cg)

~

B) {h(x) = xkn?y
h(0) = 0
1) Signe de py
h est dérivap|
h,(x) = (Inx + 2)inyx
:' () = 0 alors  — e Zoux =1
v X €]0; e=2[y 11; +oof, R (x)>0
X'€ le~2 91 K(x)<o

e sur ]o; +oo[etona:

2 ?
) ) h(lj\:;onlrons que h n’est pas dérivable en 0
m —_—l =i 2,
x=0 7 “mx-o [n?x = =+ donc h n’est pas

déri ’
erivable en 0 par consequent la courbe (Cy) admet 3

I"origine duy repére une demi tangente verticale

3) Equation de Ia tangente au point d’abscisse e
(T) :y = n(e)(x - e)+ h(e) = 3x - 2¢

4) Construction

I
L]
I
oy =
1]

Sujet 42
Exercice 1

a) Résolvons dans C I'équation : 23 4 i = 0
w
=

23=—i=¢e"Q
Posons: z = re'® alors z° = y3e3@
?3=z3=»{r:]n 2kn
) a=—--+—
o >

n 2w

Alors z, = (5" aveck € {0;1;2}

¥ ‘"..Tl-\?\ 1. _ n...n’_

DOUZQ*LOSE—IS!HE—?—EI,Z,—COSzYlSlle—
~

q m . . 7Im V3 L.

lEl23=COS?+lSl)1T=—T—;l
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b) Résolvonsdans C:[(1 —i)z)®+i=0
Posons (1 -i)z=Z
De ce qui précédeona:
L. mY
S WL —‘/—i(cosllz+ 1sm-1;),

07 - s 4 2
{ i 4. JE( 311'..31()
=—=—4-[=—|cos—+isin—
o S P 4 4 ,
—3-i - -v3- 2 171 ., . 17w
7, = V3 l= \f§+1+i ﬁ1=£(cos—+Lsm—1—z‘)
27 21-0) 4 4 2 12
Exercice 2
T
%o =3
u, n 1
= — -+ -
Unpy =5+ 13
1) Calculonsu, etu, :
1,1 _2 _1,2_5 "
U=ty =s ot =g+3;=%
2n
2) vn=2u,,—?
a) Calculons vy, v; et v,
1 2.12 = 32
v0=2u0=5;v1—2u1—5—3etvz—2uz -
b) Montrons que (v,) est une suite géométrique

Upt1 = 2Upyq — - - Un —3

1 2n\ _ 1 e
Viggq = ;(Zun —_?) =y donc (v,) est une suite

2(n+1) n

; 1 - _1
géométrique de raison g = 7 et de prémier terme v, = -

3) Calculons v, puis u, en fonction de n
. n_ 1f1\"
Uh =79 Xq —; E
1/1

n
2n 1 n_1(1 n
v,,—Zu,,—? alorsu,,—zv,,+3—-6(z) +3

4) Convergence de (u,)
limp o U, = lim,‘_.m(l (l)" + -'1) =4+
6 \2 3
Alors (u,,) diverge vers +oo
Exercice 3
A) (E):4x—-5y=1
1) Montrons que (E) admet au moins une solution
A(4,5) = 1 donc 4 et 5 sont premies entre eux alors
‘équation (E) admet au moins une solution.,
4x(=1)=5x(-1) = 1alos (-1; —1) est une solution
particuliére de (E).
2) Déduisos en que I'équation (E) équivaut 3
4x+1)=5(y+1)
4x -5y =1
4x(-1)=5x(-1)=1
4x =5y =4 x(-1)-5x (1) aloss 4(x + 1) = S5(y +
1)

3) Démontrons que I'ensemble des solutions de
(E)est I'ensemble des couples (x ; y)/{; z i’/: : }

Ona:4(x+1)=5(y+1)

4 et 5 sont premiers entre eux donc il existe un entier relatif

x+1=5k x=5k-1

y+1= 4ka'°'55{y=4k—1

4) Indiquons les couples solutions de (E) tels que :

10<xx<30et10 <y <30

k tel que ‘.{
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soitk =

{10 <5k—-1<30 T

10<4k-1<30
{2;3;4; 5,6}
Les couples cherchés sont :
(x:y) = {(9;7), (14;11), (19 15), (24;19), (29; 23)}
A) On peut utiliser un raisonnement analogue de la

{ZSkSG
2<k<7

partie A)
Sujet 43
Exercice 2

U = 3etigs =§un + 4
1) Montrons que |a suite est majorée par 6 et est
éroissante
e u,=3alorsuy; < 6
Supposons que, ¥ k = 1,u, < 6 et vérifions que :
Uy <6
u, < 6 alors%uk +4<2+4donciyy, <6
D'ou V1 = 1,u, < 6 donclasuite est majorée par 6
Upsy —Un = —é(un -6)
or U, < 63l0rs Uyyq — Un > 0 par conséquent |a suite est
croissante
2) Onposev, =u, —6
a) Montrons que (v,) est une suite géométrique

1 1 1
Veopy = Uiy, — 6 =;un—2 =5(u" —6) =3

5 . P . 1
Donc (vy,) est une suite geometrique de raison g = et de
prémier terme v; = —3

b) Exprimons v, puis uy, en fonction de n

1

Uy =1V X qn—l =-3 (g)n—]

n-1
un=vn+6=—3(§) +6
c) (v,) estune suite croissante et converge vers 0
3) s,=vtvtotypety=u+u++uy
a) Exprimons S, et T, en fonction de n
ot o B ey
s xitax 20
_ 9 1
T, =S.+6n=-2(1-%)+6n
b) Calculons les limites de S, et T,, en +00
limS, = —get limT, = +o
Exercice 3
AB = 4,AC = 6 et [ milieu de [AB]
1) a) Construisons G = bar{(4,5), (B,-3), (C,2)} et
le point |
AGC =—24B +24AC
4 2
b) Calculs de GA?, GB? et GC?

—_— PRI

AG? = (-27AB +14C) = Z4B?+ac? =18
el i\ 2

BG? = (~1AB +14C) =2AB*+AC? = 58

GC?* = GA* =18
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5 inons I'ensemble I
) peer®l ue||5m-3MB+2Mc|| =

El={ME(P)telq
2|77 + B[ }

SHA — 3MB + 2| = 4|MG] et 2| M4 +

ona:||
WII = 4“m“ o )
|5#4 — 3MB + mc| = 2||[MA +MB| & MG =Ml

est la médiatrice du segement [GI]
embles E, et E3 tels que:
MA? — 3MB* +

Alors I'ensemble E;
3) Déterminons les ens
E,={ME (P) tel que:S
2MC? = 24} 2
Soit f(M) = sMA? — 3MB% + mc
En fixant le point G €t apres reduction, on (M) =
4MG? + f(G) avec f(6) = 5GA? — 3GB? +2GC* = —48

f(M) =24 e MG =18 =GA
Alors 'ensemble E; est le cercle de centre G et de rayon
GA. :
E, = {M€(P) tel que: SMA
fm)=-72< MG? =—6
est 'ensemble vide

_3MB? +2MC? = —72)

Alors I'ensemble E3
Probléme .
A o) =er—2x—1
1) Sens de va riation de @
@ est dérivable sur Retona:Vx €ER, p'(x)=¢e*—2
v x € ]—oo; In2[, ¢'(x) <0 donc ¢ est strictement
décroissante sur ]—oo; In2[
V x € ]In2; +oo[, ¢'(x) > 0 donc¢ est strictement
croissante sur ]In2; +oo[,

x
fims—eo (P(X) = +00 ;limy 4o (P(x) =lim x (—e;— e

l —
P =t
Tableau de variation
r | —o in2 4+
_ o +
+00 + 00
\.. /
—0,4

2) Démontrons que I'équation ¢ (x) = 0 admet deux
solutions O et a
e« ¢(0) = 0alors 0 est solution de I"éuation
@(x) = 0 dans l'intervalle ]—oo; n2[
e ( est continue et strictement croissante sur
]in2; +oo[, elle réalise une bijection de ]in2; +oo[
vers -0, ,4; +oo|.
Comme 0 € ]-0,4; +oo[, alors I'équation ¢(x) = 0 admet
une solution a € }In2; +oof
Ccl : 'équation ¢ (x) = 0 admet exactement deux solutions
Oeta.
Donnons un encadrement de a a 0,1 prés
Ona:l<a<?2
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" :) °°;dou[isons le signe ge P
v E)]o [, o(x) . ;"0[.(0(1) N
lin o f(x) = J;S limites de f o ~eten oo

2) Calcmo"s P =k hmx—o-m: fQ) = 40

v S T @xa3)ewy, o
XER, fy =e“'(e-\')i2+1_

b Tableay g
T®nons ¢ &
— =125

—

-.-\ 0 1,25 400
I (x) +

— 4

2
bl : +
(@) //"’ \ o e

Y=1) =e>g)
€ Variation de f

€2 -2x -3 4 ¢%)

o TrawT
4) (A) :)I:x_

1
a
) Montrons que la droite (8) est asymptote 3 (C)en
+o0 '
iy (F2)

Alors (a) - =¥) =lim,,,, (2xe~* + 3e7) =10
3 : y= * = Lestasymptote oblique 3 (C) en +o0
) Position de (C) par rapporta(A) 1y = x — 1

FG) —y = (@2x +3)ex
YV x € ]-oo; ~§

2[,f(x) —y< 0 donc (C) est en dessous de
(4) sur ]—oo; —3[ ;
2
3
Vxe ]‘;; +00[,f(x) =¥ > 0donc (C) est au dessus de
Q) sur]—g; +oo[,

c) Coordonnées du point d’intersection de (C)et (a)
3
L ¥ =
A= (C)n(a)alors - {f(i) ¥ =8 alors : 2D’ou
y=x-1
3. 5
4 (_5‘ z)

Y = =3
5) Construction

(0=sx<2A
{x—ISysf(X)

a) Calculons : foA(Zx + 3)e *dx

u(x) =2x+3 u'(x)=2

{v'(x) =g-x 3IOFS {v(r) =—¢F
IOA(Zx +3)e¥dx = [~(2x +5)e %]} =5 —eA(24 +5)

b) Calculons l'aire A(A)
A =16(5 - eA(24 + 5)) cm?

Sujet 44

Exercice 1
f(2) = 2% = (9 + 40)2% + (19 + 290)z + 22 — 461

1) Montrons que I'équation f(z)=0 admet une

solution unique imaginaire pure z,
Soit zg = ia
flia) =9a® — 29a + 22 + i(~a® + 4a? + 19a — 46
FRY = (4a?-29a+22=0
Fite) =lors: [—ag +4a’+19a - 46 =0
4a’-29a +22=0
A= 49
11

a=2oua= 5
ZU = 2i

2) Déterminons un polynome du 2™ dégré Q tel que :

Vz€Cf(2)=(z-20)Q(2)

f(2) = (z - 2i)(az? + bz +c)

i 1 -9-4i 19+29i 22-46i
2i 2i 4-18i -22+46i
1 -9-2i 23+11i 0

f@) =(z-2))(z* -9 +2i)z2 + 23 + 110)
3) Résolvons dans C I'équation f(z)=0

f(z) = 0alors: {22 —229 +02i)z+ 284 11 =0
Zo =00ul=—16 — 8i = (-1 + 4i)?
zy=4+4+3iouz; =5-1i
D'ou S = {2i;4 + 3i;5 — i}
4) z,=2i; zy =4+3i;z,=5—i
a) Démontrons qu'il existe une et une seule
similitude directe S qui transforme A en B et B enC
SoitS:z'=az+b
{S(A) =B {ZB =az,+b

lors :
SB)=C%"" "z = azg +b
a=287% _ _
Zp—zg

b=z3—az;,=2+3i
DouS:z'=—iz4+2+3i
b) Eléments caractéristiques de S

. S A » _ n

S est la rotation de centre O (5’ ;) etdanglea = — >
c) Expression analytique de S

x'+ iy’ =—i(x+iy)+2+3i=y+2+i(—x+3)

D'ou S : [x =Yk d

!

y =—-x+3

5) Soit(D):x+y—-1=0
Déterminons une équation de la droite (D) =S((D)
X'=y+2 {x=—y'+3
{y,:_x+3alors y=g =1
=y+3+x-2-1=0alorsy = x

. & -’Tw
e e e EEEE—————
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Dot (D) :y=x
Exercice 2

Uy =1
_ 2uu-1
Unsr =

2up+S

1) Démontrons que, Vn € N, —% < Uy
o Yy = 1a|ors—§s Ug
e Supposons que,Vk > 0, —% < Uy

T 1
e Vérifions que, V k > 0, =3 S U
6
2up+S

Ona:upy =1-
' 6
2uy+5

—§s Uy alors4~$2uk+5et-—gs =
1-3<1-—"_alors:Vk>0,~2% Up e

2 2u)+5 2
D'ouVn € N,-—-:— <u,

2) Démontrosb que la suite (u,,) est décroissante

1
2(‘un+g)(un +1)
2up+5S

W = 2up=-1
Un+a T Jup+s

n
vne€ N,—§Su,, alors : u,, +§2 0; up+1>0et2u, +
5S>0
Alors @ Upyy — U, < 0donc (u,) est décroissante

3) Convergence de la suite (u,)

(un) est décroissante et minorée donc elle est convergente
2up+1
4) Uy = e (Bl
Up+1
a) Démontrons que (v,) est une suite géométrique
_ 2Upy+l _ 6un+3

v, = =
LT s+l dupte
= _ 3, 2up+1 3v
LT 4T 1 40

Donc (vy,) est une suite géométrique de raison q= %et de
premier terme v, = ;
b) Expression de v, et u, en fonction de n
U, = Q" = 3(3)"
n = Voq" = 2 \4

A1
1, = Satt alors : u, = —¢ 1(_3(%)

n Up+1 vp—2 3) AL
4

)

Njw
£
N

c) Limite de la suite (uy,)

8 1-0 1
Ilm(un) = E = _E

d) Exprimons S, = vy + v; + -~ + v, en fonction de

n
3\ M+1
3 1_(;) _ 3\n+1

=g ¥ 12 —6(1_(;) )
Probléme

A) g(x) =—x*+1-2Inx,V x € ]0; +oof
1) Variations de g

g est dérivable sur ]0; +oo[ etona:
3x3+2

g’(x)=—3x2—§:— ,V x €]0; +oo[

V x €]0; +oo[, g’ (x) < 0 donc g décrit sur ]0; +oo[
lim, o g(x) =+ et lim,_ o g(x) = —o0
Tableau de variation de g

Ndonaye Patrice Ouala (collection Aquipat)

r |0 (L
§'(z) _
+00 -
9() \1
—o0

2) Vérifions que g(1)=0
g(1) =-1+1-2In1=0

3) Déduisons en le signe deg
vxe]o;1[g(x) >0
vx €]l +oof, g(x) <0

B) f(x)=—x+25,¥x €]0; +oof

1) Continuité de f sur ]0; +oof
x +—'Inx est continue sur ]0; +oo[
x — x? est continue sur R(;lonc continue sur ]0; +oo[
Comme x? # 0,x — l:"':— est continue sur ]0; +oo]
x +— —x est continue sur ]0; +oo[
Donc f est continue sur ]0; 4+oo[ comme quotient et
somme des fonctions continues.

2) Limites def
lim, o f(x) = —o0 et lim, 40 f(x) = —0

3) Calculons f'(x) et vérifions que : V x €

10; +oo, /() = £2

fest dérivable sur ]0; +oo[ comme quotient et sornme des
fonctions dérivables et on a :

x—2xlnx 1-2Inx
fl(x)=-1+ = =l
, -x3+1-21
fi(x) = X2 *:3 nx :—9;:),Vx € ]0; +oof

4) Variations de f
f' est du signe de g, alors :
v x €]0; 1[, f'(x) > 0 donc f croit sur ]0; 1|
Vx €]1; +oof, f'(x) < 0 donc f décroit sur ]1; +oof
Tableau de variations de f

z |0 1 +co
S(2) + -
-1
f(z) T ™~ s
—00 —o0

5) Soit(D):y=—x

a) Démontrons que (D) est asymptote a (C) en +o0
limy o (f () = ) = lim,, 40
Alors la droite (D) est asymptote oblique a (C) en +oo

b) Positions de (C) parv rapport a (C)
f)-y= T—f,Vx €]0; +oof

Vx €]0;1[, f(x) — y < 0 donc (C) est en dessous de (D)
sur J0; 1]

Inx
xZ
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ALY
|
Sur),. -f(.l‘) =
I1; | Y > 0done (©) est au dessus de (D)

4= (C)ﬂ(D)Q[ln_’c:g
DOnc{; =1 Y= —x
1y !
A(\l) = ©n(p
c)

\ u

admet
M)y €N ce point
(’r; P ) x s ; une t‘angente paralidle & (D)
Il (D) 8) + f(xp)

\xa"‘l~2h|x.§ f'(.YB) =<1
a3 =\la‘°"5.\=\/6
Y=
f(\/E) ==Ve 4 }ak)ls * B ve
. ¥
~Ve+ 2
6) TraCOns (© 2e

i g

Sujet 46

Exercice 2

1) Construisons un arbre de probabilités

2) Calculons P(M NT)etP(MNT)
P(MNT)=P(M)x Py(T) = 0,03 x 0,95 = 0,0285
P(M NT) = P(M)x Pz(T) =097 x 0,01 =0,0097

3) Calculons P(T) et P(T)
P(T) = PIMNT) + P(MNT)=00382
P(F)=1-P(T) =1~ 00302 = 09618
4) Caleulons Pr(M)

- DnT) _ 00208
(M) = p(ry 0002 0,7461

5) Calculons Pp(M)
Pp(M) = LT 0097008 . g,9016

p(f) 09618
Exercice 3
=y +1
Fily=x+2
1) 0'=f(0)

a) Calculons OM? et 0'M"?
OM?=x2+yletOM? = (x' - 1)2 4+ (y' - 2)" = x* +
y?

b) Déduisons la nature de f
OM=0'M'= m alors f est isométrie plane

2) aetbsontdeux nombres complexes

a) Déterminons aetb telsque:x’ + iy' =

a(x + ) +b

x'+iy =i(x=iy)+1+2ialorsa=ieth=1+2i

b) Nature et éléments caractéristiques de f
f et un antidéplacement qui n’a pas de points invariants
donc f est une symétrie glissée

o fof(M)=tg(M)=M":2"=2z+3+3ialors

(3 3
le vecteur est u(; : 5)

. . Sy 15
o sy=fotgizz=iz+1+2i=iz—5+1

3 3.
avecz; =z—;—3i

2alors (A) : —x+y —+=0
y=x+ ?

Probléeme
3 Inx
A) g(x) =2 +;—6;
1) Déterminons les limites de g
limy_,o g(x) = +oo+= 4o et lim,,,q g(x) =2
2) Etudions les variations de g

g est dérivable sur ]0; +oo[ et on a:
1-3lnx _ -15+18inx

' 9
e
5

g'(x) =0alorsx = es = 2,3

2 5
Vx€ ]0; ee[,g’(x) < 0 alors g décroit sur ]0; eE[

2 s

Vx€ ]ee; +oo[,g'(x) > 0 alors g croit sur]ez; +oo[

Tableau de variation de g

z |0 2,3 +co
9'(z) - 0+
+00 il
9(x) \1 3’1

Déduisons que, ¥ x € ]0; +oo[, g(x) >0

e
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g est minorée par g(2,3)=1,8 > 0 alors :
Vx €]0; +oof, g(x) >0
B) f(x)=2x+3%
1) a) Calculons f'(x) et précisons le sens de
variation de f
f est dérivable sur ]0; +oo[ etona:
fr@ =243 =243 6= gy
V x €]0; +oof, f'(x) > 0 donc f croit sur ]0; +oo[
b) Calculons les limites de f
limyo f(x) = —o et limy, o f(x) = +00
- €) . Dressons le tableau de variation de f

z |0 +o0
7'(2) +
v +00
Gl I
—00
2) D):y=2x

a) Démontrons que (D) est asymptote 3 (C)
liMes o (F () = ) = im0 225 = 0
Précisons la position de (C) par rapport a (D)
[0 -y=22
Vx €]0;1[, f(x) — y < 0 alors (C) est en dessous de (D)
sur]o; 1
X €]1; +oo, f(x) —y > 0 alors (C) est au dessus de (D)
sur]l; +oof
b) Caleulons £(0,5), £(1), f(2) et f(3)
FOS5)==73;f(1)=2;f(2) = 45 et f(3) = 6,4
¢) Démontrons que I'équation f(x)=0 admet une
: : 1
solution unique a € [;; 1]
fest continue et strictement croissante sur 0; +oo[, elle
réalise une bijection de ]0; +oo[ vers R.

Comme 0 € R, alors I'équation f(x)=0 admet une unique
solution a.

faxf(3)< Oalors> < a < 1.

3) Construction

Ndonaye Patrice Ouala (Collection Aquipat)

4) Calculons I'aire du domaine plan compris entre (D),

(C) et les droites d’équations x=1 et x=e
Inx

A= [{(f(x)=y)dx = 3, 7 dx

1
{u'(x) =:% alors il 1x
v(x) = Inx v'(x) =~

R

x 1 e

Sujet 48

Exercice 2
P(X) = 0,35; P(Y) = 0,40 et P(Z) = 0,25

1) Pyx(P) = 0,2 est la probabilité d'avoir un sujet
portant sur la probabilité sachant que Mr X a crée
le sujet.

Arbre de probabilité

x =
~~““‘*-0,8
/ T P
0,35
P
/ OS-_'____‘_‘_,,,
0,40 y——"
r \
\ oS =
—
0,25
P
\ g
z ="
\‘“\\0'2 B
—

2) Calculons P(P)

P(P)=P(PNX)+P(PNY) + P(PNZ) =047

3) Calculons P, (X)
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Poxy < PP 0X) 035%02

P 5 = - ;
;’(:gl% PPy = T = 0149

Xm0 §(¥) = —o0

3) Dé .
) ernontrons que I'équation g(x)=0 admet une
unique solution ¢

B est tiontinue et strictement croissante sur R, elle réalise
une bijection de R vers ]-o0; 1[.
COf’nme 0 € ]—o0; 1] alors I'équation g(x)=0 admet une
umque solution q syr R.
Vérifions Que:035<a< 0,36
9(0,35) = —0,0024 et 9(0,36) = 0,016
9(0.35) x g(0,36) < 0 alors 0,35 < « < 0,36
4) Déduisons en le signe de g suivant les valeurs de x
VX E]—oo; al,gx) <0
Vx €la; +oo, g(x) > 0
B) Etude de la fonction f
1) Calculons les limites de f
my,_ o f(x) =lim e *(xeX —e* + x2 4 2) = o0
im0 f(x) =lim (x — 1+ x%* + 2¢7%) = 4+
2) Calculons f'(x)
f est dérivable sur Retona:
[/ =1+2xe™ - (x> +2)e ™ =1- (x* —2x +
2)e™® = gfx)
3) Variations de f
V x € ]—o0; al, f'(x) < 0alors f décroit sur ]—oo; af
V x € Ja; +oof, f'(x) > 0 alors f roit sur Ja; +oo[
Prenons a = 0,35
Tableau de variation de f

= AN " SO VWL AR I SOV 1 TR W
TR R U R T ! N Ve N A Y P T T Y T W S e NS S SR

Ll
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r | —oo 0,36 +00
ol - b
“Foo 40
f(z) . el
J(0,36)

4) Démontrons que f(a) = a(l+ 2e™)
f(a) =a~-1+(a’+2)e”™
g(a) = Oalors 1 = (a? = 2a + 2)e™"
f(a) =a~—-a?e ™ +2ae™" —2e”" + ale™® +2e
a+ 2ae™®
alors f(a) = a(1 + 2e™")
Encadrons f(a) ‘ B
035< <036 alors1+2e 3 <1+2e™"= 14
26-0‘35
Par suite, on a: 0,35(1 + 2e7936) < f(a) < 0,36(1 +
26_0'35)
D'o1 0,84 < f(a) < 0,86 -
5) Démontrons que (A) : y = x — 1 estasymptote 3
(€ j
1My s o0 (f () = ¥) = limy40(x? + 2)e™ = 0 alors la
droite (A) est asymptote oblique a (C) au voisinage de +.
Position de (C) par rapport a (4)
vx€R,f(x) —j; > 0 alors la courbe (C) est au dessus de

-a —

().

6) Equation de la tangente a (C) au point d’abscisse 0
(M) :y=f'O)(x—-0)+f0)=-x+1
7) Constructions

8) a) Déterminons les réels a, b et c tels que :
P(x) = (ax* + bx + ¢)e™™ soit une primitive de
la fonction x +— (x% + 2)e~*
Vx€ERP(x) = (x?+2)e
P'(x) = (2ax + b)e™ — (ax? + bx + ¢)e™* = (—ax? +
(2a-=b)e™™ +b—c)e™*¥
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a=-1
P'(x) = (x? +2)e™* & jb =2
c=-4

X

Dot P(x) =—(x*+2x+ e
b) Calculons en fonction de a I'aire A de
par (C), (&) et les droites d’équations x = —@ etx =0
A=4 Loa(xz +2)e *dx = 4[-(x2+2x + 4)e )%
Alors 4 = 4(—4 + (@* —a+ 4)e®)em?

Sujet 50

la partie limitée

Exercice 2
pébleu:{1;1;1;2}
Dé rouge : {=1;0; 2; 2}

1 1 1 2
-1 0 0 0 1
0 1 1 1 2
L__.__j,,__j__._}_,__ 4
2 3 3 3 4
1) x(@={0:1234
a) Donnons la loi de probabilité de X
X 0 1 2 3 4
P 3 4 1 6 2
16 16 16 16 16

16
b) Calculons E(X) et §(X)
442+1848 _ -

EX)=XxPi=—

4+4+54+32 30 15
) =B g = 2=
( ) 16 16 8

s(X) = JV(X) =136
2) On effectue ces jetsn fois de suite
a) Donnonsla probabilité p de reléver une fois et une

seule fois le nombre 2 pour le dé bleu

5 4 1 . 3
Soit py =;=;etq1=1—pl =

i 1 3 n-1 _ (l 3 n-1
p—C"X4X(4) ‘nZ)(Z)
b) Donnons la probabilité q de reléver une et une
seule fois le nombre 2 pour le dé rouge

po s gL TG
Soitp, =7, = Setq; = 1 2 =3

s 1 .1_ n-1 _ 1 1 n-1
g=cxix () =n()E)

c) Valeurdenpourque:p >4

p>asn()( " >n (O

ln% (3>n—1 > In G)n—l alors -In2 + (n — 1)ln% >(n-

4

1
1)171;

In2

n> alorsn=3
In3-In2
Exercice 3
0 1, .3 5 .V3
2z =—- = A e
J ( 2+12)Z+2+lz
a) f:z'=az'+baveca=—§+i—2‘@etb=§+ii2-i

donc f est un antidéplacement
b) Prouvonsque f =sSe°t
s fof(M)zM”:z”:z+2+2i\/§
fof =tz alors(L; V3)
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2
=M & 3
s(M) —3x+£)’+;=
2 2
yV3+3=0
Probléme

A) g(x)=e"+x—5
1) Sensde variation de g
esurlI&etona:VxER,g’(x) =eX+1

gest dérivabl .
ctement croissante sur R.

vxeR g x>0 donc g est stri

2) pémontrons qué I'équation g(x)=0 admet une
unique solution @

liMym—c0 9 ()

gest continue et stricte

une bijection de R vers R.- ;

me 0 € R, alors [’équation g(x)=

= —oo et liMyote g(x) =+
ment croissante sur R, elle réalise

Com 0 admet une unigue

solution réelle a.

3) Justifions que: 130<a
g(1,30) = —0,03 et 9(1,31) = 0,016
9(1,30) x g(1,31) < 0alors 1,30 < a < 1,31

B) f(x)=In(5~ x),V x €]-%; 5(

1) Sens devariation de f
f est dérivable sur ]—2; 5[etona:

1 1

) = “ox_ a5
v x € ]—o0; 5[, f'(x) < Oalors f est strictement
décroissante sur ]—o0; 5[
Calculons les limites de f
lim,, o f (x) = +o0 et limys fx) =—o

2) Vérifions que: f(a) =«
g(a) = Oalorse*+a—5=0
% = 5 — galors a = In(5 — ) = f(a)

3) Démontrons que, ¥ x € [0;3], If' ()l 5%
0<x<3alors—5<x—5<-2

1 1 1
2<|x—5|<5alors- < <=
S |x-5| 2

DotV x € [0;3)If ()] < %
Déduisons en que : ¥V x € [0;3], If(x) —al % |x — al
a€0;3]etvVx€[0;3]If ()< %
Uinégalité des accroissements finis appliquée afsur[a; x]
donne : |f(x) — f(@)] < >1x —al
orf(a) =«a
Dol v x € [0;3), If(¥) —al < Ix —al
4) Montrons que, ¥ x € [0; 3], f(x) € [0;3]
0 < x < 3alors f(3) < f(x) < f(0) car f est décroissante
In2 < f(x) <InSalors: 0 < f(x) <3
D'ou ¥V x € [0;3], f(x) € [0; 3]
5) ug=1letuy;=f(u,),vneN

<131

il
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a)
Montrong ue,vn e N, |y
vV
€10;3), IF(x) - a) <

’ Dosons "

iy =al < u, - al

nC[() | ~al

Alorg

g "f(lln)‘ﬂ’ls_’u - al
rf(u")tun” 2

D'°0Vn

X

€N, |un+1 —al<: lu,, - al

b
) Déduisong ey que,Vn ¢
EN,|u

Par itérati o

o
N, vy < al < 7 o — al
nyy = Q' < —hl _“'
N, onga:

lu, ~ al<! -

al
lu'lﬂ —a| <

"“n-z - al

_ L TR S,
lu a' < ~|u0 - ﬂ"

Par
v roduit et apres simplification, on obtient
NENu, - a <

-

—|“o —al
Déduisons en que,VneN,|u, —
n

. -1

|o let0<a < 3alors: luy — a|<2

u
mlsz—nlu0 ulsz—nXZ

D' ~
OUVneN,|u, —q <
2n

Sujet 51
Exercice 1

Z = 1—\/_—1'(14.\/—)

1) Calculons z2

2 _
=(1-v3)’ —(1+\/_) —21(1—\/7(1+~/“)—

—4\/3 +4i

2) Module et un argument de z2
|z*| = 8etarg(z?) = 5?" + 2km
Déduisons le module et un argument de z

Iz] =\/§=2\/§etarg(z)=%'+kn

17 .17
3) Valeurs exactes de cos ]—: et sin —1—2"

2ﬁ(cos%+isini—:) =1-V3+i(-1-V3)

S \/——\/_ 17n JV2-V6
2T TR
alors :
5w -\/— V6 . 17n VZ+/6
sin—= sm—= '——\[_
12 4 12 4

4) Résolvons dans R I'équation : (1 — V3cosx —
(1 +v/3)sinx =2
57 . 5m . vz
CcOS — COSX + Sin—sinx = —
12 12 2
x =2+ 2kn

s (x + S") = cos - alors
co —]= =
12 * x = -E+ 2km

Exercice 2

{5 boules rmfges soit 9 boules dans I'urne
4 boules noires

e ———————————
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soit (1 Funivers es possibles
1) Tirage successif sans remise de deux boules

Card(n) = A} = 72
Calculons la probabilité de chacun des évenements

sutvants :
a) A «les deux boules sont e meme couleur »

Car(A) = AL r Al =32
Alors P(A) = _~ = 0,44
b) 8 «les eux boules sont de meme couleur »
Card(B) = AL x Ay » 2 = 40
Alors : P(B) =5 = 0,56
2) Tirage successif avec remise de deux boules
Card(f) =9 = 81
Calculons la probabilité de chacun des événements

suivants :
a) C:«on obtient au moins une boule rouge »

Car(C) = 5' x 4! x2+52=65
Alors: P(C) = :—? =0,80

b) D:«laprémiére boule tirée est noire »
Card(D) = 4' x 5! + 4' x 4! = 36
P(D) =32 = 044

3) Tirage simultané de deux boules
Calculons P(A), P(B), P(C) et P(D)
Card(A) = C2 + c? =16
Alors : P(A) = — = 0,44
Card(B) = C5 xCl=20
Alors: P(B) = == 10,56
Card(C) = c5 x c4 +C2=30
Alors: P(C) ===10,83

P(D) = 0 car D est un événement impossible

Exercice 3
On peut utiliser une methode analogue que celle de
I'exercice 3 du sujet 50. '
Probléme
fu(x) = (1 — mx)e**!
1) Suivant les valeurs de m, dressons le tableau de
variation de fp,
fin st érivable sur Retona:
[0 = (1 = m —mx)ex*1

' _ 1
fm(x)-Oalorsx—;—l

e m<O0
r | — —1+1fm +o0
/') - 0+
0 +o0

fz) \ -~

F(=141fm)
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e m>0
r |- —141/m +0c0
@+ § -
. f(~141/m)
f(g) 7
il s —00

2) glx) =" 1-x)e™
a) dressons le tableau de variation de g

g'(l') = _—ICM‘
r | =™ 0 +-00
§'(z) + 0 -
e
e
sle) | \_Qo

b) Equation de la tangente (T) a (Cy) au paint
d'abscisse -1
M:iy=g' N+ D+g(-D=x+1+2
Dou(T):y=x+3
c) Déterminonsg" et étudions son signe
grv(\) — .\41 xe.rH = _(x + 1)ex+1
VxE ]—oo, -1[g"(x) >0
vx €]-1; +o,g"(x) <0
3) la primitive de g quis'annule en -1

G(x)= [ —-x)e*dx +c
u'(x) = e"“ u(x) = ¥
{v(x) =1-x alars: { 'x) =-1

C(x)=(1—x)eX* + [eX*ldx + ¢
Gx)=R2-x)e*+¢
G(-1)=0alors:c = -3
Dou G(x) = (2 —x)eX** -3
4) Calculons I'aire du domaine plan limité par (Cg),
I'axe des abscisses et les droites d’équations x=-1
et x=1
A= f_llg(x)dx =[(2 - x)e ]!, = (e? = 1)cm?
5) h(x) = g(x),V x €]0; +oof
a) Mon trons que h est une bijection de ]0; +oo[ vers
un intervalle J
h est continue et strictement décroissante sur ]0; +oo[ onc
h réalise une bijection de ]0; +oo[ vers ]—oo; e[ =/
b) Calculons (h"H'(0)

1 1
(h™5Y'(0) = 1(0) n'(h=1(0))
orh(1)=0 aiors :1=h"(0)

-1y S SR—
(hY(0) = 75 = —
-1+ Int

6 M ((2 - lnt)t)

a) Trajectoire du point M
{x = -1+ Int La!

=2 -Int)t

anrs-{t:e
y=@2-Int)t

+ = g(x)
=(1-xe*" =3
u(le piont M décrit la courbe (Cy) §
7 données du vecteur vitesse de
b) Lescoor )

L (x=—14It s Py {xzf it
0M={y=(z—znt)t y= =it

i

[ t
D'ou VM (1 — Int
sujet 52

Exercice 1

O =

Z=—Bs/§-l-BieLu-\/— VZ+i(W6+v2)
1) Ecrivonsz sous forme trlgonométnque
|Z| = 16 et arg(z) = —-alors Z= 16(cas—+ isin -—)

Déterminons les racines carrées de z sous forme

trlgonométnque
51!'
= 16e"e
125 2,21a

PosonsZ=z = 16e e =T1°€
Par identification, ona:

r? =16 r=4
{2&:%4—2’(”2 a:—-+k7T
— 43‘(%“‘") avec k € {0; 1}

51
Zy = 4e 1z 4(cos—+ isin— 12)

177!

z, =4e'1z =4 (cos—— + 1sm—")

2) Calculons u?
2 = (V6 —v2)" + 2i(VE —VZ) (V6 +2) =
(V6 +2)’
alorsu? = —8V3+8i=2
Déduisons les racines carrées de Z sous forme algébrique
u?=Zalors:VZ=uouvZ=—u
Dolizy = V6 —VZ +i(V6+V2) etz
i(—V6 —+2)

Sn . 5m
3) Valeurs exactes de cos et sin—

=—V6+V2+

Sm . Sm
cos— > 0 et sin—alors :
12 12

4(cossl—:+ isini—:) =vV6—VZ+i(v6++2)

st V6—V2
oS ; = g
Alors :
.. ST V6+V2
sin—=—
12 4
Exercice 2

On lance simultanément deux dés cubiques

1 2 3 4 g 6
1 2 3 4 5 6 7
2 3 4 5 6 7 8
3 4 5 6 7 8 9
4 S 6 7 8 9 10
5 6 7 8 9 10 n
6 7 8 9 10 1 B

Calculons les probabilités des événements suisvants
a) Lasomme des numéros obtenus est 6

Ndonaye Patrice Ouala (Collection Aquipat)
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Pss
36
b)
A Som
P, < 18 Me des nyme
: s i r0s obtenys est Impaire
C) L
S Somm
e
. ;\: <1 des numergs obtenus est paire
2
Laso
Mme de
) S num \ ;
SBale s g €ros obtenus est supérieure ou
P4 = E S
36 2
e 1
Somme ¢
€S numér T
i')férieure > 0s obtenus est strictement
PS = i 1
36 2
%

T (0
— +co
_gf(:) r*
\\

(9 _too
gz . T
oo/
2)

Calculons g(1) et déduisons le signe de g
IM) =14+m1-q-,

Vx € ]o; ILg(x) <o
Vxel; +oof, g(x) > 0

B) f(x)=Xtx2n 2 i
2x

1

2 x
1) Ensemble de définition de f

VXE€Dpx> 0alors: D, =]0; +oof
2) Calculons f(x) et vérifions que : f'(x) = &:)
X

fest dérivable sur ]o; t+oo[etona:

Fley = x — 1-lnx _ x3-1+Inx _ 9
x2 32 x2
Déduisons le tableau de variation de f

lim, o f(x) = +o0 et limy o f(x) = +o0

r |0 1 +oo
(2 - ¢ +
+00 +oo
flz) S~ T
—3/2

2
3) (P) estla parabole d'équationy = % -2
a) Etudions la position de (C) par rapport a (P)
Inx .
[() -y =—"2vxe]o; +oof

Vx €]0;1[, f(x) =y > 0 donc (C) est au dessus de (P) sur
10; 1]
Vax €]1; -koof, f(x) — y < 0 donc (C) est en dssous de (P)
sur ]1; +oof

b) Calculons la limite de f(x)-y en +-00

Inx\ _

limy e (f (x) = ) = liMyeny 00 (— —x—) =0
Alors les courbes (C) et (P) ont un comportement
asymptotique au volsinage de +-c0
Tragons (C) et (P)

/

5) (G) = (C) sur]2; +oof
a) Démontrons qu’il existe un unique point
d'intersection de (C,) avec I'axe (OX)

C)NOx) = f(x)=0
f est continue et strictement croissante sur ]2; +oo], elle
réalise une bijection de ]2; +oo[ vers ]f(2); +oo[ =

n
2 vo]

Comme 0 € ]—- l%lz; +oo[, alors I'équation f(x)=0 admet une

& 4)
(
24

4

P
W 4

solution unique x, € ]2; +oo[ par conséquent (C,) coupe
I'axe des abscisses en un seul point d’abscisse x,.
b) Déterminons une équation de la tangente (T) 2 (C)
au point d’abscisse 2
(1) cy=F'@)x~2) + £(2)

7+In2 n2 7+In2 7 n2 in2
= (-2 (), 7

D'oll (T) iy = (7+‘:n2)x _ 7+1;an

Calculons I'abscisse X; du point d'intersection de (T) avec
(01)
MnONey=0

o 14+4(n2
Dot x; = ——
7+in2
6) a>1

a) Calculons en fonction de a I'aire de |a partie du
plan comprise entre (C), (P) et les droites
d'équations:x = letx = a

a
A@ =4[ dx = 4 [Lin*x]” = @ina)em?

b) limg,, e Ala) = 4+

Sujet 53
Exercice 1
Zy=3—i;25=-2+ietz =3H

Z4+2-i
—“—m
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1) Interprétons géométriquement le module et un
argument de 2’
' 2-2a

g==—4

z-zg
et = M s [A A
Alors : |2'| = wp CLatg(z') = mes(MB; MA) + 2kn
2) Calculons X' ety en fonction de x et y

. 3P HL)  (X=3RIYA)(nd2-i(y-1))
;! ' =X =
¥ +y x+24i(y=1) (x42)24(y-1)2
2 2 v

" v XTEXAYTe? . axaSy-)

Yry= (+)24(y-1)2 ©  (x42)24(y-1)?
gt o= yioxay?-7

ron )T T () Ta(y-1)2

D'ou y'= 2x45v-1

(x42)24(y-1)2

3) Déterminons I'ensemble des points M(z) tels que :

a) 2’ soitréel
Z€Ralorsx?—x+y2-7=0

2
samt (v - 1 2 _2
Olwobnent.(x 2) +y =

L'ensemble cherché est le cercle de centre | (; 0) et de

N
rayonr = —
b) 2’ estimaginaire pu
z' €iRalors2x +5y—1=0

L'ensemble cherché est la droite d'équation 2x + 5y — 1 =

0
o =1
|2'] = 1 alors MA = MB
L'ensemble cherché est la médiatrice du segment [4B)]
d) |Z]=2 "
|z'| = 2 alors MA = 2MB
L'ensemble cherché est le cercle de diamétre [KL] avec :
K = bar{(4,1); (B,2)} et L = bar{(4,1); (B, —2)}
Exercice 2
Déterminons I'ensemble des primitives de f sur
Dans chacun des cas suivants f est une fonction continue
sur I alors elle admet une primitive sur |
1) f(x) =sin*xcos’xetl =R
f(x) = cosxsin*x(1 — sin?x)? = cosxsin*x —
2cosxsin®x + cosxsin®x)

Alors : F(x) = lsinf'x - Esin7x + lsingx +c
1
2) f(x)_2x+1 (2x+1)2 etf = ]—OO _5[
F(x) = —ln( -2x—1) - 2(2141) +c
1
3 f®) = =10;1]
F(x) = : +
xX) ==t

4) f( ) xsln+cosz —
F(x) = —5%{+ c

(&) e =m

5 f(x)= ,H~ ~— g et/=R
FxX)=x—-In(e*+1)+c=
Exercice 3

1) V est une suite géométrique

== g et S

1) vy = E;etq Calculons 0 et Sy

vy = Vo alors vg = 3125
q'? ,)10 ” 5_ 3906.24

5 —-vo———--3125(1-—(-5- : :

2) q=-3etv, =81 Calculons vy

Va
Vg = q4 e ]

3) U estunesuite arithmetique
up = 7,ugy = —181. Calculons 7 et Sy

g, = Ug + 4ralorsr = 220 = =7
Sgs = 4B(ug + Ugs) = 48(2ug + 95r) = —8448
UO = 1
||) { _ 2up

Uni1 =40

1 p
1) Démontrons que U, = - est une suite

arithmétique

2l ey
Upes 2 Up 2 !

" P 1
Alors (v,) est une suite arithmetique de raison r = et de

Vnyr =

prémier terme vg = 1

2) Exprimons v, et u, en fonction de n

n n+2
Vg =Votnr=1+-=—-

2
1 27
n = v, Th+2
lim(u,) =0
Probléme
A) 1)g)=x3-3x2—-1
a) Etudions le sens de variation de g

g est dérivable sur Retona:Vx € R, g'(x) = 3x% — 6x
gx)=0=x=00ux=2
V x € ]—00; 0[ U ]2; +oo[,g'(x) > 0 donc g croit sur
]—o0; 0 et sur ]2; +oo[
v x €]0; 2, g'(x) < 0 donc g décroit sur ]0; 2[

b) Limitesdeg
limy,_o g(x) = — et lim,_, 1, g(x) = +o0
2) Démontrons que I'équation g(x)=0 admet une solution
unique @
Tableau de variation de g

I —00 0 2 +o0
@]+ oy - b4
. -1 +
g(x) T \ =
—00 =5

g est continue et strictement croissante sur ]2; +oo], elle
réalise une bijection de ]2; +oo vers ]—5; +eol.

Comme 0 € ]-5; +oo[ alors I'équation g(x)=0 admet une
unique solution a € ]2; +oo[.

Vérifions que : 3,10 < a < 3,11

9(3,10) = —0,093 et g(3,11) = 0,063

e —.,
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(%) et vérifions que f

est du sign
SurRetona; Bnedeg

— Rl =X -y
3xte ¥ = et o

f est du signe deo g

es limites e f

) = +0 et )i
X3e‘x) =0 et hmx—u-oo f(x) = limx..m(e"" =

— £(3,11)

3) Démontrons que: f(a) = —3q2¢-a
f(a) = e %1 —e-a
g(@) =9 alors ; o3
Alors : f(q) =
Donnons un en

310<a <3

=1+ 3q2

e "(1-1- 3a?) = —3¢2¢-a

Cadrement de f(a)

; 11 alors : 3(3,10)%? < 302 < 3(3,11)?
A0 < g < 3.11alors: =311 < ,-a < egT310

3(3,10)2¢-311 3a‘e @ <3(3,11)2¢310

Dol -13<fla)< -1, °

4) (A):y=—x+1

a) Donnons le sens de variation de la fonction h

définie par : h(x) = e (x®+ x + 1) sur [0; 1]
h est dérivable sur [0;1] etona:
R =<e ™02 42+ 1)+ 21+ De™ =e*(—x2 +
x)
Vx €[0;1],h'(x) = 0 donch croit sur [0; 1]
b) Déduisons en que, v x € [0; 1], h(x) > 1
h croisante sur [0; 1] alors - h(0) < h(x) < h(1)
h(0) < h(x)alors: 1 < h(x)
D'ouVx € [0;1],h(x) > 1
c) Démontrons que (C) est au dessuss de ()
fG) =y =0~ -1),vxe[0;1]
Orvx € [0;1],h(x) = 1alors f(x) — y > 0 par
conséquent (C) est au dessus de (A)
5) a) Montrons qu'il existe a, b et c tels que :
F(x) = e™(x + ax? + bx + ) soit une
primitive de f sur R
v € R.F(x)=f(x)
F'(x) =—e*(x®+ax?+bx+c)+e*(3x2 + Zax +
b)=e*(-x*+(3-a)x*+ (2a-b)x+b-¢)

Par Identification, on a :
3—-a=0 a=3

{Za-—b =0alors:{b-—-6
b-c=1 ¢ =15

VXERF(x)=e (x> +3x2+ 6x +5)

b) Calculons I'aire de la partie du plan limitée par (C), I'axe

des absclsses et les droites d’équations x=0 et x=1

A= 4 fx)dx = 4{F ()]} = 4(F(1) - F(0)) =

415—58 2

——cm
Sujet 54
Exercice 1

1) P(x)=-x%-6x+20
Calulons P(2) ‘
P(2)=-8-12+20=0
2) f(2) =z%®-6z+20i
Montrons que I'équation f(z)=0 admet une solution
imaginaire pur z, )
Soit z, = ia
flia) = —ia® — 6ia + 20i = i(—a® — 6a + 20)
f(ia) = 0alors —a® —6a +20=0
De ce qui précéde,ona:a =2
D’ol zy = 2i
3) Résolvons dans I'équation f(z)=0
f(2) = (z - 2i)(az? + bz + )

1 0 -6 20i
2i 2i -4 -20i
1 2i -10

f(@) = (z - 2i)(z* + 2iz — 10) '
f(z) =0alors:zy = 2iouz2+2iz—10=0
A'=9
z1=-3—-i;2z,=3-i
S={2i; -3-i;3-1i})
4) z4=2i;2z3=-3-i;z2.=3—i

A

d L
T
5\3
,C

= e o

|
-r.w\[j
!
Ky
|
oy
o
|5 4=

-2+
:i%;j = —i alors ABC est un triangle rectangle isocéle en A.
Exercice 2
1) up=3et,VneN,uy,, =1

up-1
a) Démontrons que la suite (1) est minorée par 2
* ypg=3alors:2 <y,
* Supposonsque,Vk € N,2 < Uy
* Vérifionsque, Vk €N,2 < Ugng

, e ——————
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Ona:uy,, =3-
Kty =3 v

1
up=-1

3-—1<3—ﬁa|orszvkEN,2<ukn
e

D'oli Vn € N, 2 < u, par conséquent la suite est minoree
par 2.

2 <uealors:-1< —

(un-2)
b) Prouvonsque,V n € N, uyq — Uy = Un-1
3up-4 —(ufi-4up+4)
Upyy — Uy = —u, =
n+1 n Un—1 uy -1
(un—2)?

Dol V n EN Uy —u, =

up=-1

Déduisons le sens de variation de (u,)

Upyq — Uy, < 0 alors (uy,) est décroissante
c¢) Convergence de (uy)

(up) est décroissante et minorée alors elle est convergente.

d) Justifions que (uy,) converge vers 2
Soit f(x) = ﬂ et (A) la droite d’équation y = x
(C,)n(A)mx —4x+4=0
On obtient x=2 p
Dol (uy) converge vers 2

2) Soitv, =
) tun un-2
*a) Démontrons que (v,) est une suite arithmétique
_ 1 up-1
Unsr = M2 S Un—2
_ up-1 1 up-2
Ung1 —Vp = ————===—x=

Up-2 up-2 unp—-2
VE N, v41 = 1+ v, donc (1) est une suite arithmétique
de raison r = 1 et de prémier terme vp=1
b) Exprimons v, et u,, en fonction de n

Uy =vpt+tnr=n+1 i
1+2vn 2n+3
Un n+1

1
v, = u—alors U,

3) Soitw, = lnu,

a) Justifions que la suite (wy) converge vers In2
2n+3
n+1

limy e Uy = lim,,,, o ln

w, =lnu, = In
2n+3
n+1
Alors Ia suite (w,) converge vers (n2

= (n2

b) Prouvons que w, est décroissante
Soit f(x) = Zh

+1
f'e) = —(2x+3)( x+1)

conséquent (u,) est décroissante
¢) Résolvonsdans N, |w, — [n2| < 102
Probléme

A) f( ) = e"+1 2

1) Déterminons les limites de f et interpr étons

< O alors f est décroissante par

graphiquement les résultats
iy o flx) =0 — % = - % alors la droite d’équation
y = —% est asymptote horizontale a (C) au voisinage de

—00

Ndonaye Patrice Ouala (Collection Aquipat)
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2 la droite d’'équat;
1--=3 alors Quatiop y

i (x) = b 4
. j';ote honzontale au voisinage de +co :
= Elzs;lmgtudions |es variations de f
fest dérivable sur IR{ eton eax.

eX(e*+1)-€?
f'(x) = (eex+1)z = (eF1)?

trictement croissa
> 0 alorsfests "y
vx€ RS
R. '
Tableau de variation de f |
o0 +00
1‘ —

I

[——

: +
@t
| 12
(=)
——1/2
3) démontrons que f est impaire
= E"IAIR"Aét'on a:
vx€ER, xx 1 1 —E—M_l=1_ .
f(-—x) il 2 eXl 2 eX+1 2 X3

E e* 1 e* 1 _
f(=2) = —e‘+1 t2= —(e"—+f 2) =—f()
Alors f est une fonction impaire par conséquent I'origine
du repéfe est un centre de symétrie de (C).
4) Déduisons le signe de f
f(0) =0alors:
¥ x € J—0; 0[, f(x) < 0
v x €]0; +oof, f(x) >0
1
B) g(x) =In(e*+1) ==
1) Prouvons que : g(x) = In(1 + %) +%x -
x X
In (eE + e_E)
969 = n(eX(1 + ) ~x = bne® 4 In(1 + )~y
g(x) =x+ ln(l -+ e"‘) —%x = ]n(l 4 e—x) +%x

X x X
g(x) =In(e*+1) — %x =In <e? (eE = e‘E)) _ix

9(x) = lne + In (e;‘(+ e"z‘() —%x =§+ In (e§+ e_g) ~
X

: . o x

Dol g(x) = In (ez +e z)
2) Vérifions que g'(x) = f(x)

g est dérivable sur R et on 3

I@ =1

Déduisons les variations de g

V x € ]~00;0[, g’(x) < 0 alors g décroit sur ]—oo; 0[

v x € ]C; +oo[, g'(x) > 0 alors g croit sur ]0; +cof
3) Déterminons la limite de g

limy 40 9(x) = lim (o4 In(1 + ™) + ;lx) =+
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¥) = lim M1 +e~*) = 1y = ¢

= i"' estasymptote oblique & (€)
Position de (¢

f(x)\yz n(1+e"")
v"‘:EIR.I-H:“*'

COnSéunnt () es

Démont
Vxe IR,‘V'-’t'EIlk,ona:

9(~x) < In(e~x 4 4
)= g In(
O %ol g(—y)
Alors g est un
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> lalors In (I+e > par
tau dessus de Q)

l -
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i . 1

lte™) 4 %x =In(1+e™¥) —3x

=In(1 + e X) —%x =g9(x)

e fonction paire

On peut en déduire que |3 dr
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