Probleme 6

Partie 1
1.a) lim Inx =—c0 donc lim f(x) =+ .donc la courbe C presente une asymptote verticale d’équation x = 0.
x—0 x—0
_x-1 N S X 0 1 +00

b) f'(x)=1-== —~ d’ou le tableau de variation : 00 N
2 (x)—x—(lnx)2 © g0 =1-2Inxx < 5 I3+

g(x) = ;9= < f(x) \ o
Partie 2
1.a) f(x)=g(x) X=Inx=x- (In x)2 ; i !

(In x)z—lnx:o . Inx(A-Inx)=0 \ %
Inx=0oulnx=1 x=1oux=e.donc \ ,7:/’//
I’équation admet deux solutions: L etesur ]J0; 3. T T
b) Soit M (1 ;1) et N (e ;e-1) . T I
b / voir courbe : ~ = !
2.a)x—|nx2x—(lnx)2,Inx(l—lnx)zo :

X 0 1 e 3 / i

Inx - 0 + + / '

—Inx + + 0 - d :
Inx@—Inx) - 0 + 0 - / :

Donc g(x) > f(x) si XE[].;G]
b) On en déduit que L est au dessus de C pour tout x e [1; e]

2.2) H(x) =—x(Inx)* +3xInx-3x. H'(x) =—(In x)2—2x><llnx+3lnx+3—3:—(ln X)2+Inx=g(x)— f(x)
donc H est une primitivede g - fsur[1;e] "

b) Je'(g(x)— f (x))dx =[H (x)]f =H@E)-HQ® = (—e(ln e)*+3eln e)—(—3) =(-e+3-3e+3)=(3-e)ua

c) A= 2,817 cm? 210 prés soit A = 2,82 cm? au mm? prés par exces.

Probleme 7
A- g(x)=x*+6-4Inx ; g'(x) = 2x—§—2xT ; g'(x)=2(x_*/§)(x+*/§).Comme X € ]0;+oo[ 2(X+*/§)>0

X

Donc le signe de g’(x) dépend du signe de X —\/§ : 2 400
d’ou le tableau de variation f (x)
La fonction g admet un minimum égal a
g(~/2 ) = 2+6-4In+/2 =8-2In2. F(%)
Par conséquent g(x)> 0 sur I"intervalle 0;+o| .
B-a) f(x )_——i+|n—x Im( )=—I|m(x) +00 I|m—:—I|m—_O et I|m(|n—x) 0 , donc I|m f(X) =+
2X X X—+00 Xx—=+0 QX 2 x—>+0 X X—>-+0
b- I|m(—)_—I|m(x) 0 et I|m—i:——ll i Imln—x—llm—xllmlnx et I|m(Inx):—oo I|mf(x)_—
x>0t 2X 2 x—0* X x—0" X x—>0" X x50

On dedun que la droite d’équation : x = 0 est une asymptote verticale a la courbe C au voisinage de 0.

) 1 - X +2+4-4Inx . X2 +6-4Inx ' 9(x)

C- f(x)==+ S+ X A e e AT VA S S e LA =1 =2\,

) 2T % 4x? A 4% & 42

d-Le signe de f ’(x) sur P’intervalle |0; +oo[ dépend du signe e- X 0 1 oo
de g(x) ; or g(x) =8-2In2 > 0 pour tout x € ]0;+o| . f'(x) + 74+

I1's’ensuit que f ’(x) > 0 pour tout x e ]0;+oo[ €t par conséquent

+00
la fonction f est strictement croissante sur I’intervalle ]0; 400 [ . f(x) /
—00




1 Inx X

2-a) Soit h(x) = f(x Ch(x) =2 - = XX
) (¥)=f(x)-y i h(x) 2 o % 32
h(x) = _ 1, InX calculons 1im h(x). fim =2 jim 1= et I|m(—In X)=0 .Donc lim h(x)=0-
X X X—>+00 x—+0 2X 2 x—>+0 X X—>+00

On déduit que la droite Dest une asymptote oblique a la courbe C au voisinage de +oo .
b- Trouver les coordonnées du point d’intersection des courbes D et C revient a résoudre I’équation f(x) =y

c’est-a-dire f(x) - y =0 ou encore h(x) = 0. donc —1+—2Inx:0 .x=0 et 2Inx-1=0.
2X
1 > 1/2 — al/2 _\/’ \/7
|nx:E équivauta Inx=(1/2)Ine=1Ine"* et x=e"“ = =f(e)= A(xf —)
c- Déterminer les positions relative de la courbe C par
rapport a la droite D, revient a étudier le signe de /
h(x) = f (x) -y, C’est-a-dire le signe de 2Inx=1 g /T
X 1 C -
P’intervalle ]0;+oo[, donc il faut étudier de 2Inx-1. / e
2Inx=1>0 ;Inx>1/2 ,Inx>1/2=Ine"?, //”’____ —
donc x >e*? . On déduit donc que sur Iintervalle = :
]et ;+0[ la courbe C est au dessus de la droite D . N —T !
On démontre de méme que sur I’intervalle ]O ;e“z[ = / | i
10 / e D e
la courbe C est en dessous de la droite D . A
4- X et de Ia forme u ‘(X)u(x) avec u=Inx. y
X
Donc une primitive de INX est de la forme EU(X)Z / /
X 2

Donc H(x):—%ln x+%(ln x)2sur 10;+oo| . /

e e
3-A=([ (1(0-y)dx)xua=16x(] (_i '”_X)d X A=16x[H(E)-H(e)] - H(e=-Lmer Laney=-2+1o0

v % 2 2 2 2

et H(\/E)z_—1In«/5+1(ln«/5)2=_—1Ine+1 1Ine 2=—1+1=—1 . On déduit que A —16x|0—(-1]|=16(1]=2cme-
2 2 4 202 48 8 - 8)) " \8)

Probleme 9
Partie A
2
1. o( x)=—2x2 ~1+Inx, g'(x):_4x+l: 1-4x _ (1-2x)(1+2x)
X X
signe : positif avant 1/2, négatif aprés 1/2.

2.

.Sur]0; +wo [ seul le terme 1-2x change de

X 0 1/2 +00
9’(x) + -

9(x) - Sme T

3. Le maximum de g est —g—lnz donc g(x)< g(%):—g—ln2<0.

Partie B
linx . Inx

la f(x):—x+1—E— XLy ;oren0 Inx tend vers— et L tend vers +oo.
X X X X

Conclusion, ftend vers + . quand x tend vers O ; la droite x = 0 est asymptote de C.
b. On sait que me tend vers 0 quand x tend vers +« donc f tend vers -« car -x+1 tend vers —wo .

C. f(x)—(-x+1)= —x+1—%'”—x+ x—1=—%mT0 donc la droite A : y =—x+1 est asymptote a la courbe
X X ®

d. Lorsque x>1 —El—x 0 car Inx>0.Donc sur [1;+o[ C est au-dessus de A ;sur ]0;1] C est en dessous
X

de A.




1

—x=Inx .2
2.a.b.c. f(x)=-1-tx =2 -1elnx_00%) pone g egt négative et f décroissante.
2 X 2X 2X
0 1 +o0

X
() — —

£(X) T 0

d. f(1) =0 : lorsque x est inférieur a 1, f(x)>f(1)=0 car f est décroissante. Lorsque X est supérieur a 1,
f(x)<f(1)=0.

3. courbe

Partie C

1. |='(x)=—1(2x)+1—1 221 x =—x+1—1|n—x=f(x) : F est une primitive de f.
2 4\ x 2

X
e 1 1 2 1 1 2 1 3
2. Izj f(x)dx=F(e)-F(1 =[——e2+e—— Ine }—[——12+1—— In1 }:——e2+e——z—1,726.
0 0=F(e)-F(1)=| -2 +e-(Ine)’ || —~2+1- (1)} |=-2& e
3. b. L’unité d’aire est 1cmx2cm =2cm? ; on prend la valeur absolue de I’intégrale multipliée par
I’unité daire, ce qui nous fait ¢ —2e+%, soit environ 3,45 cm? au mm? prés.

Partie D

2
1. Pour avoir une tangente parallele & A, il faut trouver x tel que f'(x)=-1, soit 2’(—12””" =-1.
2X
< Inx=1< x=eL’ordonnée est alors f(e)= —e+1—2—1e ; ’équation de T est y:—x+e—e+1—2ie=—x+1—zie.
2. a. Comme C est en dessous de A, ona MN :(—x+1)—f(x)=%lnTX= h(x).
b. h'( x)=%¥ qui change de signe en x =e ; la distance MN est maximale lorsque M est en J et
X
cette distance vaut h(e)=n¢- L
2e  2e
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Probleme 10
La fonction g est definie sur J0;+oo[ par g(x) = —-x+Inx.

1. g(xX)=0< —x+xInx=0< x(-1+InX)=0< -1+ Inx=0puisque x#0 <= Inx=1< x=e.

2. g(x)>0< —x+xInx>0< x(-1+Inx) >0 < —-1+Inx>0puisque x>0< Inx>1< x>e

PARTIE Il

La fonction f est définie sur ]0;+oo[ par f (x) = _% x2 +%x2 In x

1 f(x):xz(_%Jr%lnx). XIim x> =+ €t [im (—§+%Inx):+oo donc: lim f(Xx)=+o

X—>+00

X—>+0

Im=x =0 et Iing%lenx:o donc : lim f(x)=0

0 e

x—0

X
x—0 f v( X)

3 1,1 3 1
f'O)=—=x+xInx+=x2= . f'(x)=-2 o
(x) > X T 2x+x|nx+ X

f'(x) = —x+xInx

f(x)

2. d'ou fi(x) = g(x). f(x) est donc du signe de g(x).
Il en résulte le tableau de variation suivant :
3. 1(e%?) = BEICINE N TRVCTE I 3/2) = 33,330
4 2 4 4
dou: (%2 =0
4.L'équation de la tangente (T) en A a la courbe (G) est :
y—f@=f"1)(x-1) avec f()=-3/4et f'1)=-1 .Ona
donc: y+3/4=—(-x-1) y=-x+1+3/4 y=-x+1/4
5.Tableau de valeurs :
X 0,5 1 2 3 4 5 6
f(x) | -0,27 |-0,75 |-16 |-18 |-09 |14 |52
Voir courbe ci-contre :

6.a. F(x) :%x3 In x—%ﬁ. Pour montrer que F est une

primitive de f sur ]0;+oo[, il suffit de montrer que F'(x) =
f(x).

Ona: F'(x) :lx2 Inx+lx3.1—E

2 6 x 12

Donc F est bien une primitive de f sur ]0;-+oo[ .

x* F'(x):lx2 In x+lx
2 6

N

Jiny

[ary

Inteyale =2,4841

VY4

N

2

b. —j: f (x)dx car G est située en dessous de I’axe des abscisses

11

5e3 11 5e3
= X

-1

2

4:

36 \6 36

FFMF = F(l)—F(e):—_(le3 _ﬂesJ -

9

1 m2=9,94 cm2 4 0.01 prés.

2

—Ex ; F'(x):llenx—gx.
12 2 4




