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Probleme 12 ca Ssoalrea .
Partie A : Etude d'une fonction auxiliaire g

1—4x? (1 2x)(1+2x)
X X

1. g'(x) _——4x . Pour tout réel x de l'intervalle 10;+o[, x>0¢€t 1 +2x > 0.

Donc, g '(x) est du signe de 1—2x sur ]O; +ca[. Or, 1-2x>0 si x<%. D'ou : g '(X) est positive si x

appartient a l'intervalle 10;1/2[ et g '(X) est négative si x appartient a l'intervalle J1/2;+oo[

On en déduit alors que la fonction g est croissante sur ]0;1/2[ et décroissante sur 11/ 2;-+oo[ .

Tableau de variations de la fonction g : X 0 1/2 +00
9'(x) + 0

2
g(1/z)=|n(1/z)_z@ 1-—In2-3/2

In2-3/2
2. De la question précédente, en on déduit que la fonction 9(x) / \‘
g admet un maximum atteint en 1/2 et ce maximum est strictement négatif.
On en déduit alors que la fonction g est négative sur l'intervalle ]0;+oo[.
Partie B : Etude d'une fonction f
1.a) Limitedefen+ca :

lim(1-2x)=— lim Inx_o , donc par soustraction des limitesona: lim (1 2x—In—XJ=—oo :
X—>+00 X—>+0 ¥ X—>+00 X
D’ou lim f(X)=—o
1.b) LimitedefenO:
lim (1-2x)=1 tim ™ — tim L tim Inx = (+00)(—00) = —o0, D'oU, par addition des limites, on en conclut
x—0" x—0" X x>0t X x—>0"
. Inx N
que : |Il’gl (1 2x——} 1-(—0)=+400. D’0ou lim f(x)=+w
X— X x—0"
2. a) Montrons que la droite -Lrest asymptote a la courbe
Ona: f(x)-(1-2x)= _In_x . Or, lim— Inx =0.Donc : lim f(x)=lim (f(x)-(1-2x))=0. On en deduit
X+ X x—0" x—0"

alors que la droite Trest asymptote oblique & la courbe ¢ au voisinage de + ca.
2. b) Position de la courbe Zpar rapport a la droite

Etudions le signe de f(x)-(1-2x), c'est-a-dire le signe de —In—x
X

. . I .
Pour tout réel x de l'intervalle 10;+o[, x>0. ~ "X est donc du signe de —In x sur ]0;+o[ .
X

Or, Inx>0 si x>1 ;etlnx<0 si 0<x<1.Donc: f(x)-(1-2x)>0 si0<x<let f(x)—-(1-2x)<0 si x>1
D'ou : cest au-dessus de la droite ‘Drsur ]O; 1] et Zest en-dessous de la droite Tsur [1; + ca [

1
“xx=Inxx1 .,
3. a) Pour tout x de l'intervalle ]0;+[, ona: fi(x)=-2-X*—— _ %X 21+ Inx _ g(;<)
X X X

3. b) Signe de f '(x) sur l'intervalle ]O; + wu| :
Pour tout réel x de l'intervalle J0;+oo[ ; x* >0. f'(x) est donc du signe de g(x) sur ]0;+oo[.
Or, d'apres la question A.2, on sait que g(x) est négative sur l'intervalle 10;+oo] .

On en conclut que f '(x) est négative sur l'intervalle 10;+o[. X 0 +00
La fonction f est donc décroissante sur l'intervalle J0;+o] . f(x) —~
4. cf graphique f(x) +00
Partie C : Calcul d'une aire T
1. Pour tout réel x de l'intervalle 10;+oo[: h'(x) :%x 2In xXl _Inx
X X

2. a) cf graphique
2. b) Sur [1; e], la droite D est au-dessus de la courbe C, on a donc :



A= (f(y— f(x))dx)x va= j:'”Tde =[N xu.a=(h(e)—h(1))xua= G(ln e)z—%(lnl)zju.a:%x 2? — 2cm?

Probleme 13

Al lim(1+Inx)=1-lim(Inx)=1-co = ; i (410 %)
x—0 X—0

] 1
lim " =le_r>lg(1+|nx)><lxl_r>rg;=(—oo)><+oo:—oo

lim f (x) =—o0 . On peut en déduire en passant que la droite d'équation x = 0 est asymptote a C.

x—0
im (1+Inx)

X—>+0 X X—>+0

= lim (l} lim Inx =0.0n peut en déduire que la droite d'égquation y = 0 est asymptote en +oo
X X—>+o X

(Ux)xx=1x(1+Inx) 1-Inx-1 —Inx
X e
2.b. f'(x) est du signe de —Inx car x2>0 sur]0;+ oo [ —Inx> 0 si et seulement siInx <0
si et seulement si 0 < x <1. on en déduit que sur l'intervalle ]0 ; 1], f '(X) >0 donc f croissante
sur l'intervalle [1 ; + o [, f'(X) <0 donc f décroissante .

2. a. festdérivable sur]0; + oo [ et pour tout réel x €]0;+c[On a : f'(X)=

1+1nl X 0 1 +00
2.c. f()= =1 f(x) + 0 -
. 1 ) 1
Partie B : - 0
1. Le point M; a pour ordonnées 0 donc son abscisse est
solution de I'équation f(x) = 0 : T

f(X)=0=1+Inx=0=Inx=-1lx=e"'=1/e

o ] ] ] —In(l/«/g) In(\/é) e
2. a. coefficient directeur de la tangente au point d'abscisse X; : f'(l/\/E)z = =—

(e) Ve 2
1+In(1/\/5)_1_1/2_\/g Je |

Ude  uve 2 T2
T:y=f '(1/JE)(X—1/\/E)+f(1/@):(elz)g(x—1/JE)+1/JE=(e/2)x—1/JE+1/JE=(e/2)x

ordonnée du point au point d'abscisse x, : f(l/\@)z

La tangente T, au point M, a pour équation : y :%x.

b. c'est bien I'équation d'une droite passant par l'origine du repére.
3. la tangente au point M3 d'abscisse x, est paralléle a I'axe des abscisses donc son coefficient directeur

est nul donc f'(x,)=0 onen déduit x,=1et Mz (1;1)

. —Inx . (-1/x)xx*+2xx(1+Inx) x-2Inx  2Inx-1
4. f'(x)= v . ') = = SR R —
f“(x):0<:>—2|n);_1:0<:>2Inx—1<:>Inx2:Ine<:>x4:\/g
X
5. x1=1/e ; xzzﬁ ; X3=1 et X4=\/E . ﬁ=§=ﬁ=\/g
2 XX X

Doncx,, X,, X, , X, sont les quatre termes consécutifs d'une suite géométrique de raison e .

3 !

A= jj f(dx=[F(X)], =F(2)-F(L/e)

6. =In2+ %(In 2)2— (In(l/e) +%(In(1/e))2j

= In2+1(ln 2)2—(—1+1)
2 2

A= In2+£(|n 2)2+1
2 2

Partie C :

1. g est dérivable sur JO ; + o [ et pour tout réel xde ]J0 ; + o [ona: g(x)=(In x)2 g'(x)zzlnTX.



F00=2+"% E(y=Inx+ (Inx)
X X 2

Probleme 14
A. Etude d'une fonction auxiliaire
1) g(x)=x*+1-2Inx, xeR*"; g'(x)= 2x—g=2X ~2 X 0 e +00

. . x X g'(x) - 0 +

sixe] 0; 1] alors g'(x) <0, d'ou le tableau de variation 0

X
2) Pour toutx € R*", g(x) > 2 d'ot g(x) >0 J 2
B. Etude de f et tracé de la courbe C. X
1)a) f(x):x+1_z'”x lim x=+ 5 lim2=0 lim MX_g donc lim f(x)=
X—>+0 X+ Y X —> 400 X

b) limx=0; Ilm INX=—o0 €t lim2=too, lim X = tim Lx lim Inx = (+0)(~o0) = —0, donc lim f(x) =

x—0" x—0" X x—0" X x—0" X x—0° x—0*

donc la dr0|te d équation x = 0 est asymptote a la courbe C.

2 0 400
2 1
| (Zx—xjx—(x +1+2Inx) 2 41-2Inx ') f'(x) +
0) 1100)= - == +o0
1 ,Inx . f(x) —® /

2)a) f(x)-x==+2——lim (f(x)-x)=0.donc la droite
X X

X—>+0
d'équation y = x est asymptote a la courbe C lorsque x tend vers +oo

b) f(x) = x si et seulement si 1+2Inx _ 0. X eR*" sietseulementsi Inx=-1/2 siet seulement si
X

alors f(x)—x>0 doncsi xe]0;e*?[alors C est au dessous de A.

1/2 -1/2

Xx=e ""'°¢c)Si x>e
3) a) xg=1
L'équation de latangente TenBsera y—f(1)=f'(1)(x-1). y-2=2(x-1) .y=2x
b) Le coefficient directeur de T' doit étre égal a 1.

2
On cherche a résoudre f '(x) = 1 soit L_szle xeR* doul-2Inx=0. Inx=% ; x=e"?
X
2 2
4) a) f(e)ze +1+2=e +3
€
b) x,=e"*, x,=e"=1, x,=e"?, x5 =€ Suite géométrique de raison q=¢"?
C. 1) H(x) = (In x)2. H‘(x):ZxExInx:ZInX:h(x)
X

2) Soit I=I(f(x)—x)dx=j(— Zm—x)dx [Inx+(|nx)1e =Ine+(|ne)2—Ine‘”z—(Ine‘1’2)2:2+1—1:g

% % e 2 4 4

L'unité d'aire = 4 cm? donc l'aire cherchée est 9 cm?.

Probléme 15
l.a.Onag(2)=0.
b. T est tangente a C au point d'abscisse 2 donc g'(2) est égal au coefficient directeur de T.

Graphiquement on lit ce coefficient : = donc g'(2)=

c. Si D est asymptote a C lorsque x tend vers +oo , alors : I|m g(x)=1
X—>+00

d. On obtient graphiquement : si x €]1;2[alors g(x) <0 ; si xe[2;+o[ alors g(x)>0. D'ou

2.a. gl(z)_l—zi_o 92(2)_1—%:0- X 1 2 oo
Signe de g(x) - 0 +

g3(2) =In(2 —1) = 0. On ne peut donc eliminer aucune fonction.



b. lim g;(x)=1 ; lim x?—x=-w donc lim =0 et lim g,(x) =1

X—> 400 X—>+00 X—>+0 X2 —
lim x—1=+o0 etdonc lim In(x—1) =+ d’ou lim g,(X) =+o0 . On peut donc éliminer la fonction g,
, , 1 2(2x - 1) 2(4-1) 6 3
C. X) = , donc 2)=_— -1 (x) = ST ) "(2) = —2_2
91" (x) x_ 17 91°(2) =5— 92'(x) Y 91'(2) 4_2)2 4 2
Il s'agit donc de la fonction g, .
Partie B

la f(X)=x+1+2Inx-2In(x-1) xe]l;+oo[. On sait que : Ina—lnbzln% donc f(x):x+1+2|n[il)

b. lim x—1=0" donc lim In(x-1)=—o etdonc lim f(x)=+o0. donc la droite x =1est asymptote
x—1T X—>+00 x—1t

verticale a la courbe.

22 lim—2—=1donc limIn——=0 et lim f(x)=+w

x—+0 X —1 X—>+00 X =1 X—>+00

. X TS .
b. Onavuque lim In—1 =0,donc la droite d'équation y = x+1est asymptote a la courbe lorsque x tend vers +co.

X—>+0 X —

. X . X X
c. Si xe]l;+oofalors x—1>0, x>1 et x>x-1>0 donc——>1 ;si ——>1 alors In——>0

x—-1 x-1 X—-1
donc In X >0 pour tout X €]L;+o0[ . et par conséquent C est X 1 2 +00
x-1 f'(x) -0+

au dessus de A sour tOLZJt X €]1;+oo[ 1) 0 o o

34 f'(x)=1+%_ frix) =14 2= = 2X donc 3+2In2
() " X (x-=-1) () " x(x—=1) \ /

f'(x)=1- =0,(x).

(=13 = 6.0

b. On a vu précédemment le signe de g,.On a donc:
Partie C

1
x-1
H'(x)=Inx+1-In(x-1)-1 H'(x)=Inx—-In(x-1) =h(x). Donc H est une primitive de hsur] 1 ; +oo [.
2.a. voir graphique

b. A:( j(} (x)—(x+1))dxju.a=U232Inﬁdx ju.a:(th(x)dx )u.a

A=[h(x)]} A=2[(3In3-2In2)-2In2] et A=2[3In3-4In2Jua=1,08 ua.

1.0naH'(x)=1In x+x><%—[|n(x—1)+(x—1)>< 1. H'(X)=Inx+1-[In(x-1)+1] ;




