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Probleme 31 Qa faat'/ca '

Partie A : Etude de la fonction auxiliaire g définie sur 10;+o[ par g(x)=1-In X—X2.

1. Calculer g'(x) et en déduire le sens de variation de la fonctiong. On a: g'(x) =—£—2x
X

. Donc, pour tout réel x de l'intervalle ]0;+0[ ,0ona: g'(x)<0.
La fonction g est donc strictement décroissante sur lI'intervalle ]0;+oo[ .
2. Calcul de g(1). Signe de g(x).
Ona: g@®=1-In1-1=0. puisque la fonction g est strictement décroissante sur ]0;+oo[,

on en déduit le tableau :
X 0 1 +00

g'(x) — —
g(x) T o ——
Inx

Partie B : Etude de la fonction f définie sur 10;+oc[par f(x)=—-x+2.
X

1. a) Déterminer la Iimite de la fonction f en 0. Interpréter graphiquement cette limite.

L. .1 . .
On peut écrire : f(x) _—><In X—X+2 .0r lim==+w et lim Inx=-wdonc, par produit :
x—0 X x—0

. Inx . . L .
lim — =—co .Comme par ailleurs on a lim (-x+2)=2 , on en déduit que : lim f(x)=-w
x—>0 X x—0 x—0

La courbe C a donc une asymptote verticale d’équation x=0 (axe des ordonnées)

b) Déterminer la limite en +code la fonction f.

On sait que : |im In—X:O etque : lim (-x+2)=-w.Donc, par addition: lim f(x)=-

X—>+o X X—>+00 X—>+00
c) Justifier que la droite D d’équation y=-x+2 est asymptote a la courbe C.
Ona:f(x)—(—x+2)_|n—x Or lim In—_O Donc lim (f(x)—(-x+2))=
X X—400 X X—>+00

Donc, la droite D d’équation y=-x+2est bien asymptote oblique a C en +0.

d) Position de la courbe C par rapport a la droite D .
Cette position est donnée par le signe de f(x)—(-x+2).
Onavuque: f(x)-(- x+2)_— Or, sur l'intervalle ]10;+oo[, —>0c>|nx>0c>x>1
X

Donc : Sur l'intervalle ]10;1[, Ia courbe C est en-dessous de la droite D,
Sur l'intervalle ]1;+«[, la courbe C est au-dessus de la droite D,
La courbe C coupe la droite D au point d’abscisse 1.

2. a) Montrer que pour toutxappartenant a l'intervalle 10;1[, f'(x)= ng(x) .

l><x—|nx 2
, R R L. e X 1-Inx—X
On a, d’'apreés les régles de dérivation : f'(x) :—2—1:—2
X X
2
Donc : f'(x):1 Inx=x :g(x)_
G G

b) Tableau de variation de f. Le signe de f'(x) est le méme que celui de g(x) qui a été vu

a la question A.2)
On peut donc construire le tableau de variation de f :
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G LA .
X 0 1
+00
f'(x) + 0 -
1
—00
—00

3. a) Déterminer la point A de C ou la tangente est paralléle a I'asymptote D .
Deux droites sont paralléles lorsqu’elles ont le méme coefficient directeur.
La droite D a pour coefficient directeur —1. La tangente a C au point d’abscisse x a

pour coefficient directeur f'(x). Il faut donc résoudre I'équation f'(x)=-
Cette équation équivaut successivement a :
g( ) _ =-1<9(x)= X ol-hx-x*=-x* ol-Inx=0cInx=1< x=1

b) Equatlon de la tangente T a C au point d’abscisse e.
Cette tangente est précisément celle qui est parallele a la droite D .
Son équation est donnée par la formule : y= f'(e)(x—e)+ f(e) .Ou encore :

y:—1x(x—e)+1—e+2:—x+e+1—e+2:—x+2+£. Finalement : y:—x+2+1.
e e e e

4. a) Démontrer que I'équation f(x)=0 admet une solution unique a dans l'intervalle ]0;1].
La fonction f est dérivable et strictement croissante sur l'intervalle ]0;1[.De plus, nous

savons lim f(x)=-wet que f(1)=1. Donc, d’apres le théoréme des valeurs intermédiaires,
x—0

I’équation f(x) =0admet une solution unique adans lI'intervalle ]0;1[ telle que f(a)=0 .

b) Donner un encadrement d’amplitude 0,01 de «.
A la calculatrice, on trouve : f(0,48)~-0,01 et f(0,49)~0,05. On en déduit

0,48<0<0,49 .
c. La fonction f est dérivable et strictement décroissante sur l'intervalle ]1;+«[. Elle est

e particulier sur l'intervalle [2;3]c]l;+«[De plus, nous savons f(2)= 72>0et que

f(3)= m73—1~—0 6337 <0
Donc, d'aprés le théoréme des valeurs intermédiaires, I'’équation f (x) =0admet
une solution uniquep dans lI'intervalle ]0;1[ telle que f(B)=0 .
b) Donner un encadrement d’amplitude 0,01 de B.
A la calculatrice, on trouve : f(2,44)~-0,006 et f(2,45)~-0,02. On en déduit :

2,44<pB<2,45.

5. voir courbe ci-dessous.

Partie C

1. h()=(n X)z b= 2xZinx =20 , par conséquent une primitive de In—Xest
X X y

H(x):%x(lnx)z.
On déduit que F(x):%x(ln x)z—%x x2 +2x+¢C.
2. A:Uf(f(x)-y)dx]u.a:(jf'”xd ]u.a:16x[H(x)]f:16(H(JE)—H(1)):16H(\/E)
2
(Inf) _S(Exlne] =2Ccm?2.
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Probleme 32
Partie A
1. g est dérivable sur I’intervalle ]0;+oof.
5 x+5

Pour tout x €]0;+o0 : g'(X)=1+—=—— . x+5>0sur I’intervalle ]0;+oo[.donc g'(x) >0 sur
X X

I’intervalle ]0;-+oo[ et par conséquent la fonction g est strictement croissante sur I’intervalle 10;+oo[ .
2.a . la fonction g est strictement croissante sur I’intervalle ]10;+oo[ .elle est strictement croissante sur
[1,5] <]0;+cf[etona: g(1)=1-5+5In1=-4<0et g(5)=5-5+5In5=5In5>0
0€[g(@);g(5)]. Par le théoreme des valeurs intermédiaires on déduit que I’équation g(x) =0
admet une solution unique « telle que g(a)=0¢et a €[1;5].
b. a I’aide de la calculatrice onlit: g(1,87) =-0,0003<0 et g(1,88)=0,036 >0, donc 1,87 <« <188.

3. signe de g(x)

X 0 a +00
9(%) -0
Partie B
la. lim ==+ ; lim(x-5)=-5 et limInx=—w , donc par produit des limitesona: lim f (x)=+o0.
x—0 X x—0 x—0 x—0
x>0 x>0 x>0 x>0
On déduit que la droite d’équation x =0 est une asymptote verticale a la courbe C au voisinage de 0.
5Inx

b. lim Inx=+w et lim =0 par différence des limitesona: lim f(x)=+co.
X—>+00 X—>+o X X—>+00

2.a. f estdérivable sur I'intervalle ]0;+oo[ et pour tout x €]0;+oo[ :

1

“xx—=Inx

g'(x):——SXX :x—5+lnx:g(x).
X x2 x2 x2

b. pour tout x €]0;+oc[ Ona: x2 >0, donc le signe de f '(x) dépend du signe g(x)

3
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X 0 o
f'(x) - 0 4

+0 3°
£(x) \f( )/'
o

3.a. Soit A le point de la courbe C d’abscisse 1
Equation de la tangente en Aa lacourbe Cest: y=f'Q(x-1)+ f Q)

(1—5)In1:0

+00

f'(Dz%z g(1)=1-5+5In1=—4 et f(1)=

D:y=-4(x-1)+0=-4x+4.
Coordonnées du point d’intersection de D et de I’axe des ordonneées : c’est I’ordonnée a I’origine
Onpose x=0 donc y=4 etona: (0;4).
b. graphique
Partie C

1. F(x)lenx—x—g(ln x)2. F est dérivable sur I’intervalle ]0;+oo[etona: (uz) =2u'u, donc

F'(x)=1xIn X+X><£—1—E><2><£|nX: In x+1—1—5|n—X: In x——5|n—X: f(x)
X X X X

Donc la fonction F est bien une primitive de la fonction f .
2.a . voir figure
b. Soit E le point de coordonnées (e ; 0) et F celui de coordonnées (e ; -1) et G (1;-1)
I’aire du rectangle AEFG vaut en unité d’aire: A=Lxl=(e-1)x1=(e-1u.a
or I’'unité d’aire vaut u.a=2x2=4cm?2, donc I'aire du rectangle AEFG est égale
A=4(e—1) ~6,8cm?.
C.
La courbe C est en dessous de I’axe des abscisses sur I’intervalle [1;e]

Donc A:(—jle f(x)dxju.a:4(—jle f(x)dx) = —4[F(e)- F(1)]cm2.
F(e) :elne—e—g(lne)2 =e-e-2,5=-2,5¢t F(l):1><ln1—1—§(ln1)2 =0-1-0=-1

Donc A=-4[F(e)-F(1)]=-4(-2,5+1)=—4x(-15) =6cm?



‘\I b
\ aa| Foallr |.
\
ﬁ\ ¢
\
\
\
L
E
q ] Tt
A
~
i G F
. D




