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Partie | : Etude de la fonction f. ga Ssoalra 7
Limiteen +0 : ona: lim (2x* —5x+2)e” = lim (2x* —5x+2)x lim e’

X—>+0 X—>+0 X—>+00

Or: lim (2x* —5x+2)= lim (2x*)=+wo. De plus: lim e =+c0. DONC: lim f(x) =+o0

X—>+0 X—>+00 X—>+00 X—>+00

Limite en - : En développant, on a: f(x)=(2x" -5x+2)e* =2x’e* —5xe* + 2"

Or: lim 2x%* =0 ; lim5xe* =0 et lim e*=0,donc lim f(x)=0

X—>—00 X—>—00 X—>—00 X—>—00

Donc la courbe admet une asymptote horizontale d'équation y=0 (axe des abscisses).
Calcul de la dérivée du produit f(x)=(2x*-5x+2)e*: On pose u=(2x"-5x+2)etv=e*. Donc

u'=4x-5et v'=e* ,donc f'(x):(4x—5)ex+(2x2—5x+2)ex:(2x2—x—3)ex

Etude du signe de 2x? —x-3: A=(-1)"—4x2x-3=25.donc 2x*-x-3admet 2 racines réelles

distinctes : xl_l ‘Z ;X = ;+52,:§ Pour tout xréel, on a e*>0donc
>< X

f'(X)=0=x=-1 et x=15
Le trindme 2x* - x-3est du signe du coefficient devant x*, donc positif, en dehors des racines.

X — -1 15 +00
2x> —x—-3 + 0o - 0 +
e + + +
f'(x) + 0 - 0 +

D) oo
f(x) 0/ o~ fLsy—""

f(-1) =(2x(-12-5x(-D)+2)e " =(2+5+2)e  =9¢" et f(1,5)=(2x(L5)2-5x(15)+2)e"’ =—e"° ~—4,48
Existence et unicité de la solution de I'équation f (x)=2 sur [2; 3] :
La fonction f est dérivable sur I'intervalle [2 ; 3]
La fonction f est strictement croissante sur l'intervalle [2; 3] : f(2)=0<2 et f(3)=100,4>2.
Donc I'équation f (x) =2 admet une solution unique « sur l'intervalle [2; 3].
On obtient les encadrements suivants pour «: f(2,08)~1,74<2 et f(2,09)~2,02>2, donc
2,08<ax <2,09
voir graphique
Partie 11: Calcul d'une intégrale.
Calcul de la dérivée du produit F(x) :(2x2 —9x+11)eX

On pose u=2x>-9x+11 et v=e* .Donc: u=4x-9 et v'=e*.
F(x) =(4x-9)e" +(2x* ~9x+11)e* =(2x* ~5x+2)e* = f (x) .Donc F est une primitive de f.
Calcul de I'intégrale | :
— 2 _ 2 2 Xy 2 X
I_jolsf(x)dx_j0’5(2x 5x+2)e dX—|:(2X 9x+11)e }

2
0,5
| =(2x27 9x2+11)¢” ~(2x(0,5)2~9x0,5+11)e"®

| =e? -7’ ~-4,15

Interprétation graphique de l'intégrale: Ona (0,5 =0 et f(2)=0. D'apres les variations de la
fonction f, on en déduit que f(x) est négatif sur [0,5; 2].
L'intégrale | est donc égale a I'opposée de l'aire (en unités d'aires) délimitée par la courbe , I'axe
des abscisses et les droites d'équations x=0,5et x =2 (voir partie hachurée sur le graphique).
L'unité d'aire associée a ce repére est égale a: lu.a=2x2=4cm’
L'aire de ce domaine est donc égal & : A= —4(e2 _780,5): 2865 — 4¢?
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Probléme 7
Partie A
1. a) Déterminons la limite de la fonction fen -—w : lim (x+1)2=+400 et lim e =+ Donc:
X—>—00 X—>—00

lim f(x)=+0

X—>—0

1. b) Montrons que si xest différent de zéro,ona: f(x)=x%"* (1+3+i2j :
X X

Pour tout réel xdifférent de zéro, f(x)=(x+1% * =(x2+2x+1e * =x%"* (1+§+i2}_
X X

. .2 . . 2 1
Ona: lim x’*¢™* =0 lim ==0et lim %:0 , donc lim (1+—+—2J=1.
X—>+00 X—>+00 X X—>+00 X X—>+0 X X
D'ou: lim f(x)=+0.On en déduit que I'axe des abscisses est asymptote verticale a la courbe

X—>+0

représentative de la fonction f au voisinage de +ow.
2. a) Montrons que f'(x)=(1-x%)e™: festdérivable sur R. Elle est de la forme uv, avec :
u=(x+1)?2et
v=e*. u et v sont deux fonctions dérivables sur Retona: u'=2(x+1)et v'=—¢
D'ot, pour tout réel x, fi(x)=2(x+1)e” —(x+1)%e ™ =[2(x+1) - (x+1)* Je* = (1-x*)e"
2. b) Etudions le signe de f'(x):
Pour tout réel x, e* >0, donc f'(x)est du signe de (1-x*)=(1-x)1+x), s'annule en 1 et -1, est
négatif
sur ]-oo;—1] et sur [1;+oof et est positif sur[-1;1] . D'ou : f'(x)est négative sur ]-o;-1]et sur
[1;+o0[ €t est
positive sur [-1;1].
Tableau de variation de la fonction f sur R: Onaf(-1) =(-1+ 1)2e (D =0etf(1)=(1+ 1)2el=14el

X -0 -1 1 +00
1-x? - 0 + 0 -
X + + +
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Déterminons une équation de la tangente T & la courbe C, au point d'abscisse 0 :
Une équation de la tangente T a la courbe C, au point d'abscisse O est: y = f'(0)(x—0)+ f (0) ,
f'(0)=1

et f(0)=1. D'ou: y=1x(x-0)+1=x+1

F()—(x+D) = (x+1)%e™ = (x+1) = (x+1)[ (x +De ™ —1] = (x +D)e*(x+1—€) ;

Pour tout réel x,ona: f(x)—(x+1)=(x+1)e*xg(x) avec g(x)=x+1-¢*

Calculons g'(x) : La fonction g est dérivable sur Ret pour toutréel x,ona: g(x)=1-¢*

Etudions le signe de g'(x): g'(x)>0<1-e*>0<e' <l xlne<Inle x<0

car la fonction In est croissante sur ]0;+oo[

Donc: g'(x)>0sur ]1-o;0[, g'(x)<0 sur ]0;+c[et g(0)=0.

Dressons le tableau de variations de la fonction g :
De la question précédente, on en déduit que g est croissante sur ]-o;0[ et décroissante sur

10; +oo[ .
X —© 1 +00
g'(x) + 0 -
4e
9(x) TN 0

D'apreés le tableau de variations précédent, la fonction g admet un maximum sur R. Ce

maximum est
atteint en 0 et vaut 0. Donc, pour tout réel x, g(x)<0.

Déduisons-en le signe de f(x)-(x+1) : Pourtoutréel x,ona: f(x)—(x+1) =(x+1e*xg(x)
Or, pour tout réel x e* >0, et g(x)<0.et x+1>0 < x>-1. Etudions le signe de f(x)—(x+1)

X — 0 —1 1 +00
X+1 - 0 + +
g X + + +
g(x) - 0 - 0 -

+ 0 - 0 -
f(X)—(x+1)

D'oU : f(x)—(x+1)>0sur J—oo;—1[, f(x)—(x+1)<0 sur ]-10[ou sur ]0;+x[et f(x)—(x+1)=0en-1
et 0.
Déduisons-en la position de C, par rapporta T: f(x)-(x+1)>0sur ]-o;-1,donc C, est au-

dessus
de Tsur ]-oo;-1, f(x)—(x+1) <0 sur ]1-10[U]0;+x[ doONnc C, est en dessous de T sur
1-1;0[]0;+oo[ ,
T et C, se coupent aux points d'abscisse -1 et 0.
Complétons le tableau :
X -2 -1 [-05 |0 |05 1 2 3 4 6
f(x) 1739 |0 |041 |1 |1,36 |1,47 |122 0,80 |0,46 |0,12
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Partie B
1.Pour tout réel x, F(x)est dérivable. F(x) =(-x*-4x-5)¢* .Onpose: u=-x*-4x-5. uest
dérivable sur
Ret u'=-2x-4; v=e™ .vestdérivablesur Ret v'=—-e*
Donc: F'(x) = (-2x—4)e™* - (—x? —4x—=5)e™* = (x® + 2x+1)e™* = (1+x)*e™* = f(x)
D'ou : F est une primitive de f .
2.8ur[0; 3], f(x)>0, donc l'aire cherchée est donnée par :

1= [ 1 (dx=[F (], = F(3) - F(0)(3 - 4x3-5)e™ (02~ 4x0,5-5)e° =26 + 5.Donc (26~ +5)ua:

Or,lu.a.=2x2cm2=4cm? donc l'aire en cm2 de la région du plan comprise entre les axes de
coordonnées, la courbe C, et la droite d'équation x =3 est égale a

(26¢7® +5)u.a=4(26e7° +5)cm? ~14,82cm?, soit environ 14,82 cm? & 102 pres.

Probleme 8
Partie A
1.0npose: u=4e*et v=e*+2 d'ou: u'=4e*et v'=e* Donc:
de*(e* +2)—4e® _ A 4e” +8e* —4e™* _ L e
(e* +2)° (e* +2)° (e* +2)°

2. La courbe passe par le pointE(In2;In2) donc: g(In2)=In2
aln2+b-— :1:52;'”2

(e" +2
La tangente a la courbe est paralléle a I'axe des abscisses au point E, donc le coefficient directeur

8e|n2
(eln 2 + 2)2

g'(x)=a-
=In2<:>a|n2+b—%=In2<:>a|n2+b—2:|n2

de cette tangente est nul, donc :g'(In2)=0 < a - =0c>a—i—2=0c>a—1=0<:> a=1.0n

réutilise ensuite la relation précédente entre a et b pour trouver b :
aln2+b-2=IN2<b-2=0=b=2
4e*

e¥+2

La fonction g est donc donnée par: g(x)=x+2-

Partie B
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On commence par faire apparaitre I'expression = + 2; ca Ssoalrea .
X—2— Cx12-44-8 :x—2+ﬂ: —-2- 4e” =f(x)
e +2 e’ +2 e*+2 e +2
Limite en —o: on utilise la 1¢r¢ forme
4e*  4x0

Ona: lime*=0 Donc: lim =0 .Deplus: lim (x+2)=-w0 Donc: lim f(x)=-w
X—>—00 x——0 X 4 2 O+2 X—>—00 X—>—00

Limite en +w: on utilise la 2¢me forme

Ona: lime*+2= lim e*=+40 Donc: lim =0 . Deplus: lim (x+2) =+ Donc: lim f(x)=+o .

X—>+00 X—>+00 X—+0 @" 4 2 X—>+00 X—>+00

Montrons que la droite D,d'équation y=x+2est asymptote en —« ; on utilise la 1¢" forme et on a

X
de =0.Donc la droite D,d'équation y=x+2est asymptote en -« a la

lim [ f(x) - (x+2)]= lim
X—>—00 X—>—0 " 4 2
courbe

Montrons que la droite D,d'équation y=x-2est asymptote en +wo; on utilise la 2¢me forme : Donc

lim [f(x)-(x-2)]= lim =0 .Donc ladroite D,d'équation y=x-2estasymptote en +wa la
X—>-+00 x—>+0 X 12
courbe .

On utilise le résultat de la partie A pour calculer la dérivée, avec a=1:
2 2
e (ex + 2) —8e* (ex - 2)
fi(x)=1- > = —= >
(eX +2) (eX +2) (ex +2)
Etude du signe de la fonction dérivée :
Une exponentielle étant toujours strictement positive, le dénominateur de la dérivée est
strictement positif.
f'(x)=0=e*-2=0<¢e"=2< x=In2. On obtient donc le tableau de signe de la dérivée f'(x): .

' T .. ) - In2 +
On en déduit le tableau de variations de la fonction f X * *
X 2 + 0 +
(e-2)
Représentation graphique (ex N 2)2 + +
Partie C
: u e f'(x) + 0 +
la fonction h est de la forme —=— dont une
u e +2 o 2/, +o0
primitive est donnée par Inu, avec u=e*+2donc F(x) Biad In

H(x):ln(eX +2)

X

Ona:f(x)=x+2+ 4e
e* +2

=X+ 2+4h(x) donc une primitive de f est donnée par :

X G
F(x)=7+2x+4H(x)=7+ 2x+4In(e* +2)
L'unité d'aire associée au repére est égale a 1.u.a =2 x 2 =4 cm?2. De plus, la fonction f est
positive

sur l'intervalle [0 ; 2], donc l'aire est donnée par :

— [P F(0dx=[FOP =F(2)= F(0) = 2—2+2><2—4In(e2+2) —(4In3)=2+4-4In(e?* +2)+4In3
0 [ ]O 2 ( )

2 2
I=6—4In[e JZJ . A=4><I=4[6—In[e ;rzncmz

Probléeme 9
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1. g(x)=e*(x-2)-1. lim (x 2) =+ et lim e* =+ ,donc lim f(x)=-oo.
X—>+ X—>+00 X—>+00
2.a. g'(x)=e*(x-2)+e* =e*(x-1), oron saitque ¢ >0,donc f'(x)=0<= x-1=0< x=1
b.

X 0 1

+00
x—1 - 0 +
X + +
g'(x)

-3
g(x) +oc\< /

3. 9g(x)=0:

La fonction g est strictement croissante sur I'intervalle [1;+oc[ , donc elle est strictement croissante
sur

I'intervalle [1;3] < [1;+oo[ ,etona f(l)=-e-1<0 et f(3)=e-1>0, donc d’aprés le theoreme des

valeurs intermédiaires I’équation g(x)=0 admet une solution unique « telle que g(a)=0 et
1<a <3.

A I'aide de la calculatrice on trouve 2,1<a <2,2.

On sait que g(o)=e®(o—2)—~1=0= e% (o —2) =1 => e° :LZ.
a_
X 0 a +00
g9(x) - 0 +
Partie B
1
ex[1+ J —X
X X 1+e X
1. f(x)= ex 1 € /_ ( X) ,onsaitque lim e* =+ et lim $ w
€ +X ex[l_i_XJ (1+Xe ) X—+o0 X—+0 X
X
e
. .1 . 1
lime™=lim—=—=0 et limxe ™= lim —_0 donc lim f(x)= 1+0 =1
X—>+00 X—+o0 g% X—>+00 x—+o0 g% X—>+00 1+ 0

On deéduit que la droite d’équation y =1est asymptote horizontale a la courbe C au voisinage
de +wo .

X X _aX _ . ,
2. f(x)—1=e +1—1=e floe —x_ 1-X , € +x>0 sur R +donc le signe de f (x)-1dépend du
e* +x e* +x e* +x

signe
1-x.
Doncsi 1-x>0= x<1 et lacourbe C estau dessusde D sur ]0;)
Si 1-x<0= x>1 etlacourbe C esten dessousde D sur ]1;+oof.

ex(ex+x)—(ex+1)(ex+1)_e2 +xeX _e2X X _q (x—2)ex—1_ 9(x)

N e N

f(x) =

g(x) — 0 +
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f(x) \ /

f(a)
1 1 1+a-2
o A — —
f)ett_0-2 © a-2 _ 2“ 1 _ ¢ 12= ! puisquea =1.
e +a i_,_a Ito(@=2) 62_20+1 (0-1)° o-1
o—2 o—2
Partie C
ylf
2,2
2
T
N
1 A A\
1,2 2
N
1 >
0,893 — <
0 :
]
n |
e |
|
]
0.2 |
U, o I
i
0 i 2 4‘1=2,12 3 X
ex+1 X 1 X 1 4 H u' 7 A
f(x)=———,onpose u(x)=e"+x, u'(x)=e"+1,donc f(x)secrit sous la forme —, d’apres le
e” +X u

formulaire, on obtient : F(x) = In(u(x)) = In(eX + x) est une primitive de f(x) sur R.

B ZUJ f (X>dX)U-a= 25[F (x); = 25%(F (1) - F(0)) = 25(In(e" +1) - In(e”) ) = 25In(e +1) = 32,83.



