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PARTIE A : EVALUATION DES RESSOURCES : 15 points

Exercice 1. ../ 5points

1. Soit (E) I'équation dans C: z>+ 2-2i3=0
Soit ze C posons z=x+iy avec (x,y) € R?% Ona:
lZl=x%+y% et z22=x>—y?+2ixy
1l s'ensuit que z est solution de (E) si et seulement si :
xZ _y2 =2
?F=-2+2i\3 x*+y?=4
xy=43
c'est-a-dire si et seulement si z=1+i3 ou z=—1-i,/3. Ainsi, I'ensemble solution de (E)
est la paire {1 +i3;-1-i3}

2. a)Onall-i3|=2etarg(1-i3)= —%[231]. Ainsi, on a I'égalité z’ =2¢ 'z puis on en
déduit que S est la similitude directe de centre O, d'angle —% et de rapport 2.
b)Ona:

z,Q:(l—iB)zA:4 et zp= (l—iﬁ)zB:—4
Ainsi,ona S(A)=F et S(B) =G.

3. a) L'ellipse (&) image de 1'éllipse (&) par S est '€llipse de foyers F et G et d'excentricité

e= % 11 est facile de voir que le centre de (&”) est le point O. De plus, on sait qu'une
équation réduite de (&) dans le repére (O, i, V) est donnée par :

[\S)

2

+—==1

Qw| =
%/

Par définition de (¢”) on a :

OF=0G=c et e=S=t
a 2
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de ces égalités on obtient : c=|zp|=4 et a=8. Or, b= Va?-c? =4‘/§
il s'ensuit donc que 1'équation réduite de (&) dans le repere (O, i, V) est donné par :
2.2
E .
61t

b) La construction de l'ellipse (&) est déduit de 1'éllipse (¢') en faisant une rotation de
centre O, d'angle T suivi d'une homothétie de centre O et de rapport 1/2. On obtient la

3
s Fomesoutracom

construction suivante :
e S EreeR
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Figure.

4. On sait que 1'axe focal de I'éllipse (&”) est I'axe des réels c'est-adire (O, if).
Soit D I'événement : « choisir deux points de 1'axe focal de 1'éllipse (&£")» En notant Q
I'ensemble des choix possibles on a card(Q2) = AZ=5x4=20e¢t card(D) = A3=3x2=6, il
s'ensuit que :
6
P(D)= 20 0.3
Exercice 2. ../ 5 points
1. a) La lettre k étant deja choisi pour désigner le vecteur k de la base (i, f, k) de I'espace
vectoriel E ainsi, pour éviter toute confusion nous posons E; ={u € E / f (i) = Aui}.
Soit A € R. Puisque 210 = 5=f(5) eE,onakE;+0.
Soit u,veEeta,fcR ona:

flai+ V) =af () + Bf (V) = A(aii+ BV)

donc ai + BVEE,. Ainsi, on en déduit que E; est un sous espace vectoriel de E.

b) On suppose que fof=2f.

SoitueE,ucelmfe WWeE/u=fV)= f(U)=fof(V)=2f(V)=2u. Ainsi,on a i € E,.
Réciproquement, si i € E; on a f (i) = 2u par suite Et’:f(%ﬁ) =f(¥V) ou V:%ﬁe E. Ainsi,
on a montrer que i € Im f si et seulement si f (/) = 2u.

2. a)D'une parton a:

1

@ =LF @D+ ) + O -] =520+ 20) =27

|
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On montre de la méme facon 1'égalité f (f) = Zf.
D'autre part,

FE=F+0) = f@D) = () + () =20 =2 + £ (k)
ainsi, f(7—j +k) =0 implique (k) =-2i +2].
b) Notons par M la matrice de f dans la base B = (i, f, I?). D'apres la question 2a on en
déduit que :
‘-Fomes Com 20 -2
fer=4 A'(’agf'u(? . M= 0 2 2
Docs a portée de main 00 0
¢) En remarquant que
20-2)(20 -2 40 -4 20 -2
M*>=[02 2 022 |=104 4 =202 2 |=2M
00 O 00 O 00 O 00 O

il s'ensuit que fo f=2f.

d) Soit i € E tel que il § ot (x,y,z) e R3.

On a ’
) (0 2x-22=0 __ [x=z
uEKerf(=)Mu:[8 {2y+2z=0(=){ _,

-

ainsi, Ker f est la droite vectorielle dirigée par ¢} = i- Jj+ k.
e) D'apres la question 2¢ on a vu que f o f =2f alors on en déduit que :

Im f=E,={iicE/f(ii) =2il)

Soit e E tel que i y | ol (x,y,z) € R3.

X
y
Z
delmfes fxi+y+7k) =2(xi +7j +2k) e ii= (x=2)i + (y+2)]

-

ainsi, Im f est le plan vectoriel engendré par la base @, J)-

Exercice 3. ../ 5 points

1. La fonction f : x+ e *cosx est au moins deux fois dérivables sur [0,237] comme produit
des fonctions x+ e~ et x> cosx et pour tout xe [0,2mr] on a:

£ (x) =—e*(cosx +sinx) = —e*cos (x—%) et '/ (x) =2e*sinx

ainsi, on a

£ (x)+2f (x) + 2f (x) =2e*sinx—2e*(cos x + sinx) + e “cosx=0

2. Soit xe[0,2]. On a

’ —x m m I o 3
ffx) 20— cos(x—z>>0<=>cos(x—z><O@x—ze[7,7]@[T,T]

on en déduit le tableau de variation suivant :
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x 0 ad Ll 2t
) 0 4+ 0 -
1 1
1 ge_%ﬂ
f \ / \A
2 2

Tableau de variation de f.

3. a) Pour tout xe[0,27], -1 <cosx<1ete™>0doncona
—e"<eFcosx<e™
c'est-a-dire [F
) ) omesoutracom
—e ng(x)ge X Pat- QS Y 7 0 B .
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b) D'une part, on a
fx)=e"ecosx=1<=xe{0,27}
d'autre part,
fx)=—eFocosx=-1lx=m
On en déduit que les points d'intersection cherchés sont les points suivants de coordon-
nées :
(0,1); (2mm,e™™) et (am,-€™7)

4. Tragons la courbe de f.

Courbe représentative de la fonction f.

5. Notons ./ la valeur de cette aire en unité d'aire. On a :
2 2m 2
_ _ -X — -X _
J%—fo (I-cosx)e™“dx fo e “dx fo f(x)dx

Or, d'apres la questtion 1 on a :

@) =50~
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donc on en déduit que
27

S = %f’(x)+f(x)—e‘x . =%(1—e‘2“)

PARTIE B : EVALUATION DES COMPETENCES : 5 points

1. Déterminons en combien d'années ¢ le gisement A s'épuisera.
Notons ga(?) la quantité de gaz extraite I'année ¢ > 0. On a la relation pour tout ¢ > 1,

ga(t+1)=qa(t) +0.75
par suite, on en déduit que pour tout > 1,

ga(t)=0.75(t-1)+5.01=0.75t + 4,26

Soit S, la quantité totale de gaz extraite du gisement A. On a

D a6 s Fomesoutra.com
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S:=0.75

ainsi, il y a épuisement du gisement A si et seulement si

tt+1)

0.75

T +4,261 =100 & 0,3751>+ 4,635~ 100 =0

c'est-a-dire r = 11,28

Conclusion : il faudra 12 années a partir de sa premiére exploitation pour voir épuiser le
gisement A.

2. Soit ¢(t) la quantité totale (en milliards de metres cubes) de gaz extraite du gisement B.
Le contenu du gisement séra épouser si 100—¢g(¢) <0 c'est-a-dire si g(¢) > 100. Or, on sait

que g vérifie I'équation différentielle ¢’ () = 2:1T + 0,027 par suite,

_1 1 2
q(t)—jln(2t+1)+l—00t +§

avec £ € R. On sait que g(0) =0 d'ou &£ =0. Ainsi, pour chaque année ¢ la quantité totale
de Gaz extraite du gisement B est donnée par la formule :

_1 1 2
q(f) —EIH(ZZ‘-F 1)+1—00f

Il y aura épuisement si et seulment si g(¢) = 100.
Posons h(t) =q(t)=100. Ona h’(t)=q’(t) = Tlﬂ +0,02¢>0 donc A est strictement crois-
sante sur [0; +oo[. De plus h(0) <0 et lim A(t) = +o0 on déduit que 1'équation g(z) =
100 admet une unique solution a dans 1'1%?§r°3a11e [0; +oo[. En utilisant la calculatrice on
trouve que « = 98,67

Conclusion : Aprés l'inauguration, il faudra 99 années pour voir épuiser le gisement B.

3. Soit ¢(¢) la quantité totale (en milliards de metres cubes) de gaz extraite du gisement C.
Le contenu du gisement séra épuiser si g(¢) = 100. Or, on sait que g vérifie 1'équation
différentielle ¢’ () =5.01¢(¢). On en déduit que :

q(t) — aeS.Olt
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avec € R. On sait que 5.01 =¢g(1) = 2e>°! donc on en déduit que a =5.01¢~>0!. Ainsi,

apres ¢ année la quantité totale de Gaz extraite du gisement B est donnée par la formule :
q(1)=5.01>01¢=D

Il y aura épuisement si et seulment si

o), )50 o

5.01 5.01

5.01>010-D =100 = 5.01(t-1) :ln(

Conclusion : Aprés l'inauguration, il faudra 2 années pour vider le contenu du gisement

C.

FIN DE SUJET

1. Gildas Mba Obiang email : antoinegildas @gmail.com (pour toutes remarques et suggestions)
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