1. 18. Equa diff + fonction+intégrale, Antilles 2001

11 points

Partie A :Résolution de I’équation différentielle (1) : y'-2y = xe*.

1. Résoudre I’équation différentielle (2) : y'-2y =0, ou y désigne une fonction dérivable sur 0 .
2. Soient a et b deux réels et soit u la fonction définie sur (1 par u(x) = (ax+b)e*.

a. Déterminer a et b pour que u soit solution de I’équation (1).

b. Montrer que v est solution de I’équation (2) si et seulement si u+v est solution de (1).

c. En déduire I’ensemble des solutions de (1).

d. Déterminer la solution de I’équation (1) qui s’annule en 0.

Partie B : Etude d’une fonction auxiliaire

Soit g la fonction définie sur 0 par g(x)=2¢* -x-2.

1. Déterminer la limite de g en —w et la limite de g en +w.

2. Etudier le sens de variation de g, puis dresser son tableau de variation.

3. On admet que I’équation g(x) = 0 a exactement deux solutions réelles.

a. Verifier que 0 est I’'une de ces solutions.

b. L’autre solution est appelée « . Montrer que -1,6 <a <-1,5.

4. Déterminer le signe de g(x) suivant les valeurs du réel x.

Partie C : Etude de la fonction principale

Soit f la fonction définie sur 0 par f(x)=e** —(x +1)e*.

1. Déterminer la limite de f en -« et la limite de f en +e.( On pourra mettre ¢** en facteur)
2. Calculer f'(x)et montrer que f'(x) et g(x) ont le méme signe. Etudier le sens de variation de f.

a® +2a

3. Montrer que f(a)=- , OU o est défini dans la partie B. En déduire un encadrement de f(«) (On

rappelle que -1,6 <a <-1,5).
4. Etablir le tableau de variation de f.
5. Tracer la courbe (C), représentative de f dans le plan rapporté a un repére orthonormal (unité graphique 2
cm).
Partie D : Calcul d’aire
0

1. Soit m un réel négatif. Interpréter graphiquement I’intégrale J f(x)dx . (On justifiera la réponse)

m
0

2. a. Calculer J xe* dxa I’aide d’une intégration par parties.

m

O s Fomesoutra.com
b. En dedU"e j f(X)dX O SO Crea .
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0
3. Calculer la limite de J f(x)dx, lorsque m tend vers —wo .

m

Correction

Partie A

1. L’équation (2) sans second membre a, d’aprés le cours, pour solutions les fonctions définies sur [ par :
x — ke* avec k réel quelconque.

2. a.0Ona u'(x)=(ax+b)e* +ae* = (ax+a+h)e* donc u est solution de I’équation différentielle (1)

o (ax+a+h)e* —2(ax+b)e* = xe*. Comme e* =0 pour tout réel x, u est solution de I’équation différentielle (1)
< ax+a+b-2ax—2b=x c’est a dire si et seulement si, pour tout x réel , —ax+a-b=x soit
-a=1
= a=-letb=-1.
a-b=0

La fonction u cherchée est donc définie par u(x) = (-x-2)e*.
b. On sait que u'(x)-2u(x) = xe*, v est solution de (2)

SV-2v=0 V-2v+Uu'-2u=xe" & (V+Uu)-2(v+u) = xe* < (v+u)'-2(v+U) = xe* < u+vest solution de (1)



Remarque : on peut aussi supposer que v est solution de (2) et en déduire que u+v est solution de (1) puis
supposer que (u+v) est solution de (1) et en déduire que v est solution de (2).

c. Soit f une solution de (1). On peut poser f =u +v. (Onaalorsv =f —u) . On sait que u + v est solution de
(1) < v est solution de (2).

Les solutions de (1) sont donc les fonctions f définies par : x — —(x+1)e* +ke** (k €0)

d. On cherche k tel que f(0)=0: f(0)=0 < —¢’ +ké’ =0 < k=1. La solution de (1) qui s’annule en 0 est la
fonction x i —(1+ x)e* +e*

Partie B
1.0na lim ¢ =0 donc lim g(x)= lim —x-2 =+ . Ecrivons g(x) en mettant en facteur le terme qui crott le

X—>—00

lus vite : g(x)=e€*(2—xe* —2¢*). Or on sait que lim xe* = lim e* =0 par conséquent lim g(x)=+o.
p q p X—>+00

X—>+00 X—>+00

2. La fonction g est dérivable sur [ et sa dérivée est : g'(x)=2¢e* -1= 2( e —%j .

Signe de g'(x) : Ona: ex—%zoaex2%c>len%c>x2—ln2.

Tableau de variations :

X | - —In2 +00
9’(x) - 0 +
g N _—
In2—1

In 1
Remarque : In2 - 1~-0,31, g(ln(%)}:% (Zj—ln(%j—2=—1+ln2.

3.a. g0)=2¢"-0+2=0 donc 0 est une solution de I"équation g(x)=0.

b. D’apreés le tableau de variation de g, I’autre solution « est dans I’intervalle ] -« ; —In2[ ; or sur cet
intervalle, g est décroissante. La calculatrice donne : g(-1,6) ~ 0,004 et g(-1,5) ~ —0,054, par conséquent

o(-1,5) < g(a) < o(-1,6) et donc -1,6< o <—1,5.
4. Etude du signe de g(x) : résumons la dans un tableau.

X —o0 o —In2 0
400
400
g 400 \ /
0 0 ﬁogggagg XA Com
|n2_1 Docs & portée de main
signe de g(x) + 0 - 0 +
Partie C :
1. f(x)=€*—xe*—¢*. Onsait que lim e* =0, lim xe* =0, lim e =0, par conséquent lim f(x)=0.
X0 X0 X0 X0

f(x):ezx(l—xe’x—e’x) :onsait que lim xe* =0 et lim e* =0 donc lim f(x)=-w.

X—>+00 X—>+00 X—>+00

2. La fonction f est dérivable sur [ et sa dérivée vaut :

f(x) = 26* —[(x+1)ex +1x € ]: 267 —(x +2)€" .
Mettons e* en facteur pour faire apparaitre g(x) : f'(x)=e*(2e* —x—2)=e*g(x) ; comme, pour tout x réel, ¢ >0,
f'(x) est du signe de g(x). On en déduit le tableau de variations de f :

X —©0 a 0
e |+ I R
f(a)
f +00 / \ /




| 0 0

3. On sait que g(a)=0 donc 2¢* —a-2=0 SOit &* = “;2.

2 ) ,
On obtient f(a)zeZa_(aJrl)ea:(a;rZJ _(a+1)(a2+2jza +ia+4_[a +§a+2}

Soit f(a) = —a%-2a =_a2 +2a .
4 4

4. Nous I’avons déja donné a la question 2.

5. La courbe (C) admet I’axe des abscisses comme asymptote horizontale au voisinage de —- et comme

tangente en O.

3

2.5
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Partie D :

1. Comme m <0 et que f est positive sur [m; 0], I’intégrale en question est I’aire de la partie de plan
comprise entre I’axe des abscisses, la courbe (C) et les droites d’équation (x = m) et (x = 0).
2. a. Faisons, comme suggéré par I’énoncé, une intégration par parties :
u(x) =x u'(x)=1
V'(x)=¢ v(x)=e*’
0

On en déduit j xe* dx=[xeX J:]—joex dx=—mem—[eX JO =—mem—(1—em)=(l—m)em—1.

m
m

0 0 0 0 0
b. Onaj f(x)dx:'[ (ezx—xex—ex)dx=I (ezx—ex)dx—J. xe* dx=[%e2x—ex} —(1-m)e™ +1, soit finalement :

m

0
f(x)dx Ly Lam e —(1-m)e" i1=Limen —Lem
2 2 2 2

m

m—>—o0 m——oo m—>—oo

0
3. Onsait que lim me" =0 et que lim &™ =0 donc lim J f(x)dx:%.

1. 19. La chainette

La chainette est la courbe suivant laquelle se tend un fil homogéne, pesant, flexible et inextensible suspendu
a ses extrémités a deux points fixes.
On montre et on admettra dans ce probleme que, rapportée a un repére orthonormé (O ; i, j) convenable la

chainette a pour équation

X e

22
ou 2 est un paramétre réel positif dépendant de la longueur du fil. On note C, la courbe représentative
de f, .
On laisse pendre un tel fil d’une longueur de 4 m entre deux points situés a une méme hauteur et distants de
2 m. Le but du probleme est de calculer une valeur approchée de la fleche prise par le fil, c'est-a-dire la
distance d indiquée sur le schéma.

y=H(x)=



2m
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A. Etude de la chainette
1. Onprend 1 =1 : étudiez les variations de f,(x) ; déterminez ses limites en +wo et —o.

2. Tracez les courbes Cy, C, et C; (unité graphique 1 cm).
3. Prouvez que pour tout A la courbe C, se déduit de la courbe C; par une homothétie dont on précisera le
centre et le rapport.

Dans toute la suite on prend A strictement positif.
B. Recherche de d

Pour une courbe d’équation y = f(x) un petit élément de courbe a pour longueur ds tel que ds? = dx? + dy?, soit

d 2 d 2 d A
(d_ij =“(d_zj = o= 1[0 = ds= L[0T dx=s= [ e[ rooTax.

1. Faites un schéma montrant que vous avez compris quelque chose aux explications précédentes et montrez

—A
que la longueur de la chainette est L(1)= ¢ ;e .

2. Exprimer en fonction de 4 la fleche d(1) de la chainette C, .

C. Le probleme consiste donc a trouver la valeur de 2 pour laguelle L(1)=4

1. Donnez une valeur approchée a 102 prés de la solution « de I’équation (E) : L(2)=4.

g—gt

2. On considére la fonction ¢(t) = . Calculez ¢'(t) et montrez que o'(t) est toujours positive.

Déterminez la limite de ¢(t) en +wo et déduisez-en I’existence d’une unique solution de (E).
3. Déterminez alors les coordonnées du minimum de la fonction f,(x) ainsi que d(« ).

D. Une variante (nettement plus élaborée) de la guestion précédente est la suivante :
1. Résoudre I’équation d’inconnue X, X?-4AX-1=0 .

2. En déduire que L(1)=4 équivaut a A =In(24+v42%+1).
3. Soit g la fonction définie par g(x)=1In (2x+\/4x2 +1 ) .

a. Etudier les variations de g sur [ .
b. Tracer sa courbe représentative ainsi que la droite D(y = x).
c. Montrer que I’équation g(x) = x a une seule solution comprise entre 2 et 3.
4. 0nnote 1=[2,+of.
a. Démontrer que pour tout x de I, g(x) appartient aI.
b. Prouver que pour tout tde I, 0< g'()<0,5. En deduire que pour tout x de I, | g(x)-«|<0,5|x-«].



5. On considére la suite u, définie par y, =2 et pour tout n>0 u,,; = g(u,) .
a. En utilisant la construction du 3.b. conjecturer le comportement de u, .
b. Demontrer que pour tout n, |u,-a|<0,5"|2—«|. Conclure quand a la convergence de u,.
c. Déterminer un entier no tel que u,, soit une valeur approchée de « a 10" pres.
d. Améliorez le résultat obtenu au C.3.

Correction
A. Etude de la chainette

X | aX _
€8 _cosh(x) ; f(x)=—F

1. 2=1, y=£(x)= =sinh(x) ;

-e*>0o e >e* o x>—xe x>0 ; donc cosh est décroissante avant 0, croissante apres.

En fait cosh est paire donc sa courbe est symétrique par rapport a 0 ; en +wo la fonction est comme e* et tend
Vers +wo. Le minimumest 1 en 0.

2. Merci a I’ordinateur...

X

D

3 2 -1 0 1 2 3
3. Essayons une homothétie de centre O, de rapport k (inconnu) sur C; ; pour ce faire on écrit

analytiquement cette homothétie, soit M’(x’, y’) en fonction de M(x, y) puis on obtient les coordonnées de M
en fonction de celles de M’ ; enfin on remplace dans f;.

X' =kx x=(1/k)x'
M(x; M'(x";y' = ; .
N =>MOEY L Ly — )y ﬁorgegﬁgg? Lom
. ' X? _X?' X? _X?' Docs a portée de main
remplagons : y=f,(x)=——° LY & *e " Ly T ¢ x).
2 k 2 , L
k

Moralité, la courbe Cyx,y =1, (x), est I'image de C; par I’lhomothétie de centre O de rapport k donc C, est
I’image de C; par I’lhomothétie de centre O de rapport % :

B. Recherche de d
1. L’essentiel est dans ds® = dx? + dy® : on considere un petit morceau de courbe comme un bout de tangente

et cette expression est le théoréme de Pythagore a cet endroit.



dx

b
Onadonc s=j Jl+[f'(x)]2dx avec a=—1,b=1et f =1,

eAx + e—ix . /’L(elx _ e—lx) eAx _ e—ix
21 21 2

le sommet de la courbe ; par ailleurs f,(0) =% = % enfin comme la largeur est de deux métres les extrémités

qui s’annule en x =0 ; le repére choisi est donc centré sur

y="1,(x)

-2 A A
e‘;e ¢t +6 Z.Ona

sont aux abscisses —1 et 1 et a I’ordonnée f,(1)=f,(-1) = ,ona d)=f,1)-f,(0)= -7

donc :

X —AX 2 X X
|J(l)=_[:\/1+[f,{(x)]2dx=J‘_11\/1+(#J dx:j_ll\/“eu ALY _J' / e’ dx d’ou

+1 +1 S _
ul)zéj‘_l e Mdx == [ ( __/1x)} _e’l € et +et -

4 21 A
¢ +et 1

2 A

s —4 s
C.1. ur)=4 al1l0 " présvaut 2,1773. ﬁomesou

4,000005 4 y e Erec?
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2. Comme vu au 1. ona d(1)=f,(1)-f,(0) =

3,999995 -

3,99999 1

3,999985

3,99998 1

X X
3,999975

2,177308 2,17731  2,177312 2,177314 2,177316 2,177318 2,17732  2,177322 0 05 1 15 2 25 3 35

t —t t —t t —t
2.1>0, pt)=E _te L o(=E*8 )ttz_(e —¢ ) La situation se corse...

. . f_gt . 4
Nous allons considérer la fonction tanh t==—°_ dont la dérivée est tanh 't=———— ;0na alors
e+e (et +e‘t)

(e +et—(e' —e")=(e' +e")[t-tanh t] ;
posons u(t)=t-tanht, alors
4 (e +e'Y -4 (&-e')?
(e'+e )y B (e +et? =(et +et)?
donc u est croissante et u(t)>u(0)=0. Ouf !!!

u()=1- >0




Nota bene : lorsqu’on trace la courbe de o(t) on s’apercoit qu’elle démarre a 2 qui doit donc étre la limite de

t_ X _
€ -1, car fim &2
2t x=>0 X

@ en 0. On peut I’obtenir comme suit : lim g(t) = lim 2¢™ =1.
t—0 t—0

t
En +o c’est plus simple puisque ¢ se comporte comme eT qui tend vers +o.

¢ est donc continue, monotone strictement croissante de [0 ; +o Vers [0;+of, elle est bijective et I’équation
o(t)=4 a une seule solution.

3. Le minimum de f, (x) estenx =0, fa(0)=1z ! ~0,46 ce quidonne
a 21773
)= 75" 1 _5.052-0,46 21,59 < Fomesoutra com
(04 (04 - SPce Ereed
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D

D.1 X?-4AX-1=0 : A=16A%+4, X, =22 —+4A% +1, X; =24 +V4A? +1,
e ye?
A

X=¢

sdod et =4l -4 +1=0 .
X2 —4AX +1=0

2. L(2)=4 donne alors

Comme 4 est positif, on choisit la racine positive, soit e* =21 +v44% +1 < 4 = In(2A+v44% +1).

3. g(x)=In (2x+\/4x2 +1).

N P 22x+x/4x2+1
(2X+ ax +1) e a1 2
IX+AX%2 +1 2x+Ax2+1  2x+Ax2 41 Nax® +1

a. g'(x)= >0 donc croissante sur [ .




35
3
25
X 0 V312 +00
2 b
V] + 0 -
15
1,31
1
v
0,5 0
0
0 0,5 1 15 2 25 3 35 4

b.
On trace la courbe représentative de g ainsi que la droite D(y = x) ; sur la figure on a rajouté I’escalier formé
par les termes de la suite (question posée en C. 5. a, on part de 1 sur la figure pour mieux voir, ... fichier a
télécharger : http://laroche.lycee.free.fr/telecharger/TS_ds7_C.xIs)

c. Pour x >0, soit v(x) = g(x) — x: v'(x):#_l : ﬁﬂmesou .
4X2+1 ca SOalroa .
Docs & portée de main
V'(x)=0<:>2=\/4x2+1c>4=4x2+1c>x=§.

On a le tableau de variations ci-contre. On calcule v(2)~0,1>0 et v3)~-0,05<0 donc v s’annule une seule

fois.
4. a. g est croissante, g(2)~2,094>2 donc pour tout X, g(x) appartient a I.

b. Pour 0< g'(t) c’est évident ; pour g'(t)<0,5 : t>2=4t* 216 =>V4t? +1>17 >4=

<

I N
N |-

2
Nat? +1

Intégrons cette relation entre x et « :

0<g'(H)<0,5=0 <I g'(t)dtsj 0,5dt=0< g(er)— g(x)<0,5( @ —x ) ; ON peut recommencer avec X supérieur a
X X

a , ce qui donne la relation dans I’autre sens d’ou en remarquant que ga)=a, | g(x)-a|<0,5|x-«].

9. Uy =2, U,y =0(u,).
a. La suite est croissante, majorée, convergente vers o .
b. On utilise | g(x)-a|<0,5|x—a| avec x=u,, gx)=u,, d’0U |u,,, —a|<0,5|u, —«|. Par récurrence il est
immédiat que
|u, —a|<0,5]up 4 —|<0,5% Uy, | <...<0,5" Uy | =0,5"|2— |
Cette derniére suite est géométrique de raison 0,5 ; elle converge donc vers 0 et u, converge Vers « .
c. A la calculatrice on voit que u, =2,1773... et est donc stabilisé & 10~ prés de « (voir le fichier). A la main
on peut résoudre 0,5" |2—«|<107*, ce qui donne une idée.

4
10 " _13,.. soit n, = 14.
In0,5

d. On peut donc obtenir une valeur tres précise de « : 2,17731898496531 pour u,, est tres bon.
Soit I’équation différentielle (E) : y'+y=x-1.

Onaalors 2<a<3=|2-a|<1=0,5"|2-a|<0,5" <10* = n2>

1. 20. Primitive de In
Soit la fonction définie sur l'intervalle | =4 ; +o [ par :

F(x) = —2x+ 5+ 3In X1
X

et (C) sa courbe représentative dans le repere orthonormal (O ; i, j), unité graphique : 1 cm.

1. Etude de f
a. Etudier les limites de la fonction f aux bornes de I.



b. Montrer que sur I, f'(x) est strictement négative et dresser le tableau de variation de f.

c. Montrer que la droite (D) d'équation y = — 2x + 5 est une asymptote a (C). Préciser la position de (C) par
rapport a (D).

2. Calcul d'aire

a. Déterminer, a l'aide d'une intégration par parties, les primitives sur ]O ; +x [ de la fonction x ~ In x.

b. Montrer que la fonction G : x — (x + 1) In (x + 1) — x est une primitive de la fonctiong : x — In (x + 1)
sur I.

c. Montrer que la fonction H : x — (x — 4) In (x — 4) — x est une primitive de la fonctionh : x — In (x — 4)
sur I.

d. Déduire des questions précédentes le calcul de l'aire A du domaine plan délimité par la courbe (C), la
droite (D) et les droites d'équations respectives x = 5 et x = 6.

On donnera la valeur exacte de A puis une valeur approchée a 10~ prés.

Correction

1 .
1. a. Lorsque x tend vers 4, X—+4 tend vers +« ainsi que |nX—+L11 donc f tend vers +.
X— X—

Lorsque x tend vers +o, X—““Lll tend vers 1, In X—““‘ll tend vers 0, —2x+5 tend vers —o donc f tend vers —w .
X—= X—=

b. f'(x)=—2+3[|n)’%ﬂ=—2+3[|n(x+1)—|n(x—4)]’=_2+3[ 1 1 }_—2(X+1)(X—4)—15_

x+1 x—4 | (x+1)(x-4)
Lorsque x > 4, x+1 est positif, x—4 est positif donc le numérateur est négatif et le dénominateur est positif.

Moralité, f* est négative.

C. f(X)=(-=2x+5)=In x_+£11 ; nous avons dit que ce terme tend vers 0 lorsque x tend vers +w donc la droite (D)

est une asymptote a (C). Lorsque x > 4, :_Jri >0 donc (C) est au-dessus de (D).

1 o~ N
2.a.0npose u=Inx,v'=1=u'==,v=x d’ou une primitive de In x est xIn x—j lxdx:xln X—X.
X X

b. On dérive G : G'(x)=l.In(x+1)+(x+1)$—1= In(x+1).

c. Exactement pareil.

d. On cherche A= jef(x)—(—2x+5)dx =3[6In(x+1)—ln(4— x)dx = 3[G(6) — G(5)]— 3[H(6) — H(5)] ;
5 5

G(6)-G(5)=7In7-6-6In6+5=7In7-6In6-1, H(6)-H(5)=2In2-6-1In1+5=2In2-1
et le résultat A=3[7In7-6In6-2In2]~4,45U.

1. 21. Equation différentielle
On se propose de déterminer les fonctions dérivables solutions de I'équation différentielle
2y'+ty=x2+2x-2 (E)
1. Montrer qu'il existe une fonction polynéme g du second degré solution de (E) et déterminer laquelle.
2. Démontrer que f est solution de (E) si et seulement si f — g est solution de I'équation différentielle :
2y'+y=0 (E)
3. Résoudre (E’) et en déduire toutes les solutions de (E).
4. Déterminer les solutions dont la représentation graphique passe par l'origine du repere.
Correction
1. On pose g(x)=ax? +bx+c d’ol 2g'+ g=4ax+2b+ax® + bx +c=ax® +(4a+b)x+2b+c, soit par identification :
a=1 a=1

da+b=2 < ib=-2= gx)= X2 —2x+2. s Fomesou Lom
ca

2b -2 -9 St Creed
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Vérification, 2y'+y=4x—4+x®> -2x+2=x%+2x-2, Ok.

2. festsolutionde (E) : 2f '+f=x?+2x-2=2g+g<= 2(f'—=g)+(f - g)=0 < 2(f - g)'+(f —g)=0, on a donc bien f
— g est solution de I'équation différentielle : 2y' +y =0 (E’).

1 —EX 5 71X —lx 2
3. y'=—§y:>y=Ce 2 d’ou f(x)—g(x)=Ce 2 < f(x)=Ce 2 +x°-2x+2.




1
4. On doit avoir f(0)=0=C+2=0<C=-2 alaSOMHonf(m=-2e2X+x2—2x+2.

s Fomesoutra.com
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