Devoir Surveillé n°15 de Mathématiques Terminale D

Exercice 1 : 5 points

Une personne a 5 jetons indiscernables au toucher dans sa poche : un jeton d’une valeur de 2 €,
deux jetons d’une valeur de 1€ chacun et deux jetons d’une valeur de 0,50 € chacun.

Partie |
Cette personne choisit au hasard, successivement et sans remise, deux jetons dans sa poche.
On s’intéresse a la somme S des valeurs des deux jetons choisis.

1. Construire un arbre ou un tableau décrivant cette experience.

En déduire les valeurs possibles de la somme S. mo
2. Soit A,I,e\\/enement - « la somme S est ggale a 15» o o : Lom
B I’événement : «la somme S est égale a 1 ». Docs a portée de main

a. Verifier que la probabilité de I’évenement A est égale a 0, 4.
b. Déterminer la probabilité de I’évenement B.
3. Déterminer la probabilité pour que la somme S soit supérieure ou égale a 2.
Partie Il
Cette personne introduit les deux jetons choisis dans un appareil de stationnement.
Le colt est de 0,50 € pour une heure de stationnement. Soit X la variable aléatoire qui a chaque
choix de deux jetons associe la durée maximale de stationnement autorisé, exprimée en heures.
1. Déterminer, en utilisant la partie I, la probabilité pour que X prenne la valeur 3.

2. Déterminer la loi de probabilité de la variable aléatoire X.

3. Calculer I’espérance mathématique de la variable aléatoire X.

Exercicel (5 points)

La plan est muni d'un repére orthonormal direct (O;G,x?)l'unité graphique 1 cm.

On désigne par ile nombre complexe de module 1 et I'argument %

1. Résoudre dans I'ensemble C des nombres complexes I'équation : z? +6+/3z2 +36 =0



2. On considere les points A, B et C d'affixes respectives :
2y =-3J3+3i ; 75 =-3/3-3i et z. =63
a. Déterminer le module et un argument de chacun des nombres complexes z, et zg.

b. Ecrire le nombre complexe z, sous la forme re'? ol r est un nombre réel strictement positif

etd un nombre réel compris entre—r et 7.

c. Placer les points A, B, C dans le plan muni du repére (O;G,Q)

a. Déterminer la nature du triangle ABC.

b. En déduire que le quadrilatére OACB est un losange.
4. On appelle K le point du plan complexe tel que z, =ixz,
a. Donner la forme algébrique , puis la forme exponentielle de z,
b. Demontrer que le triangle OAK soit rectangle et isocele en O.
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. Construire le point K sur la figure.

Partie A : Etude d'une fonction auxiliaire
Soit g la fonction définie sur R par g(x) = (x+3)e* -1
1. Déterminer la limite de gen +oo et la limite de g en —oo.
2. Déterminer, a l'aide de la dérivée g, le sens de variation de g .
En déduire le tableau de variation de g .
3. Montrer que I'équation g(x) = 0admet une solution unique o qui appartient a l'intervalle ]—4 ;0 [

4. Déduire des questions précédentes le signe de g(x) en fonction des valeurs de x.



Partie B: Etude d'une fonction et tracé de sa courbe représentative

Soit f ladéfiniesur R par: f(x)=(x+2)e* —x
On note (Cy) la courbe représentative de f dans le repére orthogonal (O;T;T)
(' Unités graphiques : 4cm sur I'axe des abscisses et 2cm sur I'axe des ordonnées ).

1. a. Déterminer la limite de f en —oo.
b. Montrer que la droite ( A) d'équation y = —xest asymptote la courbe (Cy) en —w.

c. Etudier, en fonction des valeurs de x, les positions relatives de (A ) et (C )

2. En remarquant que f(x) peut s'écrire f (x) = e* [x+ 2_%j . déterminer la limite de fen +o.
e

3. Vérifier que pour tout réel, ona f'(x) = g(x) m

R NP Lot

4. Dresser le tableau de variation de f . Docs portée de main

5. Déterminer une équation de la tangente (T) a (Cf ) en son point A d'abscisse O.

6. Déterminer, a l'aide de la calculatrice, une valeur approchée dea a 1072 pres, puis une valeur
approchée de f(a)a 1072 pres.

7. Tracer, dans le repére (O;T;T),Ia courbe (Cf )Ia tangente (T )et I'asymptote (A ).
(Utiliser la feuille de papier millimétré fournie)

Partie C.

1. Soit H la fonction définie surrR par H(x) = (x +1)e*.
Calculer H'(x) puis en déduire une primitive de fsur R

2. Calculer en cm?, l'aire A comprise entre la courbe (Cy), I'axe des abscisses , la droite

I'équation x=-2 et I'axe des ordonnées. On donnera la valeur approchée a 1072 pres.



Correction

Exercice 1
Partie 1
1. Arbre décrivant I'expérience aléatoire et donnant les valeurs possibles pour lasomme S :
1 —3
1 — 3¢
2€ 05 ——————— 256
05 — 256
2 — 36
{1 —FF  2€
1€ 05 ——M 1,5€
05 ————— 15¢
/ 1T — 2 ll Lom
1€ 05 1,5€ CR S Creek ‘
05 — 156 Docs a portée de main
2 25€
0,5€ 1 15€
1 15€
05 1€
2 2,5€
0,5€ 1 15€
1 15€
05 1€

On dénombre 20 tirages possibles. Valeurs possibles pourS:{1;1,5;2;2,5; 3}
2.a) Sur les 20 tirages possibles, il y en a 8 pour lesquels la somme est égale a 1,5 Euros, donc :
8
A)=—-=0,4.
P(A) 20
2. b) Pour que la somme soit égale a 1 il faut : tirer un jeton de 0,50€ puis un jeton de 0,50 €
Sur les 20 tirages possibles, il y a 2 tirages favorables pour lesquels la somme est égale a 1 Euro,
Soit une probabilité de p(B) =2—20 =0,1.
3. Comme les valeurs possibles de la somme Ssont1;1,50;2;2,50et 3
P(S=2)=p(S=2)+ p(S=2,50)+ p(S =3) ouencore p(S>2)=1-p(S=1)-p(S=150)
Or p(S=15)=p(A)=0,4et p(S=1)=p(B)=0,1,donc p(§>2)=1-0,1-0,4=0,5.
Partie 11
1. comme 1 heure de stationnement colte 0,50 € , 3h coltent 1,5 € on a donc
p(X =3)=p(S=15)=0,4et p(X=1)=p(S=2)=0,1
La durée de stationnement est de 3 heures lorsque la somme introduite estde 1,5 € :
p(X =3)=p(S=15)=0,4
2. Le temps de stationnement est égal au double de la somme introduite.
p(X =2)=p(S =D :2%:0,1 ; p(X =4)=p(S=2) :2%:0,1 7 p(X=3)=p(S=15)=0,4
4 4
X=5)=p(§=25=—=0,2 ; X=6)=p(S=3)=—=0,2
p( ) = p( ) 0 p( )=p(S=3) 0

La loi de probabilité de la variable aléatoire X est définie par le tableau ci-dessous :
S; 1€ |150€ |2€ |[25€ |3




X 2 |3 4 |5

p(X=x)|01 |04 0l [02 |02
3. Calcul de I'espérance mathématique de X :

E(X =%)=>_p(X =%)% =0,1x2+0,4x3+0,1x4+0,2x5+0,2x6 =3,9

05 05 1 1 2
05 | S=1 S=1 S=15 | S=15 |S=25
05 | S=1 S=1 S=15 | S=15 |S=25
1 S=15 S=151|S=2 S=2 S=3
1 S=15 S=151|S=2 S=2 S=3
2 §S=25 | S=25|S5=3 S=3 S=4
Puisque on effectue de tirage sans remise, on élimine la somme sur la diagonale.

Un autre arbre utilisant la probabilité conditionnelle

2/4=1/2 ~ 1€ S= 3¢
\ =
2€ Sjasir— 0.5¢ S=2,50 €
1/5 ~ - | ,
w— % ¢ _cFomesou
Pl B T o
205 1€ 1/4 1€ S=2 Docs & portée de main
2/4=112 = 05€ S=150¢€
2/5

1/4 2€ S=2,50 €
0.50¢ — 214=112 1

S=150¢€
1/ 05¢  S=1¢€
21 2 1 21 4
X=2)=p(S=)==x==—=01 ; X =3 S=15 2,1 Z=—=04
p( )=p( )5420 p( )= Pp( )= =555 10
2 1 2
X =4 §=2)=—x==—=0,1
p( )=p(S=2)= =*2- 2
11 2 1 2 1 21 2
X=5=p(S=25=-x=+=x=—=—=0,2 ; X =6 S=3)==x=+=-x==—=0,2
P(X=5)=p( ) =52 5 1" 10 P(X=6)=p(5=3)= Xz 574710
Autre méthode : Pour que la somme soit égale a 1,50 € il faut :
Soit tirer un jeton de 1€ puis un jeton de 0,50 €, soit une probabilité de p, _é %: % =0,2.
Soit tirer un jeton de 0,50 € puis un jeton de 1 €, soit une probabilité de p, _é %:%: 0,2.

8
Donc p(A)=—=0,4.
P(A) 20



Pour que la somme soit égale a 1 il faut : tirer un jeton de 0,50€ puis un jeton de 0,50 €

. - 2
Soit une probabilité de p(B) ==
p p(B) =5 10

I
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|

Il
o
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Exercice 2
1. Résolution de I'équation z2 +6+32+36=0:

2
Calcul du discriminant :A=b2—4ac:(6\/§) —4x36=108-144=-36<0, A=36i2 etona

JA =+/36i2 = 6idonc I'équation admet deux solutions complexes conjuguées.
, 6336 _ 63 -6i
2

1 2

L'ensemble des solutions estdonc : S = {—3\/§—Si; —3\/§ +3i} mo :

2. a) Calcul du module et d'un argument de z, = ~3J3+3i: PR SOREF R .

Docs & portée de main
2
2| =+az+b2 = ,|(-3v3) +32=/27+9=/36=6
A

= -3J3-3i,De méme : z, =—3./3+3i

cos 6, :i:ﬁ __\/5
. |ZA| 6 2 57
Soit 6, un argumentde z,; G,esttel que : X donc : 0, =argz, =F+2kﬂ ,

ing, D31
7| 6 2

ou k est un entier relatif.
Calcul du module et d'un argument de z; =-3v3-3i: z5 =z, , donc |zg| =‘Z‘ =6

et Oy =argz, = —argz, :—%T+2k7z

2. b) On en déduit la forme exponentielle de z, =33 +3i : 7, = 6(005(5%)+isin (%D = 6e>1/6

2. ¢) Pour placer les points A et B avec précision, étant donné que OA = OB = 6, on peut les placer sur



le cercle de centre O et de rayon 6, en utilisant leurs ordonnées qui sont entieres.
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3. a) Calcul des
longueurs AC et BC :

on calcule d’abord I’affixe du chacun des vecteurs AB et AC ,
eneffet: ;- =20 -z, = —6\/§—(—3\/§+3i) = —33-3iet

2
AC ==\/(—3\E) +(-3)2=+/27+9=+/36 =6cm
de méme 75 =25 — 2, =—3v/3-3i (343 +3i) = 6iet AB=+/36 =6cm .

2
Zge =2 — 25 =—63/3—(-3Y3-3i) = -3V3 +3iet BC == |(-33) +32 =/27+9 =36 =6cm
On a AC = AC donc le triangle ABC est isocele en A.
De plus : AB = AC = BC donc le triangle ABC est équilatéral.

3.b) Ona AC =BC = 0OA = OB (= 6) donc OACD est un quadrilatére qui a ses quatre c6tés de méme
longueur, c'est donc un losange.

4.a) Voir figure : Comme zx =iz, ,

7 =i(-343+3i)=-3-3J3i OK =\/(—3)2 +(—3\E)2 =\9+27 =436 =6cm

a -3 -1
COSOy =—=—=—
e 2 O =argz _A ok et 7, =663
- b _3\/5 _\/5 K K 3 K
sin 6, :|—:—:—
)| 6 2

onadonc |z, |=|izs|=li|za| =1x6 = 6 =OK ,donc OA=0OK =6cm.OAK est donc un triangle isocéle



en O, de plus K appartient au cercle de centre O et de rayon OA.
Calculons AK © 2 =2, —2, =-3-33i—(-33+3i) =(3/3-3) - (3.3 +3)i

AK ==\/(3J§—3)2 +(3J§+3)2 =27 +9-183+27+9+18V3 = /72 =62 cm.

2
On constate que OA? +OK? =62 +6% =36+36 =72 et AK? =(6J§) — 72, donc on a : OA2 +OK?2 = AK?,

d’apres la réciproque du théoreme de Pythagore le triangle OAK est aussi rectangle en O
Correction de probléme

Partie A : Etude d'une fonction auxiliaire. . F v «
Soit g la fonction définie sur R par: g(x)=e*(x+3)-1 et e O Lom
1) Comme lim e* = +o0 et lim (x+3) =+o0 alors lim g(x) =+ . Docs a portée de main

g(x)=xe*+3e*-1. Comme lim xe* =0 et lime*=0 Ilim(3e*-1) = lim3e*-1=0-1=-1

alors lim g(x)=-1. On déduit que la droite d’équation : y = —1 est une asymptote horizontale a la courbe
C au voisinage de —o.

2) g'(xX)=e*(x+3)+e* ; g'(x)=e*(x+3+1) ; g'(x)=e"(x+4). g'(x) estdusignedex+4 car e* >0,
on en déduit que : g est strictement décroissante sur]—oo ; 4] et g est strictement croissante sur [4;+oo [

Il en résulte le tableau de variation suivant : X o 4 0 4o
3) Comme la fonction g est strictement croissante sur ) ~ 0 n
lintervalle]-4;0 [ et que g(—4)etg(0) sont de 1 —
signes contraires alors I'équation g(x) =0admet une 2
solution unique « appartenant a l'intervalle ]-4;0[ g(x) \—e“‘ _1/

(g(-4)=—e*-1<0cet g(0)=€"(0+3)-1=3-1=2>0) ,
4) On en déduit des questions précédentes que : g(x) <0 si et seulementsi x<a et g(x)>0ssi x>«
Partie B : Etude d'une fonction et tracé de sa courbe représentative.

Soit f la fonction définie par f (x) = —x+ (x+2)eX
1)a) f(x)=-x+xe*+2eX.Comme lim xe*=0 et lim 2¢* =0, donc |im —x=-+w

X—>—0 X—>—0

X—>—00
lim (—x+2e%)= lim —x+2 lim eX=+00+0=+0w alors lim f(x)=+o
X—>—0 X—>—0 X—>—0 o
b) f(x)—(-x)=(x+2)eX =xeX +2¢* ; lim xe* =0 et lim 2e*=0,donc lim (f(x)-(-x))=0.Comme
X—>—0o0 X—>—00 X—>—00

lim (f(x)-(-x))= oalors la droite (D) d'équation y = —x est asymptote oblique a la courbe (C¢) en —wo
X—>—00
c) Les positions relatives de (D) et (C+) sont données par le signe de (x+2)car e* > 0.0n en déduit que :
(C ) est au-dessous de (D) sur I'intervalle |—o;-2] et (C1) est au-dessus de (D) sur l'intervalle[—2 ;+o0] .
2) f(x):eX[_LHHZ)J Comme lim &= = 40 donc lim—>=0 et lim e* =+ y lim (X +2) =+
X

X+ X X+ @ X—>+a0 X—>+0
€

alors |im [—i+(x+2)j=+oo .Onadonc lim f(x)=+o X S o o0
x—>+oo|  eX o f'(x) - 0 +
3) f'(x)=—-1+eX+(x+2)eX =—1+ (x+3)e* d'ou f'(x)=g(x). +90 +00

4) Il en résulte le tableau de variation de f : f(x) \ f (0!)/




5) L'équation de la tangente (T) a (C ) en son point A d'abscisse Oest: y— f(0)= f '(0)x

avec f(0)=2 et f'(0)=2 .D'ou: y=2x+2

6) A l'aide d'une calculatrice on obtient : & =—0,79 & 10  prés par défaut et f () =1,34 & 107 prés par exces.

7) Voir courbe
Partie C : Calcul d'une aire.

1) H(X) = (x+1)eX . H'(x) =eX + (x+2)eX = (x +3)eX.
On en déduit une primitive F de f

X2 X
F(X) :—2+(x+1)e

A= ? f (x)dx =[F ()° =[—ﬁ+(x+l)exr
-2 . 2 -2
A=1—(—2—e_2)=3+e_2 unités d'aire.
On adonc

2)

A:(3+e‘2)><6cm2 soit A:(18+6e_2)cm2

C'est-a-dire 18,81 cm2 & 107 prés par défaut

N
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7474
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