PROF : CHAPITRE : COMPLEXES-PROBABILITE ISTAS

DEVOIR SURVEILLE N° DE MATHEMATIQUES DUREE

EXERCICE 1 : 6 POINTS
On note i le nombre complexe de module 1 et d’'argument = /2.
Partie A

1. Résoudre dans I'ensemble C des nombres complexes, I'équation z* —8J32+64=0

' T
2. Soit z,le nombre complexe de module 2 et dont un argument estE.CaIcuIer le module et un

argument du nombre complexe 203 .En déduire la forme algébrique de 203.
Partie B
Le plan complexe est muni d'un repére orthonormal direct (O;ﬁ;\?).

On consideére les points A, B et C d'affixes respectives : z, =8i ; z5 = 43+40 et Zc =g
ou gdésigne le nombre complexe conjugué de zgz.

1. Calculer le module et déterminer un argument de zg puis de z .

2. Vérifier que z, =8e'™/2

3. On appelle zp l'affixe du point D, image du point A par la rotation de centre O et d'anglex /3.

a. Déterminer z et I'écrire sous la forme re'”, oll r est un nombre réel strictement positif et 6
un nombre réel compris entre —z et 7.
b. En déduire que zp = —4+/3+4i .

4.a. Placer les points A, B, C et D dans le repére (O;u ;\7)en prenant comme unité graphique 1

b. Démontrer que le triangle OAD est équilatéral. mu
c. Démontrer que le point O est le milieu du segment [CD]. oz e Croct Lom
d. Déterminer la nature du triangle ACD. Docs & portée de main

cm

EXERCICE 4 POINTS

Pour un jeu de hasard, on place dans un sac opaque cing jetons numérotés de 1 a 5,
indiscernables au toucher.
1. Lors d’'une partie, un joueur pioche au hasard dans le sac un jeton qu’il place devant lui. Il
pioche ensuite au hasard un second jeton qu'il place a droite du premier, formant ainsi un
nombre de deux chiffres. Le premier jeton tiré indique donc le chiffre des dizaines et le second
celui des unités.

a. A l'aide d’'un arbre, écrire les 20 nombres qu'il est possible d’obtenir.

b. Soit M, I'étvenement « le nombre obtenu est un multiple de 2 » et Mzl'événement « le

nombre obtenu est un multiple de 3 ». Démontrer que p(M,)=p(M;).

c. Déterminer la probabilité de I'évenement A : « le nombre obtenu est un multiple de 3 qui
n’est ni un multiple de 2 ni un multiple de 5 ».

2. Un joueur doit miser 3 euros pour faire une partie.

Si le nombre obtenu est un multiple de 2, le joueur percoit 2 euros.

Si le nombre obtenu est un multiple de 3,le joueur percoit 3 euros.

Si le nombre obtenu est un multiple de 5, le joueur percoit 5 euros.
Les sommes percues sont cumulatives. (Par exemple, si le joueur obtient le nombre 45 qui est a la
fois un multiple de 3 et de 5, il percoit 8 euros).
On note X la variable aléatoire qui, a chaque partie, associe le gain (positif ou négatif) finalement
réalisé



par le joueur en tenant compte de la mise initiale.
( Par exemple, si le joueur obtient le nombre 45, la variable aléatoire X prend la valeur 8-3 =5).
a. Déterminer les valeurs prises par la variable aléatoire X.

b. Démontrer que p(X :0):%.

c. Déterminer la loi de probabilité de la variable aléatoire X .
3. Calculer I'espérance mathématique E(X)de la variable aléatoire X . Le jeu est-il équitable ?

EXERCICE 3

2
On considére la fonction f définie sur [1;+o0[ par : f(x) :% et C; sacourbe
représentative dans un repére orthonormé (O;i;j)
1.Déterminer les coordonnées des points A et B intersections de C ¢ avec la droite d’équation
y =3.A étant des deux points celui dont I'abscisse est la plus petite.
2. Etudier les limites de f aux bornes de son ensemble de définition
3. Calculer f'(x), en déduire les variations de la fonction f.
4. Déterminer les équations des droites (Ta) et (Tg) tangentes respectives aux points A et B de la

courbe Cr sFomeso
ou Lom

C
. . . _ P Rt 8 e
5. a. Déterminer les réels a, b, c tels que f(x) —ax+b+—_2. Docs & portée de main

b. Montrer que la droite (D) d’équation y = x—3est asymptote a C; quand Xvers +ooet vers —o.
c. Etudier la position relative de la courbe C; par rapport a la droite (D).

6-Construire dans un méme repére orthonormal (O;i ; j)d'unité graphique 2cm les droites (Ta) et
(Te), la droite (D) et la courbe C;



Correction

Exercice 1 6 points
Partie A

2
1. 2°-832+64=0 : A=b”-4ac=(83) —4x64=192—256 =64 = (8i)’
Zl:—b—\/ZZS\/g—SI —b+\/X=8\/§+8|=4\/§+4i.
2a 2 a 2
Les racines sont donc : 4/3 +4i et 43 —4i.

=43 4i et z,=

2.0na: \zg\ —|z,° =2° =8. De méme argzd =3arg z, =3><%=%, on obtient donc z, =8e'*/? =8i

Partie B
. 2
1.50it z5 =43 +4i .Ona: |zg|= (4\6) +42 =/45+16 =+/64 =8 donc |z5|=8
costy - 4438 s Fomesoutra com
Soit 6 =argzg avec 8 2 , ot soe i
sing 4.1 Docs a portée de main
78 2

donc on obtient :  zg =4+/3 +4i =r(cosfy +isin QB)=8(COS%+ isin%) —8e'"/6

Comme z. =z, ,alors z. =8e"/® .Un des arguments de z.est z. =—-7/6+2kz avec keZ.
2. Comme i le nombre complexe est : de module 1 et d’argument /2.

On en déduit I’écriture exponentielle : z, =8i =82,
3. a. L écriture complexe de la rotation est : z'-z, = (z —z,)e”’® , donc

T T

75 = 2,63 =8e"™/? xg!"/3 =8el[2+§j =8e>"'® = 4(cos(57/6) + jsin(57/6)) =—4v/3 + 4i

4.a On place B sur le cercle de centre O et de rayon 8 et la droite d’équationy = 4.
b. Par définition de la rotation OA = OD, donc OAD est isocéle en O.

De plus(OA;0D | =% angle de rotation

(ORB) =arg(zo ~20) = (O} + (505 =-(i:0A)+(1:00) - -5 =

7 \ 7 7 T 7 - 7
Il en résulte que les angles a la base ont egalement une mesure égale a 3 Il est donc équilatéral.

c.Ona z, = ZZD =4J§‘4';4J§+4' 0. Donc M =0 et O est le milieu de [CD].

d. D’apres la question précédente [CD] est un diametre du cercle de centre O et de rayon 8 ;




A étant un point de cercle ( |z, =[8i|=8|i|=8 ). le triangle ACD est donc rectangle en A.
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Exercice 2 : 4 points 2
1. a. voir I’arbre ci-contre 1 <i
5

b. Il y a 8 tirages donnant un nombre pair et 8 tirages 1
donnant un multiple de 3, donc 2 <i

8 4 5

p( 2) p( 3) 20 5 3 2:I_

c. Les tirages multiples de 3 sont : 4
12;15;21;24 ;42 ;45 ;51 ; 54. 15
il faut supprimer les pairs : 12 ; 24 ; 42 ; 54 et 4 2
dans ceux qui restent les multiples de 5, soit 15 et 45. g

Il reste donc 21 et 51. On a donc p(A):%:%. ° §§
3
4

2.a.13;23;31;41; 43 ;53 qui sont premiers donnant
un gain de 0-3 = -3.
14 ; 32 ; 34 ; 52 sont seulement pairs ; ils donnent un gain de 2-3 = —1.
2 ;24 ;42 ; 54 sont pairs et multiples de 3 ; ils donnent un gain de 2+3—3 = 2.
21 ; 51 sont multiples de 3, mais pas de 2 ni de 5 ; ils donnent un gain de 3-3 = 0.
25 ; 35 sont multiples de 5, mais pas de 2 ni de 3 ; ils donnent un gain de 5-3 =2
15 et 45 sont multiples de 3 et de 5 ; ils donnent un gain de 3+5-3 = 5.
Donc X ={-3;-1;0;2;5}
b. Deux tirages (21 et 51) donnent un gain de 0 € ; la probabilité p(X =0) =2%%= 0,1.

c. On a le tableau suivant :

X =k -3 -1 0 2 5
p(x=k)| 6 | & | 2 | & | 2
20 20 20 20 20
3. E(X)=—3><£—1><i+0><£+2><£+5><2= _18_4+12+10:£:0_
20 20 20 20 20 20 20

L’espérance de gain étant nulle, le jeu est équitable.
Exercice 3



2 _ 2 _ 2 _ - —
o XM g XoAXHT g XA+ T=8(x=])

=0
1°) Etude de fonction x-1 x-1 x-1
XX HI0 g A~ 49— 4x1x10=9>0
x-1
donc 2 racines réelles : x, = 723—2 et x 7+3—5

La droite d’équation y =3 coupe la courbe représentative de f en deux points d’abscisses 2 et 5.
A(2 ; 3) et B(5 ;3) sont donc les deux points recherchés.

limx2—4x+7=1-4+7=4 limx2—-4x+7=1-2+5=4
Slimf(X)=—0 * = lim f(x) = +o0
X1 limx-1=0" x-1"

x—1"

20 x—>1"
limx-1=0"

x—>1"

2 2
pourx =0, lim f(x)= lim (Lxl”jz lim 2= = fim x = +o0 d 001 lim f (X) = +o0
—>+00 X

X—>+o0

— X—>+o0 X X—>+0 X—>+00
2 2
lim f(x) = lim (ﬂ]_ lim 2= = lim x = 4o d "ol lim £ (x) = o0
X—>—0 X—>—0 X—=1 X——0 ¥ X—>—%0
3% (x) = (2Xx=4)(Xx=1) = (x2=4x+T7)x1 2x2-2X—-4X+4-X2+4x-7 Xx2-2x-3
(x-1) (x-1)? (x-1)
f '(x) est du signe de x? —2x—3 car (x—l)2 sur ]1 ;+ oo [. Calculons les racines du polyndme x2 — 2x -3
A=(-2)?2-4x1x(-3)=4+12=16 >0 ;donc 2 racines réelles : x, = 2= 4—_2:—1 et x2:2—J2r4:3

2
Ce polyndme admet deux racines réelles -1 et 3 donc x? — 2x —3est positif & I’extérieur de ces racines
-1 et 3 on en deduit le signe de f '(x) puis les variations de f

2 _ —
f admet un minimum en 3 qui est : f(3):3 ;Xf+7:9 122+7:%:

—Qo0

X
() +

+00

0 - - 0 +
-6 +00 +00
f(x) / \ \ /
—00: —00 2
4) déterminons les équations réduites des tangentes (Ta) et (Tg) aux points d’abscisses 2 et 5 de la courbe :
coefficient directeur de la tangente au point A: f'(2) = 2 EZZ X1§2_3 = 4_3_3
Equation de la tangente au point A: y=f'(2)(x-2)+ f(2) ; y=-3(x—2)+3=-3x+6+3 .

UTtra com (Ta):y=-3x+9
Py T
Docs 2 portée de main

coefficient directeur de la tangente au point B : f'(5)_5 —2x5- 3 25-10-3 _12_3

=-3

(5-1)2 16 16 4
Equation de la tangente au point B_: y = f '(5)(x-5)+ f (5) y——(x 5+3 y=§x—1§’ 17‘? UB)ZY=%X—%
5 x_34+ 4  (x=3)(x- l) X2 —x—3x+3+4:x —AxX+7 _ f(x)doncf(x):x—3+i
x—-1 (x-1) x 1 x—1 x—1 x—1

f(x)—(x—3):x—3+il—(x—3):il lim x—1=+0= lim f(x)—(x-1)=0
X— X— X—>+0 X—>+00

lim x—1=-o0= lim [ f(x)— x—3)] =0.donc la droite d'équation y = x —3 est asymptote aC, en —oo et +oo



6°)Position de la courbe C; par rapport a I’asymptote (D’) :

LR SR ek

u Lom

Xx—-1<O0sietseulementsix< 1 ; y \ ll Docs a portée de main
x —1 > 0 si et seulement si x > 1 E |
4 T\
f(X)—(x—3)=——<0sur |-o;1]| ,
()= (x=3)=— ] -1 4 \
C; est strictement au dessous de la droite \ V4
(D) d’équation y = x-3 " A\ B
\ _
4 5 ) -
et f(X)—(x—=3)=——=>0sur |1;+0| , 2 \
x—1 (A
C; est strictement au dessus de la droite (D) 1 = A
B
d’équation y = x-3 \
7) Construction de la courbe C; et des [ i A\ i ? i g

droites (D), (Ta), (Tg).




