PROF : CHAPITRE : COMPLEXES-PROBABILITE ISTAS

DEVOIR SURVEILLE N° DE MATHEMATIQUES DUREE

EXERCICE 1

Le plan complexe est muni d’'un repére orthonormal (o;ﬁ ,\7) direct .I'unité graphique est égale a 4 cm.

1. a. Résoudre dans C I'équation : 72 —2\/§ z+4=0
b. On désigne par Zjet 7, les solutions , Z;étant celle dont la partie imaginaire est négative .
Ecrire Z; et Z, sous forme exponentielle.
2. Soit Ale point du plan d'affixe z;etB celui d’affixe z, .

Placer les point Aet B dans le plan complexe et démontrer que le triangle OAB est équilatéral.
3. Soit E le point d'affixe 23 =e /3t F diaffixe 74 =e”/5.
a. F est I'image de E par une transformation du plan .

Donner la nature de cette transformation et ses éléments caractéristiques.

b. Montrer que F est le milieu du segment [ OB .

4. Soit D I'image de E par la translation de vecteur 2V . me Lom

a. Placer les points D , E et F sur la figure . R SOXLr R, .
b. Déterminer l'affixe de D. Docs a portée de main

c. Montrer que OD =DB.
d. Qu’en déduire pour la droite (AD), dans cette question , toute trace de recherche méme incompléte
ou d'initiative non fructueuse sera prise en compte de I'évaluation.

PROBLEME
Partie A

Soit g la fonction définie sur I'intervalle ]0;+oo[par g(x) =Xx—5+5Inx
On note g’ la fonction dérivée de la fonction g .
1. Calculer g'(X) pour X dans l'intervalle ]0;+oo[. Etudier le signe de g'(X) et donner le sens de
variation
de la fonction g ( I'étude des limites n'est pas demandée ).
2.a. Montrer que I'équation g(x) =0 a une solution unique dans l'intervalle [1;5].
On note o cette solution .

b. Déterminer la valeur décimale arrondie au centieme de cx .
3. Etudier le signe de g(X) pour X appartenant a ]0;+o].
PARTIE B

(x=5)Inx

Soit f la fonction définie sur ]0;+oo[ par f(X)= . On peut donc aussi écrire :

5In x

f(x) ZE(X—S)IHX ouencore f(x)=Inx-—
X

1. a . Déterminer la limite de f en 0. Interpréter graphiquement ce résultat .
b. Déterminer la limite de f en +o0.
2.a. Soit f 'la fonction dérivée de f . Calculer f'(X).

X
9(2) et en déduire le signe de f'(X).
X

b. Montrer que f'(Xx)=

c. Dresser le tableau de variations de la fonction f .

3. On désigne par C la courbe représentative de f dans le plan rapporté a un repére orthonormé (O;T,])
d’'unité graphique 2 cm .
a. Soit A le point de la courbe d’abscisse 1 .
Donner une équation de la droite D tangente en A ala courbe C .
Déterminer les coordonnées du point d'intersection de D et de I'axe des ordonnées.
b. Tracer la droite D et la courbe C




PARTIE C
5
1. Soit F la fonction définie sur ]0 ;4o [ par F(x)=xIn X—X—E(In X)2.

Montrer que la fonction F est une primitive de la fonction f .
2. a. Hachurer I'aire du domaine plan limité par la courbe C , I'axe des abscisses et les droites

d'équations X =1et X=¢€ .
b. Déterminer graphiqguement une valeur approchée au cm? de I'aire du domaine .

c. Calculer la valeur exacte ,en cm2 de A=—4[F(e) - F(1)] .
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Correction

Exercice 1
2
1.a 22-232+4=0 A=b?-dac=(2\3) -4x4=12-16=-4=(2i) <0

b-JA 23-2i b+JA  243+2i
= = = \/§+
2a 2 2a 2

On constate que Z, = 71.
2
b. 1 =3-i et z, =+/3+i 7 =a+bi donc |zy| =va2+b? = (\/5) +12 =\3+1=+/4=2
V3

cosO, = a_

y=— =22
2

Soit 6y =arg z; : | l| , donc 91:—%+2k71, avec keZ .

=+/3 -1 et Iy =

Donc 71 =

. a
0 =2 -_=
sing, o 2

i - i . Vs
On sait que Z, =71, donc ils ont le méme module et argz, =—arg z; :E+ 2km avec ke Z .

2] :[2;—%} et 7, :[2;%} dotr 7 =2¢77/® et 7, = 2e16.

2.
Z5g = B~ ZA =3+i—-/3+i=2i , donc ‘zﬁ‘:|2l| =2, comme |Zl| :|22|:‘ZK§‘ =2, le triangle
OAB est un triangle équilatéral.
7 ol /6 i(+”) i” i*
3.a 4 =73 e 6 =e 2  donc Z,=¢ 2 x Zgpar conséquent F est I'image de E par la rotation
Z3 e
V4
De centre Oet d'angle >
Zn +12 3+i 3 1.
b. Soit M le milieu de [OB] , doncona: zy = 0 > B — \/_2 :§+EI ,donc zp; =174 et

par conséquent les points M et F sont confondus et F est le milieu de [OB].
4.a. D est I'image du point E par la translation de vecteur 2v signifie que ED =2v



: : .1 3.
2 2 Lom

1 NE R ST CroeR
Donc Zp :5{2——} Docs a portée de main

2

b. OD|ZD|\/@T+(2_£T\/%+4—2J§+%m_

2

c. Zz5=12g—1Ip =\/§+i—%+§i—2i :(@-%){%-1}

2 2
1 J3 1 3
DB‘ZB§‘|ZB_ZD|\/(\/§_EJ +(7—1\] :\/3+Z—\/§+Z—\/§+1: 5—2\/§
On déduit que OD = DB :\/5—2\/§ i

d. On sait que le triangle OAB est équilatéral donc AO=AB

on déduit que A appartient a la médiatrice du segment [OB] et on sait que OD = DB = \/5—2\/§ .

On déduit que D appartient a la médiatrice de [OB]

Ce qui démontre que la droite ( AD) est la médiatrice du segment [OB].

On peut aussi démontrer que les droites (AD) et (OB ) sont perpendiculaires par la méthode du produit
scalaire .

Zsz =2Ip—1p :\/§—i—%+§i—2i :(\/5—%]{%—3} ; donc ﬁ[(@—%);(ﬁ—sn

2

— e 1
OB(\@;l) ,dou DAOB = @—ij\@{%—s}az 3—§+§—3= 0. cqfd.
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Probléme
Partie A

1. g est dérivable sur l'intervalle ]0;+oo] .



5 X+5
Pour tout X €]0;+[ : g'(X)=1+—=—— . Xx+5>0sur lintervalle ]0;+o[.donc g'(x) >0 sur
X X
lintervalle ]0;+oo[ et par conséquent la fonction ¢ est strictement croissante sur l'intervalle ]0;+oo[ .
2.a. la fonction g est strictement croissante sur l'intervalle ]0;+oo[ .elle est strictement croissante sur
[1,5] c]0;+]etona: g(1) =1-5+5In1=-4<0et g(5)=5-5+5In5=5In5>0
0<[g(@);g(5)]. Par le théoréme des valeurs intermédiaires on déduit que I'équation g(x) =0

admet une solution unique a telle que g(a)=0et a €[1;5].
b. & l'aide de la calculatrice on lit: ¢g(1,87) =-0,0003<0 et g(1,88)=0,036 >0, donc 1,87 < <188

3. signe de g (X)

X 0 a 40
— +
9(x) °
Partie B
.1 . . . o
l.a. lim==+0w ; lim(x-5)=-5 et limInx=—-w , donc par produit des limites on a :
x—0 X x—0 x—0
x>0 x>0 x>0
lim f (x)=+o0.
x—0
x>0
On déduit que la droite d’équation X =0 est une asymptote verticale a la courbe C au voisinage de 0.
5In x ) . .
=0 par différence des limitesona: lim f (X) =400,
X—>+00

b. lim Inx=40 et lim
X—+0o X

X—>+00
2.a. f estdérivable sur l'intervalle ]0;+oo[ et pour tout X €]0;+oo[ :

1
, ;xx—lnx x=5+Inx g(x)
g =25 -XSnx_g(9.
X X X X
b. pour tout X €]0;+0 on a: x2 >0, donc le signe de f '(X) dépend du signe g(X)

X 0 a +00
0 S0 s Fomeso Lom
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+00 +00
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f(x) \f(a/

3.a. Soit A le point de la courbe C d’'abscisse 1
Equation de la tangente en A ala courbe Cest: y= f'(Q)(x-1)+ f (1)

(L-5)n1_ .

f'(1)=i21)=g(1)=1—5+5|n1:—4 et f(1)=

D: y=—4(x-1)+0=-4x+4.
Coordonnées du point d'intersection de D et de I'axe des ordonnées : c’est l'ordonnée a l'origine

Onpose x=0 donc y=4 etona: (0;4).

b. graphique
Partie C

5
1. F(x)=xInx—x—=(In X)2. F est dérivable sur l'intervalle ]0;+o[et on a: (uz) =2u'u, donc

Cinx—-5"1% £ (x)
X

X

1 5 1 nx
F'(X)=1xInx+xx=-1-=x2x=Inx=Inx+1-1-5—

X X
Donc la fonction F est bien une primitive de la fonction f .

2.a . voir figure
b. Soit E le point de coordonnées (e ; 0 ) et F celui de coordonnées (e ; -1) et G (1 ;-1)
l'aire du rectangle AEFG vaut en unité d’aire : A=Lxl=(e-1)x1=(e—-1u.a



or l'unité d’aire vaut u.a =2x2 =4cm?, donc l'aire du rectangle AEFG est égale
A=4(e-1) = 6,8cm? .

C.

La courbe C est en dessous de I'axe des abscisses sur l'intervalle [1;e€]

Donc A= (—jle f (x)dxju.a - 4(— jle f (x)dxj = —4[F (e) - F)]cm2.
F(e):elne—e—g(lne)2 —e-e-25=-25c¢et F(1):1><In1—1—%(|n1)2 =0-1-0=-1

Donc A=-4[F(e)-F(1)]=-4(-2,5+1)=-4x(-15) =6cm?
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