DS n° 6 MATHEMATIQUES TERMINALE D 2008-2009

Exercice 1-5 points
La tension uaux bornes d'un circuit électrique vérifie I'équation différentielle (E) :u"+360072u =0
dans laquelle u" désigne la dérivée seconde de la tension par rapport au temps t.

1. Résoudre I'équation différentielle (E).

2. Déterminer la solution particuliére f de (E) telle que : f (ﬁj =0et f'(0)= —%.

3. a) Veérifier que, pour tout réelt,ona: f(t) = 6—10cos (GOnt + %)
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b) Calculer la valeur moyenne de la fonction fsur[o;%} : Docs a portée de main

Exercice 2 —
Dans cet exercice, l'unité de temps est I'heure et l'unité de température est le degré Celsius.
A l'instant t = 0, une tarte sort d'un four, a la température de 220°. Elle est alors placée dans une salle
a 20°. On désigne par f(t) la température de la tarte a I'instant t. On définit ainsi une fonction f dérivable

sur l'intervalle [0;+oo[ . On note f 'la fonction dérivée de la fonction f .
On suppose que la vitesse f '(t) de refroidissement de la tarte est proportionnelle a la différence entre la
température de la tarte et celle de la salle, c'est-a-dire f (t) —20

On admet donc qu'il existe un nombre réel 2 tel que, pour tout nombre réel positif t, f '(t) =a[ f (t)—20]

1.Onpose: y(t)= f(t)-20
a . Montrer que la fonction y ainsi définie est solution de I'équation différentielle y'(t) = a y(t) sur
I'intervalle [O;+oo[

b. Résoudre cette équation différentielle sur I'intervalle [0;+oo[ .

c. En déduire que, pour tout nombre réel positift, f(t)= Ce? +20, ol C est un nombre réel.

d. En utilisant la valeur de f (0), déterminer C.

2. a. Au bout d'un quart d'heure (c'est-a-dire pour t =%), la température de la tarte est égale a 60°.

Montrer que, pour tout nombre réel positift, f(t)= 200el 415t g

b. Déterminer la température de la tarte au bout d'une demi-heure.

Probléme 11 points
Le plan est rapporté & un repére orthonormal (O i, j ) d’unité graphique 2 cm.

On appelle C la courbe représentative dans le repére orthonormal (O; i, ) de la fonction f définie

pour tout réel x par f (x) = (ax® +bx +c)e*, ol a, b et ¢ désignent trois nombres réels tels que
* le point A de coordonnées ( 0 ; —1) appartient a la courbe C ;
* la courbe C admet au point A une tangente parallele a I’axe des abscisses ;
e f(1)=2e.
Partie A
1. Démontrer que ¢ =-1.

2. Soit f 'la fonction dérivée de la fonctionf sur R.



a. En remplacant c par sa valeur, donner pour tout réel x, I’expression de f '(x) en fonction de a et de b.

b. Calculer a et b.

partie B s Fomesoutra.com
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On admet que pour tout réel x, f(x):(2x2+x—1)ex. Docs 2 ;:rté:ade main

1. a. Déterminer la limite de fen +w.

b. Déterminer la limite de f en —oo (on rappelle que, pour tout entier naturel lim x"e* =0).
X—>—00

Interpréter graphiquement ce résultat.
2. a. Vérifier que, pour tout réel x, f'(x) = x(2x+5)e*.

b. Etudier le signe de f '(x) selon les valeurs du réel x.
c. Dresser le tableau de variations de la fonction f .

3. Déterminer par le calcul les coordonnées des points d’intersection de la courbe C avec I’axe des
abscisses.

Compléter le tableau de valeur suivant , arrondir & 1072 pres.

X
f(x)

4. Tracer la courbe C dans le repére (O;i,]).

Partie C
On consideére les fonctions F définie sur Rpar : F(x) = (2x* —3x+2)e*.

1. Vérifier que la fonction F est une primitive de la fonction f sur R.

2. On appelle D la partie du plan comprise entre C , I’axe des abscisses , les droites d’équations :
x=-1et x=1/2.
a. Hachurer D sur le graphique.

b. Calculer la valeur exacte de la mesure, encm?, de I’aire A de D puis en donner une valeur approchée
a 107 prés.



Correction

Exercice 1
1. Résolution I'équation différentielle (E) : u"+360072u =0 <> u"+(607)°u=0
Donc : u(t) = Acos(60xt)+ Bsin(60xt)
2. Recherche de la solution particuliére /vérifiant les deux conditions initiales :
Ona: f(t)=Acos(60xt)+Bsin(60zt) Donc: f'(t)=-60xAsin(607xt)+607Bcos(60rt)

f( 1] 0<:>Acos(60ﬂ]+Bsm(60 ] 0<:>Acos(£j+Bsin(£j=0
180 180 180 3 3

A+B+/3=0
1

f '(0) = 607 Asin (60) +607B cos (60) = —% & 607B = —% ©B=-r-

En utilisant la premiére relation entre A et B, on trouve : A= —B3= 1\2_0

Donc, la solution de (E) Vérifiant les deux conditions initiales est donnée par :

Ne

1 .
f(t)= @008(6071"[) —Esm (607t)

3. a) On utilise la formule d'addition : cos(a—b) =cosacosb+sinasinb
f(t):i ECOS(GOEt)—ESin(GOﬂ't) _1 cos(zjcos(wﬂt)—sin(Ejsin(Gom)
60( 2 2 60 6 6

Donc, on a bien: f(t) —6—COS(607T'[+%)

3. b) Calcul de la valeur moyenne : s Fomesou
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Soit F une primitive de f : F(t)——sm(60ﬂt+ ] 08 8 portse deo main

_9ojllgof(t)dt 90[F(t)]1/90 (F(g_loj_p(o)] 9o(ﬁs|n(%+%j—ﬁ ln(gn

1 o x) 1 1(. (5z) 1) 1(1 1
=90 ——sin = |=—Jsin|Z|-Z|==Z2-2]|=
(3600 (3 6] 7200] 40( (6] 2] 40(2 2)

Donc la valeur moyenne sur cet intervalle est nulle.
Exercice 2
l.a) Ona: y(t)= f(t)—20.Donc : y'(t)= f'(t)

Or, onsait que : f'(t)=a[ f(t)—20]d'ot y'(t) =ay(t)
Donc la fonction y est bien solution de I'équation différentielle y'=ay.
1. b) L'ensemble des solutions de I'équation différentielle y'=a yest donnée par y(t) =Ce®' ol C est un réel.
1.c)Ona: y(t) = f(t)—20donc f(t)=y(t)+20=Ce® +20 ou C est un réel.
1. d) On utilise la condition initiale f (0) = 220: f (0) =220 <> Ce® + 20 = 220 < C + 20 = 220 < C = 200.
Donc la solution est donnée par : f(t) = 200eat +20

a a
2.a)Onsaitquef(%]=60: f(ij 60<:>200e4+20 60<:>200e4—40<:>e4 ; In{e“}ln(%}

@%:_In5<:>a:—4ln5. Donc : f(t)zzooe(*4|n5)t+20
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2. b) Température au bout d'une demi-heure, donc pour t = %: f Gj _200e" "2 4 20 = 20062 + 20 = 28

Donc la température est de 28°C au bout d'une demi-heure.

Probleme

Partie A
1. «le point A de coordonnées ( 0 ; —1) appartient a la courbe C signifie que f(0)=-1

* la courbe C admet au point A une tangente parallele a I’axe des abscisses signifie que f'(0)=0
e f(1)=2e.
On va convertir ces hypothese sous forme d’équation :
La premiére condition se traduit par: f(0)=(ax0+bx0+ c)e0 =c=-1
2. Calculons la fonction dérivée de f: ona:
f'(x) = (2ax+b)e* + (ax® +bx +c)e* = (ax?® + (2a+b)x+ (b +c))e*. f (x) = (ax® + (2a+b)x+ (b +c))e*

La deuxiéme condition se traduit par : f '(0) :(b+c)e0 =0,donc b+c=0etb=-c=1
f (1) = 2e se traduit par : f(1)=(a+b+c)e1=2e, donc a+b+c=2,donc a=2-b-c=2-1+1=2.

Partie B
_ 2 X . | 2 _ . 2\
1.f(x)_(2x +x—1)e clim (2x®+x-1)=2 lim (x%)=+o

X—>-+00 X—>+00
et lim eX=40 ,donc lim f(x)=-ow, comme produit des limites .
X—>-+00 X—>+00
2.0n saitque lim x"e*=0et f(x) :(Zx2 + x—l)eX = 2x%e* + xeX —eX.
X—>—00
lim x%€* =0, lim xe*=0 et lim e*=0 d’od lim f(x)=0.0n déduit que la droite d’équation
X—»—00 X—»—00 X—»—00 X—>—00

y =0 est une asymptote horizontal a la courbe C au voisinage de —oo.
3. F(x) = (2x% + (4+1)x)eX = x(2x+5)e*, donc f '(x) = x(2x +5)e¥ .

f'(x)=0< x(2x+5)=0< x=00u x=-5/2, puisque ( e* >0 )
D’ou le tableau de variation :

X —00 -5/2 0 +00
X — - 0 +
2X+5 - 0o+ + IFOIIICSQI.I Lom
1 _ ok FPaErei .
f'(x) + 0 0 + Docs a portée de main
X —00 -5/2 0 +00
) £ 0 - 0 +
9 +00
£ (x) /' \ /'
—00 —e_l

4, f(x):(2x2+x—1)eX ; f(x):0<:>(2x2+x—1)eX :0<:>(2x2+x—1):0

A=b?-4ac=1-4(2)(-1)=9>0, doncona: Xl:_b—\/Z:—l—f?’:_ﬁ:_l .
2a 2% 2 4
Xz:—b+x/Z:—1+3:E:l, f(-D=0et f(X)=0
2a 2x2 4 2 2

par conséquent la courbe C coupe I’axe des abscisses en deux points A et B des coordonnées respectives
A(-1;0) et B(1/2;0).



X -5 4 3 | -25 i) 15| 1| 05 ]01]05[075] 1
fx) | 03 | 045 | 0,70 | 0,74 | 0,68 [ 0,45 | O | -0,60|-1| O | 185|544
Partie C
F(x)=(2x% —3x+2)e* : F'(X) = (4x—3)e* + (2x* —3x+2)e* = (2x? + 4x —3x+2—-3)e* = (2x? + x —1)e*
On déduit que F(x)est une primitive de f(x) sur R.
La courbe C est en dessous de I’axe des abscisses sur I’intervalle [-1;1/2], donc f(x) <O0sur cet intervalle

etona: A= —(ﬁllz f (x)ju.a = (—[F(x)]l_/lz)x4 =4(F(-1)-F(/2)

F(-D)=(2+3+2e = et FUL/2) = (2x(1/2)2-3/2+42)e"? =(1/2-3/2+2)Je = e
e

A= 4(%—\/chm2 ~ 3,706cm?
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