DS n°5 MATHEMATIQUES TERMINALE D JANVIER  2008-2009

Exercicel : 5 points
Le plan complexe P est rapporté au repére orthonormal (O;J; 3) d'unité graphique 1 cm.

On note : i le nombre complexe de module 1 et dargument % ; z,le nombre complexe z, = -1+ i\@.

1. On pose z, =i z, , montrer que z, = —/3-i

2.a. Calculer le module et un argument de chacun des nombres complexes z, et z,.
b. Placer dans le plan P le point M d'affixe z, et le point M, d'affixe z, .

3. Soient A, B et C les points du plan d'affixes respectives z, ; z;et z. telles que :

7, =—2-2i\/3.2,=2+2i\3 et z. =8
" : ) + Fomesoutra com
3.a. Montrer que z, =2 Z1et quez, =—2, ca soalra 7
b. Placer les points A,B et C dans le plan P. Docs & portée de main
c. Démontrer que le triangle ABC est rectangle.
d. Calculer I'affixe du point D de sorte que le quadrilatere ABCD soit un rectangle.
Exercice 2 : 4 points
Une roue de loterie munie d'un index fixe est divisée en secteurs de mémes dimensions et de différentes
couleurs . Le jeu consiste a miser 20 €, a faire tourner la roue et a noter la couleur du secteur désigné*
par l'index a l'arrét de la roue. On admet que chaque secteur a la méme probabilité d'apparaitre.
La roue comporte :
* n secteurs rouges qui font perdre la mise ( gain du joueur: — 20 €)
* 6 bleus ou I'on recoit 20 € (gain du joueur: nul)
* 3 verts ou l'on recoit 80 €
* 1 jaune ou l'on regoit 120 €
Soit X la variable aléatoire qui représente le gain du joueur .
1. Dans cette question, la roue comporte 14 secteurs rouges (n=14).
a) Déterminer la loi de probabilité de X .
b) Calculer I'espérance mathématique de X et interpréter ce résultat.
2. Dans cette question, la roue comporte n secteurs rouges et son propriétaire désire gagner en
moyenne au moins 15% des sommes misées.
a. Montrer que I'espérance mathématique de X, doit étre inférieure ou égale a -3.

-20n+280

n+10
c. Déterminer le nombre minimum n de secteurs rouges que doit comporter la roue.

b. Montrer que l'espérance mathématique de X est: E(X,) =

PROBLEME : 11 points
Partie A

On considére la fonction g définie sur l'intervalle | = ]0;+oo[ par: g(x)=—-4Inx+x*+6
(ou In désigne le logarithme népérien ).
1.a. Calculer g'(x) pour tout x € ]0;+o0] .

b. Montrer que g'(x) =0 a une seule valeur x = J2 surl.
c. Etudier le signe de g'(x) sur l,et en déduire le tableau de variation de la fonction g

2. a. Calculer la valeur exacte de g (\/E) .
b. Montrer que g est fonction positive sur I’intervalle |

Partie B
1 Inx

On se propose d’etudier la fonction f définie sur] 0 ; +oo[ par: f(x) 22_2_+_
X X

On note C la courbe représentative de f dans un repére orthogonal (O;T; T) d’unités



graphiques : 4 cm .
1. Calculer lim f(x) . En déduire I’existence d’une asymptote que I’on précisera.

x—0"
2. Calculer lim f(x). ( Etudier la limite de la fonction f lorsque x tend vers +w).

3.s0it (A) la droite d’équation y :2 . On consideére la fonction h definie sur JO ; +oo[ par h(x) = f(x) _2.

a. Démontrer que (A )est asymptote a la courbe C.
b. Calculer les coordonnées du point d’intersection de C et A J‘FOI'IICSO“ Com

c. Etudier la position relative de C et Asur] 0 ; +oo [ Docs & ;:;(tg:ﬂde‘ nain

4.
a. Calculer f *(x) pourtout x €] 0;+oo[ . f* est la fonction dérivée de la fonction f
b. Vérifier que pour tout x de 10 ; +oo[ : f *(x) = i(xz) .
X

c. Déduire de la partie A le sens de variation de fsur ]0 ; +oo[.

5. Déterminer une équation de la tangente (T ) a la courbe C au point A d’abscisse 1.

6. Tracer C, (T ) et les asymptotes a la courbe C dans le repere (O;T; T) .

7. Démontrer qu’il existe un seul réel o de Iintervalle [1; 2] tel que (o) =0.
a I’aide de la calculatrice et en justifiant votre réponse donner une valeur approchée de o 4107 prés.

Partie C :
Soit K la fonction définie sur I'intervalle ] 0 ; +oo [ par k(x) = (In x)?

1. On désigne par Kk’ la fonction dérivée de la fonction k.
Calculer K *(x) pour tout réel x de I’intervalle ] 0 ; +oo [.

2. En déduire une primitive F de la fonction f sur I’intervalle ] 0 ; +o [.
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Correction

Exercice 1

1.7, =i21=i(—1+\@i)=—i—f=—\@—i
2.a)Calcul du module et d'un argument de z;, z,. On sait que si z =a +bi alors |z| =+/a® +b* .Donc

|| =‘—1+ \/§i‘= (-1)° +(\/§)2 =\1+3=+4 =2 comme z, =iz, donc |z,| =|iz;| =|i[|zy| =1x 2 =2

a

Va2 +b?
b
JaZ+h?

cosf =

de plus, I'argument 0 d'un nombre complexe z =a + bi est défini par
sinf =

Donc, si on note 0, et 6, les arguments des complexes zet z, alorsona:
-1
CosO, =—

3
2

2%

L’argument 6, est défini par donc 6, =2?ﬂ+ 2km et z =[2, 3 }

sing, =

Ne

c0sf, =—— . .
L’argument 6, est défini par 2 donc 0, =F+ 2k et z, = [2;_6}

sing, = —%

3.a 21 =(~1-+3i), donc 221 =2(-1-Bi) =223 = 2, et =z, =—(-2-2V3i) =2+ 2/3i = 2

N
C.z, =zB—zA=2+2i\/§—(—2—2i\/§)=4+4i\/§ Doncona: AB(4;4\/§)

AB
5

7, =1c—13=8- 2+2iv/3)=6-2i/3 Doncona: BC(6;-2/3

"ot ) (6:-245) < Fomesoutra com

N 2R SO LR .
2., =2¢-2,=8-(-2-2i\3)=10+2i\3 .Doncona: AC(10;2V3) Pocs & portée de main
AC
Deux méthodes envisageables :

- >

1. produit scalaire: AB.BC=x_X_, +y_, V., :4x6+(4\/§x—2\/§) =24 —-24 =0 ce qui montre
AB BC  AB BC
Que le triangle ABC est rectangle en B .

2
2. Réciproque du triangle Pythagore : AB =,|4% + (4\/5) =16+ 48 =/64 =8cm ;

2 2
BC = 62+(—2\@) =/36+12 =+/48 =4/3cm. AC = 102+(2J§) =J100+12 =112 = 47cm.

On constate que AB2+BC2=64+48=112 et AC2=112, d’apreés la réciproque du théoréme de Pythagore
Le triangle ABC est rectangle en B.
3. le quadrilatéere ABCD soit un rectangle , donc en particulier ABCD est un parallélogramme

- —
Donc AD=BC<:>Z/;D=ZE;C<:>zD—zA=zC—zB<:>zD=zC—zB+zA : zC—zB=6—2i\/§et

Iy -2, = 2p — (-2 2i/3) = 25 + 2+ 2ix/3) , donc zp, =4-4i/3

Solution exercice 2
1. Comme la roue ne peut s'arréter que lorsque le repére est face a secteur vert, blanc , rouge, ou jaune le
gain du joueur est soit 100, soit 60, soit 0 soit—20 ( X prend donc les valeurs —20, 0, + 60 et 100).
p(X =-20) est la probabilité pour qu'un secteur rouge s'arréte devant le repere.
Iy a quatorze secteurs rouges sur 24 secteurs, et on suppose qu'il y a équiprobabilité des événements
élémentaires (puisque chaque secteur a la méme probabilité de s'arréter devant le repere).




14 7
Donc: p(X =-20)=—=—.

P( ) 24 12
De méme, il y a six secteurs bleus, et p(x =0)est la probabilité pour qu'un secteur bleu s'arréte devant
6 1

le repeére, d'ou X=0)=—==.
p p(X =0)=_7=7

il yatrois secteurs verts, et p(x =60)est la probabilité pour qu'un secteur vert s'arréte devant le repére,
d'ou p(X =60) :% :%, Enfin il yaunsecteur jaune, et p(x =100)est la probabilité pour qu'un secteur

jaune s'arréte devant le repére, d'ou p(X =60) = 2—14 on déduit la loi de probabilité de X

X 20 10 | |10 s Fomesoutra con
p(X = XI) l 1 1 i D _(,'a; .(Watﬁé'}‘-c?d y .
12 4 8 24 oCS pbortee de mailn

4

L’espérance mathématique de X est: E(X) = ZXi p(X =x)= —20><11+0><£+60><£+100>< !
i=1

E(X) = —-280+180+100 0O

— =0.0n déduit que le jeu est équitable .
24 24
4
V(X = 3% p(X =x) = (~20)? 20268 1602 x > 1 (100)2 x L - 2600+10800+10000 _ 26400 _, ,
= 24 24 24 24 24 24
o(X)=+/1100 ~ 33,17
2. a) X, prend les mémes valeurs qu'au 1., c'est-a-dire + 100, +60 ; 0 et —20. Le raisonnement est

identique a celui du 1, sauf que le nombre total de: secteurs est 6 +3 +1+ n=n+ 10. D'ou :
p(X,=-20)=

10 puisqu'il y a n secteurs rouges p(X, =0) = 5" car il y a 6 secteurs bleus.
n+

p(X, =60)= , car il y a 3 secteurs verts.
n+10
p(X, =100) = 0’ car il y a un secteur jaune. On peut résumer la loi de probabilité de X , :
n+
Xi -20 |0 60 100
P(X =X) n 6 3 1
n+10 n+10 n+10 n+10

4
L’espérance mathematique de X est: E(X,) = ZXi p(X =x).
i=1

E(Xn):—ZOx n +0x 6 +60x 3 +100x 1 .E(Xn):—20n+180+100:—20n+280
n+10 n+10 n+10 n+10 n+10 n+10

b. L’organisateur de la loterie réalise15 % de bénéfices sur chaque mise c’est-a-dire 12, o0_3;
donc le joueur perd en moyenne 3 € pour chaque mise d’ou E ( X) < -3

C.E(X,)<-3 Lzsgos ~3> —20n+280 < -3(n+10) , puisque N+10>0;
n+

-20n+280<-3n-30< -17n<-310=n> % ~18,33, soit n> 310 ~18,23. Donc, le nombre

minimum de cases rouges que l'organisateur doit prévoir pour ne pas étre déficitaire est n o = 19.
Probléme

A g(x) =X +6-4InX ; g =2x- 224
X

g'(x) = 2(x—x/§))((x+x/§) . Comme x € ]0;+o0[ M> 0



Donc le signe de g’(x) dépend du signe de X —\/§ : \/E 400
d’ou le tableau de variation f (x)
La fonction g admet un minimum égal a

9(~/2 ) = 2+6-4In+/2 =8-2In2. £(x)
Par conséquent g(x)> O sur I’intervalle ]O; +oo[ .

1 Inx In x

B-a) f (x __—_+—. __| ; ||m_:_||m_—0 et lim(—2)=0 , donc I|m f(X) =+
) (x) = x Hm(4) im () =+ 5 lim 2= = lim > H+m( )= (x)=
b- I|m(—)_—I|m(x) 0 et |Im—i=——|lm£:—oo ; I|mI—X=I|m—xI|m Inx et I|m(Inx)_—oo I|m f(x)=-
2X 2 x->0" X x—0" X x—>0" X x—0° x—0
On dedun que la droite d’ equatlon : X = 0 est une asymptote verticale a la courbe C au voisinage de 0.
1
. 1 Xx~Inx , x> +2+4-4Inx . X2 +6-4Inx g(x)
c f(X):Z+7+XX—21 f(X):T1f()_— Etf() X
d-Le signe de f *(x) sur I’intervalle ]0; +oo[ dépend du signe e- X 0 1 o0
de g(x) ; or g(x) =8-2In2 > 0 pour tout x e ]0;+oo] . f'(x) + 74+
Il s’ensuit que f ’(x) > 0 pour tout x ]O; +oo[ et par conséquent +00
la fonction f est strictement croissante sur I’intervalle]0;+oo[. f(x) /
—00
1 Inx x
2-a) Soit h(x) = f(x h(x)=2—-—+— 22,
) (%) ()>’()42XX4
h(x) = _Zi X" calculons 1im h(x). lim i:—Ilm—_Oflt Ilm(ln—x) 0 .Donc lim h(x) =0.
X X X—>+0 X—=+0 2X x —+0 X X—>+00

On déduit que la droite D est une asymptote oblique a la courbe C au voisinage de +oo .
b- Trouver les coordonnées du point d’intersection des courbes D et C revient a résoudre I’équation f(x) =y

c’est-a-dire f(x) - y =0 ou encore h(x) = 0. donc —1+2—2Inx:0 .xz20 et 2Inx-1=0.
X

Inx:% équivauta Inx =(1/2)Ine=1Ine"? et x=e'2=\le. y="f(e)= A(\f f

c- Déterminer les positions relative de la courbe C par rapport a la droite D , reV|ent a etudler le signe de
2Inx-1 Sur v

X
Iintervalle ]0;+oo[ , donc il faut étudier de 2In x-1. f
2Inx-1>0 ;Inx>1/2 ,Inx>1/2=Ine"?, /
donc x >e"? . On déduit donc que sur I’intervalle
]e“ 2 ;+oo[ la courbe C est au dessus de la droite D . -~

h(x) = f(x)—y, C’est-a-dire le signe de

i

\o

1\
I\
\

On démontre de méme que sur Iintervalle 0;e"?[ s —7

\D

oI+ = —\
\\

la courbe C est en dessous de la droite D . — /
4- In x
X

—Zest de la forme u'(x)u(x) avec u=Inx. A

Donc une primitive de "X est de la forme L2 7
X 2

/

DONC () = —L1n x+L (in x)2sur J0; +oo[ .

2 2
5 A 16x[H(E)-H(B)]. | #Fomesoutra.cm

Docs a portée de main

[aly
—

H (%) =—%Ine2 +%(Ine2)2 =_§+%=1 et

2
H(\/E)z_?lln«/g+%(ln«/g)2 =_Illne+%(%lnej =—%+%=—% . On déduit que A:lGx(l—(—%D:16(%):18cm2-
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