Tp MATHEMATIQUES FONCTIONS LOGARITHMES Terminale PH 2009-2010
PROBLEME 1. (10 points)
On considére la fonction f définie sur l'intervalle | =]0; +oo [ par: f(x)=x-1-4Inx

. . N - -
On appelle C la courbe représentative de | dans le plan muni d'un repére orthonormal (O;i; j)

d'unité graphique 2cm.
1/
a) Déterminer la limite en 0 de la fonction f .Que peut-on en déduire pour la courbe C ?

b) En écrivant f(x) sous la forme f (x) = x(l—l—4|n—xj , déterminer la limite de la fonction fen + .
X X

2/ On désigne par f ' la fonction dérivée de f sur l'intervalle 1.
Calculer f' (x) , étudier son signe puis construire le tableau de variation de f.

3) Déterminer une équation de la tangente T & la courbe C en son point A d'abscisse 1.

4/ Calculer f(2), f(4),f(6) puis en donner les valeurs approchées a 10 ' pres.
En utilisant les résultats précédents et le tableau de variations de la fonction f .

5/ Construire dans le repére (0 i : j) la courbe C, et la tangente T. moa I'a Com

1 AR NP LR .
6/ Soit F la fonction définie sur l'intervalle | par : F(x) :EXZ +3x—4xInx  Docs 2 portée de main

Démontrer que F est une primitive de f sur l'intervalle 1.
7/ On appelle S = 4 x[F(6) — F(4)] l'aire en cm? de la partie du plan limitée par la courbe C,
I'axe des abscisses, et les droites d'équations x = 4 et x = 6.
a) Construire dans le méme repere les droites d’équations: (61) :x=4 et (32):x =6
b)Calculer la valeur exacte en cm® de S, puis une valeur approchée au mm? pres.
PROBLEME-2. (11 points)
On considere la fonction f définie sur l'intervalle | =] 0; +oo [ par: f (X)=x—1-21nx
On appelle C la courbe représentative de | dans le plan muni d'un repére orthonormal

- - L, ;
(O i; j)d'unité graphique 2cm.

1) a) Déterminer la limite en 0 de la fonction f .Que peut-on en déduire pour la courbe C ?

b) En écrivant f(x) sous la forme f (x) = x(l—l— Zm_x] , déterminer la limite de la fonction fen + o,
X

X

2) On désigne par f' la fonction dérivée de f sur l'intervalle I.
Calculer f' (x) , étudier son signe puis construire le tableau de variation de f.

3) Déterminer une équation de la tangente T & la courbe C en son point A d'abscisse 1.

4) Calculer f(2), f(4),f(6) puisen donner les valeurs approchées a 10 ' pres.
En utilisant les résultats précédents et le tableau de variations de la fonction f .

a) Démontrer que I'équation f (x) = 0 admet une unique solution autre que 1.

b) Donner un encadrement de cette solution par deux entiers consécutifs.

- -
5) Construire dans le repére (0 ;i ; j)la courbe C, et la tangente T.

2

6) Soit F la fonction définie sur l'intervalle I par : F(x) = %x + X —2XIn x

a) Démontrer que F est une primitive de f sur l'intervalle I.

b) On appelle S = 4[F(6) — F(4)] l'aire en cm? de la partie du plan limitée par la courbe C,
I'axe des abscisses, et les droites d'équations x = 4 et x = 6.
Construire dans le méme repere les droites d’équations: (61) :x=4 et (82):x =6
Calculer la valeur exacte en cm? de S, puis une valeur approchée au mm? pres.



Probléme 3
Partie A

1. a. Résoudre dans I'ensemble [ des nombres réels I'équation :2 X? -5 X +2=0.
b. En déduire les solutions, sur lintervalle]0;+oo[ , de I'équation 2(In x)2 —5Inx+2=0.0n pourra poser X =Inx.
Partie B : Soit la fonction f définie sur I'intervalle ]0;+o0[ par f(x)=2(In x)2 —5Inx+ 2. Soit C la courbe

représentative de la fonction f dans le plan muni du repére orthonormal (O;i; j) d'unité graphique 1 cm.
1. a. Etudier la limite de f en 0. Quelle conséquence graphique peut-on en tirer ?
b. Déterminer la limite de f en + oo (on pourra factoriser par In x).
2.a.0nnote f' lafonction dérivée de la fonction f sur I'intervalle 0;+oo| -

Veérifier que, pour tout nombre réel x de l'intervalle 10;+400[ 4 f1(x) = Alnx-5

b. Etudier les variations de la fonction f sur l'intervalle ]0;+oo] .
c. En déduire le signe de f(x) sur l'intervalle ]0;+00[ .On pourra remarquer que la fonction f s'annule en «/E et en e’

3. Donner une équation de la tangente T et la courbe C au point d'abscisse«/g .

4. Tracer la courbe C et la tangente T dans le repére orthogonal (O;T; ])

5. a. Hachurer le domaine A du plan situé en dessous de I'axe (Ox) et compris entre la courbe C et I'axe (Ox).
b. Veérifier que la fonction F définie sur l'intervalle ]0;+oo[ par F(x) = x(2(In x)> —9In x +11) est une

primitive de la fonction f sur l'intervalle ]0;+oo[ . m“
Lom

PROBLEME 4 et S Loec
Partie A : Etude du signe de g(x) = x3 -1+ 2Inx Docs a portée de main

Soit g la fonction définie sur ]0;+0[par g(x) = x3 —1+2Inx. (In x désigne le logarithme népérien de x)

1. Calculer g'(x) et étudier son signe.
2. Dresser le tableau de variation de la fonction g. (Les limites ne sont pas demandées). Calculer g(1).
3. Déduire des questions précédentes le signe de g(x) sur l'intervalle ]0;+oo[ -
Partie B : On considere la fonction f définie sur ]0;+oo[ par: f(x)= x_1_|n_2X.
X

On appelle (C ) sa courbe représentative dans le plan rapporté a un repére orthogonal (O;T;]) .(unités :3 cm
sur l'axe des abscisses, 2 cm sur I'axe des ordonnées.)
1.a Déterminer lim f(Xx). Iing f(x)
1.b Montrer que la droite (D) d'égquation y = x—1est asymptote oblique a (C ).
Y a-t-il une autre asymptote a (C ) ? Si oui, donner son équation.

1.c Calculer f '(x) et montrer que I'on peut écrire f '(x) :ﬁg()
X

1.d En utilisant les résultats précédents, déterminer le signe de f '(x), puis dresser le tableau de variation
de la fonction f.

1.e Calculer les coordonnées du point d'intersection entre I'asymptote (D ) et la courbe (C ).
Etudier la position de la courbe (C ) par rapport a la droite (D ).

1.f Tracer dans le repére (O;T;]) la courbe (C ) et les droites (D ).



Correction
Probleme3
l.a. 2x* -5x+2=0 ; A=b®—4ac=52—4x2x2=25-16=9 ; x1:5%43:% et x1=5%3

1.b sur I’intervalle 0;+[, résolvons I’équation 2(In x)2 =5Inx+2=0. Posons X =Inx .I’équation devient

=2.5S ={1/2;2}

2X%2-5X +2=0.0navuque X =1/2 ou X =2. Inx, =1/2 < x=e’2=e ; Inxy =2 < x =e?

Partie B
Soit la fonction f définie sur I’intervalle ]0;+00[ par: f(x)=2(In x)2 —5Inx+2

la lim f(x)= Iim(Z(In x)2—5lnx+2) or limInx=—o0 d’ou lim2(In x)2=+oo et lim—5Inx=+o
x—0 x—0 x—0 x—0 x—0
x>0 x>0 x>0 x>0 x>0
Donc lim f(x) =+o0. La courbe ( C) admet une asymptote verticale d’équation x=0.
0
%0
b. lim f(x)= lim Inx(2(Inx)—=5)+2; lim Inx=+c0 et lim (2(Inx)—-5)=+codonc lim f(x)=-oo.
X—>+0 X—>+00 X—>+0 X—>+00 X—>+00
- 1 1 4Inx 5
3.a festderivable sur J0;+oo] ; f(x)=2(lnx)2—5Inx+2 f'(x)=2x2x=xInx-5x—= X_2,
X X X X
1 . . 4Inx-5
(car (u2)'=2u'u et (Inx)'=—) pour tout réel x de I"intervalle ]0;+o0[ : f'(X)= X=°
X X

- . . 4Inx—
3.b variations de la fonction f sur Iintervalle ]0;+oo[, f'(X)= nX=5 x€]0;+0[ , donc x>0.
X
'(X) = _ _ _5 _ o4 X 5/4
f(x)_0<:>4lnx—5_0<:>4lnx_5<:>Inx_4<:>x_e 0 e 400
f'(x) - 0 +

5/4

f‘(x)>0<:>4|nx—5>0<:>4|nx>5<:>Inx>%<:>x>e

+00 +00
f(x)
f (") =2(Ine**)* —=5In(e**) + 2=2(5/4Ine)? —5x%|ne+2 \ —9/4/
:2X§_§+2:25—50+16:_g
16 4 8 4 X lo Je oo € o0
c.d’aprés 1.b,ona: f(x)=0 si x=+/e ou x=¢6 f(x) + 0 - 0 +
En regardant le tableau de variation , on peut en déduire le signe de f sur ]0;+oo[ .
f(x) >0 pour X€j|0;\/g|:Uj|ez;+OO|: : f(x)<0 pour XE}/E;eZ[ . f(x)=0 pour x=+/e et x=6 .
3. Equation de la tangente T a la tangente a la courbe C au point d’abscisse \/E :
y=f(fe)x—+e)+ f(ye) ;
(o) = 4In(\Je)-5 _4x1/2-5_ 3

% NN
f(\ﬁ)=2(|n(\/6))2 —5|n(ﬁ)+2=2>{%} _§+2=%—§+2
=:£+2=0 |
2 Lom

£ SPee DR,

-3 -3
=—(x—+ye)=—=x+3 Docs & portée de main
y ﬁ( Je) %

-3
donc (T): |[y=—7=x+3|
(T):|y 7
5.a. voir courbe ci-contre
b. Calculons F'(x).F(x)=2x(Inx)* =9xInx+11x .
F'(x) = 2(Inx)* +4XX—XInX—9In x—9x><1+11

X X




F'(X)=2(Inx)*+4Inx-9Inx-9+11 d’ot F'(X) =2(Inx)*>-5Inx+2 = f(x),
F est bien une primitive de fsur J0;-+oo[ .

2
F(ez) = 2¢? (In e2) ~9e%Ine? +11% = 2e2(2 In e)2 ~18e% Ine+11e% =8e? —18e? +11e? = —¢?

F(Je)= 2((|n() —9f|nﬁ+11ﬁ_£—— e +1l/e
=-4Je+1l/e=7Je  donc F(Je)-F(e?)=7\e—(-€%)= 7J€+e

Exercice 4

Partie A : Etude du signe de g(x) = x> -1+ 2Inx +90
g (X)

1. La fonction g est dérivable sur J0 ; + eo[ : g'(x) =3x +z
X

donc la fonction g est strictement croissante sur 0 ; + col. a(x) /
2. Tableau de variation de la fonction g.

3.9(1)=1-1+2In1=0

4. Six =1, alors g(x) = g(1) puis que la fonction g est croissante soit g(x) = 0 0
Six =1, alors g(x) = g(1) puis que la fonction g est croissante soit g(x)= 0 X h o0
conclusion :sur]0; 1], 9(x)= 0 etsur [1; + e[, g(x)= 0. 9(x) +
On peut résumer tout cela par le tableau de signe suivant :
Partie B :
Inx
On considere la fonction f définie sur ]0;+oo[ par: f(x)=x- 1—— mu
| 1 | LR SRk T
. n nx
la lim x-1=+0 lim —ZX_ lim = lim ===0 , donc lim f (x) =+ Docs 2 portée de mein
X—>+00 X—>+o X X+ X X+ X
. 1
limx-1=-1 ; I|m Inx =—oo (voir formulaire ) et lim—-=+oodonc lim —= In x =(~)x(+0)=-0 €t lim f(x) =~
x—0 ><>0 :;6 X X—>+%0 )(2 ::00
De la derniere limite, on en déduit que la droite d'équation x = 0 est asymptote verticale a la courbe (C).
1bf(x)-(x-1)= —I—ZX et lim In_zx = I|m Zx lim Inx _ =0;donc la droite (D) d'éguation y = x — 1 est asymptote
X X—>+00 X X—>+00 X X—>+0 X
oblique a (C) au voisinage de +oo .1l y a une autre asymptote a la courbe(C) (voir 1.a.) ,
c'est la droite d'équation x = 0.
L% — 2xInx
Inx M B — — 3_
lc f(X)=x- 1—— ; f'(X)zl—X n :1—X Zflnle—l 23InX : f'(x)zw; f-(x):&;()
X X X
1.d f'(x) est du signe de g(x) car x> >0 sur]0; + o[ et le signe de g(x) a déja été trouvé a la partie A: f (1) =0
1.e Soit x I'abscisse du point d'intersection de I'asymptote (D) et de ” 0 1 o
la courbe (C),ona: f(x) =x—1soitInx=0, par conséquent x = 1. 00 — 0 +

I'ordonnée de ce point est f(1) =0 .

La courbe (C) et la droite (D) se coupent au point de coordonnées £(x) +o +o
(1;0) . f(x)—(x—1) est du signe de - In x ( voir Partie B 1 .b) \ 0

Etudions le signe de — In x :

N

—Inx=0silnx =0soitInx =In1doux =1

sur]0; 1], — In x =0 donc la courbe (C) est au dessus de la droite (D) "/
sur [1;+ =o[ , — Inx =0 donc la courbe (C) est au dessous de la droite (D) //

1.C, voir graphique

2.a pour tout réel xon a : 1 “ /

, 1 1(1) 1+Inx-1 Inx \
H (x)=_2(1+lnx)——(—j_—2 ——h( ) \ /

X X\ X X
donc H est une primitive de la fonction h définie sur JO ; + ca[ \ | /
/
1 -3

2bHe) = 1+|nf ( +—Inej=— H(@)=—(1+In1)=-1, 0 1 2

H(JE)—H(1)= -

—+1
2\/e



