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Probleme 41

X

L'objet de cette question est de démontrer que lim f .

X—>+0o X
On supposera connus les résultats suivants :
* la fonction exponentielle est dérivable sur [ et est égale a sa fonction dérivée ;
* e0 -1 :
* pour tout réel x, ona ¢ >x ;
* soient deux fonctions ¢ et y définies sur l'intervalle [ A;+o[ ou A est un réel positif. Si, pour

tout x de [A;+o[, ona w(x)<e(x) etsi limy(x)=+0 alors lim ¢(x)=-+wo.
X—>+00 X—>+00

XZ

a. On considere la fonction g définie sur [0;+o[ par g(x)=e¢ -

Montrer que pour tout x de [0;+o[, g(x)>0.

X

b. En déduire que lim & = o0 .

X—>+00 X
X

2. On appelle f la fonction définie sur [0;+00[ par f(x) =%xe_5. On appelle C sa courbe

représentative dans un repere orthogonal (O ;i, j). La courbe C est représentée ci-dessous.
a. Montrer que f est positive sur [0;+o].

b. Déterminer la limite de f en +» . En déduire une conséquence graphique pour C.

c. Etudier les variations de f puis dresser son tableau de variations sur [0;+o][.

X

3. On considére la fonction F définie sur [0;+x[ par F(x):J f(t)dt.
0

a. Montrer que F est une fonction croissante sur [0;+o].
X X

b. Montrer que F(x):l—e_E—ge_E.

c. Calculer la limite de F en +o et dresser le tableau de variations de F sur [0;+o].

d. Justifier I'existence d’'un unique réel o tel que F(a)=0,5. A l'aide de la calculatrice,

déterminer une valeur approchée de « a 10-2 prés par exces.

4. Soit n un entier naturel non nul. On note A, l'aire en unités d'aire de la partie du plan située
entre I'axe des abscisses, la courbe C et les droites d’équations x =0 et x=n. Déterminer le plus
petit entier naturel n tel que A, >0,5.

Probléme4_2

. , , . 1 . .
Le but de I'exercice est démontrer que I'équation (E) : ¢ ==, admet une unique solution dans
X

I'ensemble [ des nombres réels, et de construire une suite qui converge vers cette unique
solution.
I. Existence et unicité de la solution

On note f la fonction définie sur 0 par : f(x)=x—-¢€".
1. [?émonter gue x est solution de I' équation (E) si et seulement si f (x) = 0.
2. Etude du signe de la fonction f.

a. Etudier le sens de variations de la fonction f sur 0 .
b. En déduire que I'équation (E) posséde une unique solution sur [ , notée ¢ .

c. Démontrer que o« appartient a lI'intervalle Bl}
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d. Etudier le signe de f sur lintervalle [0;c].
I1. Deuxiéme approche

1+x

On note g la fonction définie sur l'intervalle [0 ; 1] par : g(x)=

1+¢*

1. Démontrer que I'équation f (x) = O est équivalente a I'équation g (x) = x.

2. En déduire que o est l'unique réel vérifiant : g(a)=a.

3. Calculer g'(x) et en déduire que la fonction g est croissante sur l'intervalle [0;a].
I1l. Construction d’'une suite de réels ayant pour limite «

On considére la suite (un) définie par : uo = 0 et, pour tout entier naturel n, par : U,,; =9(u, ).
1. Démontrer par récurrence que, pour tout entier naturel n: 0<u, <u,, <a.

2. En déduire que la suite (un) est convergente. On note | sa limite.

3. Justifier I'égalité : g(1)=I. En déduire la valeur de I.

4. A l'aide de la calculatrice, déterminer une valeur approchée de u4 arrondie a la sixiéme
décimale.

Probléme4_3

X

On considére la fonction f définie sur 0 par: f(x)= fe . si x=0 et f(0)=1.
e -

On note C la courbe représentative de f dans un repére orthonormal (O;i,]).
1. a. Déterminer la limite de fen -« .

b. Etablir que, pour tout nombre réel x non nul, f(x)= x(1+ ).Déduire la limite de fen +«» 2.

e -1

Donner, sans démonstration, la limite suivante : lim 1
x—0 " —

3. a. Démontrer que, pour tout nombre réel x, on a : ¢ >x+1, et que I'égalité n'a lieu que pour x =
0.
b. Calculer la dérivée f' de la fonction f et déterminer la fonction g telle que, pour tout nombre

e'g(x)

(1)

c. Donner le tableau des variations de f.

4. Soient x un nombre réel non nul et les points M(x ; f(x)) et M'(-x;f(-x)) de la courbe C.

et démontrer que f est continue en 0.

réel x non nul, f'(x)=

X ’

a. Etablir que f(—x):L puis déterminer le coefficient directeur de la droite (MM’).
e

b. On admet que la fonction f est dérivable en 0. Que suggeére alors le résultat précédent ?

Problémeﬁ

Soit f la fonction définie sur l'intervalle [0;+oo[par f(x)=(x—1)(2—e*X )

Sa courbe représentative C est tracée dans le repére orthonormal ci-dessous (unité graphique 2
cm).
1. a. Etudier la limite de fen +« .

b. Montrer que la droite A d’équation y = 2x -2 est asymptote a (Cf )
c. Etudier la position relative de (Cf) et A.

2. a. Calculer f(x) et montrer que f'(x)=xe”" +2(1-€™).
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b. En déduire que, pour tout réel x strictement positif, f'(x) > 0.

c. Préciser la valeur de f'(0), puis établir le tableau de variations de f .

3. A l'aide d’'une intégration par parties, calculer I'aire, exprimée en cmz2, du domaine plan limité
par la courbe C, la droite A et les droites d’équations x =1 et x = 3.

4. a. Déterminer le point A de C ou la tangente a C est parallele a A.

b. Calculer la distance, exprimée en cm, du point A a la droite A.

Probleme 45

Sur la feuille ci-jointe figurent la courbe représentative (C) dans le repere orthonormal (O ;i ,])

d'une fonction f définie et dérivable sur R ainsi que son asymptote (D) et sa tangente (T) au point
d'abscisse O.
On sait que le point J (0 ; 1) est le centre de symétrie de la courbe (C), que I'asymptote (D) passe

par les points k(—l;O) et J, que la tangente (T) a pour équation .Yy :(1— x)e+1
Partie A
Expression de f
1. Déterminer une équation de (D).
On suppose qu'il existe deux réels m et p et une fonction ¢ définie sur R telle que, pour tout reéel
X,
f(x) =mx+ p+&(x)(x) avec lim&(x) =0,
X—>00
a) Déterminer m et p.
b) Montrer que, pour tout réel x, on a: f(x)+ f(—x)=2
c) En déduire que la fonction f est impaire puis que la fonction f“, dérivée de f, est paire.

3. On suppose maintenant que, pour tout réel x, &(x) :(ax+b)e'Xz ou a et b sont des réels.

Montrer, en utilisant les données et les résultats précédents, que a= [l eetb = 0.
Partie B

On consideére la fonction f définie sur R par f (X)=1 +x-xe " et on suppose que la courbe (C)
représente la fonction f dans le repére (O;i,]).

1. a) Montrer que, pour tout réel x, la dérivée f~ de f vérifie :  f'(x) =1+ (2x2-1)e . calculer
£(0).

b) Vérifier que (T) est bien la tangente a la courbe(Cf) au
point d'abscisse 0.

Etudier la position relative de la courbe (Cf )et de sa

tangente (T).
2. Le graphique suggeére I'existence d'un minimum relatif
de f sur [0; 1].

a) Montrer que f’(x)est du signe de(6x—4x3) .
b) Montrer que I'équation f (x)=0admet une solution

unique o sur [0 ; 1].
¢) Montrer que 0,51 < o < 0,52.

d) Exprimer f () sous la forme d'un quotient de deux

polyndmes en «.
Partie C

Sur le graphique, la courbe(Cf) est trés proche de son

asymptote pour les points d'abscisse supérieure a 2,4.
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Cette partie propose de préciser cette situation en
calculant, pour tout réel xpositif ou nul, l'aire A(x),
exprimée en unités d'aire, du domaine limité

par(Cf ) , (D) et les droites d'équations x=0 et x=3.

1. Exprimer A(x)en fonction de Xx.

2. Déterminer la limite A de A(x)quand xtend vers +o .

3. A partir de quelle valeur de x a-t-on ‘A(x)—A‘ <10?% ?
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