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1 COMPOSITION DE MATHEMATIQUES

(Durée de I’épreuve : 4 heures)

L’épreuve est composée d’un exercice et d’un probléme indépendants, qui peuvent
étre traités dans un ordre quelconque.
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Exercice

On considere la suite numérique u(n) définie sur N par son origine #(0) = 1 et son terme général
u(n+1) = au(n) + bn + ¢, ou a, b et ¢ sont des nombres réels, a # 0.
A partir de u(n) on définit la suite v(n) par :

v(n) = au(n) + Bn + v, pour n entier > 0, a, B et y étant des nombres réels, o # 0.

1) Quelles conditions doivent vérifier les parametres a, b, ¢, a, B et y pour que la suite v(n) soit
une suite géométrique ?

2) On donne pour toute la suite de ’exercice : a=1/3,b=1,c=-1,a=4,=-6,ety=15.
Calculer v(n) en fonction de n.

3) En déduire que u(n) peut s’écrire sous la forme u(n) = g(n) + h(n), ou g(n) est une suite
géométrique et A(n) une suite arithmétique dont on écrira les expressions en fonction de .

n

4) Calculer explicitement, en fonction de n, la somme U = Z u(k).
k=0
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Probléme I

1) Soit f I’application de R dans R* définie par f(x)=(x*+ 1)""2.
la - Etudier précisément les variations de f (dérivées, tableau de variations, concavité, limites,
asymptotes, grapheE )

1b - Montrer que, pour tout réel x, on a f(x) > x|

2) On considére I’application g définie sur R par g(x) = x + (x> + 1)""2.

Etudier g et tracer son graphe dans le repere orthonormal usuel.

3) On donne maintenant I’application / définie sur R par A(x) = (x> = 1)/2x.
Etudier /4. Donner, en fonction de x, des expressions simples pour 4(g(x)) et g(/(x)).

4) Soit I’application u définie sur R par u(x) = (x> + 1)/2x.
Etudier précisément les variations de u.

5) n étant un entier naturel, on considére la suite d’applications v, définie sur R par :
@) = [0+ 8+ D) - (7 D' 2

5a — Calculer vo(x), vi(x), va(x) et v3(x). s Fomesoutra.con
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5b — Pour tout réel x, comparer v,(x) et vy(—x).

5¢ — Pour tout réel x, comparer vy(x) et v,(x) ; en déduire directement les relations existant entre
Va(=x), Van(X), Van(=x) et va(x).
6) Montrer que v, est un polynome.

Préciser le degré de ce polyndme et le coefficient de son terme du plus haut degré.
Calculer le coefficient du terme du plus haut degré pour les polyndmes vs4 et vs.

7) On note par w I’application définie sur R par w(x) = x", ou n est un entier naturel.

Le symbole o désignant la loi de composition des applications, montrer que, selon la parité de n,
vp peut s’écrire sous les formes (u o wo g) ou (howo g).

8) Déduire de la question précédente les tableaux de variations de vy, selon la parité de n.
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9) Dans cette question, on suppose que 7 est un entier non nul.

Soit £ un nombre réel donné.

Discuter, selon la valeur de £, le nombre de racines réelles de I’équation v, = £.

10) Soit le nombre réel 0 tel que 0 <0 < m/2
10a - Résoudre, dans le corps C des nombres complexes, 1’équation (E) :

(E) Z"+z"=2cosb
10b - zg étant une racine de 1’équation (E), calculer A(z;) = .

10c - En notant encore par v, le prolongement & C de I’application définie a la question 5,
calculer vy (t;).


HP
3  




