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ISE Option Mathématiques

CORRIGE DE L’EPREUVE DE CALCUL NUMERIQUE
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. Docs a portée de main
Exercice

Soit la matrice C,, définie par

1 1 . 1
a1+b1 a1+b2 a1+bn
1 1 . 1
C. = az+by  as+ba az+by,
1 1 . 1
an+b1  an+bs an+by
ou les complexes (a;)i=1,..n €t (bj)j=1,. n sont tels que a; + b; # 0 pour tout ¢ et j variant entre 1 et n.
On notera pour tout ce qui suit : Iy, ...,[, les numéros de lignes 1 a n, et cy,...,c, les numéros de colonnes 1
an.
1. .
Ci = .
' (a1 + b1 )
2.
1
a1+by a1+ba
Cy =
1 1
az+b1  ax+bz
3. det(01) = aliibl
4.
1 1 1 1

det(Cg) =

a1 + by as + by B a1 + by as + by
(a1 + b2)(az + b1) — (a1 + by)(az + by)
I j=12(ai +b;)
—ai(by — b1) 4+ az(ba — by)
Hi,j:1,2(a‘i +bj)
Hi<j:1,2(bj = bi)(a; — ai)
[1i =1 2(ai + b))




a1+by a1+ba
det(Cg) =

az+by az+ba

az+bi  ax+bs
1 ai+bi  ai+b2 ( )
= étape (a
(a2 +b1)(a2 +b2) | agtb,  astbs P
az+b1  ax+bs
az—ag az—aq
1 a1+by ai+ba o b
T (@mtb)(amtb)| . étape (b)
1 1
(CL2 — Ufl) a1+b1  ai1+bz
(a2 +b1)(az + bo) 1 1
( bo—by 5 1
(CL2 _ Ufl) a1+b1)(a1+b2 ay+b2 )
= t
(@3 1) (@ £ b) ; 1 étape (c)

H1§i<j§2(aj —a;)(bj — b;)
I j=12(ai +0;)

Etape (d) . On retrouve bien le déterminant calculé en 4).

6. On retrouve tout trés précisément, mais on doit compléter a la fin avec un récurrence sur le det(Cy,),
puisqu’on obtiendra

[T o, o1y (@n — ai) by — b))
Ilii nie1omi(@n +b5)(ai + by)

det(Cy) =

det(Cn,l).
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A. Préliminaires :

1. 1l suffit d’intégrer f entre t et +o00. On obtient S(t) = exp(—£)L(t)0,4o0[-
2. En dérivant par rapport a t de part et d’autre du signe égal, on a f(t) = —S’(¢). Ainsi
(a) Pour v # 0, on obtient

F) =1 (1+ g)_%_l .

g

(b) Dans le cas v = 0, on calcule lim,_oS(t) = exp(—L)1(t)]0; +oo[ qui est la fonction de survie de la
loi exponentielle de paramétre o.

3. On remarque alors que
liy Hy (o) = = [ f@)in(f(e))ds = H(s).

L’entropie de Shannon n’est que le cas limite ¢ = 1 de I’entropie de Rényi-Tsallis.



B. Maximisation sous contraintes
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1. Docs a portée de main

/dF(f,g)

/ —F(@) + g(2)7 + q9(2) T (f(z) — g(x))da

B(f,9)

2. (a) Comme G* et G vérifient (1), on a
B(G,G*) = — /(G(x)q - G*(z))dx — 04/(G(:E)C;""(:c)q*1 — G*(2)")dx
(b) Grace a la définition de G* et au fait que G vérifie (1), on a
/ G(2)G* ()T da = / G* (2)9da.

(c¢) Ainsi on obtient
B(G,G*) = — /(G(x)q — G*(z)")dx.
Et B positive ou nulle entraine G = G* de maniére évidente. La réciproque est elle aussi triviale.
(d) Comme B(G,G*) > 0 on a H,(G*) > H,(G) puisque H,(G*) = 1—:} (f(G"1-1).

(e) Ainsi, G* est le maximum de l'entropie de Rényi-Tsallis avec 0 < ¢ < 1 dans I'ensemble des fonctions
vérifiant les contraintes de (1).

(f) On trouve G*(z) = aexp(—fz) avec a et [ tels que

et I’entropie de Shannon est





