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Dans toute cette épreuve, R  désigne l’ensemble des nombres réels. 

Exercice n° 1 

Soit 
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1. Trouver un polynôme P de degré 2 ayant deux racines réelles distinctes tel que P(A)=0. 

2. Calculer le reste de la division euclidienne de nX  par )(XP , où n est un entier naturel 
strictement supérieur à 2. 

3. Pour n entier positif ou nul, calculer nA  et résoudre le système : nn UAU 1 , où 
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Exercice n° 2 

Soit   Rf ,0:  définie par :   1/15 1)(
  xexxf   

1. Calculer la limite de f en zéro et en  . Montrer que f admet un maximum. 

2. Soit )max(0 fArgx  , montrer que 0)1(5 00 /1/1
0  xx eex  
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3. Soit  tetg  15)( . Montrer que l’équation 0)1(5
/1/1  xx

eex , où x>0, 

est équivalente à ttg )( , où t est strictement positif. 

4. Montrer qu’il existe une unique solution   de l’équation ttg )(  , avec  5,4  

5. En déduire que  f  possède un unique maximum. 

Exercice n° 3 

On considère A et B deux matrices carrées symétriques réelles d’ordre n (entier strictement 
positif). 

1. Montrer que la matrice AB-BA n’a que des valeurs propres imaginaires pures. 

2. On suppose de plus que A et B sont définies positives, étudier le signe de Tr(AB), où Tr 
désigne la trace de la matrice. 

3. Soit M une matrice carrée antisymétrique réelle. Montrer que I+M est inversible et 
déterminer la nature de la matrice 1))((  MIMI  . 

Exercice n° 4 

On considère les suites )( nu  et 1),( nn , définies par les relations de récurrence : 

1
11 ;

2
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1. Montrer que pour 01 u et 21  , il existe deux autres suites )( n et )( n  telles que 

pour tout entier n strictement positif, on a : 

2/0);(sin);(cos   nnnnnnu .  

Montrer que la suite )( n  est convergente, on précisera sa limite. 

2. En utilisant la formule de Taylor, montrer que, pour tout 1n , on a l’inégalité : 

nn
86

3




 . En déduire un entier N tel que : 610 N  

Exercice n° 5 

On considère l’espace vectoriel 4R  rapporté à une base orthonormée B. On désigne par 
),,,( tzyx les composantes d’un vecteur dans cette base. Soit  f  l’endomorphisme de 4R , 

associé, dans la base B, à la matrice suivante : 
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1. Déterminer l’image de  f. 

2. La matrice M est-elle diagonalisable ? Si oui, donner la matrice diagonale semblable. 

3. Quel est le rang de la forme quadratique définie sur 4R  par :  

ztyzxtxzxyztzyxq 442224),,,( 2   

4. On considère le système d’équations : 
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,  où m et p sont des paramètres réels. 

Résoudre le système homogène associé 

Discuter l’existence de solutions de ce système en fonction de m et p. 

Exercice n° 6 

Soient f  et g deux applications numériques définies sur  ,0 , où f est convexe et g affine. 

On suppose que : 

)()(,0)1( xgxfx   et 
)1()1()2( gf   

Comparer f et g. 
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CORRIGÉ DE LA 2ème COMPOSITION DE MATHÉMATIQUES 

Exercice n° 1 

Soit 
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1. Trouver un polynôme P de degré 2 ayant deux racines réelles distinctes tel que P(A)=0. 

On vérifie que 02)( 2  IAAAP  (Cayley-Hamilton), en calculant )( IADet   

2. Calculer le reste de la division euclidienne de nX  par )(XP , où n est un entier naturel 

strictement supérieur à 2. 

Le reste de la division euclidienne de nX  par )(XP est un polynôme de degré 1. 

baXXQIXXX n  )()2( 2
 

Pour X=1, on obtient a+b=1 

Pour X=-2, on obtient ban  2)2(  

En conclusion : 
3

)2(2
;
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3. Pour n entier strictement positif, calculer nA  et résoudre le système : nn UAU 1 , où 
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On a : 02et)()2( 22  IAAbIaAAQIAAAn
, donc 
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La résolution du système donne 0UAU n

n   et plus précisément 
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Exercice n° 2 

Soit   Rf ,0:  définie par :   1/15 1)(
  xexxf   

1. Calculer la limite de f en zéro et en plus l’infini.  Montrer que f admet un maximum. 
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x
LimtfLim , d’après la règle de 

l’Hôpital. Du fait des limites précédentes, de la continuité et de la positivité de f, elle 

admet un maximum. 

2. Soit )max(0 fArgx  , montrer que 0)1(5 00 /1/1

0 
xx

eex  

f est dérivable, donc si 0x réalise un maximum pour f, on doit avoir : 
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Donc 0)(' 0 xf si et seulement si 0)1(5 00 /1/1

0 
xx

eex  

3. Soit  tetg  15)( . Montrer que l’équation 0)1(5
/1/1


xx

eex , x>0 est 

équivalente à ttg )( , où t est strictement positif. 

On pose 
t

x
1

  et l’équation 0)1(5
/1/1


xx

eex est équivalente à 

  tetg t  15)(  

4. Montrer qu’il existe une unique solution   de l’équation ttg )(  dans l’intervalle  5,4   
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On a   05)('  tetg , donc g est strictement croissante. Puis 490,4)4( g  ; 

596,4)5( g . Ainsi    5,4)5,4( g  et 
 

15)( 4'

5,4

 etgSup , on a donc une 

contraction et d’après le théorème du point fixe , il existe une unique solution à 

l’équation ttg )(  dans l’intervalle  5,4 .  

Pour 5lnt , 1)(' tg , alors la fonction ttg )( est strictement croissante pour 5lnt  

Comme 0)0( g , on a : 5lnpour)(  tttg  

Pour 5lnt , la fonction ttg )( est strictement décroissante, donc elle admet au plus 

une racine qui doit être celle trouvée à la question précédente dans l’intervalle  5,4 . 

On peut aussi étudier directement ttgth  )()(  

5. Déduire que  f  possède un unique maximum. 

On sait que  f  possède un maximum et qu’il est unique d’après la question précédente : 



1
0 x  

Exercice n° 3 

On considère A et B deux matrices carrées symétriques réelles d’ordre n (entier strictement 

positif) 

1. Montrer que la matrice AB-BA n’a que des valeurs propres imaginaires pures. 

On vérifie que AB-BA est une matrice antisymétrique. Posons C=AB-BA. Cette matrice 

est diagonalisable dans l’ensemble des nombres complexes. Si   est une valeur propre 

complexe et u un vecteur propre associé, on a : uCu  . 

D’où 
2''

uuuCuu   et 
2''

uuCu  (i). 

Par ailleurs, 
''''' )()( uCuuCu   et 

'''

uCu  , puis en multipliant par u à 

droite, on obtient : 
2''

uuuCuu   (ii) 

En comparant (i) et (ii), on trouve   et les valeurs propres sont des imaginaires 

purs. 

2. On suppose de plus que A et B sont définies positives, étudier le signe de Tr(AB), où Tr 

désigne la trace de la matrice. 

Il existe une base orthonormée pour la forme hermitienne associée à A et orthogonale 

pour la forme hermitienne associée à B. Soit P la matrice de passage associée à cette 

base, alors PDPBPPA '' et  , où D est la matrice diagonale à coefficients 

strictement positifs )( ijd . Notons )( ijdInfd  , on a : 

)()()()( 2'''' ATrdDPPPPTrPDPPPTrABTr   
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Si )( ijaA  , comme elle est symétrique, on obtient :   0)()( 22

ijaATr , car sinon 

on aurait A=0, donc 0)( ABTr  

3. Soit M une matrice carrée antisymétrique réelle. Montrer que I+M est inversible et 

déterminer la nature de la matrice 
1))((  MIMI  

Supposons que I+M ne soit pas inversible, il existe alors un vecteur u non nul tel que 

0)(  uMI , d’où uMu  . Par transposition, 
'''

' uMu  et 
2''

' uuMu   

D’autre part, la matrice étant antisymétrique, uuM ' et 
2''

' uuMu  , on obtient alors 

22
uu  et u =0, ce qui conduit à une contradiction. 

La matrice 
1))((  MIMID existe d’après ce qui précède. 

D est orthogonale si et seulement si 1'  DD . On obtient : 

111' ))(()()(   MIMIDetMIMID . 

On a l’égalité si 
11 )()(   MIMMMI . Cette relation est obtenue à partir de 

l’égalité )()( MIMMMI  en la multipliant à gauche et à droite par 
1)( MI .  

On montre de même que I-M est inversible. La matrice D est donc orthogonale. 

Exercice n° 4 

On considère les suites )( nu  et )( n définies par les relations de récurrence : 

1

11 ;
2

1
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1. Montrer que pour 01 u et 21  , il existe deux autres suites )( n et )( n telles que 

pour tout entier n strictement positif, on a : 

2/0);(sin);(cos   nnnnnnu  . Montrer que la suite )( n  est 

convergente, on précisera sa limite. 

Montrons par récurrence sur n, la propriété : 
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cosvalentetexistentet:)(





  

La propriété est vraie pour n=1. 
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Comme nu est positif, 1nu existe et vaut 
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On pose alors n

nnn 2;
2
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2. En utilisant la formule de Taylor, montrer que, pour tout 1n , on a l’inégalité : 

nn
46

3





 . En déduire un entier N tel que : 610 N  

Rappelons que : 1)(sin )12(  xp . L’inégalité de Taylor-Lagrange à l’ordre 2p+1 

appliquée à la fonction sinus entre 0 et x donne : 

)!32()!12(
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En particulier pour p=0 et 
n

x
2


 , on en déduit : 

nnn
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n
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  et on peut prendre N=8 (en passant au 

logarithme), car 
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Exercice n° 5 

On considère l’espace vectoriel 4R  rapporté à une base orthonormée B. On désigne par 

),,,( tzyx les composantes d’un vecteur dans cette base. Soit  f  l’endomorphisme de 4R , 

associé, dans la base B, à la matrice suivante : 
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1110

M  

1.  Déterminer l’image de  f. 

Soit ),,( 4,321 eeeeB  . On constate que )()(2)();()( 21342 efefefefef  , donc 

l’image de f est engendrée par les deux vecteurs )(),( 12 efef qui forment une base. 

2. La matrice M est-elle diagonalisable ? Si oui, donner la matrice diagonale semblable. 

152;152);double(00)114()(det 22  IM .  

La matrice M est diagonalisable si et seulement si le sous espace propre associé à la 

valeur propre 0 est de dimension 2. 

Résolvons .0Mu On obtient que ce sous espace est engendré par les deux vecteurs 

indépendants : (-2,0,1,0) et (0,1,0,-1), donc M est diagonalisable  

On peut aussi remarquer que la matrice est symétrique donc diagonalisable. 

La matrice diagonale semblable s‘écrit : 
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3. Déterminer le rang de la forme quadratique définie sur 4R  par :  

ztyzxtxzxyztzyxq 442224),,,( 2   

Cette forme quadratique est associée à la matrice M, donc son rang est égal à 2. 

4. On considère le système d’équations : 

22)1(;2242;12;1 2  zymxptzyxmzxtzy ,  où m et p 

sont des paramètres réels. 

- Résoudre le système homogène associé 

Soit A la matrice su système. 

Si m=1, alors A=M et les solutions du système homogène correspondent au noyau de  f 

ou encore au sous espace vectoriel propre associé à la valeur propre 0 : (-2,0,1,0) et 

(0,1,0,-1), 
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Si 1m ,f est bijective et l’ensemble des solutions se réduit au vecteur nul. 

- Discuter l’existence de solutions de ce système en fonction de m et p. 

Si 1m ,f est bijective et il existe une solution unique. 

Si m=1, il existe un sous espace affine de solutions si et seulement si 

fp Im)2;2,2,1(  . Comme fIm est caractérisée par : T=Y et Z=2X+Y, ceci donne : 

p+2=2+2, soit p=2. 
 

Exercice n° 6 

Soient f  et g deux applications numériques définies sur  ,0 , où f est convexe et g affine. 

On suppose que : 

)()(,0)1( xgxfx  et 

)1()1()2( gf   

Comparer f et g. 

On suppose que gf  . Alors )()(,1,0 ygyfyy  et même )()( ygyf  . 

Comme g est une fonction affine, bayyg )(  et comme f est convexe :  

 1,0),)(1()()1()1()()1)1((   baygfyfyf  

Et pour 1 , babagf  )1()1( , d’où la contradiction et les deux fonctions sont 

égales. 
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