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PREMIERE EPREUVE DE MATHEMATIQUES
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Les résultats seront encadrés. Les parties | et Il sont indépendantes.

| Etudes de suites

Pour un calcul célebre Archiméde considéra les relations de récurrence :
/1+ c A

Cn+1: 2n’ An+1: . .

Cn+l

O Montrer que pour ¢, =0 et A, =2, ces relations définissent deux suites
(c,)..0r (A,).., et quiil existe deux autres suites (6,) ., (a,),., telles que pour tout
n=1:

6, D{O,g};an 00;c, =cos@,); A, =a,sin@,). 0 désigne I'ensemble des nombres

réels.
Montrer que la suite (A,) ., converge vers Tt

O En utilisant une formule de Taylor, montrer que pour tout n=>1, lI'inégalité :
n.?

6x4"

En déduire un entier N, tel que ‘n—)lNl‘ <10°

=2, <
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[0 Montrer que pour tout entier naturel p donné, A, admet, lorsque n tend vers l'infini,
le développement :
p+l
s Lty Lo
(2p+Dtar 4™

[0 On définit une nouvelle suite

() @ _ "t M i i
AV ), par Ay = . Montrer que cette nouvelle suite converge aussi vers Tt

et que I'on a quand n tend vers l'infini :
A —r=0(), - 1)
Donner un équivalent de A(nl) -7

1 Mo
A0))
2@ =

n

ntrer qu'il existe un réel a que I'on déterminera tel que la suite
., définie par
ar W+ (1-a)al, veérifie

n+l

)IE]Z) -r= 0(%) lorsque n tend vers l'infini.

O Donner I'expression de )lgf) en fonction de A,,A,,,,4.., et montrer I'inégalité pour

toutn:

n’< 177" 1
- 576x 7 4%

En déduire un entier N, tel que ‘n—A(ﬁZ‘ <10°

2@ —

n

[I' Polyndmes de Bernoulli

[ Soit f une fonction définie continue sur [0,], & valeurs réelles. Montrer que les

conditions ci-dessus définissent une unique fonction F continllment dérivable sur
[04] :

1
F'=f, [F{)dt=0
0
et exprimer F & l'aide de G(x) = [f (t)dt
0

[0 Montrer que les conditions :
1

B, =1B,., = Bnethn+1(t)dt =0 pour tout n=0
0

définissent une unique suite de fonctions polynémes. Préciser le degré de B, et son
terme de plus haut degré et expliciter les polynébmes B,, B,, B,et B,.
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00 Montrer, pour tout n entier naturel supérieur ou égal a 2, I'égalité B, (0) = B, (1) .

O On définit une suite de polyndmes C_en posant, pour tout n entier naturel :
C,(x)=(-1)"B,([1-x)

Montrer que la suite (C, ), vérifie les conditions du O définissant la suite (B,)
en déduire que (C,).., =(B,) .,

Qu’en déduit-on pour les graphes de B, et pour les valeurs, lorsque n est impair

et

n=0

n=3,de Bn(O),Bn(%) et B (1) ?

00 Montrer que les polynbmes B, . ne s’annulent pas sur l'intervalle }O,%[(On

pourra procéder par récurrence sur m et utiliser le théoréme de Rolle).
En déduire que les polyndmes B, (X) — B,,,(0) sont de signes constants sur [0,1].

Il Séries de Riemann et nombres
de Bernoulli

(0 Montrer pour tout N entier naturel non nul I'égalité :

Otojo 1+ Zi cod2k7t) = %(;Jl)]ﬂ

O Montrer que pour tout entier n>1, la fonction ¢, définie sur ]O][ par

-B,(0
ol g, ()= >0 50

est prolongeable par continuité a [0,1] et que le prolongement est continGment
dérivable.

[ Montrer que pour toute fonction f continiment dérivable sur [0] on a :

1
lim If (t)sin(xt)dt = 0(On pourra utiliser une intégration par parties.)
"0

O Pour k et n entiers strictement positifs, on définit :
1

i = [By (t) cod2km)dt
0

Trouver une relation entre |, et |, . En déduire selon la parité de n, 'expression
de I, en fonction de n et de k.



sFomesou

o Soalra .

O En utilisant la formule établit au IlI0J, trouver, pour N entier naturel, une expression
de

1
I¢2m (t)sin((2N +1)7t)dt en fonction de m,N et B, (0).
0

En déduire la valeur de zi

2 en fonction de m et B, (0).
k=1

00

Donner les valeurs de Zk—lz Zk—lll .
k=1

=1
OJ Montrer, pour tout m entier naturel non nul, la majoration :
=1 4
B, ()< 7—=-
Pour toute la suite du probléme les fonctions considérées seront définies sur [0] et
indéfiniment derivables.

IV Formule sommatoire d’'Euler

[0 Montrer pour m entier strictement supérieur a 0 I'égalité :

[1at="OQ IO S, ofr g - 1 &) - [1 )8y O

[ Montrer, en utilisant Il [, que pour tout m entier naturel, il existe c réel dans [0/]]
tel que :

1
[ 1™ () By (Dt = £ P2 () By (0)
0

En déduire une majoration de cette intégrale en fonction de

Hf (2m+2) ol Hf 2m+2)|| — sup‘f (2m+2)(X)‘
x0.1]
0 Notons T(f) = (f(o)+f(1) Zf( D eth:%.

Expliciter la formule obtenue a la question IV O lorsque m=2 pour les fonctions
f,(t) = f(ih+ht) pour i 0{04,...,n—1}. En déduire I'existence des réels a, ,a, et
d’'une fonction r tels que :

].f(t)dt:T(f)+a1h2 +a,h* -r(h)

avec [r(h) < Hf ”16 - .



