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Les résultats seront encadrés. Soit n un entier naturel non nul. On pose

αn = e
2iπ
n et Gn =

n−1∑

k=0

α(k2)
n .

1. Calculer G1, G2, G3, G4. Calculer pour tout r ∈ Z, Hr =
n−1∑

k=0

αkr
n .

2. Décomposer en facteurs irréductibles sur C, puis sur R, le polynôme X5−1.

3. En déduire la valeur de cos(2π
5

) et cos(4π
5

) en fonction de
√

5. Calculer G5.

4. On considère la matrice An ∈ Mn,n(C) définie par

An =




1 1 1 · · · 1
1 αn α2

n · · · αn−1
n

1 α2
n (α2

n)2 · · · (α2
n)n−1

· · ·
1 αn−1

n (αn−1
n )2 · · · (αn−1

n )n−1




Vérifier que TrAn = Gn (Tr désigne la trace de la matrice) et que A2
n = nBn

avec Bn = (br
s) définie par br

s = 1 si r + s = 2 ou r + s = n+2, sinon br
s = 0.

Montrer que B2
n = In.

5. Montrer que si λ est valeur propre de An alors λp est une valeur propre de
Ap, pour tout p ∈ N�. En déduire que An admet au plus quatre valeurs
propres distinctes. Indiquer leurs valeurs possibles.
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6. Soit U ∈ Mn,n(C) telle que U2 = In. Si u est l’endomorphisme de Cn ayant
U pour matrice dans la base canonique de Cn établir

Cn = ker(u − Id) ⊕ ker(u + Id).

En déduire que U est diagonalisable. Montrer que Bn est diagonalisable.

7. On suppose dans cette question n = 2p+1 (p ∈ N). Si v est l’endomorphisme
de Cn ayant pour matrice Bn dans la base canonique (e1, e2, · · · , en) de Cn,
déterminer en fonction des vecteurs ei une base de vecteurs propres de v
et montrer que 1 et −1 sont respectivement valeurs propres de Bn d’ordre,
respectivement , p + 1 et p . Quel est le polynôme caractéristique de Bn?

8. Soit P un polynome de degré d de la forme P (X) = (X−a1)(X−a2) · · · (X−
ad) avec pour tout i �= j, ai �= aj. Notons Q le polynôme tel que P (X) =
(X−a1)Q(X). Montrer que Q(X) et (X−a1) sont premiers entre eux. Soit
E un espace vectoriel de dimension finie sur C. Soit w un endomorphisme
de E tel que P (w) = 0. Montrer que

E = ker(w − a1Id) ⊕ ker Q(w).

En déduire que

E = ker(w − a1Id) ⊕ ker(w − a2Id) ⊕ · · · ⊕ ker(w − adId).

En déduire que w est diagonalisable.

9. Montrer que An est semblable à une matrice diagonale du type

Dn =




λ1 0 · · · 0
0 λ2 · · · 0

· · ·
0 · · · 0 λn




avec λk ∈ {
√

n,−
√

n, i
√

n,−i
√

n} pour tout k ∈ {1, · · · , n}.

10. On suppose que n = 2p+1 avec p ∈ N. On désigne par a, b, c, d le nombre de
fois où les quatre valeurs

√
n,−

√
n, i

√
n,−i

√
n sont respectivement écrites

dans la matrice Dn. Montrer que a + b = p + 1 et c + d = p.

11. Soit T = {0, 1, · · · , n−1}. Montrer que l’on définit une bijection φ de T ×T
sur T × T par φ(k, s) = (k − s, s) si k ≥ s et φ(k, s) = (k + n − s, s) si

k < s. En déduire que GnGn =
∑

(r,s)∈T×T α
(r+s)2−s2

n . Prouver que si n est

impair alors |Gn| =
√

n.

12. En déduire que les coefficients de la question 8) vérifient (a−b)2+(c−d)2 = 1
si n est impair.
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13. On suppose que n = 2p + 1 avec p ∈ N. Montrer en calculant detAn que
λ1λ2 · · ·λn = ip(2p+1)n

n
2 .

14. On suppose que n = 2p + 1 avec p ∈ N. Déduire de la question précédente
qu’il existe m ∈ Z tel que b+d = p+2m. Calculer les valeurs de a, b, c, d .

15. En déduire la valeur de TrAn pour n impair.
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