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EXERCICEn®° 1

[0 On obtient f (xX)=Inx-1. La dérivée s’annule pour x=e.
La fonction f est strictement décroissante sur ]0,€] et croissante sur [e+o , avec
une branche parabolique dans la direction oy.

[l La résolution de I'équation proposée revient a trouver l'intersection
entre le graphe de f et la droite d’équation y=ax+e. D’apres le graphe, il y a
toujours deux solutions.
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U ¢ (9 —1=Cos(x—a7+b)_co{a2b) o4 n( ;ajsin(b;)()

_ a<n, donc ¢,,(x)>1

EXERCICE n° 2

Pour a<x<b,ona: O<X_a<n et O<b
Pour x=a ou x=b, ¢,,(x)=1

b>1

Pour x<aou x>b, ¢,,(x) <1? D'autre part, ¢, (x)z—cosa;



[] Soit M=Sup|f|. Cette borne est atteinte en x, et par continuité,
[-mn
il existe un intervalle [a,B] contenu dans [-1, 7}, tel que pour tout x appartenant &
M . .
[a,,B], on a : |f(x)|>?. On suppose que f(x)>0 sur cet intervalle (sinon on

change f en —f ). Posons a=ag etb=4.

[10(@a, 09 ax= (b-2)

Fixons n tel que 2n M <b_ a M, de sorte que :

b+n

J F(X) (@ (¥)" dx|<n M<—(b a) et

J f () (Pa (X))" X

a-1

<n M, avec —n<a-n

etb+n<n
¢., est continue sur le compact [-7m,a~r O[lr 1,7 K et prend ses valeurs dans
[-1], il existe donc kOO tel que pour tout  xOK,

<2Mmrk"

Bop (X)|sk = 1 (%)™ dx

b-

On peut alors choisir n tel que 2TMk" <

Pour toute valeur de n,

M(b-a) M(b- a)
If(x)(¢ab(x» (2= M -

2———— (b a),

I mtegrale est non nulle.
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a+b) . . (a+b a-b X 4 yaeiX
$ ., (X) =cosx co: 5 +9nxsn 5 +1-co T:pe +ge ™ +r.

Par conséquent, ¢,,(x) est une combinaison linéaire de (ei”x),

donc Jf (X)#., (X)" dx=0 d’apres I'hypothése et la question 2, ceci implique f =0

-



EXERCICE n° 3

% n(n+1 L e . .
[1 On montre que Zk:g et on vérifie par récurrence la relation :

-2 NN+ 1)(2n +1) :

2
2.k 5

k=1

[J Le minimum est atteint pour la valeur de a qui annule la dérivée.
a est égal a la moyenne des X, (t=12,...n).

[1 On pose f (a,b)= Z(Xt —(at +b))? . Le minimum est obtenu pour les
t=1
valeurs qui annulent les deux dérivées partielles :

Zt(xt —at -b) =0 et Z(Xt —at —b) =0. Il faut alors résoudre le systéme suivant a
t t

deux équations :
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> X, :a(th +bn
t t

>t? Zt (aj— tht

ou encore | & =
b) | DX,
t

>t oo
t

202 _
Soit D=n)t*-(>_t)* :%. On obtient
t t

(n+D> X,
StX -t S x)-C o tX,)

a=-! 2 nethb=— !
D D




EXERCICE n° 4

Par hypothése : (u,,) - I, (U,,,) —» |, et (u;,) - |;. La suite extraite
(ug,) = 15 =1, et la suite extraite (ug,;) — |; =1,. Donc les suites (u,,) et (U,,,)
convergent vers la méme limite, et (u,) est convergente.
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Pour n entier supérieur ou égal a 2, on définit les fonctions f, sur
'ensemble des nombres réels positifs par : f (x)= X" —Ln(1+x)

1 nx"M(x+D)-1
x+1 x+1
z(x) = X" +nx" —1. En étudiant les variations de z(x), on obtient :

Oetd f (x)=nx""- . La dérivée est du signe de

0 a,l +o

f.(x) 01— 1 + 00

Il existe donc un unique a, tel que f, (a,)=0

0 on a f(a.)=a",-Ln+a,,)=a",-a'i=al,,1-a,,,)>0 et

f,(a,)=0,donc f (a,) <f,(a,,). Comme f estbijective, a, <a,,

La suite (a,) est croisante, majorée par 1, elle est donc convergente vers une limite
10]0,4]. Cette limite vérifie Iéquation 1"=Ln(1+l). Si |#1, alors I" - 0 et
Ln(1+1) #0. En conclusion | =1

[l Onpose a,=1-u,.Ona: al=Ln(l1+a,) et Lna! =Ln(Ln(1+a)).
Par ailleurs Lna|=nLna, =nLn(1-u,)=-nu, et Ln(Ln(1+a,)) - LnLn2

- Ln(Ln2)

u, est donc équivalent a
n
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Le code est compose de 4 chiffres, chacun de ces chiffres pouvant prendre
10 valeurs :ily a 10% = 10 000 codes possibles.

Les 4 chiffres d'un code sont distincts 2 a 2 lorsque tous les chiffres qui le
composent sont distincts. Le nombre de codes a 4 chiffres distincts est le

nombre d’arrangements de 4 chiffres parmi 10 : c’est a dire A;= 10 x 9 x 8 x
7 = 5040 codes formés de 4 chiffres distincts 2 a 2.

a) On sait que les 4 chiffres du code sont 2, 5, 5, 8. Les codes distincts que
I'on peut composer avec ces chiffres peuvent étre obtenus a partir d’'un arbre.
Ce sont les 12 codes suivants:

2-8-5-5, 2-5-8-5, 2-5-5-8, 5-2-5-8, 5-2-8-5, 5-8-2-5, 5-8-5-2, 5-5-2-8, 5-5-8-2,
8-5-5-2,

8-5-2-5, 8-2-5-5

b) Soit u, le délai d’attente (en minutes) entre le (n-1)-ieme et le n-ieme
essai. On a

u, =1, us=2, u; = 4. Plus généralement, on sait que le temps d’attente
double entre 2 essais successifs, donc u,.; = 2u, . Le délai d’attente u, est
donc une suite géométrique de premler terme u, = 1 et de raison 2. Donc
pour tout entier n= 2on a u,= 2"

Le temps nécessaire pour tenter n> 2 essais est donc (en minutes)

Ut Us+...+ Up= 1+2+2%+ . + 2" = (2"1)/(2-1) = 2"'-1 minutes.



c) Application :

1- le nombre de codes que le propriétaire peut introduire au maximum
en 24 heures est le plus grand nombre entier n solution de I'équation
2™1< 1440 (puisqu’il y a 60 x 24 = 1440 minutes dans 24 heures) .
Ceci équivaut a :

2™l < 1441 A Fomesgu Lom
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(n-1)In(2) < In(1441) Docs a portée de main

car la fonction logarithme népérien In est strictement croissante sur ]O, +ool.
On en déduit :

n—-1 < (In(1441)/In(2) = 10,54

soit n <10,54 + 1: le propriétaire peut au maximum introduire 11 codes en
24 heures.

2- Pour introduire 20 codes différents, le voleur va passer 2%° 11=2%%1 =
524288-1 c'est a dire 524287/(60x24x365) = 0.9975 année. Il doit donc
passer pratiguement une année pour introduire 20 codes !!!

EXERCICE n° 2

1)

2)

3)

Il suffit de noter que le second membre est la somme des premiers termes
d’'une suite géométriqgue de raison z différente de 1. On peut également
multiplier les deux membres par z-1 et développer.

Les solutions sont les racines quatriemes de l'unité : 1, i, -1 et —i

Z+i

Introduisons l'inconnue auxiliaire Z = ——. Nous sommes ramenés a
Z—i
résoudre :
Z2+Z2+2+1=0

D'aprés la question 1) , ceci équivaut a résoudre Z* = 1 avec Z différent de 1.
D’aprés la question 2), Z peut prendre les valeurs i, -1 et —i. Les solutions
correspondantes pour z sont 0, 1 et —1. On vérifie que ces solutions sont bien
différentes de i.



z+i _ (z+i)(Z+i) _ zZz+i(z+2)-1_ x*+y®—1+2ix
z-i |z—i|2 |z—i|2 x* +(y-1?

4) Ona Z-=

a) Z est réel s'il existe et si sa partie imaginaire est nulle donc si les
coordonnées (X, y) de M vérifient :

x=0et X+ (y-1)2¢ Ocestadiresix=0et y#1
C’est donc I'axe des ordonnées privé du point (0, 1)
b) De méme Z est imaginaire pure si
X+ -1=0et X* + (y-1# Ocestadire si X’ +y’=let y# 1
C’est donc le cercle de centre O et de rayon 1 privé du point (0, 1).
C) |Z=1si |z+]=|z-let z#icestadiresiy=0
C’est donc I'axe des abscisses.
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Partie A.

1) La fonction f(x) = (x + 1)? ™ est définie, continue et dérivable sur R et pour
tout réel x on a :

f(x)=2(x +1)e™ - (x+1)2e™
=(x + 1)(1-x) €™
B est le point de (C) d’abscisse 1, 'ordonnée de B est donc f(1) = 4e™ = g/e.
L’équation de la tangente a (C) en B est y = f(1)(x-1)+f(1), c’est a dire y = 4/e
(puisque f(1) = 0).

2) Le point A a pour coordonnées (0, f(0)) soit (0, 1) car f(0)=1. L’équation de la
tangente a (C) en A est donnée par y = f(0)x+f(0), soit y = x+1 car f(0)=1.
Cette tangente est parallele a la droite (A) d’équation y = x car elles ont
méme coefficient directeur. Cette tangente coupe l'axe des abscisses pour
y=0, donc au point de coordonnées (-1, 0).



3) On peut écrire pour tout réel x :

f(x) = (x + 1)2e™= x2e™+ 2x ™+ €™ et comme quand X — +o, lim x* /& =0
pour a>0, f(x) tend vers 0 quand x — +o. Donc, I'axe des abscisses est
asymptote a (C) au voisinage de +c. De méme, quand X — -, lim f(x) = +oo.

4) Pour tout x, €™ >0 et la dérivée f'(x) est du signe de (x+1)(1-x), donc on a le
tableau de variation de f suivant :

X -00 -1 1 +00
F(x) .0+ 0 -
f(X) +o00 ! 0 1 4fe ! 0

5) Posons u(x) = (x + 1)?2 et v'(x)= €. Nous avons alors: u'(x) = 2(x + 1) et
v(x)= -e”

Une premiére intégration par parties donne :
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= [ (x+p2e ] + 2 [ (x+neax

| =-1+2[ (x+De

Posons & nouveau : w(x) = (x + 1) et v(x)= e”. On obtenons: wi(x) = 1 et
v(x)=-e™. Une nouvelle intégration par parties donne :

| =-1+ 2([— (x+1)e'x](_)1 +f1 e'xdx)
| = -1+ 2(—1+f1 e‘dej

| =-3+2-e]",
| =2e-5



Partie B

1) Nous avons f(1)= 4/e. Une approximation décimale a 10° prés de f(1) =1.47.

On a f(g):z— e*?dont une approximation décimale est f(g):1.39.

5
4

w

. . 3
2) Raisonnons par récurrence surn:onaup = 2 donc 1 < up £ —. Supposons

N

que

l1<u, < g Comme la fonction f est strictement décroissante sur [1, +o [ : Oon a

1)< fun)s 101 s Fomesoutra cn
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Or f(1)=1.47 et f(z)—1.39 donc 1< f(E) et f(1)< > On en déduit que

1< f(u,,)sg, cestadire 1 < Upsg < g

3) Pour tout réel x : f(x) = (x + 1)(1-x) e™. Donc pour tout x appartenant a
3

1, —]ona:

L, ]

x+1 < 5/2 puisque xsg et|l-x| =x-1<%

et comme la fonction v(x)=e™ est strictement décroissante sur [1, g], ona:

X

e*< e™. Donc pour tout x appartenant a [1, g] ona:

|F(x)| < 5/4e.

Une approximation décimale a 107 prées de 5/4e est 0.46, donc pour tout X

appartenant a [1, g] ona:|f(x) £ %.



4) My d’abscisse X, étant le point d’intersection de (C) et de la droite y=x, on a
f(Xo) = Xo.

Nous avons montré que 1 < Up+; < gpour tout entier n et que |f '(x)| < ¥z pour

tout réel x appartenant a [1, g] . Comme X, appartient a cet intervalle, nous

obtenons, en utilisant I'inégalité des accroissements finis :
| f(un)-f(xo)] < 1/12| un - Xo| pour tour entier naturel n,

En utilisant les résultats précédents : [ Up+1 - Xof < 1/2| un - Xo| pour tour entier
naturel n. Ainsi, nous avons les inégalités:

[ Uz - xol <112 ug- Xol

J“FOI!!CSOI.I Com
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[ Uz - Xof < 1/2| us - X

/U3-X0/S 1/2| U2-X0|

[ Un- Xol < 1/2| Up-1 - X0

En multipliant membre a membre ces n inégalités, nous obtenons apres
simplification :

1 n
| up - Xxo| < (5) | Uo - Xol.

Or up=3/2 et xpappartient a [1, g], donc | up - Xo| < ¥%. On en déduit que

n+l

n+l
| up - x| < (%) pour tout entier n. Comme Iim(%) = 0 quand n tend vers

+o0o,0na:lim|u, - xp| =0. La limite de la suite (u,) est donc X.



5) fétant décroissante pour x >1, f(u,)-f( Xo) €t un- Xp sont de signes contraires,
c’est a dire que Up+1- Xp €t Up- Xp Sont de signes contraires.

On peut calculer une valeur approchée de x, a 10* prés en calculant
successivement les termes de la suite up+; = f(u,) pour n=0, 1, 2 etc. et I'on
s’arrétera dés que la k-eme décimale ne varie plus: Ainsi pour k=3, on peut
dresser le tableau suivant :

N Un

1 1.39456 S Fomesoutra.com
2 1.42167 Docs & portee do mein

3 1.41516

4 1.41675

5 1.41636

Une approximation a 10 prés de x, est 1.416.
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Proeleme :

1 Taalaau.

1. ny. 4 10 raprasanta la nomara aa samaanas panaant lasquallas la maaasan a raau x5, 4 300
aoups aa talapaonas at n3 4 14 la nomara aa samaanas panaant lasquallas la maaasan a
aa y3 4 4000 4 uros aa aadira a’affaaras.

2.n4 Y,_in;4 40. Laralatonast nd n4 >;_;n; 4 > in;.

3.

14 2 4 3 2 0 4 14 34 42
x4 3 2 3 4 1 10 30 40 44
x34 4 0 4 4 3 12 | 42 432 242
-4 4 0 4 4 4 14 | 133 431 444

n; 4 14 14 11

n; Ui 4 44 42 44

ni 2 4 134 244 244

Ui S ngr; | 14 2292 340 340

2 Moyanna, Varanaa, Aovaraanaa.

1.2 4 404 at ¥ 4 3.44. La maaasam radoa an moyanna 404 appals talapaonaquas par
samaaa, at aaa, an moyanna 4120 4 uros aa aadfra a’affaaas par samama.

2. V(z) 4 4.1444 at V(y) 4 1.4044. I adaart-typa maramal aa = ast daal & anvaron 204 appals
talapaonajuas aaaaomaaaaas at aaluaaa y ast aaal a anvaron 2342 4 uros par samaaa.
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3. dov(z.y) 4 1.3044

4, r4 5@y 4 434,
" NV

3 Droaas a’aaustamant.

1. Lb brolkb b’bhustbmbnt bby bn z bst Ib broktb 4 1 b’bqubtion 4
y 4 0.3124z + 1.444.

Lb broktb b’blustbmbnt bb 2 bn y bst 1b brokb 4 2 b'bqubtlon 4
x4 04244y +1.443 < y 4 x.0.4244 — (1.443.0.4244)

2. 4 rbpblgub.

Graphe de D1 et D2

11

: xcreaee 1. @ 4tbnt bonnb qub lbs probbbHibs bb bbbqub bbb sont proportlonnbllbs b 1bur
numbro,on b P(j 4 j)4 jj. ¥Vj4 1..... 4, o1 j bst un nombrbrbbl. Or. bomme?G , P(j 4

2



X 4 1, on an adaua la valaur aa X
4

4
1
S P(X4 ¥4 1o XY X 1e X4 o

ja1 ja1

a |1 [2]3|4]4]4

P(X4)ngiiii

2. L’asparanaa aa X ast aonnéa par 4

4
1 4 4 14 24 34 41
4(X)4 XPX4 ¥4 —F+—F+ =+ =+ —+—=4 —
(X) Mz:l ( ¥ 21+21+21+21+21+21 21°

La varanaa aa X ast aonnda par

Var(X) 4 24: XP(X4 §y-(4(X))

4 €+i+%+ﬁ+%+%—(4—1)2
21 ' 21 21 21 21 21 21
440
4 -
441
3. Las valaurs possalas aa X sont 2. 3,,,,, 12.
P(X42) 4 (P(X41)°4 %
P(X43) 4 2(P(X4 2)P(X41))4 %
P(X4 4) 4 2(P(X4 3)P(X4 1)+ (P(X42)°4 %
P(X44) 4 2(P(X43)P(X42)+P(X44P(X41)4 %
P(X4 4) 4 2(P(X4 1)P(X 4 4)+P(X 4 4)P(X 4 2))+ (P(X 4 3)) 4 23—142
P(X44) 4 2(P(X4 1)P(X 4 4)+P(X 4 2)P(X 4 4) +P(X 4 3)P(X 4 4)) 4 %
P(X4 4) 4 2(P(X 4 3)P(X 4 4)+P(X 4 2P(X44)+(P(X44) 4 %
P(X44) 4 2(P(X43)P(X44)+P(X44)P(X44)4 %
P(X410) 4 2(P(X4 4)P(X 4 4)) + (P(X 4 4))*4 %
P(X4 11) 4 2(P(X 4 4)P(X 4 4))4 %
P(X4 12) 4 (P(X 4 4)%4 %



P(f5 )| 2z |55 |4 | 2|35 |35 |20 |35 |38 | 50|58

: xcreeee 2.

1. 5 rapaa aa la aonateon f.

0.8

0.6

0.2

K-

g ! E ! E !
-0.5 0 0.5 1 15 2 25 3 35
Saura 15 Grepee ce le oncton f(x).

2. On ) 5 0. La aonateon f ast aontanua an xy.

)
)
)
)

x) 5 1. La anateon f n’ast pas aontanua an x3.

zo) 5 0 at lam,pgeryz, |

)

)5 0at lang sz, ey, f 5 1. La aonataon f n’ast pas aontanua an x.
)

)

X1 X

x9) 5 0at langp,«<q, f(z) 5 1. La aonataon f n’ast pas aontanua an xs.

23) 5 0 at lan, sp, s, |

a f(
a f(
a f(
a f(
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