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EXERCICE

f(x) =

∫ x

1
x

t
3
√
t3 − 1

dt.

1. La fonction
1

x
n'est pas dé�nie pour x = 0 donc 0 /∈ Df .

• Si x < 0, il n'y a aucun problème de dé�nition de l'intégrale car le dénominateur
est dé�ni, ne s'annule jamais et l'intervalle d'intégration reste borné.

• Si x > 0, 1 est dans l'intervalle

[
1

x
, x

]
(pas forcément ordonné). Or :

t
3
√
t3 − 1

=
t

3
√

(t− 1)(t2 + t+ 1
∼ 1

3
√

3(t− 1)
quand t→ 1,

dont l'intégrale converge en 1.

2. Soit la fonction g dé�nie par :

g(x) =

∫ x

0

t
3
√
t3 − 1

dt.

Par les mêmes arguments que précédemment, il est clair que Dg = R. Montrons
que g est dérivable sur R\{1} et calculons sa dérivée.

• Si x < 1, il n'y a aucun problème de dé�nition de l'intégrale. La fonction

t 7→ t
3
√
t3 − 1

étant continue, g est donc dérivable en x et g′(x) =
x

3
√
x3 − 1

.



• Si x > 1, on écrit g(x) =

∫ 2

0

t
3
√
t3 − 1

dt+

∫ x

2

t
3
√
t3 − 1

dt.

L'intervalle (non forcément ordonné) [2, x] ne contient pas 1. À nouveau, il est

facile de conclure que g est dérivable et que g′(x) =
x

3
√
x3 − 1

.

On obtient donc :
∀x ∈ R\{1}, g′(x) =

x
3
√
x3 − 1

.

On écrit maintenant :

f(x) =

∫ x

0

t
3
√
t3 − 1

dt+

∫ 0

1
x

t
3
√
t3 − 1

dt = g(x)− g
(

1

x

)
.

En utilisant les formules de dérivation des fonctions composées, on trouve :

∀x ∈ R\{0, 1}, f ′(x) = g′(x) +
1

x2
g′
(

1

x

)
=

x
3
√
x3 − 1

+
1

x3 3

√
1

x3
− 1

.

Tout calcul fait, on trouve :

∀x ∈ R\{0, 1}, f ′(x) =
x3 − 1

x2 3
√
x3 − 1

=
3
√

(x3 − 1)2

x2
.

f ′ est continue sur R\{0, 1} et on a clairement :

lim
x→1

f ′(x) = 0.

f ′ est donc prolongeable par continuité en 1. On sait alors que f est dérivable
en 1 et que f ′(1) = 0.

f est donc dérivable sur R∗ et :

∀x ∈ R\{0, 1}, f ′(x) =
x3 − 1

x2 3
√
x3 − 1

et f ′(1) = 0.

3. Soit a =

∫ +∞

0

(
t

3
√
t3 − 1

− 1

)
dt.

On a déjà vu que cette intégrale convergeait en 1.

En +∞, on peut écrire :

t
3
√
t3 − 1

− 1 =

(
1− 1

t3

)− 1
3

− 1 ∼ 1 +
1

3t3
+ o

(
1

t3

)
− 1 =

1

3t3
+ o

(
1

t3

)
,

ce qui prouve également la convergence en +∞.

Comme 1 et +∞ sont les seuls problèmes, l'intégrale a est convergente. On montre
de manière analogue que b est convergente.



4. On écrit :

f(x)− x =

∫ x

1
x

t
3
√
t3 − 1

dt−
∫ x

1
x

dt+
1

x

=

∫ x

1
x

(
t

3
√
t3 − 1

− 1

)
dt+

1

x
.

Or lim
x→+∞

∫ x

1
x

(
t

3
√
t3 − 1

− 1

)
dt = a et lim

x→+∞

1

x
= 0.

Cela prouve donc que :
lim

x→+∞
f(x)− x = a,

ce qui montre que x+ a est asymptote à fen+∞.

On montre de même que x+ b est asymptote à f en −∞.

5. f ′(x) =
3
√

(x3 − 1)2

x2
. Il est donc clair que f ′ est positive. f est donc croissante

sur R∗.

L'intégrale a est convergente et lim
x→0+

∫ x

1
x

(
t

3
√
t3 − 1

− 1

)
dt = −a.

De plus :

lim
x→0+

∫ x

1
x

1.dt = lim
x→0+

(
x− 1

x

)
= −∞.

Donc :
lim
x→0+

f(x) = −∞.

De la même façon :
lim
x→0−

f(x) = +∞.

En�n f(1) = 0 et f ′(1) = 0. On a donc un point d'in�exion en (1, 0) (car f est
strictement croissante).

On a alors tous les éléments pour tracer le graphe de f .

PROBLÈME n01

1. Pour n ≥ 1, on dé�nit un = 1 +
1

2
+ · · ·+ 1

n
− lnn.

un+1 − un =
1

n+ 1
+ ln

(
1− 1

n+ 1

)
.



Pour tout x > −1, ln (1 + x) ≤ x, donc x+ ln (1− x) ≤ 0. On en conclut que (un)
est décroissante.

On constate également classiquement que pour tout k ≥ 1 :

∀t ∈ [k, k + 1],
1

k
≥ 1

t
.

On en tire pour tout k ≥ 1 :
1

k
≥
∫ k+1

k

1

t
,

et par suite, en sommant sur k variant de 1 à n :

1 +
1

2
+ · · ·+ 1

n
≥
∫ n

1

dt

t
= lnn.

Cette dernière inégalité prouve que un ≥ 0 pour tout n ≥ 1.

(un) est donc décroissante et minorée par 0. Il existe donc 0 ≤ γ ≤ 1 tel que :

γ = lim
n→+∞

un.

2. On dé�nit la fonction f par :

∀t ∈]0, 1[, f(t) =
1

t
+

1

ln (1− t)
.

On peut écrire :

∀t ∈]0, 1[, f(t) =
1

t

(
1 +

t

ln (1− t)

)
.

En développant le ln à l'ordre 2 en 0 :

t

ln (1− t)
=

t

−t− t2

2
+ o

(
t2

2

) = − 1

1 +
t

2
+ o

(
t

2

) = −1 +
t

2
+ o

(
t

2

)
.

On a alors :

f(t) =
1

t

(
t

2
+ o

(
t

2

))
=

1

2
+ o

(
1

2

)
quand t→ 0,

ce qui montre que :

lim
t→0

f(t) =
1

2
.

Par ailleurs, lim
t→1−

ln (1− t) = −∞. Donc :

lim
t→1−

f(t) = 1.

Finalement, on peut prolonger f par continuité sur [0, 1] en f̃ dé�nie par :

∀t ∈]0, 1[, f̃(t) = f(t), f̃(0) =
1

2
et f̃(1) = 1.



3. Soit I =

∫ 1

0

f(t)dt.

En posant t = 1− e−u qui est bien un changement de variable bijectif, on trouve :

I =

∫ 0

+∞
f(1− e−u)e−udu =

∫ +∞

0

e−u

1− e−u

(
1 +

e−u − 1

u

)
du.

On a donc bien la forme recherchée avec h(u) = 1 +
e−u − 1

u
.

(a) Soit
∫ +∞

0

e−αu − e−βu

u
du.

En 0,
e−αu − e−βu

u
∼ β − α, il n'y a donc pas de problème.

En +∞, la décroissance rapide de l'exponentielle vers 0 fournit la convergence
de l'intégrale.

Il est clair que :∫ +∞

0

e−αu − e−βu

u
du = lim

X→+∞

(∫ X

0

e−αu − 1

u
du−

∫ X

0

e−βu − 1

u
du

)
.

En faisant les changements de variable v = αu dans la première intégrale et
v = βu dans la deuxième intégrale, on obtient :∫ X

0

e−αu − 1

u
du−

∫ X

0

e−βu − 1

u
du =

∫ αX

0

e−u − 1

u
du−

∫ βX

0

e−u − 1

u
du

=

∫ αX

βX

e−u

u
du+

∫ βX

αX

1

u
du

=

∫ αX

βX

e−u

u
du+ ln

β

α
.

La convergence de l'intégrale
∫ +∞

1

e−u

u
du permet d'a�rmer que :

lim
X→+∞

∫ αX

βX

e−u

u
du = 0.

On trouve �nalement : ∫ +∞

0

e−αu − e−βu

u
du = ln

β

α
.

(b) On a montré précédemment que I =

∫ +∞

0

e−u

1− e−u

(
1 +

e−u − 1

u

)
du.



Remarquons que, pour tout n ∈ N∗,

e−u

1− e−u
=
e−u(1− e−nu + e−nu)

1− e−u
=

n∑
k=1

e−ku +
e−(n+1)u

1− e−u
.

En remplaçant cette expression dans l'intégrale, on trouve :

I =

∫ +∞

0

(
n∑
k=1

e−ku +
e−(n+1)u

1− e−u

)(
1 +

e−u − 1

u

)
du

=
n∑
k=1

∫ +∞

0

e−kudu+
n∑
k=1

∫ +∞

0

e−(k+1)u − e−ku

u
du+

∫ +∞

0

e−(n+1)u

1− e−u
h(u)du

=
n∑
k=1

1

k
+

n∑
k=1

ln
k

k + 1
+

∫ +∞

0

e−(n+1)u

1− e−u
h(u)du

=
n∑
k=1

1

k
− ln (n+ 1) +

∫ +∞

0

e−(n+1)u

1− e−u
h(u)du

= un + ln
n

n+ 1
+

∫ +∞

0

e−(n+1)u

1− e−u
h(u)du.

Soit maintenant la suite Jn dé�nie, pour n > 0, par :

Jn =

∫ +∞

0

e−(n+1)u

1− e−u
h(u)du =

∫ +∞

0

e−nu
e−u

1− e−u
h(u)du.

h étant une fonction positive, on peut écrire, pour tout δ > 0 :

Jn =

∫ δ

0

e−(n+1)u

1− e−u
h(u)du+

∫ +∞

δ

e−(n+1)u

1− e−u
h(u)du

≤
∫ δ

0

e−u

1− e−u
h(u)du+ e−nδ

∫ +∞

δ

e−u

1− e−u
h(u)du

≤
∫ δ

0

e−u

1− e−u
h(u)du+ e−nδI.

I étant convergente en 0, on sait que lim
δ→0

∫ δ

0

e−u

1− e−u
h(u)du = 0. Donc, pour

ε0 > 0 donné, il existe δ0 > 0 tel que :∫ δ0

0

e−u

1− e−u
h(u)du < ε0.

Comme lim
n→+∞

e−nδ0 = 0, il existe N0 tel que l'on ait :

∀n > N0, e−nδ0I < ε0.



Donc il existe N0 tel que l'on ait :

∀n > N0, Jn < 2ε0.

ε0 > 0 ayant été �xé arbitrairement, on a en fait montré que lim
n→+∞

Jn = 0.

Or on avait montré que :

I = un + ln
n

n+ 1
+ Jn.

En faisant tendre n vers l'in�ni dans cette expression, on trouve �nalement que
I = lim

n→+∞
un = γ qui est ce que l'on devait démontrer.

PROBLÈME n02

Question préliminaire : Sn(x) est impaire et périodique de période 2π, on peut donc
restreindre l'étude sur [0, π].

1. Pour n ∈ N∗, on note fn :

∀t ∈]0, x], fn(t) =
cos

(n+ 1) t

2
sin

nt

2

sin
t

2

.

(a) Il est clair que lim
t→0

fn(t) = n. fn est donc prolongeable par continuité en 0.

(b) On a :
n∑
k=1

eikt =
1− eint

1− eit
eit

=

(
eit − ei(n+1)t

)
(1− e−it)

2(1− cos t)

=
ei(n+1) t

2

(
e−in

t
2 − ein t2

)(
ei

t
2 − e−i t2

)
4 sin2 t

2

=

e
i(n+1)

t

2

(
−2i sinn

t

2

)(
2i sin

t

2

)
4 sin2 t

2

=
ei(n+1) t

2 sinn
t

2

sin
t

2

.



En prenant alors la partie réelle de l'expression ci-dessus, on trouve :

n∑
k=1

cos kt =
cos (n+ 1)

t

2
sinn

t

2

sin
t

2

.

(c) Il est clair que
∫ x

0

cos (kt)dt =
sin (kx)

k
, d'où l'égalité recherchée.

(d) En faisant le changement de variable t = 2u, on trouve :

Sn(x) = 2

∫ x
2

0

cos ((n+ 1)u) sin (nu)

sinu
du.

Mais cos ((n+ 1)u) = cos (nu) cos u−sin (nu) sin u, ce qui remplacé dans l'intégrale
donne :

Sn(x) = 2

∫ x
2

0

cos (nu) sin (nu) cosu

sinu
du− 2

∫ x
2

0

sin2 (nu)du.

D'une part 2 cos (nu) sin (nu) = sin (2nu) et d'autre part,∫ x
2

0

sin2 (nu)du =

∫ x
2

0

1− cos (2nu)

2
du =

x

4
− sin (nx)

4n
.

On en déduit alors :

Sn(x) =

∫ x
2

0

sin (2nu) cosu

sinu
du− x

2
+

sin (nx)

2n
.

2. On pose In =

∫ x
2

0

sin (2nu) cosu

sinu
du et on dé�nit l'application g par :

∀t ∈
]
0,
x

2

]
, g(t) =

cos t

sin t
− 1

t
.

(a) Développons la fonction g au voisinage de 0 :

cos t

sin t
− 1

t
=

1

t

(
t cos t

sin t
− 1

)

=
1

t

1− t2

2
+ o(t2)

1− t2

6
+ o(t2)

− 1


=

1

t

(
−t

2

3
+ o(t2)

)
= − t

3
+ o(t)

,

qui tend vers 0 quand t tend vers 0. g est donc bien prolongeable par continuité
en 0.



(b) Immédiat.

3. On s'intéresse à lim
n→+∞

∫ b

a

sin (nt)h(t)dt.

(a) Si pour tout t dans [a, b], h(t) = α où α est une constante, on a :∫ b

a

sin (nt)h(t)dt = α
cosna− cosnb

n
−→ 0 quand n→ +∞

La généralisation à h en escalier se fait en découpant l'intégrale sur les inter-
valles où h est constante et en utilisant ce résultat sur chacun des intervalles.

(b) On suppose connu que pour tout ε > 0, il existe une fonction ϕ en escalier sur
[a, b] telle que :

∀t ∈ [a, b], |h(t)− ϕ(t)| ≤ ε.

On a alors :∣∣∣∣∫ b

a

sin (nt)h(t)dt−
∫ b

a

sin (nt)ϕ(t)dt

∣∣∣∣ ≤ ∫ b

a

| sin (nt)||h(t)−ϕ(t)|dt ≤ ε(b−a).

D'après la question précédente :

lim
n→+∞

∫ b

a

sin (nt)ϕ(t)dt = 0.

Donc il existe N tel que pour n > N on ait :∣∣∣∣∫ b

a

sin (nt)ϕ(t)dt

∣∣∣∣ ≤ ε.

Donc pour n > N , ∣∣∣∣∫ b

a

sin (nt)h(t)dt

∣∣∣∣ ≤ ε(b− a) + ε.

ε étant arbitrairement petit, on a en fait montré que

lim
n→+∞

∫ b

a

sin (nt)h(t)dt = 0.

4. (a) Soit l'intégrale
∫ +∞

0

sin t

t
dt.

En 0,
sin t

t
∼ 1, il n'y a donc pas de problème.

Soit l'intégrale :

IX =

∫ X

1

sin t

t
dt.



On intègre par parties en dérivant
1

t
et en intégrant le sinus :

IX = −
∫ X

1

cos t

t2
dt− cosX

X
+ cos 1.

D'une part, l'intégrale
∫ +∞

1

cos t

t2
dt est clairement absolument convergente et

d'autre part, lim
X→+∞

cosX

X
= 0.

On déduit de ces deux propriétés la convergence de :∫ +∞

1

sin t

t
dt.

l'intégrale
∫ +∞

0

sin t

t
dt est donc convergente et on admet qu'elle vaut

π

2
.

(b) On a vu que In =

∫ x
2

0

sin (2nu)g(u)du+

∫ x
2

0

sin (2nu)

u
du.

D'après la question 3.(a) :

lim
n→+∞

∫ x
2

0

sin (2nu)g(u)du = 0.

En faisant le changement de variable t = 2nu dans la deuxième intégrale, on
trouve : ∫ x

2

0

sin (2nu)

u
du =

∫ nx

0

sinu

u
du.

D'après la question 4.(a), si x > 0 :

lim
n→+∞

∫ nx

0

sinu

u
du =

π

2
.

Finalement, In(0) = 0 et si x > 0, lim
n→+∞

In(x) =
π

2
.

(c) On a de manière évidente :

∀x ∈ [0, π], S(x) = I(x)− x

2
.

Donc :
∀x ∈ [0, π], S(x) =

π − x
2

et S(0) = 0.

L'application S est donc discontinue en 0 et continue sur ]0, π].
Comme S est 2π-périodique, S est discontinue en tout point de la forme 2kπ
où k est un entier relatif et continue sur R\2πZ.

(d) On trace aisément le graphe de S.


