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Problème 1

Préliminaire :
< :; : >D est clairement bilinéaire symétrique. Comme D est dé…nie positive

toutes ses valeurs propres sont positives et donc

jjY jjD =< Y; Y >D¸ 0;

nulle ssi Y = 0. L’inégalité est une conséquence directe de Cauchy-Schwartz. On
peut la véri…er en posant D = diag(¸i)1·i·n: Si on pose Y = (y1; :::; yn)

¤ et
Z = (z1; :::; zn)

¤ l’inégalité devient
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= jjY jjD jjZ jjD

par Cauchy-Schwarz.

1) a) Soit A et B dans SDPn (R) et X 6= 0 dans Mn;1(R). Posons Z = AX; il
su¢t de prouver

Y ¤BZ Z¤BY · (Z¤BZ)(Y ¤BY ):

On notera que les deux membres de cette inégalité sont réels.
B; étant dans SDPn (R); est diagonalisable dans R, de valeurs propres (¸1; :::; ¸n)

strictement positive. On pose D = diag(¸i)1·i·n : Il existe donc O dans On(R),
l’ensemble des matrices orthogonales tel que

B = O¤DO

Si l’on pose Z1 = OZ et Y1 = OY il su¢t donc de montrer que

(Y ¤
1 DZ1)

2 · (Z¤1DZ1)(Y ¤
1 DY1);

qui est l’inégalité de Cauchy-Schwarz du préliminaire pour le produit scalaire <
Y1;Z1 >D= Y ¤

1 DZ1:
b) On note que X¤AX et X¤ABAX sont réels et que les matrices XX¤ et

BAXX¤AB sont des matrices symétriques de Mn;n(R) donc C est une matrice
symétrique. Pour montrer que C est dé…nie positive, il su¢t de montrer que pour
Y 6= 0; Y ¤CY > 0: D’après a) on a

(1) (Y ¤BAXX¤ABY ) · (X¤ABAX)(Y ¤BY )
1
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donc

Y ¤BY +
Y ¤XX¤Y

X¤AX
¡ Y

¤BAXX¤ABY

X¤ABAX
¸ Y ¤BY + Y ¤XX¤Y

X¤AX
¡ Y ¤BY ¤

=
Y ¤XX¤Y

X¤AX
¸ 0:

C est donc positive. L’égalité à 0 impose l’égalité dans (1) ainsi que Y ¤XX¤Y =
0 donc d’après ce qui précède que 0 = (Z¤1DZ1)(Y

¤
1 DY1). Comme D est dé…nie

positive, on a jjZ1jjD > 0 et donc nécessairement (Y ¤
1 DY1) = 0 d’où Y ¤1 = 0 et

donc A étant dé…nie positive (donc étant inversible) Y = 0. C est donc dé…nie
positive.
2) En utilisant le résultat précédent, on obtient immédiatement par récurrence

que chaque Hk+1 est dans SDPn(R) et Xk 6= 0:
On pose H(k) :8 j 2 f0; :::; kg; Hk+1AXj = Xj et X¤

k+1AXj = 0:

On véri…e d’abord H(0) qui se ramène à H1AX0 = X0 et X¤
1AX0.

Or on a par dé…nition avec H0 = In

H1AX0 = (In +
X0X¤

0

X¤
0AX0

¡ AX0X¤
0A

X ¤
0AAX0

)AX0

= AX0 +X0
X¤
0AX0

X¤
0AX0

¡ AX0X
¤
0AAX0

X¤
0AAX0

= AX0 +X0 ¡AX0 = X0:

Par ailleurs X¤
1AX0 = 0 signi…e Y ¤

1 H1AX0 = 0 () Y ¤
1 X0 = 0 (d’après

l’égalité précédente) et donc comme c’est un scalaire

X¤
0Y1 = 0:

Supposons maintenant que H(k ¡ 1) est véri…ée et montrons H(k).
Tout d’abord en raisonnant comme pour H(0) on a, en utilisant la récurrence,

Hk+1AXj = (Hk +
XjX

¤
j

X¤
jAXj

¡
HkAXjX

¤
j A

X¤
jAAXj

)AXj

= HkAXj +Xj ¡ AXj

= Xj

pour tout 0 · j · k ¡ 1: Pour j = k, on a aussi cette identité directement.
Il su¢t donc de montrer maintenant que X¤

k+1AXj = 0: Mais on a

X¤
k+1AXj = Y

¤
k+1(Hk+1AXj ) = Y

¤
k+1Xj = 0

par dé…nition de Yk+1; d’où H(k).
3) Pour tout (j; k) 2 f0; :::; n¡ 1g2; j 6= k; 2) implique que X¤

kAXj = 0; soit, A
étant dé…nie positive, les vecteurs X¤

k ; k = 0; :::; n¡1 sont deux à deux orthogonaux
pour le produits scalaires <;>A : Comme ils sont non nuls et au nombre de n, ils
forment donc une base orthogonale deMn(R). Donc, tout X dans Mn(R) s’écrit de
manière unique

X =

n¡1X

j=0

ajXj :
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On a alors en utilisant la relation HnAXj = Xj ; j = 1; :::; n ¡ 1

HnAX =
n¡1X

j=1

ajHnAXj =
n¡1X

i=1

ajXj = X

donc
HnA = In

A étant dé…nie positive, ceci implique que Hn = A
¡1:

Problème 2
1) Mn;n(C) est bien un espace vectoriel...
On a clairement la linéarité enA et l’antilinéarité enB . Pour(¸; ¹) 2 C2; A; B; C

dans Mn;n(C);

< ¸A + ¹C;B >= tr((¸A + ¹C )B¤)

= ¸tr(AB¤) + ¹tr(CB¤) = ¸ < A;B > +¹ < C;B >

et

< A; ¸B + ¹C >= tr(A(¸B + ¹C )¤)

= tr(A(¸B¤ + ¹C ¤) = ¸tr(AB¤ ) + ¹tr(A;C ¤)

= ¸ < A;B > +¹ < A; C > :

Donc < :; : > est sesquilinéaire et l’on a

< A;B >= tr(AB¤) = tr((BA¤)¤)

= tr(BA¤) = < B;A >;

donc < :; : > est une forme hermitienne sur Mn;n(C). Et comme pour tout A =
(ai;j )1·i·n

1·j·n

< A;A¤ >= tr(AA¤) =

nX

i=1

nX

j=1

ai;jai;j

=

nX

i=1

nX

j=1

jai;jj2 2 R

c’est un produit scalaire hermitien.
Soit la matrice Ei;j = (±k;l )k=1;::: ;n

l=1;:::;n
avec ±k;l = 0 si 1 · (k; l) 6= (i; j) et ±k;l = 1

si (k; l) = (i; j). Les matrices (Ei;j ) pour i = 1; :::; n et j = 1; :::; n sont au nombre
de n2.
On a par ailleurs

< Ei;j; El;m >= 0 si (i; j) 6= (l; m)

< Ei;j; Ei;j >= ±
2
i;j = 1

donc les (Ei;j)(i;j)2N2 forment une base orthonormée de Mn;n(C):

2) C’est évident car pour tout A;B dans Mn;n(C); tr(AB) = tr(BA):
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On a donc directement

jjUAjj2 = tr(UAA¤U¤) = tr(AA¤UU ¤)

= tr(AA¤) = jjAjj2;

jjAU jj2 = tr(AUU ¤A) = tr(AA¤) = jjAjj2:
3) Posons A = diag(¸i)1·i·n et B = (bi;j )1·i·n

1·j·n
: On a alors

AB¡BA =

0
BBBB@

0 (¸1 ¡ ¸2)b1;2 (¸1 ¡ ¸3)b1;3 (¸1 ¡ ¸n)b1;n
(¸2 ¡ ¸1)b2;1 0 (¸2 ¡ ¸3)b2;3 (¸2 ¡ ¸n)b1;2

Â
Â

(¸n ¡ ¸1)bn;1 0

1
CCCCA
:

On en déduit que

jjAB ¡BAjj2 =
nX

i;j=1

j̧ i ¡ ¸j j2jbi;j j2:

On a par ailleurs

jjAjj2 =
nX

i=

j¸ij2 etjjB jj2 =
nX

i;j=1

jbi;j j2:

On déduit de l’inégalité ja + bj2 · 2jaj2 + 2jbj2;

jjAB ¡BAjj2 · 2
nX

i;j=1

(j¸ij2 + j¸j j2)jbi;j j2

· 2
nX

i;j=1

Ã
nX

k=1

j¸kj2
!
jbi;jj2

= 2

Ã
nX

k=1

j̧ k j2
!

nX

i;j=1

jbi;jj2

= 2jjAjj2jjBjj2

d’où l’inégalité de l’énoncé, lorsque A est diagonale.
Maintenant, si A est une matrice quelconque de Mn;n (C), les théorèmes de ré-

ductions assurent l’existence d’une matrice unitaire U tel que A = UDU¤ avec D
diagonale.
On en déduit que

jjAB ¡ BAjj = jjUDU¤B ¡BUDU ¤jj
= jjU(DU ¤BU ¡ U ¤BUD)U¤jj

soit en utilisant 2)

jjAB ¡ BAjj = jjDU ¤BU ¡ U ¤BUD jj:
Si on pose BU = U ¤BU; on a en appliquant l’inégalité du 3;

jjAB ¡BAjj ·
p
2jjD jj jjBU jj

et il su¢t de remarquer jjBUjj = jjB jj et jjAjj = jjD jj (en appliquant 2)).
4) Par récurrence, chaque Bk est un produit de matrices unitaires donc inversible :

la suite est donc bien dé…nie.
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Maintenant on a

jjI ¡Bk+1jj = jjI ¡ABkA¡1B¡1k jj
= jjA¡1(ABk ¡BkA¡1)B¡1

k jj

= jjABk ¡ BkAjj ·
p
2jjAjj jjBkjj =

p
2jjBk jj

Mais on peut aussi écrire ABk ¡BkA = (I ¡A)(I ¡Bk )¡ (I ¡Bk )(I ¡A) de sorte
que l’on a également

jjI ¡ Bk+1jj = jj(I ¡ A)(I ¡Bk )¡ (I ¡Bk )(I ¡A)jj

·
p
2jjI ¡Ajj jjI ¡Bk jj; ;

ce qui est plus intéressant pour l’étude de la suite. En e¤et, comme
p
2jjI ¡Ajj <

1; on en déduit que la suite des jjI ¡ Bk+1jj décroît vers 0. Plus précisément si on
pose a =

p
2jjI ¡Ajj < 1 on a

jjI ¡Bk+1jj · ak+1jjI ¡ Bjj
et le théorème de d’Alembert implique que limk!1 jjI ¡Bk+1jj = 0 donc

limk!1Bk+1 = I:

Si A et B engendrent un sous-groupe …ni de Un(C); alors les Bk sont dans ce
sous-groupe …ni et ne peuvent donc prendre qu’un nombre …ni de valeurs donc la
suite des Bk stationne et vaut I au bout d’un nombre …xe d’itérations.
5) On a

A =

0
@
a1 0 0

n 0
0 an

1
A

BAB¡1 =

0
@
b1 0 0

n 0
0 bn

1
A ;

donc les faig et les fbjg sont simultanément les valeurs propres de A donc il existe
¾ une permutation de permettant de passer des faig aux fbjg; c’est à dire il existe
telle que bi = a¾(i): On pose P la matrice associée à cette permutation : tous ses
coe¢cients sont dans {0,1}. Plus précisément cette matrice est donnée par

P = [±i;¾(j)]1·i·n
1·j·n

;

où ±k;l = 0 si k 6= l et ±k;l = 1 si k = l: On a évidemment P 2 On(R) donc P est
dans Un(C): Il su¢t maintenant de véri…er que P ¡1AP = BAB¡1:
La matrice P ¡1AP =[ci;j ]1·i·n

1·j·n
est donnée par

ci;j =
nX

k;l=1

±k;¾(i)ak;l±k;¾(j) = a¾(i);¾(j)

donc

ci;j = 0 si i 6= j
ci;i = a¾(i) ;¾(i) = a¾(i) pour i = j.

D’où le résultat.
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6) On remarque simplement que

AC¡1 ¡ C¡1A = C¡1(CA¡ AC)C¡1 = 0;

car CA = AC ...
7) On écrit à nouveau

A(BA¡1B) = A(BAB¡1A¡1)A

= (BAB¡1A¡1)A2 car A et BAB¡1A¡1 commutent

= BAB¡1A:

Donc A etBA¡1B commutent et donc sont simultanément diagonalisables d’après
le théorème de Schurr rappelé dans l’énoncé.
8) Si jjI ¡M jj < 2 alors en posant M = (mi;j )i;j2f1;:::;ng

4 > jjI ¡M jj2

=

nX

i=1

j1¡ miij2 +
X

i 6=j

jmijj2

=
nX

i=1

j1¡ miij2 + 1 ¡ jmii j2 ;

la dernière égalité venant du fait que la matrice M est unitaire. Mais on a

j1 ¡mii j2 + 1¡ jmiij2 = 1 + jmii j2 ¡ 2 Re(mii) + 1¡ jmiij2

= 2(1 ¡ Re(mii)):

On en déduit

4 > 2

nX

i=1

(1 ¡ Re(mii)):

Mais comme
nX

i=1

Re(mii) ·
nX

i=1

jmiij;

on obtient en combinant les deux inégalités précédentes le résultat

nX

i=1

jmiij > n ¡ 2:

Maintenant comme M est unitaire, chaque jmii j · 1 donc forcément n ¡ 1 sont
non nuls (sinon on aurait

Pn
i=1 jmiij · n¡2 ce qui est impossible d’après l’inégalité

précédente).
9) On va essayer de montrer que A et B commutent. Pour cela, on a d’après 7)

l’existence de U unitaire telle que

AD = UAU
¡1 ;

BD = U (BAB
¡1)U¡1 ;

où AD et BD sont des matrices diagonales. On remarque par ailleurs que

BD = (UBU¡1)(UAU)(U¡1B¡1U )

= (UBU¡1)AD (U
¡1B¡1U )

= (UBU¡1)AD (UBU
¡1)¡1:
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Comme U et B sont unitaires, UBU¡1 est unitaire donc d’après le résultat obtenu
en 5), il existe P matrice de permutation telle que

BD = P¡1ADP = M
¡1ADM;

en posant M = UBU¡1:
Si on pose également BD = diag[bi]1·i·n ; on a , d’après la première égalité,

l’existence d’une permutation de f1; 2; :::; ng tel que AD = diag[b¾(i)]1·i·n: Par
ailleurs la dernière égalité implique que, pour tout i 2 f1; :::; ng;

miibi = b¾(i)mii:

Mais on a jjI ¡B jj = jjI ¡M jj < 2 par hypothèse et en utilisant les résultats de
8) on sait que au moins n¡1 éléments de la diagonales parmi les mi;i sont non nuls.
On en déduit que la permutation ¾ vaut l’identité sur au moins n¡ 1 composantes.
DONC sur toutes les composantes (sinon elle ne serait plus bijective). On en déduit
donc P = I = M et

BD = AD

, UAU¡1 = U (BAB¡1)U¡1

() A = BAB¡1

() AB = BA:

En conclusion A et B commutent et sont donc simultanément diagonalisables.

10) D’après 4) on peut construire une suite de la forme Bk qui converge et même
stationne en I: Eliminons d’abord le cas trivialB = I auquel casA et B commutent.
Il existe alors d’après 4) k 2 N tel que Bk 6= I et tel que Bk+1 = I
Supposons que k ¸ 1 alors on a d’après 4)

jjI ¡Bk¡1jj · ak¡1jjI ¡B jj · jjI ¡B jj <
1p
2
< 2

Donc si on pose C = ABk¡1AB
¡1
k¡1 on a

CA ¡AC = (ABk¡1AB¡1
k¡1)A ¡A(ABk¡1AB

¡1
k¡1)

= BkA¡ ABk = (I ¡ABkA¡1B¡1
k )BkA

= (I ¡Bk+1)BkA

= 0

par dé…nition de k .
On en déduit que A et C commutent mais d’après les résultats de 7) et 9) on en

déduit que [A;Bk¡1] = 0 ce qui implique Bk = I; ce qui est contraire à la dé…nition
de k.
On en déduit donc que forcément k = 1 ce qui signi…e B1 = I soit AB = BA:
11) Tout élément de Vn (C) s’écrit sous la forme d’un produit …ni de la forme

A1A2::::Ap

avec jjI¡Aj jj < 1p
2
; j = 1; :::p: Si on prend deux matrices quelconques intervenant

dans de telles décompositions, elles engendrent un sous-groupe …ni par hypothèse
donc d’après 10) elles commutent. On en déduit de manière itérative que toutes les
matrice intervenant dans la décomposition des éléments du groupe commutent et
donc que tout élément commute.
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