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PROBLEME N°1

|

1. Pour tout V' = (x,y), on définit N1(V) = |z| + |y|.

o Il est clair que pour tout V de R%, Ny(V) > 0.
e Soit V = (x,y). Si Ny (V) =0, alorsz =y =0 d’ou V = 0.
e Soit V= (z,y)et \€R Ona:

NiAV) = ]+ [dyl = M) + My = X[ (2] + [y]) = [AN(V).
e Soient V = (z,y) et V' = (2/,¢'). Alors :
NV +V) =z +2'| +ly+y'| < el + [+ |yl + '] = Ni(V) + N (V).

N; est donc une norme sur R?.

2. On vérifie de méme pour la fonction définie pour V' = (z,y) par N (V') = sup (z, y).

o YV € R2, Ny(V) > 0.
e Il est clair que si Noo(V) =0, alors V' = 0.
e Soit V= (z,y)et A€ R Ona:

Noo(AV) = sup (|Az], |Ay[) = |A|sup (|2, [y]) = [A[Noo(V).
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Figure 1: Sphére unité S;

e On rappelle la propriété sup(a + b, a’ +b') < sup(a, b) + sup(da’, b').
Soient V' = (z,y) et V' = (2',¢/) :

Noo(V+ V') = sup(|lz+2'],ly+¥])
< sup (2| + 2], ly| + |y'])
< sup (||, |y]) + sup (|2'], |¥']) = Noo(V)) + Noo(V').
3. sup (|2, |y|) < |=| + |yl et |z] + |y| < 2sup (|z], |y|). Donc :

Noo(V) < N1 (V) < 2Noo (V).

4. On prouve que A = 1 et B = 2 sont bien les nombres recherchés par des vecteurs
réalisant les inégalités.

e Pour V= (1,0) on a Ny (V) =1et Noo(V) =1.
e Pour V= (1,1), on a N1(V) =2 et Noo(V) = 1.
5. (1) Pour V = (z,y), on peut écrire :
V = (z,0) + (0,y) = z.(1,0) + y.(0,1).
L’inégalité triangulaire pour N permet d’écrire :

N(V) < [2[N(1,0) + [y[N(0, 1),



sFomesoutracon

ca soalra .

[REY

1
S

Figure 2: Sphére unité S,

Par conséquent :
N(V) <sup (|z/, [y|) (N(1,0) + N(0,1)) = BN (V),

avec = N(1,0) + N(0, 1).

N étant, on a, par définition, YV € R*, N(V) > 0 et N(V) = 0 si et seulement
si V'=0. Donc VV # 0, N(V) # 0. Comme 0 ¢ S, on en déduit :

VV € Sy, N(V)>0.

On admet qu’il existe au moins un vecteur 1, € S, tel que pour tout
V€ Swy, N(V) > N(Vp). D’aprés ce qui précede, N(Vy) > 0 donc en posant
v = N(Vy) on obtient le résultat escompteé.

Pour V' # 0, € Sw. Donc :

1< () <

v
Noo(V)

Par suite :
YV #£0, YNoo(V) <N (V) < BN&(V).

Pour V' = 0 cette inégalité est évidemment réalisée. Finalement :

VV, aN, (V)< N (V) <BNyo(V), avec a=r.



6. D’aprés la question précédente, 3 a, o/, 3, 5" # 0 tels que pour tout V' :

N (V) < N (V) < BNy(V)
{ O[INOQ(V) < N’ (V) < 5’Noo(v) Mesou Com

ca soalra

On vérifie alors facilement que :

SN) £ NW) < V),

. csy , a
ce qui est la propriété demandée avec a = — et b =

14
o

7. Pour V = (z,y), on définit H(V) = sup |z + ty|.
t€[0,1]

o YV e R, H(V) > 0.

e Si H(V) =0, alors Vt € [0,1], |z +ty| =0. Pour t =0 on en déduit z = 0.
Par suite pour ¢t = 1 on trouve y = 0. Donc V' =10

e Soit V = (z,y) et A € R. Pour tout ¢t € [0,1], on a |z + tAy| = |||z + ty|
donc H(AV) = |A|H (V).

e Soient V = (z,y) et V' = (2,3y'). L’inégalité triangulaire pour le module
permet d’écrire :

HV+V) = sup z+a' +ty+9) < sup (jo+ty| + o' + 1))
te[(]’l} tE[O,l}

En utilisant que le sup de la somme de deux fonctions est inférieur a la somme
du sup des deux mémes fonctions, on trouve :

H(V+V')< sup |z +ty|l+ sup o' +ty'| = H(V)+ H (V).
t€0,1] t€[0,1]

1
8. Soit H'(V) = / |z + ty|dt pour V = (z,y).
0

e Il est clair que pour tout V de R?, H'(V) > 0.

e Soit V tel que H'(V) = 0. La fonction ¢ — |z + ty| étant continue et positive
sur [0, 1], son intégrale est nulle si et seulement si c’est la fonction nulle. Pour
t =0, on en déduit x = 0. Par suite on tire y = 0 pour t = 1 et donc V = 0.

e Enfin, il est clair par linéarité de l'intégrale et du fait que le module est une
norme sur R que pour tout vecteur V et tout réel A\, H'(AV) = |A|H'(V) et
pour V et V' dans R?, H'(V + V') < H' (V) + H'(V').
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Figure 3: Sphére unité S



9. Il est clair que :
vV, H'(V)< H(V).
De plus, on se rend compte graphiquement que la sphére S’ contient la sphére centré

en 0 de rayon 3 pour la norme H. Donc :
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WV, SH(V) S H'(V).

Finalement :

vV, H' (V)< HV)<2H'(V).
H(1,0) = H'(1,0) = 1 donc le vecteur (1,0) réalise ’égalité de gauche.

1
H(0,1)=1et H'(0,1) = 3 donc le vecteur (0, 1) réalise 1’égalité de droite.

PROBLEME N02I

Premiére partie

1. On a pour tout k dans N* :

1 1
vVt € [k, k+ 1], —Sgﬁ

1
k+1 kE

Comme l'intégration sur une intervalle croissant conserve le sens des inégalités, en
intégrant sur [k, k + 1], on trouve :

1 /k“dt 1
— < — < =
E+1— ), t —k

2. En sommant l'inégalité de droite sur k£ variant de 1 a n, on obtient :

a1
/ — < —-.
Lt Tk

En calculant alors I'intégrale de gauche, on trouve :

"1
In(n+1) SZE.
k=1

ol



En sommant maintenant I’'inégalité de gauche sur k£ variant de 1 & n—1, on trouve :

z":1</”@ sFomesoutracon
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Le calcul de I'intégrale permet alors d’écrire :

Xn:l <Inn.
k:Zk

En rajoutant 1 aux deux membres de I'inéquation ci-dessus, on tire donc :

” 1<1-|-lnn
E 7 S )
k=1

Finalement, on a bien I'inégalité demandée :

In(n+1) <
k=1

<1+ Inn.

| =

3. Comme lirll In (n 4 1) = +o00, on déduit de 'inégalité précédente que :
n—-+0o0

n
. 1
Jim Zk_l 5= T

Toujours a 'aide de la méme inégalité, on trouve :

1+1Inn

11
0< — —<
_n:1k_ n

1+1
Or lim thmn 0, donc :
n—-4o00o n

Deuxiéme partie
1. (a) L’inégalité triangulaire pour le module permet d’écrire :

1 n 1 n 1 P n
ﬁZak SEZ|ak|:E<Z|ak|+ Z |ak|>
k=1 k=1 k=1

k=p+1




Comme a,, — 0, on peut affirmer que pour tout £ > 0, il existe un entier p tel
que pour tout n > p, |a,| < 3" Cette propriété injecté dans I'inégalité ci-dessus

donne :

qui est le résultat demandé.

(b) p étant fixé, on a : ) £ Fomesoutracon
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lim — Z lag| = 0.
n—-+4oo N,
k=1

On en déduit 'existence de N > p tel que :
1 < €
VYn >N, — < -

En remplacant cette inégalité dans celle de la question précédente, on trouve
que pour tout n > N :

1 n
O
n

k=1
Enfin, € a été fixé arbitrairement. On a donc montré le résultat demandé :

n
1
5 2 a
n
k=1

<6+6—6
2 2

lim =0.

n—-+00

2. En posant a,, = b, — b et en utilisant la question précédente, on obtient :

=0,

ce qui prouve que :

3. La suite pu,, = (—1)" est divergente car (par exemple) |u,+1 — f1,| = 2 qui ne tend
pas vers 0.
n
Z i vaut -1 si n est impair et 0 si n est pair. Dans tous les cas, on a donc :
k=1

1
<=
n

1 n
ﬁ;ﬂk




4.

Il est clair alors que :
n

%Zﬂk
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n——+00

La suite (uy) est donc convergente en moyenne.

On a montré qu’une suite qui converge est convergente en moyenne mais que la
réciproque est fausse!

(a) On a vu que la convergence entraine la convergence en moyenne. Puisque
n

1
dp — ¢, on a également — Z 0p — C.
n

k=1
n
.1 Cn+1 — C1 Cnt1 — C1
Mais — E 0y = — don¢c ——— — ¢.
n e~ n n
P Cn+1 C1 P N
On en déduit alors que —=~ — ¢, car — — 0. Cela équivaut naturellement a
. n—+1 n
= e
n

(b) u; = g et U,y = sinu,.

i. Par une récurrence immédiate, on montre que pour tout n >, u, € [0, 1].
Or, il est connu que :

Vr € [0,1], 0<sinz < z.

On a donc :
Vn>1, 0<upyr < up.

La suite (u,) est donc décroissante et minorée par 0, elle converge donc
vers [ € [0, 1].
Comme la fonction sinus est continue et que 0 est la seule solution a
I’équation sinx = z, on en conclut que [ = 0.

ii. u, tend vers 0 quand n — 4o00. On peut donc utiliser les développements
limités au voisinage de 0. Soit r < 0.

r
n

3 r
= (un — % + 0(ui)> —ul

= ul <(1—%%+0(ui)>r—1>

2

= <1 —r% +o(u?) — 1)

ul o —ul = (sinu,) —u



Pour r = —2, on trouve donc : sFomesoutra.co
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1 1 1
 —— — 0.

2
Up, Uy 3

1 1
iii. En posant ¢, = —, on déduit de la question 4.(a) que ¢, — 3 Par suite
un

3 3
u? ~ — et comme u, > 0, finalement u,, ~ \/j
n n





