
ñhvsj ufznvufsj y��ñxnj�xj ij yzfznyznw�j
jz iLñhvuvtnj f��snw�ñj

fgniofu

f�xns WUUX

hvuhv�xy iLñsî�j nulñunj�x ijy zxf�f�� yzfznyznw�jy

�vnj g v¨�0©ª t{�¤�«{�0�)¡�

hvxxnlñ ij sf �xjtnîxj ñ�xj��j ij tfzmñtfznw�jy

�xvgsîtj u0V

VS M{N vª §¡ «©ª��¡ ¨{� ��})��¡ª}¡S u0 > 0S y)¨¨©�©ª� �)¡ ¨©)� )ª ¡ª�0¡� n ¨©�0�0¢Q
©ª { un > 0S vª { {§©�� ln (1 + un) > 0Q �©0� un+1 > 0S

M|N y©0� g(x) = x − ln (1 + x)S g ¡�� ~��0({|§¡ �)� R+ ¡� ©ª { _

∀x ≥ 0, g′(x) = 1 − 1

1 + x
=

x

1 + x
≥ 0.

g ¡�� ~©ª} }�©0��{ª�¡ �)� R+ ¡� g(0) = 0S g ¡�� ~©ª} ¨©�0�0(¡ �)� R+S

M}N g ��{ª� ¨©�0�0(¡Q ©ª ¡ª ~�~)0� �)¡ ¨©)� �©)� ¡ª�0¡� nQ ©ª { _

un − un+1 = un − ln (1 + un) ≥ 0.

(un)n∈N ��{ª� {§©�� )ª¡ �)0�¡ ~�}�©0��{ª�¡S h©««¡Q ~L{¨��� VSM{NQ ¡§§¡ ¡�� «0R
ª©��¡ ¨{� UQ ¡§§¡ }©ª(¡�£¡ (¡�� l �¡§ �)¡ g(l) = 0S v� U ¡�� §¡ �¡)§ ¨©0ª� �)0
(��0<¡ }¡§{Q ©ª { ~©ª} lim

n→+∞
un = 0S

WS M{N vª �{0� �)¡ lim
x→0

ln (1 + x)

x
= 1S i©ª} lim

n→+∞

ln (1 + un)

un

= 1Q }¡ �)0 ¡�� §¡

���)§�{� ~¡«{ª~�S

M|N iL{¨��� §¡ }�0���¡ ~¡ ~Lf§¡«|¡��Q §¡ �{©ª ~¡ }©ª(¡�£¡ª}¡ ~¡ §{ ���0¡ ¡ª�0��¡
+∞∑

n=0

un xn ¡�� VS

M}N (un)n∈N ¡�� )ª¡ �)0�¡ �)0 ~�}�©�� (¡�� UQ ~©ª} ~L{¨��� §¡ �¤�©��«¡ ~¡� ���0¡�

{§�¡�ª�¡�Q
+∞∑

n=0

(−1)nun }©ª(¡�£¡S

V



XS M{N h©««¡ (un)n∈N ¡�� )ª¡ �)0�¡ � �¡�«¡� ¨©�0�0¢�Q 0§ ¡�� }§{0� �)¡ (vn)n∈N §L¡��
{)��0S

M|N vª { ln (1 + x) = x − x2

2
+ o(x2)Q �){ª~ x �¡ª~ (¡�� US i©ª} _

vn =
un

ln (1 + un)
=

un

un − u2
n

2
+ o(u2

n)

=
1

1 − un

2
+ o(un)

= 1 +
un

2
+ o(un),

�)0 ¡�� §¡ ���)§�{� ~¡«{ª~�S

M}N iL{¨��� }¡ �)0 ¨��}�~¡ _

ln vn = ln
(
1 +

un

2
+ o(un)

)
=

un

2
+ o(un).

h¡� ~¡)¬ �)0�¡� ��{ª� � �¡�«¡� ¨©�0�0¢�Q ©ª ¡ª ~�~)0� �)¡
∑

ln vn ¡�
∑ un

2
�©ª� ~¡ «�«¡ ª{�)�¡S h©««¡ 0§ ¡�� }§{0� �)¡

∑ un

2
¡�

∑
un �©ª� ~¡ «�«¡

ª{�)�¡Q ©ª ©|�0¡ª� §¡ ���)§�{�S

M~N vª { |0¡ª _

n−1∑

k=0

ln vk = ln (v0v1 · · · vn−1) = ln

(
u0u1 · · ·un−1

u1u2 · · ·un

)
= ln

(
u0

un

)
.

M¡N h©««¡ un �¡ª~ (¡�� U �){ª~ n �¡ª~ (¡�� §L0ª<ª0Q ©ª { lim
n→+∞

u0

un

= +∞S vª

~�~)0� ~©ª} ~¡ XSM~N �)¡
∑

ln vn ~0(¡�£¡S i©ª}
∑

un ~0(¡�£¡ ¨)0��)¡ }¡�

~¡)¬ ���0¡� �©ª� ~¡ «�«¡ ª{�)�¡S

�xvgsîtj u0W

VS M{N h©««¡ lim
x→+∞

f(x)

x
= 0Q ©ª { ~©ª} _

∀ε > 0, ∃Aε > 0, ∀x > Aε, −ε <
f(x)

x
< ε.

	©)� ε = a ©ª { ¡ª ¨{��0})§0¡� _

∃Aa > 0, ∀x > Aa,
f(x)

x
< a.

h©««¡ x ¡�� ¨©�0�0¢Q ©ª { |0¡ª _

∃Aa > 0, ∀x > Aa, f(x) < ax.

W



M|N y©0� b > aS vª ¨¡)� �}�0�¡ _

f(x) − bx = f(x) − ax + (a − b)x.

iL{¨��� M{NQ ¨©)� x > AaQ f(x) − ax ¡�� ª�£{�0¢Q ~L©� _

∀x > Aa, f(x) − bx < (a − b)x.

h©««¡ lim
x→+∞

(a − b)x = −∞Q ©ª { |0¡ª

lim
x→+∞

(f(x) − bx) = −∞.

M}N y©0� ε > 0 �)¡§}©ª�)¡S jª ¨�¡ª{ª� a =
ε

2
¡� b = εQ ©ª { |0¡ª b > a > 0Q §¡

���)§�{� ¡�� {§©�� ~©ªª� ¨{� }¡ �)0 ¨��}�~¡S

WS M{N y©0� f(x) = 1 ¨©)� �©)� x ≥ 0S f ¡�� {§©�� ¨©�0�0(¡ �)� ]0, +∞[ ¡� (��0<¡ |0¡ªQ
¨©)� �©)� ε > 0 _

lim
x→+∞

(f(x) − εx) = −∞.

M|N y©0� ε > 0S h©««¡ lim
x→+∞

(f(x) − εx) = −∞Q ¡ª ¨{��0})§0¡� f(x) − εx ¡��

ª�£{�0¢ ¨©)� x {��¡® £�{ª~Q �©0� _

∃Aε > 0, ∀x > Aε, f(x) − εx < 0.

jª<ªQ }©««¡ f ¡�� ¨©�0�0(¡Q ©ª { |0¡ª §¡ ���)§�{� ~¡«{ª~�S

M}N iL{¨��� WSM|NQ ©ª { _

∀ε > 0, ∃Aε > 0, ∀x > Aε, 0 ≤ f(x) < εx.

x ��{ª� ¨©�0�0¢Q ©ª }©ª�¡�(¡ §¡ �¡ª� ~¡ §L0ª�£{§0�� ¡ª ~0(0�{ª� ¨{� x ¡� ©ª ©|�0¡ª� _

∀ε > 0, ∃Aε > 0, ∀x > Aε, 0 ≤ f(x)

x
< ε,

�)0 �0£ª0<¡ ¡¬{}�¡«¡ª� �)¡ lim
x→+∞

f(x)

x
= 0S

XS M{N ln x ¡�� |0¡ª )ª¡ ¢©ª}�0©ª }�©0��{ª�¡ (��0<{ª� §{ ¨�©¨�0��� ~¡«{ª~�¡S

M|N jª �¡¢{0�{ª� §¡ «�«¡ �{0�©ªª¡«¡ª� �)L{) WSM|NQ ©ª ��©)(¡ _

∀ε > 0, ∃Aε > 0, ∀x > Aε, f(x) < εx.

h©««¡ f ¡�� }�©0��{ª�¡Q ©ª { ¨©)� �©)� x ¨©�0�0¢Q f(0) ≤ f(x)S vª { {§©�� §¡
���)§�{� ~¡«{ª~� _

∀ε > 0, ∃Aε > 0, ∀x > Aε, f(0) ≤ f(x) < εx.

X



M}N jª ~0(0�{ª� ¨{� xQ ©ª ��©)(¡ _

∀ε > 0, ∃Aε > 0, ∀x > Aε,
f(0)

x
≤ f(x)

x
< ε.

n§ ¡�� }§{0� �)¡ lim
x→+∞

f(0)

x
= 0S vª ~�~)0� ~©ª} {0��«¡ª� ~¡ }¡ �)0 ¨��}�~¡ �)¡

lim
x→+∞

f(x)

x
= 0S

YS f(x) = −xS

M{N n§ ¡�� }§{0� �)¡ ¨©)� �©)� ε > 0Q lim
x→+∞

(−x − εx) = −∞S

M|N vª { lim
x→+∞

−x

x
= −1 �= 0S

M}N vª ¡ª }©ª}§)� �)¡ �0 f ªL¡�� ª0 ¨©�0�0(¡ ª0 }�©0��{ª�¡Q §¡ ¢{0� �)¡ ¨©)� �©)� ε > 0Q

lim
x→+∞

(f(x) − εx) = −∞ ªL¡ª��{�ª¡ ¨{� ª�}¡��{0�¡«¡ª� �)¡ lim
x→+∞

f(x)

x
= 0S

h¡��¡ ~¡�ª0��¡ ¨�©¨�0��� ¡�� ~©ª} ¨§)� ¢©��¡ ¨)0��)¡ §L0«¨§0}{�0©ª ��}0¨�©�)¡
¡�� �©)¥©)�� (�{0¡S

�xvgsîtj u0X

vª ~�<ª0� §©���)¡ }L¡�� ¨©��0|§¡ _

f(x) =

∫ x

0

cos u

1 + cos u
du ¡� g(x) =

∫ x

0

sin2 u

(1 + cos u)2 du.

VS M{N y©0� u = π − yS vª { _

cos u = cos (π − y) = − cos y = −1 +
y2

2
+ o(y2).

i©ª}
cos u

1 + cos u
∼ 2

y2
�){ª~ y = π−u �¡ª~ (¡�� US v� §L0ª��£�{§¡ ~¡

2

y2
~0(¡�£¡

¡ª UQ ~©ª} f ªL¡�� ¨{� ~�<ª0¡ ¡ª πS vª ¨�©}�~¡ ~¡ §{ «�«¡ «{ª0��¡ ¨©)� gS

M|N s¡� 0ª��£�{ª�¡� ��{ª� ¨{0�¡�Q ©ª (��0<¡ {0��«¡ª� �)¡ f ¡� g �©ª� 0«¨{0�¡�S

M}N n§ ¡�� }§{0� �)¡ f ¡� g ª¡ �©ª� ¨{� ~�<ª0¡� ¨©)� x ≥ πQ ¨)0��)¡ §L©ª ª¡ ¨¡)�
¨{� ~�<ª0� )ª¡ 0ª��£�{§¡ �)� )ª 0ª�¡�({§§¡ }©ª�¡ª{ª� )ª ¨©0ª� ©	 ¡§§¡ ~0(¡�£¡S
jª �©)� ¨©0ª� ~¡ ]0, π[ §¡� 0ª��£�{§¡� �©ª� ~�<ª0¡� ¨)0��)¡ §¡� 0ª��£�{ª�¡� �©ª�
}©ª�0ª)¡�S jª<ªQ ¨{� ¨{�0��Q ©ª ¡ª ~�~)0� �)¡ §¡ ~©«{0ª¡ ~¡ ~�<ª0�0©ª ~¡ f ¡�
g ¡�� ] − π, π[S

Y



M~N vª �{0� }§{��0�)¡«¡ª� �)¡ f ¡� g �©ª� ~��0({|§¡� �)� ] − π, π[ ¡� ©ª { _

f ′(x) =
cos x

1 + cos x
¡� g′(x) =

sin2 x

(1 + cos x)2 .

h¡� ¢©ª}�0©ª� ��{ª� ~¡� }©«¨©��¡� ~¡ ¢©ª}�0©ª� 0ª~�<ª0«¡ª� ~��0({|§¡� �)� ]−
π, π[ M¢�{}�0©ª� �{�0©ªª¡§§¡� ¡� sin ¡� cosNQ ¡§§¡� �©ª� ~©ª} 0ª~�<ª0«¡ª� ~��0({|§¡�
�)� ] − π, π[S

WS M{N vª ¨{�� ~¡ f S vª 0ª��£�¡ ¨{� ¨{��0¡� ¡ª ~��0({ª� §¡ �¡�«¡
1

1 + cos u
¡� ¡ª

0ª��£�{ª� cos uS vª ��©)(¡ {§©�� _

f(x) = −g(x) +
sin x

1 + cos x
.

M|N vª {Q ¨©)� �©)� u ~{ª� ]−π, π[Q sin2 u = 1−cos2 u = (1−cos u)(1+cos u)S i©ª} _

∀u ∈] − π, π[,
sin2 u

(1 + cos u)2 =
1 − cos u

1 + cos u
,

~L©� §¡ ���)§�{�S

M}N s{ �)¡��0©ª WSM{N ~©ªª¡ §{ ¨�¡«0��¡ §0£ª¡ ~) ����«¡S vª { _

1 − cos u

1 + cos u
= 1 − 2

cos u

1 + cos u
.

s{ �)¡��0©ª WSM|N ~©ªª¡ ~©ª} _

∀x ∈] − π, π[, g(x) =

∫ x

0

du − 2f(x) = x − 2f(x),

�)0 ¡�� |0¡ª §{ ~¡)¬0�«¡ §0£ª¡ ~) ����«¡S

M~N jª �©)���{{ª� §{ ¨�¡«0��¡ §0£ª¡ � §{ ~¡)¬0�«¡Q ©ª ��©)(¡ _

∀x ∈] − π, π[, f(x) = x − sin x

1 + cos x
.

jª �¡«¨§{	{ª� }¡��¡ ({§¡)� ~{ª� )ª¡ ~¡� ~¡)¬ §0£ª¡�Q ©ª ©|�0¡ª� _

∀x ∈] − π, π[, g(x) =
2 sin x

1 + cos x
− x.

vª �¡«{��)¡�{ �)¡ §¡� ¢©ª}�0©ª� f ¡� g ª¡ �©ª� ~�<ª0¡� �)¡ �)� §L0ª�¡�({§§¡

] − π, π[ {§©�� �)¡Q ¨{� ¡¬¡«¨§¡ x − sin x

1 + cos x
¡�� ~�<ª0¡ ¨©)� �©)� x ª©ª

}©ª£�) � π «©~)§© 2πS
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