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Corrigé de la 1ère Composition de Mathématiques

1 Premier problème :

1. La fonction F est bien définie pour tout x ∈ R, car F est clairement définie en 0 puisque
c’est la somme d’une série entière et pour tout x non nul,

lim
n→+∞

|un+1(x)|
|un(x)| = lim

n→+∞

x2

(n + 1)2
= 0

donc la série converge par la règle de d’Alembert.

F est paire et de classe C∞ sur R. Pour tout x ∈ R,

F ′(x) =

+∞
∑

n=1

2nx2n−1

(n!)2
, F ′′(x) =

+∞
∑

n=1

2n(2n − 1)x2n−2

(n!)2
.

Pour tout x ≥ 0, F ′(x) > 0 donc F est croissante sur [0,+∞[ et décroissante sur
] −∞, 0].
Pour tout x ∈ R, F ′′(x) > 0 donc F est convexe.

2. (a) On a
vn+1

vn
=

4(n + 1)2

(2n + 2)(2n + 1)
=

2n + 2

2n + 1
> 1. Donc la suite (vn) est croissante et

vn ≥ v0 = 1 , d’où
1

(n!)2
≤ 4n

(2n)!
.

Par la définition de F en déduit de cette inégalité, que pour x ≥ 0 :

F (x) ≤
+∞
∑

n=0

4nx2n

(2n)!
= ch(2x).

(b) Considérons maintenant la suite (wn)n∈N et appliquons le même raisonnement que

la question précédente. On a
wn+1

wn
=

4(n + 1)2

(2n + 3)(2n + 2)
=

2n + 2

2n + 3
< 1. Donc la

suite (wn) est décroissante et wn ≤ w0 = 1 , d’où
1

(n!)2
≥ 4n

(2n + 1)!
.

On obtient, pour x > 0 :

F (x) ≥
+∞
∑

n=0

4nx2n

(2n + 1)!
=

sh(2x)

2x
.
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(c) On a G(x) =

√

ch(2x) sh(2x)
2x

=

√

sh(4x)
4x

et on écrit

G(x) =

√

e4x − e−4x

8x
=

e2x

2
√

2x

√

1 − e−8x,

d’où G(x) ∼ Φ(x)

2
√

2
au voisinage de +∞.

3. (a) Pour tout k ∈ N, t �→ tke−xt est continue sur [0,+∞[ et de la forme O
(

1
t2

)

qd t → +∞ donc est intégrable sur [0,+∞[. Pour A > 0 et k ∈ N, posons

Ik(A) =
∫ A

0 tke−xtdt.

Pour k = 0, I0 = lim
A �→+∞

I0(A) = lim
A �→+∞

[

e−xt

−x

]A

0

=
1

x
car x > 0. Pour k > 0, on

obtient en intégrant par parties, Ik(A) =

[

tk
e−xt

−x

]A

0

+
k

x
Ik−1(A). On en déduit en

faisant tendre A vers +∞ que Ik = k
x
Ik−1. Une récurrence simple donne

Ik =
k!

xk+1
.

(b) Montrons d’abord que l’intégrale existe. La fonction F est continue sur R, car c’est
la somme d’une série entière de rayon de convergence infini, donc t �→ F (t)e−xt est
continue sur [0,+∞[. D’après la question 2, ∀t ≥ 0 , 0 ≤ F (t)e−xt ≤ ch(2t)e−xt et
lorsque t → +∞, ch(2t)e−xt ∼ 1

2e(2−x)t.

Si x > 2 , t �→ 1
2e(2−x)t est intégrable sur [0,+∞[ , donc t �→ ch(2t)e−xt aussi,

d’après le théorème des équivalents, enfint �→ F (t)e−xt est aussi intégrable d’après
le théorème de comparaison.

Pour tout x > 2 , L(F )(x) =
∫ +∞
0

(

∑+∞
n=0

t2n

(n!)2

)

e−xtdt . Posons Xn(t) =

t2n

(n!)2 e−xt.

La série de fonctions
∑

Xn(t) converge sur [0,+∞[ et sa somme F (t)e−xt est
continue sur [0,+∞[.

Il est clair que pour tout n, Xn est continue sur [0,+∞[ et intégrable sur [0,+∞[.
Pour tout n, posons Jn =

∫ +∞
0 |Xn(t)| dt et montrons que la série de terme général

Jn est convergente. On a Jn =
∫ +∞
0 Xn(t)dt = 1

(n!)2 I2n = (2n)!
(n!)2x2n+1 . Utilisons le

critère de d’Alembert : on a Jn+1

Jn
= (2n+2)(2n+1)

(n+1)2x2 qui tend vers 4
x2 quand n tend

vers +∞, or x > 2 implique 4
x2 < 1, donc

∑
∫ +∞
0 |Xn| (t)dt converge.

On peut utiliser le théorème d’intégration terme à terme. Donc

L(F )(x) =

+∞
∑

n=0

∫ +∞

0
Xn(t)dt

et en conclusion

L(F )(x) =
+∞
∑

n=0

(2n)!

(n!)2x2n+1
, pour tout x > 2 .
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(c) Pour t > 0 posons gn = gn(t) = (2n)!
(n!)2 t2n. On a gn+1

gn
= 2(2n+1)t2

(n+1) qui tend vers 4t2

lorsque n tend vers ∞. La règle de d’Alembert entraine que la série
∑

gn converge
pour 4t2 < 1 et diverge pour 4t2 > 1; son rayon de convergence R est donc égal à
1/2.

Pour |u| < 1 on a

1√
1 + u

=

+∞
∑

n=0

(−1/2)(−3/2)...(−1/2 − n + 1)

n!
un

=

+∞
∑

n=0

(−1)n1 × 3 × ... × (2n − 1)

2nn!
un

=

+∞
∑

n=0

(−1)n(2n)!

(2nn!)2
un .

En posant u = −4t2 pour |t| < 1/4 on a bien |u| < 1 et on obtient g(t) = 1√
1−4t2

pour |t| < 1
4 .

(d) Pour tout x > 2,

L(F )(x) =
1

x

+∞
∑

n=0

(2n)!

(n!)2

(

1

x

)2n

=
1

x
g(

1

x
) ,

d’où

L(F )(x) =
1√

x2 − 4
.

(e) t �→ Φ(t)e−xt = 1√
t
e(2−x)t est continue sur ]0,+∞[ , équivalent à 1√

t
au voisinage

de 0 donc intégrable sur ]0, 1] . Au voisinage de +∞ : si 2−x < 0 alors Φ(t)e−xt =
O

(

1
t2

)

donc intégrable sur [1,+∞[ ; si 2 − x ≥ 0 alors Φ(t)e−xt ≥ 1√
t

donc n’est

pas intégrable sur [1,+∞[.
Donc L(Φ) est définie sur ]2,+∞[.

On fait le changement de variable u =
√

t(x − 2) et on obtient

L(Φ)(x) =
2√

x − 2

∫ +∞

0
e−u2

du =

√
π√

x − 2
.

Deuxième probléme

2 Partie I :

1. Comme ϕ est décroissante, pour tout n ∈ N
∗, hϕ(nh) ≤

∫ nh

(n−1)h ϕ(t)dt. Posons un =

hϕ(nh) et vn =
∫ nh

(n−1)h ϕ(t)dt.
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(a) Pour tout n ∈ N
∗,

∑n
i=1 ui ≤

∑n
i=1 vi =

∫ nh

0 ϕ(t)dt. Comme limn→+∞
∫ nh

0 ϕ(t)dt =
∫ +∞
0 ϕ(t)dt < ∞, on déduit la convergence de la série

∑

un par domination, car
un ≥ 0 pour tout n,.

(b) Pour tout n ∈ N
∗, posons Un =

∑n
i=1 ui, Vn =

∑n
i=1 vi. Par la décroissance de ϕ,

on a vi+1 ≤ ui ≤ vi et, en sommant ces inégalités, on a

Vn+1 − v1 ≤ Un ≤ Vn

ce qui donne par passage à la limite, quand n → +∞:

∫ +∞

0
ϕ(t)dt −

∫ h

0
ϕ(t)dt ≤

+∞
∑

i=1

hϕ(ih) ≤
∫ +∞

0
ϕ(t)dt.

Vu que limh→0

∫ h

0 ϕ(t)dt = 0, on a

+∞
∑

n=1

hϕ(nh) =

∫ +∞

0
ϕ(t)dt.

2. (a) Par la décroissance de ϕ, pour tout k ∈ N
∗, ck ≥ 0, donc

0 ≤ C =

∫ 1

0
ϕ(t)dt + lim

n→+∞

{

n
∑

k=2

(

∫ k

k−1
ϕ(t)dt − ϕ(k − 1)

)

− ϕ(n)
}

≤
∫ 1

0
ϕ(t)dt − lim

n→+∞
ϕ(n) .

De plus, la suite réelle (ϕ(n))n∈N∗ est décroissante et minorée donc elle est conver-
gente. D’où l’existence de C.

(b) Considérons tout d’abord le cas x < 1: on a

ψ(x) = −
∫ x

0
ϕ(t)dt +

+∞
∑

k=1

[
∫ k

k−1
ϕ(t)dt − ϕ(k)

]

et donc, grâce à la question précédente, ψ(x) ≤ −
∫ x

0 ϕ(t)dt +
∫ 1
0 ϕ(t)dt. Comme

ϕ(x) > 0 on a

ψ(x) ≤
∫ 1

x

ϕ(t)dt ≤ (1 − x)ϕ(x) ≤ ϕ(x) .

Il nous faut maintenant l’inégalité ψ(x)
ϕ(x) ≥ −1.

ψ(x) = −
∫ x

0
ϕ(t)dt +

∫ 1

0
ϕ(t)dt − ϕ(1) +

+∞
∑

k=2

[
∫ k

k−1
ϕ(t)dt − ϕ(k)

]

≥
∫ 1

x

ϕ(t)dt − ϕ(1) ≥ −ϕ(1)

≥ −ϕ(x) ,
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car ϕ est décroissante. Pour traiter le cas x ≥ 1, on écrit, après transformation,

ψ(x) = −
∫ x

E(x)
ϕ(t)dt +

+∞
∑

k=E(x)+1

[
∫ k

k−1
ϕ(t)dt − ϕ(k)

]

puis on applique des inégalités semblables a celles du cas précédent :

ψ(x) ≤ −
∫ x

E(x)
ϕ(t)dt +

∫ E(x)+1

E(x)
ϕ(t)dt

=

∫ E(x)+1

x

ϕ(t)dt

≤ ϕ(x)
(

E(x) + 1 − x
)

≤ ϕ(x)

et

ψ(x) = −
∫ x

E(x)
ϕ(t)dt +

∫ E(x)+1

E(x)
ϕ(t)dt − ϕ(E(x) + 1)

+

+∞
∑

k=E(x)+2

[
∫ k

k−1
ϕ(t)dt − ϕ(k)

]

≥
∫ E(x)+1

x

ϕ(t)dt − ϕ(E(x) + 1) ≥ −ϕ(E(x) + 1)

≥ −ϕ(x) car ϕ est décroissante .

3. Par le critère de d’Alembert, le rayon de convergence vaut 1.

Comme
1√
n
≥ 1

n
, on a pour 0 < x < 1,

f(x) ≥
+∞
∑

n=1

xn

n
= − ln(1 − x)

donc lim x→1

x<1

f(x) = +∞.

4. On pose h = − ln x et on considère la fonction ϕ(t) =
e−t

√
t
, on a

f(x) =
+∞
∑

n=1

1√
n

e−nh =
1√
h

+∞
∑

n=1

hϕ(nh).

On utilise le I1◦ appliqué à la fonction ϕ qui est continue sur ]0,+∞[, décroissante,
positive et vérifie

∫ ∞
0 ϕ(t)dt < ∞. On a alors

f(x) =
1√
h

+∞
∑

n=1

hϕ(nh) ∼ I√
h

où I =
∫ +∞
0

1√
t
e−tdt = 2

∫ +∞
0 e−u2

du =
√

π (intégrale de Gauss).
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En conclusion, comme h = − ln x ∼ 1 − x en 1, on a bien

f(x) ∼
√

π√
1 − x

.

5. Pour y ≥ 1, on a s(y) =
∑E(y)

n=1

1√
n

= AE(y), donc pour tout n ∈ N
∗,

h

∫ n+1

n

s(y)e−hydy = An(e−nh − e−(n+1)h)

.

D’où pour n ∈ N
∗

h

∫ n

0
s(y)e−hydy = h

∫ n

1
s(y)e−hydy

=

n−1
∑

k=1

Ak(e
−kh − e−(k+1)h)

=

n−1
∑

k=1

Ake
−kh −

n
∑

k=2

Ak−1e
−kh

= −Ane−nh + A1e
−h +

n
∑

k=2

[Ak − Ak−1]e
−kh

= −Ane−nh +

n
∑

k=1

1√
k

e−kh.

Comme Ane−nh a une limite nulle en +∞ (car An ≤ n), limn→+∞
∫ n

0 s(y)e−hydy existe.
On peut donc prendre la limite dans l’égalité du dessus, on en déduit que f(x) =
h

∫ +∞
0 s(y)e−hydy.

6. (a) On considère la fonction ϕ(t) =
1√
t
. Avec les notations du I.2. on a ψ(x) =

s(x) − 2
√

x + C, où C = lim
n→∞

(

2
√

n −
n

∑

k=1

1√
k

)

et par la question 1.2.(b),

|ψ(x)| = |s(x) − 2
√

x + C| ≤ 1√
x

donc
∣

∣

∣

∣

∫ +∞

0
hψ(t)e−htdt

∣

∣

∣

∣

≤
∫ +∞

0

h√
t
e−htdt =

√
h

∫ +∞

0

e−u

√
u

du =
√

π
√

h

et d’après le résultat de la question précédente,

f(e−h) = h

∫ +∞

0
ψ(t)e−htdt + 2h

∫ +∞

0

√
te−htdt − Ch

∫ +∞

0
e−htdt

= h

∫ +∞

0
ψ(t)e−htdt +

√
π

h
− C ,
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car 2h
∫ +∞
0

√
te−htdt =

√
π

h
et h

∫ +∞
0 e−htdt = 1. Il vient ainsi:

∣

∣

∣

∣

f(e−h) −
√

π

h
+ C

∣

∣

∣

∣

≤
√

πh.

Or, par un calcul simple, on prouve que

lim
x→1

1√
h
− 1√

1 − x
= lim

x→1

1
√

− ln(x)
− 1√

1 − x
= 0

et donc

lim
x→1

f(x) −
√

π√
1 − x

= −C

où

C = lim
n→+∞

∫ n

0

dt√
t
−

n
∑

k=1

1√
k

= lim
n→+∞

2
√

n −
n

∑

k=1

1√
k

.

(b) f(−1) =
∑+∞

n=1

(−1)n√
n

est bien définie comme somme d’une série alternée. On pose

alors:

B2n =

2n
∑

k=1

(−1)k√
k

, An =

n
∑

k=1

1√
k
.

On sépare dans chacune de ces deux sommes les termes pairs et impairs, ce qui
s’écrit:

B2n = −
(

1√
1

+ · · · + 1√
2n − 1

)

+

(

1√
2

+ · · · + 1√
2n

)

A2n =

(

1√
1

+ · · · + 1√
2n − 1

)

+

(

1√
2

+ · · · + 1√
2n

)

et donc

B2n + A2n = 2

(

1√
2

+ · · · + 1√
2n

)

=
√

2An.

Pour n ∈ N
∗, posons xn = An − 2

√
n + C. On a An = 2

√
n − C + xn et A2n =

2
√

2n − C + x2n on en déduit que

B2n =
√

2An − A2n = (1 −
√

2)C + (
√

2xn − x2n),

en faisant tendre n vers l’infini, on obtient f(−1) = (1 −
√

2)C soit encore −C =
(
√

2 + 1)f(−1).
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