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Soit I un intervalle de R non vide et non réduit à un point. On note C0(I, R) l’ensemble
des fonctions définies et continues sur I à valeurs dans R et L(I, R) le sous-ensemble de
C0(I, R) formé des fonctions lipschitziennes, c’est-à-dire des fonctions ϕ pour lesquelles il
existe une constante C > 0 telle que

∀(x , y) ∈ R2, |ϕ(x) − ϕ(y)| � C|x − y| .

————— I —————

Dans cette partie nous allons étudier quelques propriétés des fonctions lipschitziennes.

1. Montrer que L(I, R) est un sous-espace vectoriel réel de C0(I, R).

Si f ∈ L(I, R), justifier l’existence du réel Kf défini par

Kf = sup
{∣∣∣f(x) − f(y)

x − y

∣∣∣ | (x, y) ∈ I2 , x �= y
}

.

Ce réel sera appelé la constante de Lipschitz de f .

2. Soient f et g deux fonctions bornées de L(I, R). Montrer que leur produit fg est
aussi une fonction de L(I, R). En est-il de même si f et g ne sont pas toutes les
deux bornées ?

3. On suppose dans cette question que I est un intervalle compact de R. Montrer
que si f et g sont des éléments de L(I, R), le produit fg est aussi une fonction de
L(I, R).

4. Soit f ∈ L(R, R). Montrer l’existence de deux réels positifs A et B tels que

∀x ∈ R , |f(x)| � A|x| + B.

5. Soit f une fonction de classe C1 sur I. Montrer que f est lipschitzienne sur I si et
seulement si f ′ est bornée sur I.
Exprimer dans ce cas la constante de Lipschitz de f à l’aide de f ′.
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6. Soit (fn)n∈N une suite d’éléments de L(I, R) qui converge simplement sur I vers
une fonction f . On suppose de plus que sup

{
Kfn | n ∈ N

}
< ∞. Montrer que

f ∈ L(I, R).

7. Soit g ∈ L([0, 1], R) telle que Kg ≤ 1. On considère la fonction g̃ : R → R, définie
par g̃(x) = g(x − n) + n(g(1) − g(0)) pour tout x dans [n, n + 1], n ∈ Z.

(a) Montrer que g̃ ∈ L(R, R) et que

g̃(x) = g(x) , ∀x ∈ [0, 1] et Keg ≤ 1 .

(b) Pour n ∈ N∗ et x ∈ R on pose gn(x) = n

∫ x+ 1
n

x

g̃(t)dt. Montrer que gn est de

classe C1 sur R, à dérivée bornée par 1.

(c) Montrer que la suite gn converge uniformément sur R vers g̃.

————— II —————

Le but de cette partie est de rechercher les fonctions F ∈ L(R, R) telles que

∀x ∈ R, F (x) − λF (x + a) = f(x) , (1)

où f est une fonction de L(R, R) donnée et où a et λ sont deux réels non nuls, donnés.

1. Soit F ∈ C0(R, R) vérifiant (1). Montrer que, pour tout x ∈ R et tout n ∈ N∗, on a

F (x) = λnF (x + na) +
n−1∑

k=0

λkf(x + ka) , (2)

F (x) = λ−nF (x − na) −
n∑

k=1

λ−kf(x − ka). (3)

2. On suppose dans cette sous-partie que |λ| < 1.

(a) Montrer que, pour tout x ∈ R, la série
+∞∑

n=0

λnf(x+na) est absolument conver-

gente (on pourra utiliser la Question I.4).

(b) Montrer que

F (x) =
+∞∑

n=0

λnf(x + na)

vérifie (1) et appartient à L(R, R). En déduire que F est l’unique fonction
ayant ces propriétés.
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(c) Soient f1 et f2 les fonctions définies sur R par

f1(x) = cos(x) et f2(x) = sin(x).

Montrer que f1 et f2 sont dans L(R, R) et que les fonctions F1 et F2 correspon-
dantes sont données par

F1(x) =
cos x − λ cos(x − a)

1 − 2λ cos a + λ2
, F2(x) =

sin x − λ sin(x − a)

1 − 2λ cos a + λ2
. (4)

3. On suppose dans cette sous-partie que |λ| > 1.

(a) Montrer que, pour tout x ∈ R, la série
+∞∑

n=1

λ−nf(x − na) est absolument con-

vergente.

(b) Montrer que

F (x) = −
+∞∑

n=1

λ−nf(x − na)

vérifie (1) et appartient à L(R, R). En déduire que F est l’unique fonction
ayant ces propriétés.

(c) Soient f1 et f2 les fonctions définies par

f1(x) = cos x et f2(x) = sin x .

Calculer les fonctions F1 et F2 correspondantes.

4. On suppose dans cette sous-partie que λ = 1.

(a) Montrer que, si il existe une fonction F ∈ L(R, R) vérifiant (1), alors f est
bornée.

(b) Montrer, en construisant un exemple, qu’il existe des fonctions F ∈ L(R, R)
non nulles vérifiant ∀x ∈ R, F (x) − F (x + a) = 0.

(c) Soit F ∈ L(R, R) vérifiant (1). La fonction F est-elle unique ?

(d) On suppose dans cette question que la fonction f est définie par f(x) = f2(x) =
sin x.

(i) Si cos a �= 1, montrer qu’en faisant tendre λ vers 1 dans la fonction F2

donnée par la formule (4), on obtient une fonction F ∈ L(R, R) vérifiant (1).

(ii) Si a = 2π, établir qu’il n’existe aucune fonction F ∈ L(R, R) vérifiant (1).

5. On suppose dans cette sous-partie que λ = −1.

(a) Montrer, en construisant un exemple, qu’il existe des fonctions F ∈ L(R, R)
non nulles vérifiant ∀x ∈ R, F (x) + F (x + a) = 0.

(b) Soit F ∈ L(R, R) vérifiant (1). La fonction F est-elle unique ?

(c) On suppose dans cette question que f est la fonction définie par f(x) = f2(x) =
sin x.

(i) Si cos a �= −1, expliciter une fonction F ∈ L(R, R) vérifiant (1).

(ii) Si a = π, établir qu’il n’existe aucune fonction F ∈ L(R, R) vérifiant (1).
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