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TP MATHEMATIQUES FONCTIONS REELLES BTS2

Exercicel
Apres avoir précisé le (ou les) intervalles ou la fonction est dérivable , calculer les dérivées premieres des
fonctions f définies par :

a. 1 f(x):arccos(xz—l) ; 2. f(x)=arcsin(2x-1) ; 3. f(x):arctan(lj
X

b. 1. f(x) = xarcsinx+v1-x? ; 2. f(x)=+v1-x*arcsin(x)-x 3. f(x)=sin(arctanx)
c. 1. f(x)=arctan(2x) ; 2. f(x):arctan( ZX j : 3. f(x):arctan(—XHj :

X“+1 Xx-1

2X X 1-x2

d..1. f(x)=arctan ) 2. f(x)= +arctan(x) ; 3. f(x)=arccos

) (1—x2j ) 1+ %2 (x) ) (1+x2]

e. Calculer, sur des ensembles de définition a préciser, f'(x) , g'(x) , h'(x)
f (x) =arcsin(—x) +arcsin(x) ; g(x) =arccos(—x) +arccos(x) et h(x) =arctan(—x) + arctan(x)
f. En déduire : (a) vxe[-1;1]: arcsin(-x) =-arcsin(x)
(b) wxe[-1;1]: arccos(-x) =z —arccos(x) ;
(c) vxeR: arctan(—x) = —arctan(x) .

Primitives
Déterminer les primitives des fonctions suivantes :
1
1. f(X)=——=—= sur |-1/2;1/2 : 2. f(xX)= sur R 3. f(x)= sur R.
1—ax2 ] [ ) 4x% +1 ) 1+a%x?

sur -2 ;V2[

sur R X

1
4. f(x)=
) 1+x°/4

F() =t
V1-%%1/2
Exercice 2

On pose pour tout x appartenant a [-1;1]: f (x) = arcsin(x) +arccos(x)

1. Calculer f '(x) . Déduire en calculons f (0) ,que pour tout x appartenant a [-1; 1] : arcsin(x) +arccos(x) = —

s . 1
2. On considére pour tout réel x>0 on pose f(x)=arctan x +arctan—
X

Calculer f'(x) . Déduire en calculons f (0) ,que pour toutx e R} : arctan x +arctan1 =%
X

3. Montrer que pour tout x de [-1; 1] on a les relations cos(arcsin x) = \/1— x? et sin(arccos x) =/1—x? .

4. Montrer que pour tout x de [-1; 1] on a les relationssin(arctan x) =

et cos(arctan x) = ! .
V1+ 1+ x2

tan(arcsin x) = pour x e[-L1]\{0} .

X _ et xe]-L1 et tan(arccosx)=
1-x?
Exercice 3

On considere la fonction f définie sur [-1;1] par : f(x) = xarccosx.
1°) Déterminer f '(x)pour x e |-1;1] .
2
2°) Si f "désigne la dérivée seconde de fsur |-1;1[, montrer que : f"(x) =(X2)—_22.
1-x°)vl-x

3°) Etudier le signe de f "(x) et en déduire le tableau de variations de f '



P s Y s A m Page |170

Docs & portée de main

4°) Montrer que f '(x) =0 admet une unique valeur o sur ] 0;1 [ On donnera de a une valeur approchée

2
5°) Donner le tableau de variations de f, et montrer que f admet un extremum égal a

l-«a
Exercice 4
Soit f la fonction définie sur [-1;1]par f(x)=(2x—-1)arcsinx
. Calculer f'(x) pour xe[-1;1].
. Calculer f"(x) et montrer que f "(x)est de signe de —2x*> —x+4.
. Etudier le signe de f "(x) pour xe[-1;1], puis établir le tableau de variation de f".
. En déduire qu’il existe une unique valeur « tel que f '(a) =0. Donner une valeur approchée de « .
. Donner le tableau de variations de f .
. Tracer la courbe dans un repére (unité graphique 5cmsur I’axe des abscisses et 1 cm sur I’axe des
ordonnées )
Exercice 5
1. Soit ¢ la fonction definie sur ] 0;+0 [ par o(w) =7 —2arctanw.
a. Etudier les variations de ¢ . Déterminer les limites de ¢ en 0 et en +o.
b. Dresser le tableau de variation de ¢ .

o Ol W N

2. Soit ¢ la fonction définie sur]0;+oo[ par: ¢(w) =%+3arctan (%}

a. On note ¢' la dérivée de la fonction ¢ .Calculer ¢'(®) .

i ) ) 0] 0 +00
Déterminer le signe de ¢'(w) sur l'intervalle 10 ;4o . 0'(@)
b. Déterminer les limites de la fonction ¢ en O et en +oo. (@)

3. Soit ¢ la fonction définie sur]0;+oo[ par ¢(w) = —%—Zarctan(ZOco)

Etudier les variations de la fonction o — ¢(w) ) pour  €]0;+oo[
( On précisera les limites lorsque @ tend vers O par valeurs positives etlorsque @ tend vers + o).

Exercice 6
On considére la fonction f définie sur]0;+oo[ par f (x) = arctan(x) +1—1
X

1/ Montrer que f(—x)+ f(x)=2 . et en déduire une symétrie pour la courbe représentative de f .

2/ Calculer la dérivée de f et en déduire le tableau de variation de f .
3/ En déduire le nombre de solutions de I’équation : f (x) =0 et donner une valeur approchée des solutions.

Exercice 7

Soit f la fonction numérique de la variable réelle x définie par f (x) = arctan( X 2]
1-x

1. Donner le domaine de définition de f .
2. Montrer que f est une fonction impaire .En déduire le domaine d’étude de f .
3. Etudier le limites de f lorsque x tend vers 1.

Donner les coordonnées des points d’arrét de la courbe(C ) de la fonction f .
. Etudier la limite de f lorsque x tend vers +oo. Que peut-on en déduire pour la courbe (C)?

. Calculer f '(x) et dresser le tableau de variation de f .
. Donner une équation de la tangente (T) a la courbe au point d’abscisse 0.
. Dans un repere orthonormal ( unité graphique 2 cm) , construire ( T) et (C)

Exercice 8

~N O O b
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a+b
On admet que Arctana+ Arctanb = Arc tan( il

j+nn. Avec *si ab<1 n=0
1-ab

* siab>1,a>0,b>0 n=1
* siab>1,a<0,b<0 n=-1.

1 1
Calculer Arctan 5 + Arctan 3

Corrigé
] ' —2X —2X —2X 2
Exercice 1 : f'(x)=(arccos(x* 1)) = = - =—
( ( )) \/1_()(2 _1)2 \/2X2 x4 X\/Z— x2 \/2_ X2
2 2 1

f '(x) = (arcsin(2x —1))‘ =

\/1—(2x—1)2 “Jax—a¢ -2

: ) ‘
f'(x):{arctan(lD = 1 5= X 5 f'(x):(xarcsinx+\/1—x2) =arcsinx+ X . —2x =arcsin x
X (1) 1+x V- 2J1-x2
1+ =
X

f'(x):(\/l—xzarcsin(x)—x)= X arcsinx+1-1=——>_arcsinx.
1-x? 1-x?
Xt +1-2¢
2
: ' 1+ x° 2
f'(x) = (arctan(2x)) = 2 5= 2 = f'(X)=[arctan( 2X D = ( ) _1=x
1+(2x)” 1+4x X°+1

2 2"

1+x
1+( 2X )
X“+1

-2

: ; ) )
fi(x) = arctan(XJrlj __(x=h > = 22 = 12.
x-1 L (X+1j 2X°+2 1+X
+

x—1
2(1—x2)+4x2

' 2
, 2% (1-%*) 2.4 2x2 24 2x2 20+x*)
f'(x) =] arctan = 1| = = - = S = — =
- 2X (1—x2) pax? 1+XT=2XT+4x5 142X+ X" 1+X

1+ -

—X

, X Co1ex2-2x2 1 1-x° 1 1-x° 1+x° 2
f'(x)= ~+arctan(x) | = -+ 5= >+ 5= >+ == -
1+x @+ x°) 1+x° (1+x%)° 1+x° (@+x9) (1+x2) (1+x2)
—2x(1+x?) —2x(1- x%) —4x
1— %2 ‘ (1+ X2) (1+ X2)2 2
f'x)=|arccos| — || =— =— = 5
1+x 1-x2 2 4x2 1+x
1- —X N2
(1+ XZJ (1+ xz)

Exercice 3

1. f'(x) =arccosx — , pour xe]-1;1[, fn’est pas dérivable en-1leten 1.

X
J1-x2
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2 —2X
J1-X° =X
-1 2(1— x?) + 2x? -1 1-x%) + x?
_ _ 2 _ _

£ = -1 241-x?
1-x2 JI-x2 20— %)W1-x* J1-x2  (L—x*)1-%?

J1-x2
-1 1 ~1-x*)-1 x? -2

f"(x) = - - -
VI-x2 (1=x))J1-x2  ([1-x))J1-x* ([1-x*)J1-x?
3. x* -2 est toujours négatif pour x €] -1;1[ et donc f"(x) <0.
4. T’ est continue strictement décroissante sur 1-1;1[ .
f' l = arccos l _lx#zﬁ_lxizﬁ_lxizﬁ__:%zolm
2 22/1132f32ﬁ33
4 4
1 1 1 1 , . .
=arccos(0,8)——x—z—0,69 ,donc f'(x)=0 admet une solution unique

f'(O,8)=<’:1rccos(0,8)—5xW 06

a sur 1-1;1[.0,5<a < 0,8, comme f’ est continue strictement décroissante I’équation f '(x) =0 ne peut
pas avoir de solution pour x <0,50u pour x>0,8. f'(x) s’annule donc pour une valeur unique « sur 10;1] .
De plus f(0,6)~0,18>0et f(0,7)~-0,18<0 donc « <]0,6;0,7].0n peut choisir a ~0,65.

2.

D’ou le signe de f'(x), puisque f '(x)est strictement décroissante
fi(x)>0sur 1-1;af et f'(x)<0sur Je;1[. X -1 a 1
5. Le maximum correspond a f(a),or f(a)=caarccosa ") - -
o _ f(x) + 0 _
et f'(a)zarccosa——z, mais f'(ax)=0 o2
l-a
f
(x) 1— o2
0!2
Donc arccosa = et f(a)=
1-a? 1-a?
Exercice 4
(2x-1)

f'(x) = 2arcsin X+
1-x°
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2.2 1-x2 +2x(2x ~1) /21— x*  2(1—Xx?)+2(1—x*) +2x* =X

F(x) =

1-x (./1_)(2)2 @L—x*)V1-x°
. 2-2x242-2x>+2x> —=x  -2X>—x+4
f*(x)=

(1-x*)V1-x2 ) (1—x*)V1-x?

Pourx €] -1;1[ . 01— x?)¥1-x? >0, donc le signe de f "(x)dépend du signe de —2x° — x +4

Calculons A=b?—4ac=(-12-4x(-2)x4=1+32=33>0, donc il ya deux racines distinctes :
_b-JA 1-433 -1+4/33 _—b+JVA 14433 -1-433

“TToa 4 4 2 -4 4

~1,19

~-1,68 et X,

X —00

X -1 -1 X,
%% _x+4 -0 + + + 0 -
f(x) 0o + + 0
Variations e
de ' /

4. la fonction f 'est strictement croissante sur I’intervalle ]-1;1[ et Iimlf '(X) =—o0 ; Iinq f'(X) =+o.

x>-=1 x<1

+00

Iir[11f (x)= Iiml[Zarcsinx+ (2X—1)J: lim (2arcsin x) + lim L(zx_l)J

x>-1 x>-1 1- X2 i:):ll i:):ll N1- X2

. . . 2x-1) . . 1

lim (2arcsinx) =2x(-w/2)=-z et Ilm[( J: lim (2x—1)x Ilm( J=—3><(+oo)=—oo
ey e QUES SV set i 1=

lim f '(x) = Iim[Zarcsin X+ (Zx_l)J = lim(2arcsin x) + ”m[(Zx—l)J
_ - 1-x*) 3 V1=
. . . 2x-1) . . 1
lim(2arcsinx)=2x(z/2)=n et Ilm[( J:Ilm(ZX—l)xllm[ J:lx(+oo)=+oo.
o X ) -

Donc il existe un réel unique a €]-11 tel que f'(a)=0.

£(0,2527) ~-0,7x10™* et (0,2528) ~1,5x10* donc « ~0,2528 par exces .
5.

X -1 a 1
Signe de f '(x) - 0 +

Variations de f
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m= f (o) = -0,1264

A
\
\\
\
\
\
\ 2
\
\
\
\ 1 Ji;
/V
/
J/
N d
-1 q TS

Exercice 6
Comme f(—x)+ f(x)=arctan(—x) +1+1 + arctan(x) +1—1 = —arctan(x) +arctan(x) +2=2
X X

On en déduit que , pour tout réel x, non nul, les points M (x, f (x)) et N(-x; f (=x)) sont symétriques
Par rapport a 1(0;1).( puisque f(a—x)+ f(a+x)=2b avec I(a;b) centre de symétrie ).
1 1 2x°+1

f'(x) =—— +—= ==——, qui est positive . X 0 a +00
1+x° X X f'(x) + 0 +
. Vs . . T .1
lim f(x)=—+1 ( puisque | tanx=— et lim —=0
xLToo ) 2 +1 (puisq xLToo arctanx xLToo X ) f(x) E"‘l
lim f(x)=—o0 (puisque lim arctanx=0 et lim ! ) —00 /
X—0" Xx—0" x—=0" X

3. f est strictement croissante sur 10;+o[, elle définit une bijection de ]0;+oo[ sur ]—oo;%+1[, comme

%+1>0, Oe]—oo;%+1[ et I’équation f(x)=0 admet une solution unique o sur ]0;-+o[.

De plus f(0,6)~-0,13<0et f(0,65)~0,04>0 donc a =0,625.
En raison de symétrie par rapport a | ; comme f est continue , strictement croissante sur ]—oo;0[ sur

]—%+1;+oo[ : _%+1<0et Oe]—%+1;+oo[ et I’équation f(x)=0 admet une solution unique g sur

]-:0[. De plus f(-3,45)~0,001>0et f(-3,5)~-0,007<0 donc S =-3,5.
I’équation f(x)=0 admet deux solutions a etp .
Exercice 7

Soit f la fonction numérique de la variable réelle x définie par f(x) = arctan( X 5 ]
1-x
X
1-x
1-x*#0 , c’est-a-dire x e R\{-1;1} , donc par composition on a : D; =]—o0;—1[\]—-L1[U]L; +oof .

1. ur>arctan(u) est définie sur R si u est définie sur , or est définie pour tout réel x tel que

2. f(—x)=arctan _—X2 =arctan( _ijz—arctan( X 2)z—f(x),donc f est une fonction
1—(—x) 1-x 1-x

impaire et par conséquent la courbe est symétrique par rapport a O.
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on peut donc étudier la fonction sur I’intervalle [0;U]L; +oo[ et compléter la courbe par symétrie par

rapport a O.
H 2\ ; _ -\ _ Nt H X —
3. |XILT11(1—X )_lem(l—x)(1+ X)=2(1-1")=0", donc leml_xz =+, et
x<1 x<1 x<1
lim £ (x) = lim arctan( X 2]=+n/2
x—1 x—1 1—Xx
x<1 x<1
; 2\ _ +\_n- ; _
|XILT11(1—X )_lem(l—x)(l+ x)_z(l—l )_0 , donc leml_xz — —oet
x>1 x>1 x>1
Iiml f(x)= Iinlarctan(1 X 2)=—7T/2. On déduit que sur [0;1U]L; +oo[ , on a deux point d’arréts :
X—>. X—>. —X
x>1 x>1
M (1;7/2) et N(1;-7/2).
b, lim = lim -2 =

1 . :
5 ~=—lim ==0, donc lim f(x)=0, on conclut que la courbe de la fonction f
X—>+0] — X X—+00 —X X+ X

X—>+0

admet une asymptote horizontale d’équation y =0 ( I’axe des abscisses).

. ' 2 (_ 2
4. (arctanu) = ! - u'=( ij _1=x 22X)X= 1+x -
1+u 1-X (1_X2) (1_X2)
1+x°
1-x° 2 2
Donc f'(x)= ( ) 5= 1+)§ = 41“; >0, donc f est croissante sur [0;1[U]L; +oof .
1+( X j S
1-x*

2
5. f'(x) __ e , donc f'(0) _1+0 et f(0) =arctan(9)=arctan(0)=0, d’ou I’équation de
X' —x? +1 0+1 1

tangente est y=X.
2
, 1+1° 2 1+(-1
f (1)=—14 (-1)

% 1=I=2 et f'(—1)=( )4 ( )2 =2, donc le coefficient directeur aux points d’arrét
—1°+ -1)" —(-1)" +1

est égal a 2 ( les tangente sont paralléles ).
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8. Ona pourtousréelsaetbtelsquea+be D:

sin(a+b)  sinacosb +cosa sind

tan{a + b) =

cos(a+ D) cosacosh —sing sind

Comme a € D eth < D. on peut diviser numeérateur et dénominateur par cos @ cos & (qui est non nul)

sing  snd

cOsa

cosh _ tana+tanb

tanfa + &) =

cosacosh

1— singsind | —tanatand

9. Partons du membre de droite. D'aprés les formules d'additions appliquées avec b =a, on obtient :

l—cos(2a) . 1—(cos” g —sin’ a) (1 —cos’ a}l+sin2 a

s a

~y I |
81N a
= =fana

S . :
sin(2a) 2sinacosa 2sinacosa

L :FE
En particulier avec a = I cela donne

2sinacosa €0sd

T J2
l—cosI el
tan— = = = ]
T 2
5111 — £
: ¥
T
Et ax‘eca:F._ cela domne :
3
l—cos— 1—£
Y 5]
ftan —= = = =2
2 I



