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TP COMPLEXES MATHEMATIQUES BTS2
Exercice 1
On note j le nombre complexe de module 1 et d'argument 7 /2
On considere la fonction H définie, pour tout nombre complexe p distinct de O et de -1 par : H(p) = p(ll o)
+

Dans toute la suite de I'exercice, on prend p = jo, ou @ désigne un nombre réel strictement positif.
I) On note r(®) le module du nombre complexe H ( jw) et on considére la fonction G définie, pour tout réel @ strictement

positif, par:G(w) = %In r(w) . Montrer que : G(w) = —%In (a)\/1+a)2 j .
n n

2) a)Déterminer les limites de la fonction Gen Oeten +oo.
b) Montrer que la fonction G est strictement décroissante sur ]0 ; +oo[ .

3) a) Montrer qu'un argument ¢(w) de H(jw) est:¢(w) = —%— Arctan w
b) Etudier les variations de la fonction ¢ sur]0;-+oo[ (on précisera les limites en O eten +wo ).

X(w) = —g —arctan o
4. On considere la courbe C définie par la représentation paramétrique : ®>0

y(®) = —ﬂln(mm)

In10
a. Dresser le tableau des variations conjointes des fonctions X et y .
b. Recopier et compléter le tableau de valeurs suivant : on donnera des valeurs décimales arrondies au centiémes .

o 0,1 0,2 0,3 0,5 0,7 0,786 0,9 15 2
X () -2 24
y(w) 0

c. Tracer la courbe C dans un repére orthogonal , on prendra pour unités graphiques 5 cm sur 1’axe de abscisses et 4 cm sur
I’axe des ordonnées .

Exercice 2

On note j le nombre complexe de module 1 et dont un argument estz /2 . On considére le filtre suivant :

Les constantes R et C sont des réels strictement positifs caractéristiques du circuit. A I'entrée de ce filtre, on applique une

tension sinusoidale € de pulsation @ . En sortie, on recueille une tension sinusoidale €, de méme pulsation @ . On désigne
par o — T () la fonction de transfert en tension. L'application des lois de I'électricité permet d'écrire alors :

1 1 1
T(0)=———— 00 Z;(0)=R+— et Z,(w)=
L Z,(w) jco 1. icw
Zy(o) R
1 &
1° Montrer que: T ()= 1
o i{Reo- L | c |-
RCw
2° a)On consideére la fonction h, définie sur]0 ;+oo[ par : h(w) = RCw—L.

RCw
Etudier les variations de la fonction h .Préciser les limites en 0 et +o .
b) Quel est I’ensemble ( D) décrit par le point M d’affixe z =3+ jh(w), lorsque @ parcourt ]0 ;+o[ .

3°. soit T(w) = . On munit le plan d’un repére orthonormal (O 0, ]) d’unité graphique 12 cm.

1
3+ jh(w)

a. Quel est I’ensemble ( C )des points M d’affixe T (w) = lorsque @ décrit I’intervalle ]0; +oo[ ?

_
3+ jh(w)
b. On prend RC =1. Représenter, dans le repére (O ,T,]) les ensembles (I") et (C).
Exercice 3

4a®

(p+a)? +(av3)?

. j est le nombre complexe de module 1 et d'argument 7z /2

On rappelle que h(p) =

4o?

\/@4 —4a’w? +16a*

1. On considere la fonction I définie pour tout réel >0 par : r(w =|H (jo)|. Montrer que r(w) =
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2. On considére la fonction f définie pour tout réel @ > 0 par : f () = ©* - 40’0’ + (2a)*
Montrer que f (@) =4w(w - a\/i)(a) + a\/E)

S (kj-;(k(fj;)':;“ﬁ).

3. Montrer que r'(®) est du signe de —f ‘(@) .( on pourra calculer la dérivée de (Jﬁ) N
u
4. En déduire que r(w) est maximal pour une valeur de @y de @ .Donner la valeur de wget calculer r(wg) avec o =250.

Exercice 4
Le quadripdle représenté ci-contre est constitué d'un résistor de résistance R

exprimée en et d'un condensateur de capacité C exprimée en 4 F . On associe
respectivement a la tension d'entrée et a la tension de sortie les nombres complexes zg et z, . T c |
% 5

. e z

On appelle transmit-tance le nombre complexe Z défini par: Z =—=. T
€
On admet que: Z = 1 RCH ou @ désigne la pulsation exprimée en radians par seconde et j désigne
+ jRCw

le nombre complexe de module 1 et d'argument 7 /2.0n pose R=50Q ; C=2uF et ®=0,01rd/s

1. Vérifier queZ =—— . Ecrire le nombre complexe Z sous forme algébrique puis déterminer le module et un argument de Z .

1+
2. Le module de Zg peut-il étre le double de celui de z, ? Justifier la réponse fournie.

3. Dans cette question seulement, on suppose qu'un argument de zgest /2 ; déterminer alors un argument de Zg .

4. On suppose dans cette question que z, = 150(—\/§+ j) .

a. Déterminer I'écriture du nombre complexe z, Sous la forme exponentielle re'® .
b. Déterminer la forme exponentielle du nombre complexe zg correspondant.
c. Le plan complexe est rapporté au repére orthonormal (O ;u ;v ) de telle maniére qu'un centimétre représente 100 unités.

Placer les points M et Mg images respectives des nombres complexes z, et zg.

Exercice 5
Le circuit ci-dessus est alimenté par un courant alternatif de pulsation @ ; w €[0;+oo[ .

La fonction de transfert H en tension est donnée par : H(jo) = — 1 - >
JRCo+(1+ jRCw) e c Vs

1

1. Montrer que le module de H (j) est r(w) =
JOR?C20? + (1 R2C20?)?

2. En prenant RC =1. Etudier les variations de la fonction r lorsque @ € [0;+oo[ . Donner I'allure de sa courbe représentative.

3RC
1-R2C2p2
Etudier les variations de la fonction ¢ lorsque w €[0;+oc[ . Donner I'allure de sa courbe représentative

Exercice 6
On désigne par j le nombre complexe de module 1 dont un argument est z /2 .
Le but de cet exercice est le tracé du "lieu de transfert" du filtre passe-bas représenté ci- dessous :
1 1

R2C?p2+2RCp+1 (RCp+1)?’

3. Montrer qu’un argument de H(jw) est ¢p(w) = —arctan[ J . Enprenant RC = 1.

La fonction de transfert H de ce filtre est définie par H(p) =

On suppose que RC =1. Onadonc: H(p) = . Soit @ un nombre réel positif.

@+ p)y?
1° a) Calculer, en fonction de @, le module du nombre complexe H (j®) .Ce module sera noté |H (ja))| .

o=

b) Soit f la fonction définie sur [0;+oo[ par: f(w) =|H(jo)|.
Préciser f(0) et lalimite de fen +oo. |L:-
Etudier les variations de f . Dresser son tableau de variation. T_E_ —
2° a) Montrer qu'on peut trouver un argument du nombre complexel+ jo dans Ve !

I'intervalle[0; 7 /3[ . Exprimer cet argument en utilisant la fonction arctangente .
En déduire qu'on peut trouver un argument du nombre complexe H ( jw) dans l'intervalle 1- ;0] ;

—_—
o<

Y
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on le notera g(w) .On définit ainsi, sur [0 ;+o[ une fonction g.
b) Préciser g(0) et la limite de g en +oo . Dresser le tableau de variation de la fonction g.
3° Le "lieu de transfert" du filtre est la courbe décrite, dans le plan rapporté a un repére orthonormal , (10 cm pour
pour une unité sur les axes ) par le point d'affixe H(jw) , lorsque @ parcourt [0 ;+oo[ . C'est donc la courbe définie

par la représentation polaire o — f (@)e’9®) ol f et g sont les fonctions introduites précédemment.
En s'aidant des questions 1° et 2°, tracer le "lieu de transfert" de ce filtre.

Exercice 7

K

R+ j(La)—lj
Co

ou j désigne le nombre complexe de module 1 et d'argument 7z /2 . K est une constante complexe, R, L et C sont
des constantes réelles strictement positives. La pulsation @ est exprimée en radian/seconde.

On pose h(w) = i[Lco—i} oll € ]0;+oo[ . Dans ces conditionsT (@) = Ex_;
R Co R 1+ jh(w)
1° Etudier les variations de la fonction h. Déterminer, en fonction de L et C, la valeur de @ qui annule h.
2° On se propose d'étudier I'ensemble (E) du plan complexe décrit par le point d'affixe T(@ ) quand @ parcourt ]0;+oo[ .
a) Représenter dans le plan complexe I'ensemble (D ) des points d'affixe 1+ j h(w)

En électronique on utilise la fonction T de la pulsation @ définie sur ]0;+oc[ [ par: T (a)) =

b) En utilisant les propriétés de I'inversion complexe, en déduire I'ensemble (G ) des points d'aﬁixem
+ jh(w

c) Préciser enfin la nature de I'ensemble (E).
d) Avec les données numériques fournies a la fin du texte, représenter graphiquement I'ensemble (E) lorsque a =0 et
colorier la partie de (E) correspondant aux valeurs de la fréquence f comprises entre 50 Hz et 100 Hz.
e) En utilisant les résultats précédents, traiter de méme le casollax =7 /6.
Données numériques :
La fréquence f = w/27 est exprimée en Hertz. L =0,05; C =20x10° ; R=50 ; K =220el* .
Pour les représentations graphiques, le choix du repére et des unités est laissé a l'initiative du candidat.
Exercice 8
L'objet de cet exercice est I'étude de la phase d'un "filtre a avance de phase".
Les constantes R, C et k sont des réels caractéristiques du circuitavec : R>0, C>0et k> 1.

1+ jRCw

La fonction de transfert iso chrome d'un tel filtre est donnée par : H ( jo) = T IRC
+ jRCw

ol we[0;+o]
Dans toute la suite on pose x=RCw .

1° a) Déterminer la partie réelle et la partie imaginaire du nombre complexe H [ i %J
b) Montrer que le nombre complexe H [ i %J admet un argument g(x) dans l'intervalle ]—ﬂ/2;ﬂ/2[

X
X% +

c) En déduire que : 8(x) = Arc tan((k -1 kj ol we [0; + 0 [ . On dit que A(x) est la "phase" de la fonction

de transfert iso chrome.
2° a) Etudier les variations de la fonction x — 6(x) pour ol @ € [0;+oo].
b) En déduire la valeur numérique de k pour que le maximum de la phase soit égal a7z /6.
Exercice 9
On désigne par j le nombre complexe de module 1 dont un argument est 7 /2 .
k

En électronique on utilise la fonction de transfert T de la pulsation ¢ définie par : T () =——

1+ jor)

Ou K et7 sont des nombres réels positifs. Pour améliorer les qualités du filtre, on réalise une contre-réaction sur le
T(»)

1+T(w)

Le but du probléme est d’utiliser un diagramme représentant T pour obtenir graphiquement certaines

caractéristiques de H . Pour cette étude on se rameéne au casou 7 =1 et k =4, ce que I’on supposera

Dans toute la suite de probléme.

1°. Sur le graphique ci-dessous , on donne dans le repére (O;u ;v) I’ensemble C des points M du plan
d’affixe T (w) quand @ décrit I’intervalle ] 0 ;+oo[ .

montage correspondant et on obtient alors la nouvelle fonction du transfert : H(w) =
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CalculerT(0) ;T (LJ T@Q) ;T (\/5) et placer leurs images respectives Mg; M1; M,; Masur la courbe C

V3
2°. Calculer les modules et argument de H(0) ; H(1) ; H (\/5) .
3°. On se propose de déterminer un procédé graphique pour obtenir le module et un argument de H (w) .
On note A le point d’affixe —1 et M le point d’affixe T ().

s M
a. Montrer que le module de H(w) est égal a M—i

b . Montrer qu’un argument de H (o) est égal & I’angle (MA ;MO) .
c. En utilisant ce qui précede , expliquer comment on peut retrouver les résultats de la question 2° par une lecture graphique .

3

=

<

s

Exercice 10
Gk

p@p+1?
dans laquelle C, k, @ sont des constantes positives caractéristiques du systéme et p le nombre complexe défini par p = jo

Un systeme asservi par un régulateur de gain G admet en boucle ouverte, la fonction de transfert suivante : A(p) =

avec e] 0 ;+oo[ .( On s'intéresse au lieu de transfert de Nyquist qui est I'ensemble (C) des points M du plan complexe dont
I'affixe est A(jw) , Ce lieu de transfert est donc, suivant le point de vue adopté soit la courbe paramétrée définie par la fonction
o Re(A(jw)) + j Im(A(jw)) soit, ce qui revient au méme, la courbe paramétrée définie par la fonction w — |A(jco)|ej<”(“’)
ol ¢(w) représente un argument de A(j).

1. a. Déterminer la partie réelle X (o) et la partie imaginaire de Y (w) du nombre complexe A(jw),
b. Calculer lim X (w)et lim Y(w) , En déduire que le lieu de transfert posséde une asymptote verticale d'équation x=-20GK.
0—0" 0—>0"

Gk

2.a. Montrer que le module (@) du nombre complexe A(jo) est: r(w) = ———s—=
ol+6°w°)

b. Montrer qu'un argument @(w) du nombre complexe A(jw) est: ¢(w) = —%— 2arctan(bw)

3. a. Etudier les variations de la fonction @ i r(w) pour @ e] 0 ;+oo[ , (On précisera les limites lorsque @ tend vers 0

par valeurs positives et lorsque @ tend vers +o).
b. Etudier les variations de la fonction o — @(w) ) pour  €]0;+wo[ ( On précisera les limites lorsque @ tend vers 0 par

valeurs positives etlorsque @ tend vers +o ).
4. par un procédé classique d’identification , on a obtenu k =0,08 et 0 =20.onprendG=1.

a. Déterminer la valeur @, de @ telle que ¢(w,)=—= .En déduire la valeur de r(w,).
b. Tracer sur la feuille jointe au sujet I’allure de la courbe C , lieu de transfert de Nyquist ( on n’oubliera pas pour ce tracer
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d’utiliser le résultat de la question 1b), et on utilisera le tableau suivant dans lequel les données numériques sont de valeurs
décimales approchées a 10 prés.

o(w) —2713 —3nl4 5716 - —Tr16 —4r /3
0]
r() 5,57 3,3 2,08 0,80 0,23 0,03
X (o) -0.8
Y (a)) 0
Corrigé
Exercice 1
1. le module r(w) de H( jw) =; est I’inverse du module du nombre complexe jo(1+ j).
jo(l+ jo)

1 =ﬁ. O r le module d’un produit jo(l+ jo)est le produit des modules de joetde (1+ jo).
Z| |z

Cest-a—dire | jo(L+ jo)| = oy1+@? car ©>0.donc r(w)=

Pour z =0

1

o1+ w? '

Remarque on peut aussi obtenir cette expression de r(w) en cherchant d’abord la forme algébrique de

. 1 .
H (jo) =—————— Mais les calculs sont plus longs .
jo(l+ jo)
En prenant le logarithme népérien du nombre réel strictement positif r () , on obtient :

1

|n(|’(a))) =In [0)1—\/4_—0)2
20

Donc pour tout @ >0, G(w)zﬂln r(w) peut s’écrire : G(w):——ln(a) 1+a)2).
In10 In10

1
J:—In(a) 1+w2);pourtouta>0 : In==-Ina.
a

x—0 nl

B. limwyl+w? =01+0=0 , donc lim (a) 1+w2j=0,or liminx=-w et—£<0,donc Iimln(a)\/1+w2j=—oo
®—0 0—0 In10 o0

s L S . . 20 . A
D’apreés le théoreme sur la limite d’une fonction composée. Comme "o S 0,ona lim G(®) =+ .de méme
n 0—0

lim \1+@? =40 , donc  lim w1+ ®? =+ ,or lim Inx=+w, donc lim In(a)\/1+a)2j=+ooet lim G(w)=—o

W—>+0 W—>+0 X—>+0 W—>+0 W—>+0

La fonction G définie sur I’intervalle 10 ;+oo[ par G(w) = —%In(w 1+ wzjest dérivable sur cet intervalle comme
n

fonction composée des fonctions dérivables . G(w) = —%In(w 1+ wz) ol u(w)=wVl+o® ;
n

2
| 2 2
20° =( Lo ) T =1+a)2+a)2 =1+2a)2
21+ w? V1+? \/1+a)2 \/1+a)2

20 u(@) 20 1+20° 1+ 20°

donc G () __ 20 U@ U'(@) =V1+o? +

. et
In10 u(w)

G'(w) = 5~ donc pour tout >0, ona: 5->0, donc G'(w) <0, par conséquent
In10 u(w) IN10 1+ ) o(l+ o)
la fonction G est strictement décroissante sur ]0 ;+oo[.
2.a. H(jo)=———————est I’inverse de jo(l+ jw), arg ja)=£+ 2kz car w >0 (westun reel positif ).
jo(l+ jw) 2

La partie réelle de (1+ jw)est 1 et sa partie imaginaire  est un réel positif donc arg(l+ jw) =« + 2k est dans

I’intervalle 10;7/2[, donc tan« =E=%= o .par définition de la fonction arctan ,tana =w avec O<a <7 /2
a

se traduit par o =arctan® . Donc arctan est un argument de (1+ jo)
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unargument de jo(l+ jw) est donc %+arctana) Pourtoutzetz’ argzz'=argz+argz'+2kz;keZ et
1 .

arg—=-argz+2kz; k € Z. Un argument de ¢(w) de H(jw)est donc ¢(w)= —%—arctan .
z

b. limarctanw=0, donc lim —Z—arctanco =—£—O=—£et ona: limo(w)=-r.
2 2 2 w—0

0—0 0—0

. T . T T T .
lim arctanow=—-—,donc lim | ———arctanw |=———-—=-zetona: lim ¢(0)=-x.
—>+o0 2 O—>+00 2 2 O+

Puisque la fonction arctan est dérivable sur ]0;+o0[, on déduit que la fonction ¢ est dérivable sur cet intervalle.

pour tout >0 ,0na: ¢'(w) = —1+1w2 :Onadonc ¢'(w)<0,doncla fonction @ @(w)est strictement
décroissante sur ]0;+oo[ .
Q) 0 +00
r'w)=y'(w) - x(0) = -~ —arctan o
r(@) = y(o) " 2 ©>0
D —00 y(m)z—ﬂln(m 1+ 032)
9 (©) =x(@) - In10
P(@) = X(w) ~l2
T T—— 1

® 0,1 0,2 0,3 0,5 0,7 0,786 0,9 15 2
x((o) -1,67 | -1,7682 | -1,862 | —2,03 -2,18 -2.,24 -2,3 -2,55 —2,678
y() 19,956 | 13,81 | 10,083 5,05 1,37 0 -1,66 -8,64 -13,01

28

| 2

[
| 20
16
/
12
)
/’ 4
l,
) AR -1 1]

4
pd 8

1
.16
' 20

Exercice 2 .
1 1 1 . z 1 . 1
1. z1(0)=R+— et z,(0w) =—— donc =—+ JCw et M= —+ JCo || R+—
jCw 1,.:¢ z(w) R z,(0) \R jCw
R b

210 =1+— ! + JRCoO+1=2+ j RCoa—L , donc 1+ 2(e) =3+ ] RCco—i et, puisque
Z,(®) jRCo RCw Z,(m) RCw

()= 1 1

1+ 4@ 5 e L
Z3(w) RCw
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1
2>0

2. a la fonction h ,définie sur ]0;+oo[ par h(w)= RCm—% est dérivable sur ]0;+oof et h'(w) = RC +
Q)
la fonction hest donc strictement croissante sur ]0; +oo[ .
lim RCo=0¢et lim 1o donc lim h(w)=—c. lim RCo =+ et lim L=0 donc lim h(w®)=+cw.
®—0 »—0 ) ®—0 >+ o>+ RCw ®—>+00
b. lorsque wparcourt ]0;+oo[, z =3+ jh(w) a une partie réelle fixe égale a 3 ; sa partie imaginaire parcourt R .
Donc I’ensemble ( D) décrit par le point M d’affixe z lorsque ® parcourt ]0;+oof est la droite d’équation x=3.

1. T(0)

=3 @)’ lorsque @ décrit I’intervalle ]0;+oo[ ; z =3+ jh(w)a une partie réelle fixe et égale a 3, sa
+ Jn(o

partie imaginaire o parcourt R . Donc I’ensemble T des points mdu planP , d’affixe z =3+ jf (»)
lorsque @ décrit I’intervalle [0;+oo[ est la droite d’équation : x=3.
Cai . - - 7
2-T(60)—£=.;—1=1XM=1X3J_—”@), T(a))—lzlxi. donc T(co)—l _|Z =1U=£'
6 3+jh(w) 6 6 1+jh(w) 6 3+ jf(w) 6 6 z 6| |6z| 6]z] 6

on sait que I’ensemble du point M d’affixe Z tel que |Z - a| =r est le cercle C de centre A d’affixe a et de rayon

. i . 1
r .donc I’ensemble du point M d’affixe Z = H (jw) est le cercle C de centre A d’affixe ry et de rayon r :%

privé de I’origine du repére O .

Exercice 3
) 2
on rappelle que h(p) = (pm)‘z“’i(a@z : |h(ja’)|=|(jw+a;13+ (a\/g)ziz‘(ja)+a;12a+ (ax/ﬁ)z‘ /
i , 2
Ih(jow)| = ‘jza)z +a2£_1|_a2ajw+3a2‘ - ‘(40[2 _2;).,. 2aja)‘ ) \/(4052 _:;:x)z +4a’w?
Ih(jo)|= e o

160" + 0" — 8020 + 4a’e’ B V16a* + 0" — 40w’ .
On considere la fonction r définie pour tout réel » >0 par r(e)=|h(jo)|
4a?

\/16054 +o' —4a’0’
f (o) = 40> —8a’w = 40)(002 - 2052) = 4a)(a)—ax/§)(a) + O{\/E) .

4q® , 4o’ f ‘(@
W ; donc r(w)z_—Zf(a))\/%’

Car f(w)>0 et \/f(w)>0.de méme f'(w) est du signe de (a)—aﬁ), d’ou le tableau de variation :

r(w) = . On sait que f(0)=0* —4a’0® +16a” calculons f'(w)

On sait que r(w)= donc r'(w) est bien du signe de —f ()

w 0 @y —av2 +00
(a)—a\/i) - 0 +

() - 0 "

r'(o) + 0 —

r(o) / r(wo) \

Avec , =a+2 =250v2 et a =250. Doncona:

4x 250° 5002
r(ap) = 2 . 2 2 4 2 2
\/16x 250" +(2507/2 ) —4(250)° (25042 V16 x250° +4(250)" ~8(250)" (250)
5002 5002 5002 4 8J3 243
r(a) = = = = =

J16x250° + 4(250)° ~8(250)" +12x250° VI2x250° V2 12 3
Exercice 4
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On sait que : Zz_; avec R=50Q ; C=2puF et mzi, donc RCm:SOxzxizl
1+ jRCo 100 100

OnadoncZ=L et on peut écrire Z = 1 1-] 1-j _1-]
1+] 4] @+a-j) 1-j2 2

La forme algébrique de Z est donc Z =%—%j :

__ Y ESE A U S
4 4 \2 2 2
On peut alors écrire : Z = %—%j_ﬁ( 2 _ J2 J ﬁ[cos( 4j+jsin(_%j}£e—1n/4

202 2 2 2
Onadonc |z|= ‘F et argZ——Z+2kn oukeZ deplus z = {g %ﬂ

Ona|z|=

—uz <1 donc |z|= \f|z |. Le module de z, ne peut pas étre le double de celui de z,

3.ona: Z =Z—s, donc argZ = arg[z—sJ =argz, —argz,, on en déduit que argz, =argz, —argZ
Ze

2. |z|

Ze

. 3n
OnaVvu que argZ =—= et on sUppose que argz, =— , on en déduit ; argz, =——| -~ |= 24+ 2=
q g 4 ppose q 9z, > 97, > 21727272
3n

Donc argz, == [2n].

4. a. |ze|=‘150(—\/§+ j)‘:lSO‘—\/§+ i|=150,/(~V3) +12 =150/3+1=1504 = 300
On peut donc écrire z, =300[ Ry J 300(005{56 J+ Jsm[SgJJ=300ej5“’6. Donc z, =300e /%76,
b.ona: Z =Z—s,donc ona: z,=z,xZ,0navuque Z =£ cos| = |+ jsin _I :ﬁe-iﬂ/“,
Z, 2 4 4| 2
et z, =300e/5%/6 | donc e
| ~
Z, = 300ei5m/6 xge_w“ =15Oﬁej(5n/6—n/4) L N
Zs :150\/§ej(1071:/12—37t/12) :150\/§ej771:/12 - # P! N ‘\
c.ona ze=15o(—J§+j) etZ:%—lj,donc / / 19 \ \
11503+ i)« 33 ] -75(- B i) :
2 -300 -p0o -100 1100 2 | x

2, =75((1—ﬁ)+ 1(1+[)j o\ p /

Donc M, a pour coordonnées \ h /

\ /

X, = —1504/3 ~ —259,80 et y, =150 N6 ~

Et M, a pour coordonnées q P

X, =75(1—\/§)z—54,9 et y, =75(1+ﬁ)z204,90. ~~ =

Exercice 5
1. jRCw+ (L+ jRCw)? =1- R%C%w? + 3jRCaw . ‘1_ R?C20? +3ch@‘ - J1-R?C%0?)? +9R?C20?
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1
H(jo)|=r(w) = :
| | JU-R*C20?)? +9R*C?0?
2. RC=1:r(w)= ! avec we[0;+oo[ . lim r(w)=0 et r(0)=1.
JA-0?)? + 90 o>+
! ! v=% etv'=—u—2' avec U=+/0*+70?+1 ;

\/1—2502 + 0" +90° \/a)4 +70° +1

40° +140 20° +Tw _donc ()= ~(20° +Tw)

(0* +70? +1)\/co4 +70° +1

u'= =
2\/504 +70° +1 \/a)4 +70° +1
3. jRCo+(1+ jRCw)* =1-R°C*’ +3jRCw , un argument de 1-R°C?w’ +3jRCo est arCtaﬂ[l SRRi(éwz—zj.
- [0
; 3RCw
arg H(jo) = p(w) = —arctan [mj p 0 g
r'(w) —
4, RC=1 : argH(ja))zgp(a)):—arctan(l 2J avec o [0;+o[ . rew) |1
—

. . T
Jm(l—wszm , donc Jinrqo(a))z—a
3(1- w?) — (2w x 3w) Iim( 3“’2}_00 , donc Iim+qz>(co)=Z
. ' (- ?)? A-w?)+60? TN ot 2
p'(w)=- > = 2 == 272 2 . 3w .
1+u [ 3w J (1-0%) +90° lim ~|=0etona: lim p(w)=0.
1+ 1 2 wo—>+o\ 1— @ W—>+0
-
0 1 +00
, 31+ w? w,
o) =) @ 5 - -
o +To° +1 (o) 0 72
TR T
y
§ N\
\
\
\
\
\
\
AN
N\
N\
\\
N
T~
~—
0 1 2 3 X
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L7 TR Y
\\\
1 ‘\
1 ‘\\\
2 3 4 5 6 [X
\
\
AN
\\
=2 __-_-__>$
2
Exercice 6
1 . . 1
a. H(p)=—————,avec RC=1let p=jw ,doncona: H(jo)=——
(RCp +1)2 (jo+1)?
|H(j )| | | ! ! >, puisque [1+ jo| =V1+ o’ @ 0 oo
|(ja)+1)2| ‘(ja)+1)2‘ 1+ f'(w) —
I 1 1 fl@) |1
b. f(w)= ; 1(0)=1 I|m f(w)= lim = lim —=0 TTT—— 0
1+ o 0—>+0] + a)z W—>+00 a)z
-2 . . . . .
f‘(w):—w2<0, par consequent la fonction f est strictement croissante sur I’intervalle [0 ;o[
1+ w?
2°.a. Argument du nombre complexe H(jw) . Dans I’intervalle [0;7 /2] : arg (1+ ja)):9
cosé’=1 . sin
O donctan@ = >—— =@ et par conséquent @ = arctan @
. cosf
sing =
1+ w?
. \2 . . 1 . \2
arg(l+ jo) =2arg(l+ jo)=20=2arctanw et argH(jo)=arg| ——— |=—arg(1+ jo) =-20
g(1+ jo) 9(1+ jo) gH (jo) g{(jml)z} g(1+ jo)
0e[0;7/2[<-20€]-r;0].etona g(w):—Zarctanco ® 0 +o
b. Variation de la fonction g : g'(w) = > <0 par conséquent la fonction g((w)) 5 —
+ o’ g(w
f est strictement décroissante sur I’ lntervalle [0;+oo]. \_ﬂ
g(0)=-2arctan0=0 lim g(w)= lim —2arctanw=-2 lim arctanw=-2x7/2=-x
W—>+00 W—>+00

O—>+00

1 5 . . , .
3. (@) =——¢e Zjarctane g |3 calculatrice on remplace @ par t et on utilise les coordonnées paramétriques

o) =
. 1+
et on obtient :
(@) —( :
1+ @?
on détermine la forme algébrique de chacun des nombres du tableau.

j 3-4
HO) =+ =1 p[d]-_4% 4 4 _43-4i) _12-16] _12 18,
(0+1)? 2 (j+2)2 4+4j— 1 3+4j 25 25 25 25

1
cos(—2arctan
602 ) ( 0))

Pour trouver les valeurs exacte des x(w) et y(w).

)sin (—2arctan o)
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Bi) -0 3 2f;

VB9
3 ) (J3j+3p

9
9+463j-3 6+643]

24

1Bi) -

24 8
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(\/—J) 1 1 ﬁj (j)_ 1 _1_ 1
(\/§j+l)2 1+2\/_j 3 2+203] 8 8 8 8 (j+12 2j 2
Sur la calculatrice on utilise
les coordonnées paramétriques : 0¥
1
x(t)=( 2)cos(—2arctant) ' A )
1+t Pz BRER AR i : X
1), Vi i v ; '
y(t):( 2)sm(—Zarctant) ' i i ' i 1
1+t H 1 T T v
' ! : H II
: 1HE : e
i IR :
i HHE :
G : : ! /T
INEEIE 7
i i e~ O I R R D
E
® 0 1/8 1/4 112 J3/3 3/4 11 03 3 4 5
r(w) 1 64/65 16/17 4/5 3/4 16/25 1/2 1/4 1/10
X(@ 1| 4032 240 2_ 3_ 112 0 | 4 =2 -15 —24
(@) ?25~0‘95 289 ~ 083 ?5‘0'48 g 037° 625~ 018 g 05 25 289 676
o 0 1024 _ 18 6_ 33 _ _384 -1 4B =3 -8 -10
y(@) E_@,m R 75——0,64 —g =065 2508 | 5 | 5B % >89 76
Points A B C D E F G H | J K
Exercice 7
1. h(w) = [Lw—i} ol @e]0;+oo[. lim h(w)=-o et lim h(w) = +o
Co w—0" W—>+0
1
h'(e) = [L+Cw }o et o 0 ic o
1 2 2 1 1
h(w)=0=h(w)=Lo-—=0LCo =l =—>n=——. r'(o) +
«“ « Co LC VLC r(w) 0 +00
2.a m d’affixe 1+ jh(w) ona R.(z)=1 et Im(z)eR, donc m _OO

appartient a la droite ( D) d’équation x=1.

b. la transformation qui a m d’affixe z associe M d’affixe zZ 1 est I’inversion complexe .I’image de la droite (D) qui
z

ne passe pas par O est un cercle © passant par O et privé du point O .( C) de centre (1/2;0) et de rayon 1/2.

c. I’ensemble E est I'image de C\{O}par la transformation z — %z .

.k
Si —=pe
R P

9 alors E est I'image de C\{O}par la similitude de centre O , de rapport p et d’angle 0

k
E est donc un cercle de rayon %.

3.L=0,05; C=20x10"°

a. a=0,donc K =220e1° =

220, donc

K[ _
50 50

220

22
5

de centre O et de rapport % C’ est donc le cercle de centre A(%;Oj et de rayon %

=4,4, donc E est le cercle image de C\{O}par I’homothétie
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h(1007) =i|:0,05><100ﬂ— 16 }zi[&z—@}z—z,seg .de méme h(2007)=-0,9
50 20x107° x1007z ] 50 T

50 < f <100 <1007 < @ < 2007 , donc h(1007)=-2,87 et h(2007)=-0,9.

b. « =7 /6. Donc E est I’image du cercle précédent par la rotation de centre O et d’angle « = /6 prive du point O.
Exercice 8

1. H (j%} =H(jw) puisque x =RCew . Il s’agit donc de trouver la partie réelle et la partie imaginaire de H (jo) :

H (joo) = 23X (L (k= i) _krkix—jeex® _ k+x® ox(k=D)
S v [ D ¥ I R

2 [—

Donc Re H(jij =% et I'm H(jij = ng 12) . Comme les partie réelle et imaginaire de
RC K®+x RC K*+x

H (j%} sont toutes deux positives , on en déduit que I’on peut choisir un argument de H (j%} dans

I’intervalle [0; /2], et méme sur [0;z/2[ puisque la partie réelle ne s’annule pas.

o) 23
Sino(x) RC)) W2y x(k-1)

Comme tan9(x) = 2 il ko
cosO(X) Re(H(jXD +X +X
RC

on en déduit 4(x) =arctan[(k —1)k—X2J ,0U X e[0;+o0[ .
+X

k2 +x2
2. 0'(x) = ”'(ZX) avec u(x) = (k1) —— : X 0 Jk +o0
1+u“(x) K+ x 0'(x) + 0
9Max
0(x) | 0 0
k+x%—2x? k—x?
k —x2 u(x) = (k-1)————=(k -1
(k=D 2\2 (k+x )2 k+x2)2 T
. (k+x) (k-D)(k-x°)
0'(x) = , X = (k+x2)2 k1R Le signe de 0'(x) dépend du signe de k —x? puisque R > 0,
1+(k-1) (k+X2)2 C>0 et k>1.D’ou le tableau de variation de 6.
Jk k-1)) .
Avec 6,,,, =arctan (k—l)ﬁ = arctan Wk

6(0) =arctan ((k -1 sz =arctan0=0 et
k+0

X—>+00 X—>+00

k-1
lim 6(x) = lim arctan((k —1)%}: lim arctan{ujzarctan0=0.
X—>+0 K+ X X

b. pour que le maximum de la phase soit égal a = /6, on doit avoir

arctan((k_l)Jzzaw:E yF
2k ) 6 22k 3 -
3(k—1) = 24/3k < 9(k —1)® =12k - ma
< 3k2-10k+3=0 N , ~ ¢
2 0la T~
A=b"-4ac=100-4x3x3=64 , © ~
_ n T———
donc kFM:1 ou v T
2x3 3 /
10+8 18 °r2
k, = =—=3,
2x3 6 01
commek >1 seul k =3 convient.
Le dessin ci-dessous est fait aveck =3 0 1 2 3 4 5 3 7
Exercice 9
En électronique on utilise la fonction de transfert T de la pulsation @ définie par : T(w) = ﬁ
+ jor

Ou K et7 sont des nombres réels positifs. Pour améliorer les qualités du filtre, on réalise une contre-réaction sur le
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T(w)
1+T (o)
Pour cette étude on se raméne au casou 7 =1 et K =4, ce que I’on supposera Dans toute la suite de probléme.

1°. T(0)

montage correspondant et on obtient alors la nouvelle fonction du transfert : H(w) =

T}
T[i} S - 3k/3 _ 3ky3 33 _ 33
3 (1+jj§)s (B+0)' (2+2/3])(\3+]) 2B+2j+6j-2y3 8 2
roo K ok ko ko K(2-20) e
@+ @+Pa+i) 2ia+i) 2j-2 (-2+2j)(-2-2j) 8
Tk~ k _ k _ k k1
@+ V3)*  @+jV3)a+jy3)® 1+ jV3)(-2+2jy3) -2+2j3-2j3-6 8 2
2o HO) =@ _4 .y TO _—1—j_=j(_1_j)=1_j HW3) TWB3) _ -2 _

T1+4T(0) 5 14T 1-1- 1+T(/3) 1-1/2
3°. On se propose de déterminer un procédé graphique pour obtenir le module et un argument de H (w) .
Onnote A le point d’affixe —1 et M le point d’affixe T (w) .

s M
a. Montrer que le module de H(w) est égal a M—i

| T@) |_| T@)-0 | |zu-2]|_Mo
1+T(@)| [T@)-(D| |2y -2a| MA

H (0) = T _ T@-0 _2v-2 Donc |H (w)| =
1+T (@) T(@)-(-1) zy—-2zp

b . Montrer qu’un argument de H (o) est égal & I’angle (MA ;MO) .

T(w)
1+ T(w)

arg[H(w)] =arg{ }zargT(w)—arg[HT(w)] =argzy, —arg(zM —ZA) =(ﬁ;m)—(ﬁ;m)=(ﬁ;m)+(m;ﬁ)

arg[H (o) | = (mm) - (WW)

c. En utilisant ce qui précéde , expliquer comment on peut retrouver les résultats de la question 2° par une lecture graphique

= E = ~
-~
“ N
N
/ A
9 N
N\,
Ve P e \
/4 ~ ~
/ /| 2 b < \
/ N
/ / N \\
/ g S N
- \
/ / o 1 N N )
/ / \ \ \
/ = T
f 7 ¥
| yi AN \ |
I''A M | | MO
- 31" -2 1] - a v | 2 '3
\ \ \ / / |
\
\ \ !
\ \ M2\ ” , /i
\ \ T Tr - /
\ \ \ / /!
\ \\ 2 Ve
\ N \ g /
\ < \\ M1 1 P /
N n S PN
N S —
N 3 7
~ -
~ -
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Exercice 10
1.a .Ecrivons le nombre complexe A(jw) sous forme complexe :
A(jo) =- _Gk = ?k - =— Zsz >— -Multiplions le numérateur par le complexe
jo(jOw+1) jo(j0 0 +2jwd+1) jold-0°0w")-200
. Gk —jo(l-0°w®)-20°0 —jo(l-0°w®) - 200
A(jo) =- 2 2 20 72 2 2 222 02 2 4 4 272
. , , . jo(l-0°w")-2w°0 4o'0" +o°(1-0°w") 4o 0"+ 0" (1+60"0" —200°07)
conjugué de dénominateur o ) , ) , y it
A(jo) =Gk 4_220) 0; 10)(41—69 2 )4 7 =Gk —260492— Jwgl_gzlwe ) =Gk —2260 92_ !w(l—gdwd)
4o"0° + 0"+ 60w — 200 20°0° + 0" +0'w 0 (200" +1+60°0")
2 2 2 2
en réduisant , on obtient : A(jw) =Gk 392 =+ © w2 ?2 jl= kaz 5 +Gk(9 . 212)1 dou :
1+0°0°) w(l+6w?) 1+0°w°) w(l+6‘w?)
. —-2Gko ) Gk(0%w? -1)
Re(A(jw)) =X (w)=———— et Im(A(jo))=Y(0)=—"——=
(A(jo)) = X(w) L+ 0%0?)? o+ 0200
b. comme Jlim (1+60°0%)=1,0na lim X(w)=-20Gk , Jim (- 1+0%0%) =—1et lim o(l+60°w?)" =
w—0 w—0

,donc lim Y(w) =—o0. Les deux conditions lim X (w)=-20Gk et lim Y (w)=— montre que la représentation
0—0" 0—0" 0—0"

graphique de la courbe paramétrée définie par la fonction o — X () +Y (@) j admet la droite d’équation
X (w) =-20Gk comme asymptote verticale .
2 a) Utilisons les propriétés du module d’un nombre complexe :

. Gk Gk Gk
r(w)=|A(Jw)|=|jw(1+ jew)2|=|1w||(|1+ J!Ha))| = ey el el =t o oo = (0% <1etr

. - . Gk -
3°) étude des variations de la fonction @+ r(w) =—————, pour » > 0.Calculons les limites aux bornes
ol+0°w°)
I|m o1+ w20?) =0, donc I|m r(w)=+0 et I|m a)(1+ ©20?) = lim ©°02=+0 donc lim r(w) = lim Ek =0.
W—>+0 W—>+0 O—>+0 ¢y 92

Gk (1+ 3w26?)
oY1+ 0%w?)?
r'(w) <0, donc la fonction @ > r(w) est strictement décroissante sur ]0; +oo[

Calculons la fonction dérivée de r(w) et étudions son signe . r'(w) =— , pour tout @ >0 ,0na:

+ o0

a . . T i
b) de méme arg(Jw)_argJ_E+2kﬂ,keZ . r(w) -

onpose z=1+ jw6 , la partie réelle de z, qui vaut 1, est
- _ - - - \

strictement positive , il existe donc un unique argument « de z r(w) 0

dans I’intervalle |-z /2;z/2[ et arg(l+ jwb) = a + 2kx , donc

.compte tenu des calculs faits plus haut , il existe un unique argument de

1
acl-zl2al?] ®f eR

A(jw) ,que I’on note ¢(w) , tel que

tana =2 =29 _ 4o {a = arctan(w0)
a =N

o(w) =arg A jo) = ag%=arg(Gk)—arg(ja>(j9a>+1)2)=O—arg jw—arg(j9w+1)2=—%—2argarg(j9a>+1).

Donc ¢(w) = —% —2argarg(jOw +1) = —%— 2arctan(w®) .

3°) Etude de variations de la fonction o+ ¢(w)=-n/2-2arctan(w0)
lim arctan(w@) =0, donc lim ¢p(w)=-z/2 . lim arctan(wf)=x/2, donc lim ¢(w)=-n/2—-7=-37/2.
0—0" 0—0" W—>+o0 W—>+0
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. . . e . . , 20 ,
Déterminons la fonction dérivée et étude de son signe : ¢'(w) = —W pour tout >0 ,0na: ¢'(®w) <0,
+o
donc la fonction @ > ¢(w) est strictement décroissante sur p 0 -
4°) @) p(wy) =7 < —% —2arctan 20w, = -7 r(w) +00 .
—2arctan 20wy = -7 + Z--Z donc arctan 20wy = z ¢ () —
2 2 4 o(o) 40 T T————
—3r/2

etona: 20w, =tanZ =1, donc [N =i=0,05
4 20
Gk 0,08 8 4 I
= = :—20'8
wo(L+60%w,%) 0,05(1+1) 2x5 5
b) I’asymptote verticale a pour équation : x=-2x20x1x0,08=-3,2.

et r(mg) =

. -3,2 —0,08(1— 4002
Danslecasou k=0,08et 9=20.onprendG=10ona: X(w)=—— et Y(w)= ( @)
(1+ 400w?)? o(L+400w?)?
o(w) 2713 —3r/4 5716 - 1716 —4r/3
D) Ziotal’l%ZZ_z(\)/g %tan%:# itanzzﬁ itan£=i itanlzﬁ ianS—”=£
20 6 60 20 4 20/ 20 3 20| 20 12
0,0134 0,021 0,029 0,05 0,087 0,187
r(w) 5,57128 3,297 2,08 0,80 0,23 0,03
X (a)) —2,785 -2,331 -1,8 -08 -0,2 -0,014
Y (a)) —4,825 -2,331 18 0 0,2 0,346
V3 V3
Points A B C D E F
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TP MATHEMATIQUES NOMBRES COMPLEXES BTS1-GO 2009-2010
Exercice 1

On se propose dans cette question de déterminer le « lieu de transfert » associé a la fonction de transfert H .
On note j le nombre complexe de module 1 et d’argument 7z /2 et on pose p = jo avec w €]0;+oo[

Onaalors: H(jw)=

1+ jo
Dans ce qui suit , les représentations graphiques demandées sont a réaliser sur une feuille de papier millimétré avec
un repére orthonormal (O;1, j) d’unité graphique cing centimétres
On appelle M, le point d’affixe z=1+ jwet N le point d’affixe H ( jw) pour tout @ €]0; +-oo[

1.0n lit sur I’écran d’une calculatrice que les valeurs de H ( jw) pour @ :% Lw=1et w=+/3
3.\ 16 12 . 101 NC
HISjl===-20 H(i)==-Zi; 3j)="->
(4Jj e e )i H()=5-31 (IJ) il
Placer sur une figure les points M et N, pour @ =3/4,0 =1 puis w=+3.
2. Tracer sur la figure du 1° ,I’ensemble C , des points M, du planP , d’affixe z =1+ jo quand @ décrit

Iintervalle [O;+oo[ .

3. Soit A le point d’affixe 2 Calculer .En déduire que le « lieu de transfert » du filtre est inclus dans un

H(jw)—%

demi- cercle C dont on preécisera le centre et le rayon .
Représenter graphiquement sur la figure du 1°. I’ensembles C  décrit par le point N, lorsque @ € [0; +oof .

Exercice 2
Cet exercice porte sur I’étude de la fonction de transfert T, de la variable réelle positive @ (pulsation )définie

.
1+ ]—
par : T(w) =—w2) ou @y ( pulsation propre ) est un réel strictement positive connu et ou j est le nombre

1+2j—
0]

complexe de module 1 et d’argument 7 /2 . A cet effet on pose t - et on consideére alors la fonction f , de
o

la variable réelle positive t, définie par f(t)= 1+ JFt .On définie C I’ensemble des points , d’affixe f (t),
J

obtenus lorsque t parcourt [0; +oo[ .

Le plan complexe est rapporté au repére orthonormé (O; ﬁ;\?) . On prendra 12 cm pour unité graphique et I’on

présentera une seule figure pour I’exercice .
1.a. Calculer f(0)et f(1). Placer les points images correspondants A et B de C sur la figure .

b. Résoudre I’équation f (t) =%—%j . Placer le point C d’affixe %—%j de C sur lafigure.

2. Montrer que, pour tout t €[0;+o0[ , le module de f (t) —% est égale a %

En déduire que la courbe C est une partie d’un cercle dont on précisera le centre et le rayon .
. 11 1

3. Vérifier pour tout t €[0;+oo] : f(t)==+=x

2 2 1+2jt

4. Définir alors et représenter sur la figure successivement :
a. la demi-droite (D) ensemble des points d’affixe z =1+ 2 jt lorsque t € [0;+o][ .

. . . 1
b. le demi-cercle C ensemble des points d’affixe z, == en montrant que
z

1l 1
Zl—E ZE.
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c. I’ensemble C, des points z, =%zl.
d. la courbe C .
5. On pose , pour tout t €[0;+o0[, ¢(t) =arctan(t) —arctan(2t) .
a. Vérifier alors que ¢(t) =arg f (t) compris entre —7 et 7
b. Etudier les variations de la fonction t — ¢(t) pour te [0;+oo].
c. Apreés avoir calculer ¢(\/§/2) et en utilisant la courbe C , interpréter graphiquement ce résultat .

Exercice 3
Soit P le plan complexe rapporté a un repere orthonormé(O;G,x?) (unité graphique 10 cm) .

On note A le point d’affixe 1 . On désigne par j le nombre complexe de module 1 et d’argument /2.

La fonction de transfert d’un systéme est donnée par : H(jo) =%xﬁou r est la fonction numérique
+ Jr (o

définie sur I’intervalle ]10;+o0 [par : r(w) =%+l .On se propose de rechercher le lieu (E) des points M du
(0]

plan P , d’affixe Z =H(jw) lorsque le réel o décrit I’intervalle 10;+o0 [ .

1°. Etudier les variations de la fonction r et préciser ses limites en 0 et +o.

2°.Quel est le lieu (&) des points m, du planP , d’affixe Z, =1+ jr(e) lorsque le réel» décrit I"intervalle
]0;+00 [. ? On précisera la transformation utilisée.

3°. Quel est le lieu (E)des points m, du plan P, d’affixe Z =H(jw) lorsque le réel » décrit I’intervalle
]0;+00 [. ? On précisera la transformation utilisée.

4°. Tracer , sur une méme figure, les ensembles (E)et (E).

Exercice 4

Soit P le plan complexe rapporté a un repere orthonormé (O;G,x?) (unité graphique 10 cm) .

On désigne par j le nombre complexe de module 1 et d’argument = /2.

La fonction de transfert d’un systéme est donnée par : H (p) =$. On se propose de rechercher le

lieu de transfert (E)associée a la fonction de transfert H ( p) .Pour cela, on pose p= jo avec we]0;+o .

1°. Montrer que I’on peut écrire 1 H ( jo) =_; ou f est la fonction numérique définie par f(w)zg—z.

1+ j (o) 2 o

1°. Etudier les variations de la fonction f et préciser ses limites en 0 et +w.

2°.Quel est le lieu(E ) des points m, du planp , d’affixe Z, =1+ j f () lorsque le réel o décrit I'intervalle
10;40[.

3°. Quel est le lieu (E)des points m, du plan P, d’affixe Z =H(jw) lorsque le réel » décrit I’intervalle
]0;+00 [. ? On précisera la transformation utilisée.

4°. Tracer , sur une méme figure, les ensembles (E)et (E).

Exercice 5

P

La fonction de transfert H d'un systeme est définie par : H(p)=————
p-+2p+2
Soit P le plan complexe rapporté a un repére orthonormal (O;G,x?) (‘unité graphique 10 cm) .

On note j le nombre complexe de module 1 et d’argument /2.
On se propose de rechercher le lieu C des point M du plan P, d’affixe Z = H(jw) lorsque le réel o
décrit Iintervalle [0;+oof .
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1°. Montrer que , pour tout réel  strictement positif, H(jo) =%xﬁ, ou rest la fonction numérique
+ jr(w

définie sur I’intervalle [0; +oo[ par : r(a))zg_l,
w

2°. Etudier les variations de la fonction r et préciser ses limites en 0 et en +oo (0n ne demande pas le tracé
De la courbe représentative de r).
3°.
a. Quel est le lieu C ; des points m, du plan P ,d’affixe Z, =1+ jr(w) lorsque o décrit I’intervalle [0;-+oo[ .

b. Le lieu de transfert du filtre est la courbe décrite , dans un plan rapporté a un repere (O;T, ]) , par
le point M d’affixe Z = H(jw) lorsque @ décrit I’intervalle [0;-+oo[ . Soit A le point d’affixe %.

Calculer |H (jo) —1/4| .En déduire que lieu de transfert du filtre est inclus dans un cercle dont on
précisera le centre et le rayon . Représenter graphiquement les ensemblesC ,etC

Exercice 6
On considéere le quadripOle représenté ci-dessous : R et R'désigne la résistance de deux résistors exprimée
En Ohms , C désigne la capacité d’un condensateur exprimé en farads.

—]—1
R’ Q R
C
=
En régime harmonique , dans le cas ou R'=3R , la fonction de transfert complexe de ce quadripble est
Donnée par : H(w)=—3=2, ol » désigne un nombre réel appartenant a I'intervalle ]0;+o[.
4R+ —
ICw

On désigne par j le nombre complexe de module 1 et d’argument = /2.

Dans tout le probléme , les nombres strictement positifs R et C sont constants.
1+ jRCw _l_'_ 3
1+4jRCo 4 4(1+4jRCo)

2°. Lorsque le réel o décrit I’intervalle 10;+w [ , le point M d’affixe H (w) parcourt un ensemble (E).

1°. Demontrer I’égalité suivante : H (o) et vérifier que H (o)

L’objet de cette question est de représenter I’ensemble (C), dans le plan complexe rapporté a un repere
orthonormal (0;u,v).

a. Onpose z =1+4jRw
Déterminer I’ensemble (A, ) décrit par le point M, d"affixe z, lorsque le réel décrit I’intervalle]0;+oo [ .

b. Soit z, =ﬁet M, le point d’affixe z,. Déterminer I’ensemble (C, ) décrit par le point M,
+4)JCw

d’affixe z, lorsque le réel » décrit I’intervalle]0;+w [ .
c. Soit z, =%z2 et M5 le point d’affixe z;. Préciser la transformation géométrique qui fait passer du point

M, au point M. En déduire I’ensemble (C;)des points M;obtenus lorsque le réel o décrit I’intervalle
10;40 [.

d. Préciser la transformation géométrique qui fait passer du point Mjau point M d’affixe z =%+ Z,.

En déduire I’ensemble(C ) des points M obtenus lorsque le réel o décrit I’intervalle ]0;+o[.
Cet ensemble de points est une partie d’un cercle dont on indiquera le centre et le rayon .



Lom

PR Y

Docs a portée de main Page |162

3. Soit P le plan complexe rapporté a un repere orthonormé(o; ﬁ,\?) (unité graphique 10 cm) .
Représenter sur une méme figure les ensembles (A;), (C,) , (G;) et (C).

4. On note ¢(w) la mesure , exprimée en radians , de I’largument du nombre complexe H (co)comprise
Dans I’intervalle 1-7/2;0].
Utiliser la figure obtenue pour déterminer la position du point M pour laquelle ¢(w) prend sa valeur
minimale ¢, . Préciser alors la valeur exacte de sin(d,, ).
Donner une valeur approchée , & 0,01 radian prés de 4, .

Exercice 1

1LH(jo)=

! pour =314 . w=1¢et 0=+3
®

3 ) 1 a4 4(4-3j)  16-12j 16 12 1 1-j 1-j 1 1.
H(Zj)jz 3. 4+3] (4 ; 41)3 25J 5 5 "5 0 i i 2J 2 2]
1+Zj +3) (4+3))(4-3]) +i (1+j)(-])

1 (1—\51') 1-43j 1 43,
((J)) ]_+\/§J 1+\/§J (1+\@j)(1_\@) 4 4 4]

2. H(jo) = o 1 , puisque p= jo. lorsque @ décrit I’intervalle J0;+oo[ ; z=1+ jwa une partie réelle
+ jo
fixe et égale a 1, sa partie imaginaire w parcourt 10 ;+oo[ . Donc I’ensemble I' des points mdu plan P ,

d’affixe z =1+ jo lorsque @ décrit I’intervalle [0;+oo[ est la droite d’équation : x =1.
7| 1l

22| 2 2’
on sait que I’ensemble du point M d’affixe Z tel que |Z —a|=rest le cercleC de centre A d’affixe a et de

3H(Jw)——=i 11,21 je 11 jo (ja))—l:lxi. donc
21+ja)2 2 1+ jo 21+j 2 2 12

z

H(jo) |-

rayon r.donc I’ensemble du point M d’affixeZ = H(jw) est le cercle C de centre A d’affixe %et de

1-j 1 1.
H(j)=—="—"=2-2j;
0 1+j 2 2 2!

1 _1-2j 1 2.
H()) 1+2j 5 5 51

. 1 1-43) 1
H(jv/3) = = =———
N)=1 B~ 2 ~2 4!
. 1 1-2j 1
H(jv2) =
(Iv2) = iz 3 3
1] 1
H()-===; H(V3)-=[==;
‘0)2‘2 ‘(N3 J -
. 1
‘H(JVZ)—E
correspondants appartiennent au cercle C de centre A R WE T O W

d’affixe %et de rayon r =%.

1
=— ¢t
2

HQD—%

=%, et tous les points

Exercice 2-Correction
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1. f(t)—1+Jt L fy= X0 1, et‘f(O)—§‘=‘1—§‘=1
1+2jt 1+2jx0 1 4 4
R _ (+j)(a-2j) 1-2j+j+2_3-j_3 ‘ ()__‘__3_3 \/9 16 _ \/25 _5_1
C1+2) (1+2))A-2j)  1+4 5 417120 5% "V00 " 25 "V400 20 4
_ e )12 B .
b, 1) =3 L) 10t :E_lj@(”f)( Jf)zl 2jt+jt+2t® _1+2t7 it_3 1,
4 47 T 1+2jt 4 47 7 (1+2jt)(1-2jt) 1+4t? 5 5 5
1+ 2t 3 1
Donc < 5+10t2 =15 10t> =10 > t> =1<t=+1. Or t >0, donc t =1. et Ez—gcﬂ:l.
‘f(t)—— —|1+Jt -5 —|4+4Jt 3= 61t| | 1-2)t | 1|1 21t _1 ,pwsque [1-2jt =[1+2jt| =1+4t* .
L+2jt 4 a(1+2jt) | |4(1+2jt)| 4p+2jf 4

Par conséquent I’ensemble est une partie d’un cercle de centre | d’affixe 1/4 et le rayon1/4
3 f(t)—l 1 1 1+2jt+1  2+2jt 21+ jt) 1+ jt
2 21y 2jt 2(1+2jt) 2@+2jt) 2@+2jt) 1+2jt
4. Définir alors et représenter sur la figure successivement :
la demi-droite (D) d’équation x =1est I’ensemble des points d’affixe z =1+ 2 jt lorsque t €[0;+oo[

1
4-5=3

1
== en montrant que
z

b. le demi-cercle C ensemble des points d’affixe z; 5
z—l‘— 1+t 1| |2-1-2jt| | 1-2jt | 1p-2j 1
Lo 2t _| (1+2jt)| |2 1+2]t|_2|1+2jt|

Donc I’ensemble C est une partie d’un cercle de centre J d’affixe 5 et le rayonE.
c. ’ensemble C, des points z, =%z1 Par définition du transformation définie par z'=k z est

I’lhomothétie de centre O et de rapport k ici k== . Donc I’ensemble C, est une partie d’un cercle

de centre | d"affixe = et de rayon r'==|z|=
2 2 2 2 4
X1 12 - < f(t) —1+ z,, Donc I’ensemble C est une partie d’un cercle de centre O'd’affixe
+2])

1.1
d ft)==+=
(t) >t
1 1 . — 1-
=+, etde rayonz.(translatlon de vecteur szu ).
5. On pose , pour tout t e[0;+oo[, @(t) =arctan(t) —arctan(2t). Par définition :
g[ 1+t J—arg(1+ jt)—arg(1+2jt)=(ﬁ;OM1) (u OMz) (u OMl) (OMZ;G):(OMZ;OMl).

1+2jt
=t<> @ =arctant et 8'=arg(l+2jt) , donc

o | o
e

Soient 6 =arg(1+ jt) , donc tand =

. 1+ j
%z 2t < @'=arctan 2t , par consequent arg (%} = arctan(t) —arctan(2t) = ¢(t) .
+2]

tand'=

o | T

st 2 _l+4t?-2-2t7 1+t
1412 1+ 4t2 (1+t2)(1+4t2) (1+t2)(l+4t2)

$'(t) =0 2t2 —1=0<:>t=ig, puisque te[0;+[ , une seule valeur valable de t est tzg.
t
0 E 400
2
¢'(t) - 0 +
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0 0
#(t) T 2034 ——”

Donc la fonction ¢ admet un maximum négatif donc ¢(t) <0 pour te[0;+o][ .
¢[§J = arctan (%J —arctan (\/E) ~-0,34doncet ¢, €]-7/2;0[.

(2
f[ﬁ}— 1+J[2J C2yzi (2+42)(1-2)) _2-22j+\2j+2 2 2.

_1+2j[ﬁJ_2(1+\/§j)_2(1+\/§j)(1—\/§j) 2(1+2) 3 6!

¢(v2) 3|2 V2. 3/ |-1 V2 [1 2 [i+8_[9 3 1
2 ) 473 6 a2 6 | TV1aa 36 N1aa Vs 1272
yl
e
P ™
r N
// \\
j- N
pd |
B’ 4" i g g iy g A g W g A i g W S i 2 \
[/ N / TN NEAN
// N\ [! “ \
/ 2 \l,
o/ N\ L/ \ A\
\/ |
| ]
0 + o y d Al L
~0,1 m-_n,-A
TEL \ /
\~.~‘ \ ,
\ T o AN ! /]
\ ™~ S 1/
=4 N\gB )4 /
NN _,;(7__ _:\ - o /
\ N ~ M ~ /
N
P
.
\\\ f/
N P
I — "

I'angle ¢, prend sa valeur minimale lorsque la droite (OM )est tangente & (C ). Dans cette situation

Le triangle OMD est rectangle en M , donc : [sing, | =2—“DA=Z—2=% ; puisque ¢ €]—/2;0[

Donc on a sing,, =—1/3, et par conséquent ¢,, =arcsin(-1/3)~-0,34.
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Exercice 3

H(jo)= , avec f(w)=%+%_

1

1+ j f(w)

2. la fonction f , définie sur I’intervalle ]0 ;+oo[ par f(w) =%+l , est dérivable sur ]0;+oo[
(0]

et f'(w) =%—i2= wz 2 la fonction f admet un minimum positif sur ]0 ;+oo , donc f(w)>0.

5
[0 [0

lim <=0 et Iim£:+oo,donc lim f (@) =+o. ° 0 V212 +0
w—0 2 o—0 @ ©—0 f'(w) : - 0
)

+
lim ¢ lim ———0,donc lim f(w) 2 "
IM — =400 € Im —=0, donc m W) =+,
O—>+0 2 0>+ 20 ®—>+0 f (60) \ \/E /
4

3a. lorsque @ décrit I’intervalle 10 ;+oo[ ; Z, =1+ j f(w)a une partie réelle fixe et égale a 1, sa partie

imaginaire f (w) parcourt R . Donc I’ensemble C ; des points m, du plan P, d’affixe Z; =1+ j f (o)

lorsque e décrit I’intervalle [0;+oo[ est la droite d’équation : x =1.

. 1 o 1
2—1—j(a)+) 1—j[+) =
3. H(jo) -2 =— T 2 o) 12 o y(jp)-1-L
(a) 1) 2 (o 1 (o 1 2 7
1+ =+— 1+ j| =+— 1+ j| =+—
2 o 2 o 2 o
1 |z 1\21\ 1 . i . o
donc [H(jw)—=|=|——|==1—==—, on sait que I’ensemble du point M d’affixe Z tel que |Z —a| =r
2| |2z, 2|z 2

est le cercle C de centre A d’affixe a et de rayon r .donc I’ensemble du point M d’affixe Z = H (j)
est le cercle C de centre A d’affixe 1/2etderayon r=1/2.

Exercice 4
1. H(jo) = szw = ! — = ! , puisque Lz—i.
(jo) +2jo+1 1 g o (o 1 2jo 2w
2jo 2 2 2w
. 1 o 1
Donc H(jo)=———— ,avec f(w)=—-—.
1+ j f(w) 2 2w

2. la fonction f , définie sur I’intervalle ]0 ;+oo[ par f () =%—2i, est dérivable sur 0 ;+oo[
(0]

, 1 1 w’+1 . . : ,
et f'(w)==+—==——>0.lafonction f estdonc strictement croissante sur ]0 ;+oc[ .
2 2w 20
. . . 0 +
lim< =0 et I|mi=+oo,donc lim f (@) =—o0. ,w ®
-0 2 0—02® -0 f (CO) +

+00

.o . 1 )
lim == et lim —=0,donc lim f(w)=-+oo. _ /
w—>+0 2 oo w—>+0 20 W+ (w) oo f (CO) 0

3a. lorsque @ décrit I’intervalle 10 ;+oo[ ; Z, =1+ j f (w)a une partie réelle fixe et égale a 1, sa partie
imaginaire f (@) parcourt R ..

Donc I’ensemble C ; des points m, du plan P, d’affixe Z, =1+ j f(w) lorsque e décrit I’intervalle [0; +oof

est la droite d’équation : x =1.

o 1 o 1
1 1 1 2_1_1(2_250) 1_1[2_20)) 1z,
3b.H(jo)-= = = =  H(jo)-===2L
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Z

H(jo) —l — —uz— , on sait que I’ensemble du point M d’affixe Z tel que |Z a| =r
2 2z1 2|2y 2

est le cercle C de centre A d’affixe a et de rayon r .donc I’ensemble du point M d’affixe Z = H (jw)

est le cercle C de centre A d’affixe 1/2etderayon r=1/2.

donc

Exercice 5
P

H(p)= —"~

(» p2+2p+2

. jo 1 1 1 1 . 1 j

L H(jw)=— 2J . —72 B o 1 :Exﬁ1pwsque.—=—i.

(jo) +2jo+2 —+2+ jo 2+2j(—} 1+j(_) Jo o
jo 2 o 2 o

Donc H(ja))zlx_;, avec r(w)zg_l
2 1+ 2 o

jr(o)
2. la fonction f , définie sur I’intervalle 0 ;+oo[ par r(w)= E—l est dérivable sur ]0 ;+oo[
(0]

1 w’+2

et r'(m) =%+—2_ >0.la fonction r est donc strictement croissante sur ]0 ;+oo[ .
(0]

20°

im<=0 et |Imi—+oo donc I|m r(w)=-o0. lim %:+oo et

w—>0 2 o—>0 @ W—>+0
. 1 . w 0 +00
—= nc | =
Jim =0 donc. lim r(e) =+e @) I n
3a. lorsque @ décrit I’intervalle ]0;+oo[ ; Z, =1+ jr(w)a une partie /V+oo
réelle fixe et égale a 1, sa partie imaginaire r(w) parcourt R. f(w) —00
Donc I’ensemble C, des points m, du planP , d’affixe
Z, =1+ jr(w) lorsque w décrit I’intervalle [0;+oc[ est la droite
d’équation : x=1.
11 1 1 12_1_j(;)_1) 11_j[;)_1) 11 7,
3b.H(jo) - T =x— -2 == == 2L, H(jo) - ==x=L
(w1j44 [w1)4(1j 4 4 7,
1+j| - - 1+j| ——— 1+j| ———
2 o 10} 2 o
1] |z 1\21\
donc |H(jw)-=|= =»on sait que I’ensemble du point M d’affixe Z tel que |Z —a|=r
4| |4z, 4|zl|

est le cercle C de centre A d’affixe a et de rayon r.donc I’ensemble du point M d’affixeZ = H (jw)

est le cercleC de centre A d’affixe 1/4etderayon r=1/4.
Exercice 6 Correction

R4 1 1+RjCw
1. par réduction on obtient : H (o) = ICo iCo 1+RjCw
AR+ "1+ 4RjCo 11 4RjCa
ICw iCo

1 3 _1+4jRCo0+3 _ 4(1+ jRCa)+3)
4 4(1+4 RC (@)
j a)) 4(1+ 4JRCa)) 4(1+4jRCw)
2. a. Le point M, d’affixe z, =x, + jy, =1+4jRCow, C’est-a-dire x, =1et y, =4RCw >0 ,donc Le point M,

appartient a la droite d’équation x =1et comme y >0, I’ensemble (A, )décrit par le point M, d’affixe
z, lorsque le réel w decrit I’intervalle0;+oo [ est la demi- droite située dans le demi-plan des ordonnées
strictement positives .

. 1 . .
b. Soit z, =————et M, le point d’affixe z,. Calculons le module de z, 1
1+4jCw 2
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) _l‘_| 11| _|2-(1+4iCe)| | 1-4jco |_1fi-4iCe| 1 [Z] 1
? 2] 1+4jCo 2| | 2(1+4jCo) | |2(1+4jCw)| 2[1+4jCw| 2 [z,| 2°
L’image d’une droite ne passant par O d’équation x =a et qui passe par le point A(a;0) est un cercle

de diametre [OA"] privé de O qui passe par le point A'(E;oj JIci a=1,d’o0 A=A". L’ensemble (C,)
a
décrit par le point M, d’affixe z, lorsque le réel » décrit I’intervalle]0;+o [ est cercle de centre

B(i;oj = B(%;OJ et de rayon % De plus argz, = argiz —argz, + 2kz , donc (G, ) est le demi-cercle
a Z

1

de centre B(%;Oj de rayon % située dans le demi-plan des ordonnées strictement négatives .
c. M5 le point d’affixe z, =%zz, on passe de point M, au point M, par I’homothétie hde centre O et de
rapport k =% .Or I’'image d’un cercle par une homothétie est un cercle de rayon r'=%r(r'= kr) et

h(B)=C c’est-a-dire OC =%OB =§x1=§, de plus k =%>o , I’'ensemble (C;)des points M ; obtenus
lorsque le réel w décrit I’intervalle 10;+x [ est le demi-cercle situé dans le demi-plan des ordonnées

negatives.
d. le point M a pour d’affixe z =%+ z,, On passe de pointMzau point M par une translation de vecteur

Wzlﬁ, donc I’ensemble(C)des points M obtenus lorsque le réel o décrit I’intervalle 10;+o0 [ est le

demi-cercle de centre D image du point C par la translation de vecteur w, une translation est une isométrie )
donc D=T(C)— D(5/8;0)et de rayon r =3/8situé dans le demi-plan des ordonnées négatives.
3. voir graphique ci-dessous.
4. I'angle ¢, prend sa valeur minimale lorsque la droite (OM )est tangente a (C ). Dans cette situation
DM 3/8

Le triangle OMD est rectangle en M , donc :|sing,,| =O—D_%=0,6 ; puisque ¢, €]—n/2;0[

On a donc sing,, =-0,6 et par conséquent ¢, =arcsin (-0, 6) ~-0,64rad .
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