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TP CALCUL INTEGRAL

Exercice 1 :
2
Soient f et g les fonctions définies sur ]O;+oo[ par: f(x) = X? -Inx et gx)=xInx-x.

1. Calculer g’(x). En déduire les primitives de fsur ]O;+oo] .
2. Calculer jlef(x)dx.
Exercice 2

. : e 3
On considere les deux fonctions f et g définie sur R par : f (x) = ZX et g(x)= ;
X +1

X +1

1°/ déterminer une primitive F de f sur [0 ; 1]. En déduire |, =j; f(x)dx .
1
2°/ On pose |, =jog(x)dx .
1
0
b/ En déduire la valeur de |,.
Exercice 3

a/ Démontrer que I1+I2=j (f(x)+g(x))dx=j;x dx . Calculeralors: 11 + 15

T -
) : R = sin2x
le but de I’exercice est le calcul de I’intégrale j 2 ————
0 1+2sinx

Pour cela, on introduit les fonctions f et g définies sur I’intervalle [0; = / 2] ;
sin2x COS X
ar: f(x)=—="_ et g(x)=———0r
P ) 1+2sinx 909 1+2sinx
1. Montrer que f(x) + g(x) = cos x . En déduire que | +J = 1.
2. a. Calculer la dérivée de la fonction u définie sur I’intervalle [0; 7 / 2] par : u(x) = 1+2sinx.
b. E n déduire une primitive de la fonction g sur I’intervalle [0; = / 2] , puis calculer J.

3. En utilisant les questions précédentes, déterminer la valeur exacte de I.

, ainsi que les intégrales : | =j05 f(x)dx et J :'ffg(x)dx

1+ cos2x

4.0n rappelle que pour tout réel x cos® x = . En déduire le calcul de jf cos? (X)dx.

Exercice 4 :
. s ., P T 2 I . 2
On considere les intégrales | et J définies par | =I0 x(cosx)“dx et J = jo x(sin x)<dx

Le but de cet exercice est de déterminer les valeurs exactes de ces intégrales sans les calculer.
1) Déterminer la valeur exacte de | + J.
2) On se propose dans cette question de rechercher de la valeur exacte de | — J.

a) Démontrer que |1 —J = J.(;Txcos(2x)dx

b) On appelle f la fonction numérique définie sur I’ensemble R des nombres réels
1 . 1 ] . '
par : f (x)= Exsm(Zx) +Zcos(2x) . Démontrer que pour tout nombre réel x, f'(x) = xcos(2x)
c) En déduire la valeur exacte de | —J.
3) A I'aide des questions précédentes, déterminer les valeurs exactes des intégrales | et de J.
Exercice 5 Calculer a l'aide d'une intégration par parties :

1 1 e 0
A=| (t+2)cos(zt)dt B=| xe*dx :j In D=| (x+1)e*dx
[, t+Dcos(xt) [ C={ Intat [Lo+D)
E=Lex2 Inx dx F =J12(x2+1)ln(2x)dx G:j:(x2+3x)e"‘dx H :j_” x2 cos X dx
T oy . 72X _ wl2 . (72 o
I:joe sin x dx J—joe cos x dx K_jo xsin x dx L—jo x2 sin x dx

T . 1 1/2 1/2 .
I, = IO (t—)sin(nt)dt M = IO arctan x dx IO arccos x dx IO arcsin x dx
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Exercice 6 Calculer les intégrales suivantes a I'aide du changement de variable indiqué

4t
A= dx , t=1++/x B= 4dx ;o t=x+1 C=| ——=dt ; t=x+2
11+\/_ 1y 42x+2 L \/t—
:je(lnx) dx t=Inx E= J‘m\/— el (x:et) : F= —Z—dt ; t=2X
X 1+e% t? +4
1/2 . 1/2
j J1-t?dt t=sinu :J' %dx ;  u=arctanx. I —j (x=2t)
0 V3 (x2 +1) 0 1442
1 /2 :
J =j e XIn(l+eX)dx (t=¢*) sz” cos® xdx (t=sinx) L= I”M sin x dx (t=tanx)
0 0 cos® x
Exercice 7
1. Soit g(x)=+ Déterminer les réels a, b et c telle que : g(x) = —+L+L
X (x*-1) X x+1 x-1

2. Soit f la fonction définie sur I’intervalle J1;+oo[ par: f(x)= % 1)2 :

Trouver une primitive F de fsur I’intervalle L; +oof .

- . - 3 2 .
2. En utilisant les résultats obtenus précédemment, calculer : | =I ﬁln xdx . On donnera le résultat
2 (X5 —

sous la forme plIn2+qln 3 avec p et q rationnels.
Exercice 8

/a /a
Pour tout entier naturel n, on définit |, = j 2e ™sinxdx et J, = IOZ e ™ cos xdx.
0

1. Calculer Iy et Jg

I,+nJ, =1
2. En intégrant par parties I, puis J, montrer que I
-nl,+J,=e 2
3. En deéduire les expressions de I, et J,, en fonction de n.

4. Déterminer la limite de I, et celle de J, quand n tend vers +o.

Exercice 9
2
1. Déterminer les réels a, b, ¢ tels que pour tout u différent de 1, =au+b+ :
2 2u-1 2u-1

0o x?-1 s o cos®x .
2. Calculer I dx .En déduire J. . ———dx (u=sinx).

12x-1 -5 1-2sinx
Exercice 10
On consideére les intégrales suivantes :

. 1 _
I:_[” (' +eYHcosntdt  ; J :_[” (' —eYsinntdt et a, :—_[” (et +e ") cosnt dt
-7 - A -7

1. démontrer que la fonction f définie par f (t) = (e! +e™')cosnt est une fonction paire puis conclure
2. démontrer que la fonction g définie par g(t) = (e' —e)sinnt est une fonction paire, puis conclure

3. En posant u(t) =e' —e et aprés avoir calculer u'(t), exprimer J en fonction de | aI’aide
d’une intégration par parties
4. En posant u(t) =e' +e et aprés avoir calculer u'(t) a I’aide d’une intégration par parties
en déduire la valeur de |
(e” —e‘”)(—l)n

27(n? +1)

5. Dans le cas ou n est entier naturel, démontrer que : a, =

En déduire la valeurde ay , a4, a et aj.
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Exercice 11
1- Calculer les intégrales suivantes de la maniere la plus simple possible

/2 /12 . .
a) |I= Iﬂ ,,COS X COS 2x dx b) F,= J‘(f sinxcos2nx dx ('nestun entier naturel )
-7

2- Au moyen d’une intégration par parties , calculer les intégrales suivantes :

/2 .
a) l, :J.(;r X C€0S 2nx dx (neN). b) J, :%I;rxsm 2nx dx ( nest un entier naturel )

( on pourra utiliser la formule cosnz :(—1)n )
3-Pour tout entier naturel n, on considére les intégrales :
T w2
= nx)dx = X nx)dx .

a, J'ﬂlzcos( )dx et b, J'O cos(nx)d
-1. nx

a) Montrer que a_ :—sm7 .
n

- - 7 H 1 i 1 1
b)A I’aide d’une intégration par parties , montrer que b, = 277 S'”(nzﬂ}r 2 Cos(nzﬂj_
n

n n’

c) Déterminer a, ;a, et a,, puis b, ; b, et h,
Exercice 12
A) Soit la fonction f de R dans R périodique de période 2r telle que: f(—z)=0 et f(X)=X si—-m<x<nm

1. Construire la courbe C sur I’intervalle [-37;37].
2. Calculer f f (x)sin(nx)dx et f f (x)cos(nx)dx (N estun entier naturel )

f(x)=xsi 0<x<1

B) Soit la fonction f de Rdans R , impaire et périodique de période 4 telle que .
f(X)=2-xsil<x<2

1°. Représenter la courbe de la fonction f sur I’intervalle [-6; 6 ]

2°. on considére la fonction g définie par g(x) = f (x) cos(%x} , montrer que g, impaire et périodique

de période 4 .puis calculer a, =J'_22 f(x)cos(r‘?ﬂx) dx ; puis b, = J'_Zz f (x)sin(r‘?ﬂxj dx

Calculer ensuite b, pourn=1;2;3;4

3°. Calculer la valeur efficace de f sur une période
Exercice 13

1-Pour tout entier naturel n, on considere les intégrales : |, :J.;[tsin(nt)dt et J, :J.(;[t2 cos(nt)dt .

Calculer 1, et J,
—_— _ 2 ¢nl2, . 4 cni2, .
2- on considere les intégrales : aoz—j” tsintdt et alz—j” tsintcos(2t)dt .
0 w70
a)Calculer a, .

r 2
b) Montrer que a, =£j /Zt(sin3t —sint)dt. En déduire que a, = ——0.
w90 I

zl2
c) On pose a, :ij tsintcos(2nt)dt . Montrer que a, =3(—1)n ! 5+ ! 5
0 T 2n+1)“ (2n-1)

Exercice 14
On considere les intégrales suivantes :

bz—zj”(l—coszt)sin(Zt)dt ; bnzzjﬂ(l—COSZt)sin(nt)dt et Vi :ij”(l—coszt)zdt
0 T 0 T 0

T
_— 1
1. Vérifier que (1-cos 2t)2 :g—Zcos 2t +Ecos4t :

2. Calculer b, ; b, et Vg
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3. Dans le cas ou n est entier naturel impair,

démontrer que: b = % . En déduire la valeur deb jet b 3

zn(n®-4)
Exercice 15:

1 - .
Onpose: C, Z—Igt(ﬂ —t)e 2" dt ,(n est un entier naturel )
T

1. Calculer C
2. Calculer C,, pour tout n =0 a I’aide de deux intégrations par parties successives

3. En déduire la valeur de 1 _[Zt(ﬂ —t)cos(2nt)dt .
T

4. calculer b, =£It(ﬂ —t)sin(nt)dt
T

Exercice 16
f(t):—t+% site[O;%]
On considere la fonction f définie sur R, de période 27 , paire, telle que :
. T
f(t)=0 SItE[E;ﬂ]
1. Représenter la fonction f sur I’intervalle [-27; 47 ]

. . 1 ¢nl2 T
2. Calculer les intégrales suivants : a, =—j0 —t+5 dt =— j f(t)cos nt dt
T

et b, =j02 f (t)sin(nt)dt.

3. Calculer la valeur moyenne et la valeur efficace de f sur une période .

Page |33

cos(2n —1)7 = cos(2n + 1)z = -1 et sin(2n—1)%=(—1)n+l . sin(2n +1)%=(—1)”
sin(2n-Dz =sin(2n+1)z =0 et cos(2n—1)%=cos(2n+1)%=0 ; cos2nr =1
cos.(nﬂ):(—l)n ; sinnz=0 et cos(n—1)x = cos(n +1)7z:(—1)n+1
o . 1 ¢ . 1,7 2
1°. Calculer : Iz—j t(z +t)dt N =—j t“dt conclure.
2w 790

Calculer Alzlr tcos(nt)dt et Azzgj‘;tzcos(nt)dt
Ty T

P 1¢n 2 ¢n 4(-)"
En déduire que : 1, =;j_”t(t +7)cos(nt)dt =;j0 t? cos(nt)dt = (nz)
2°. Calculer B, =£J‘f t’sin(nt)dt et B, =I0ﬂtsin(nt)dt
2 1 n+1
En déduire que : :—j t(t+7)sin(nt)dt = ZI tsin(nt)dt = L
n
Exercice 17
Soit la fonction f de la variable réelle t définie par : f(t)=t-1pourte[0;2]
1° Représenter graphiquement f sur [- 2, 6][. f est paire
2° Calculer fgla valeur efficace de f. f est périodique de période 4

o 1,2 V4 1.2 . V4
4° soit a, :EI_Z(t—l)COSKHEtJdt et b, =Ej_2(t—1)sm£n5tjdt
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a) Donner la valeur de b, .
b) Calculeray et, pour n>1, a, ( Préciser les valeurs de a,, etde appq).

Corrigé
Exercice n°5
/
0
continlment dérivables. D’aprés la formule d’intégration par parties,

| = lezu(x)v'(x) dx = [u(x)v()JZ/2 - J‘;T/Zu (X)V(x) = [-xcos x]7/? —'[;T/Z—cos xdx = 0+ [sinxJ7/2 =1

1) 1 =j” 2xsinxdx:J'z/Zu(x)v'(x) dx ou u(x)=x=u'(x)=1 et v'(x) =sin x = v(X) =—cos x sont

2) J= jzlzxz sinx dx = jzlzu(x)v'(x) dx oliu(x) = x> = u'(x) =2x et v'(x) =sinx = v(X) =—cos x sont
continlment dérivables. D’apreés la formule d’intégration par parties,
/2 7/2 7/2
J =[u()Vv(x)]Z> —j u'(x)v(x) =[x? cos x]7/? —j 2x(—cosx)dx =0+ j 2xcos xdx
0 0 0

. /2 . . . .
On calcule I’intégrale J = jz 2xcos x dx en effectuant une deuxiéme intégration par parties :

J= jzlzzxcosx dx = J'zlzu(x)v'(x) dx ol u(x)=2x=>u'(x)=2 et v'(x) =cosx = v(x) =sin x sont
continlment dérivables. D’aprés la formule d’intégration par parties,
/2 . /2 .
J = [u()Vv(x)]7/? —jo u'(x)v(x) =[2xsin x]7/? —IO 2cos xdx = 7 —0—2[sin x]¥/% = 7 -2
3) 1= jgexsin X dx = qu(x)v'(x) dx ol u(x) =e* = u'(x) = 2e* et v'(x) =sin x = v(x) =—cosx sont
contindment dérivables. D’apreés la formule d’intégration par parties,
I =[u(x)v(x)]; —j”u '(X)v(x) =[-e” cos x]5 —j”ex(—cos X)dx =e" +1+ I”ex cos xdx
0 0 0
On calcule J =j(;rex cosx dx en effectuant une deuxieéme intégration par parties :
| = jgex cosx dx = J”;u(x)v'(x) dx ol u(x) =e* = u'(x) =e* et v'(x) =cos x = v(x) =sin x sont continiiment
dérivables. D’aprés la formule d’intégration par parties,
_ ﬂ_ﬂl —[aXqj ﬂ_ﬂX' :_”x-
J =[u(x)v(x)]5 jo u'(x)v(x) =[e"sinx]; IO e”sinxdx=0 IO e” sin x dx

e” +1

On aboutit donc a I’équation | =e™ +1—1 c’est-a-dire 21 =e” +1 et on conclut ainsi que | =

4) | = jgezx Cos X dx = qu(x)v'(x) dx ol u(x) = e?* = u'(x) = 26 et v'(x) =cos x = v(x) =sin x sont
continument dérivables. D’aprés la formule d’intégration par parties,

d 2X T o n2X o T 02X o
I =[u(x)v(x)]5 —I u'(x)v(x) =[e=* sin x]§ —j 2e“*sin xdx:O—J‘0 2e% sin xdx
0 0
On calcule J = jJZezxsin x dx en effectuant une deuxieme intégration par parties :

J= J;T 2e**sinx dx = qu(x)v'(x) dx olu(x) =2e?* = u'(x) =4e** et v'(X) =sin x = v(x) = —cosx sont
continiment dérivables. D’apres la formule d’intégration par parties,
J =[u)V(X)]; - Jw u'(x)v(x) =[-2e** cos x]; —Jw 4e”*(—cosx)dx = 2e*" + 4Jm 4e®* cos xdx = 282" + 41

0 0 0
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On aboutit donc & I’équation | =—2e%* —2 - 4] <51 =2e¥" -2 | =_?2(e2” +1)

f(x)=arcsinx — f(

\/ d’ou

1/2 ;
5. IO arcsin x dx :

g'(x)=1 — g(x)=x
12 2 _ 1/2
I=xarcsinx—J. X dx = xarcsin x — —1 J. 2x dx = xarcsinx+l 1-x°
V1-x° 2)%0 J1-x? 2 o

1. -2
=—arcsm(1/2)+£—1=l+\/§—
2 4 12 4
Une primitive pour Arccosinus.
Pour tout réel x de cet intervalle, on peut écrire que : arccos X = arccos X x1.

Les deux fonctions f et g requises pour une intégration par parties sont donc définies par :

= g'(x)=1. g(x)=x.

J1-x2 .
1/2 _ 1/2
dx:xarcsinx+(—1)j idx:[xarccosx—\ll—xz}

0 2J1-x? 0

f(x)=arccosx. f estdérivablesur[-1;1]et f'(x)=

I 1/2 X
=xarccosx+j _r
0 \J1-x?
=£arccos(1/2)—£+1—ﬁ_g
2 2 6 2

Une primitive pour Arctangente.

- 1
f(x)=arctanx. f estdérivablesur R et f '(x)=1 5
+ X

Une primitive de xx

1 1
>est donc —In(1+ x?) . M =I arctan x dx = xarctanx+£|n(1+ x%) =£+£In2.
2 0 2 4 2

1+x 0

Exercice 6
1/2
jo VJ1-t?dt onpose: t=sinu<> u=arcsint. Il s'agit d'‘écrire une nouvelle intégrale du typeJ‘;J f(u)du .

— Le changement de variable provoque un changement de bornes de I'intégrale : la variable t varie de 0 a 2,
donc la variable u varie de 0 =arcsin0 & z /6 =arcsin(1/2) .

L s . el du
— On calcule la dérivée de u par rapport a t a l'aide de la notation différentielle : m = -
1-t

A partir de cette égalité, on exprime dt en fonction de u et du.

dt =~+/1—t?du =/1—sin’udu = v'cos® udu = |cosu|du .Puisque 0<u s%, cosu >0, doncdt = cosudu .

On exprime la fonction & intégrer en fonction de u : v1—t* =+/1-sin’u =~/cos’u = |cosu| =cosu

716
jlllel t?dt = I \/1 sin’u cosudu = j cos’udu = JMHCoszu =[%+%sin2u} =l+£

, 12 8
correction?

1
1. gX)=———.
g(x) X2 )
2 f— —
a gx)=2+ c a(x+1)(x-1)+bx(x— 1)+cx(x+1) (@a+b+c)x*+(c—b)x—a d’ou on tire par
x+1 x—-1_ X(X+1)(x-1) X(x+1D(x-1)
a+b+c=0 b+c=1 b=1/2 L1111
identification: {c—b=0 <<{c-b=0<<c=1/2.0nadonc g(x)=—+=——+=——.
X 2x+1 2x-1

—a=1 a=-1 a=-1
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b. j g(x)dx:—ln|x|+%ln|x+1|+%|n|x—1|:>G(x) =—Inx+%|n(x +1)+%In(x—1) (ne pas oublier les valeurs
absolues au départ, on les supprime par la suite car on est sur IL; +of ).

2. Pour trouver une primitive de f(x):(zz—xl)z, il suffit d’utiliser j u'u”dx=iun+1 avec u=x*-1 et
X —

n+1
1 -1
n=-2:| f(x)dx= X2 -1)*t = :
-[ ) — +1( ) x* -1
. i . , 2X , 1 -1 .
3. il faut intégrer par parties : u=Inx,v'=———=u"'==,v=——, ce qui donne
(x° -1 X xc-1

3 _ 3 3
=I ZZ—XInxdx={ 2Inx} +I z;dx=—lln3+lln2+(—In3+lln4+lln2j—[—ln2+1In3+llnlJ

2 (x° - x“=1], J2x(x"-1) 8 3 2 2 2 2

=—lln3+lln2 In3+In2+—|n2+|n2——|n3——EIn3 EIn2
2 2 8 6

Correction8

\ 3

T

:ijinXdX [-cosx]z =1, J, = jzcosxdx [sinx]z =1.

o

ze—nX uu e—nx
2. On pose par exemple = d’ou
v'=sinx V=-—C0SX

T T

Y
I, =I 2e™™sin xdx=[—e‘nX cosx]o2 —j Zne ™ cosxdx=1-nJ, < I, +nd, =1.
0 0

s A e u=e™ u'=-ne™
On procede de méme pour la deuxiéme intégrale en posant . =

V'=CO0S X vV =sinx
z LA o
J, :j Ze ™ cosxdx:[e‘”*sinx}o2 +I “ne™sinxdx=e 2+nl,
0 0
I.+nd, =1
3. Il ne reste plus qu'a résoudre le systéme linéaire: _= - Enmultipliant la premiere ligne
-nl, +J,=¢e ?
nl,+n’J, =n o nie "2
par net en l'ajoutant a la deuxiéme on obtient : == (L+n Y, =n+e 2 ) =——.
_ . 1+n
-nl, +J,=¢
En multipliant la deuxiéme ligne par —n et en l'ajoutant & la premiére, on obtient :
A
I, +nJ, =1 , - 1one "
2=+l =l-e ol =P
n’l,-nJ, =-ne 2 1+n
o _nr
4. L’exponentielle I’emporte toujours, donc limne 2 =0, car limxe™ =0 et lime 2 =0 ; de plus
n—-+oo X—>+00 n—+0
lim (L+n?) = lim n? = +o0. Par conséquent lim I, =0 ( limite d’un quotient )
N—>+0 n—+0 N—+w0
-”%
1+~e p2 nz o1 nr 1 nz
1 -nZ 1 1 In= ——+In= . ———Inn . —(—+Inn)
=—N_____|1+Ze 2 |x Jlim=e 2 =lime 2e "=lime 2 "=lime 2 = lime 2
n+1/n n n+1/n n->+on N—>-+00 N—>+00 N—>+o0 N—>+o0

lim (n—+|n nJ: lim (n—J+ lim (In n)=+oo, on posant x=n5+lnn ,onadonc lime™=0,eten
X—>+00

N—-+o0 nN—+o0 N—-+o0

1 -7 1" 1 1
déduit que lim =e 2 =0 et lim (1+ e ZJ 1,puis limn+== lim n+ lim ==+0w0+0=+x .

n—+o N N—+00 N—+o0 n nN—+ow n—+0 N
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lim =0, en appliquant le théoreme (limite d’un produit ), on obtient lim J =0

n>+oN+1/n N—>+o0

v
. s . . . n . -n=
en peut aussi écrire lim J = lim —=0 (car lime 2=0)

n—-+oo n—+ N—>+o00
Correction 9
2_q 2au? 2bu—b 2a=1 a=1/2 1 1 3/4
U autbe—o LU TAUFAUTDFC oy -0 lb=1/4 = f(u)=cu+— 2
2u-1 2u-1 2u-1 2 4 2u-1

c-b=-1 c=-3/4

0y2 _ 0 0
2. J. X 1dx=J. lx+1—§ 2 dx = 1x2+£x—§ln|2x—1| =0- 1—1—§I n|-2-1| :§In3

12x-1 12 4 82x-1 4 4 8 a 4 4
3. La fonction a intégrer ressemble un peu a la précédente en prenant u =sinx :

sinx-1  cos?x
(u)— X7l G0

~ 2sinx—-1 1-2sinx
la forme (sm X)"'F '(sin x) = (cos X)F '(sin x) ou F est une primitive de f. Or on a a intégrer

cos® x cos? x 1-sin?x sinx—1 )
—— —  =C0SX| ——— |=c0sXx| ———— |=cosx| ——— | donc tout va bien.

; pour pouvoir intégrer f (sin x), il faut que ce soit sous

1-2sinXx 1-2sinX 1-2sinX 2sinx -1
3 0
Onaflnalementj _COS X ix= 1sin2x+lsinx—§ln|25inx—1| =§In3.
-Z1-2sinx 4 4 8 = 8

ix -ix )3
4. Icos3 Xdx = J.( ¢ +2e J dx = SJ. e¥ +3e”e ™ + 3e™e " + e dx =%J.e3iX +e P+ 3(e" e )dx,

soit 1JA20033x+ 6cos xdx = —isin 3x —Esin X+C .
8 12 4

Exercice 10.

1. f(-t)=(et+e™)cos—nt=(e' +e ") cosnt = f(t) et g(-t)=(e" —€")sin(—nt) = (e —€")sin(—nt) = (&' —e™)sin(nt) =g(t) .
par conséquent les fonctions f et g sont des fonctions paires et admettent I’axe des ordonnées comme axe
de symétrie .

2.0npose J = j_”ﬂ(et —e_t)sin ntdt . Intégration par partie en posant u'=e' —e™' primitive u=e! +e

v=sinnt ; dérivée v'=ncosnt : J=J‘_ﬂﬂ(et—e‘t)sinntdtz[(et+e )smnt} —nj (e +e” )cosntdt

Or [(et +et )sin ntT

-

=(e” +e‘”)sin nﬂ—(e‘” +e+”)sin(—n7r)=0 , Donc J =-nl
Intégration par partie en posant u'=e' +e™t primitiveu=e' —e™t v=cosnt ; dérivée v'=—nsinnt
— " (et Lot _ _ _[(at _at d (ot at\ai
I_j_ﬂ(e +e )cosntdt_[( —e” )cosnt} (- n)j ( )smnt [(e e )cosntlﬁ+n _”(e e )smnt

[(et —e‘t)cos ntr = 2((e” —e " )cos nﬂ) = Z(e’r —e‘”)(—l)n , donc on obtient :

| zjﬂ (¢! +e—t)cosntdt=2(eﬂ _e_n)(_l)n n _””(et _e_t)sinm donc | zz(en _e_ﬁ)(_l)n i

par conséquent : 1 =2(e ”)(—1)” —n?1,d’ol (n® +1)I =2(e” —e‘”)(—l)”,
Zeﬂ_e 1n 2n eﬂ_e—ﬂ _1n
C’est -a-dire | = ( )( ) et | = ( ] )( )
(n*+1) (n*+1)
C I Id :— -t dt_ _ :eﬂ_e_ﬂ
alculde a, :a, _[ (' +e7) ﬂ[e e~ LT -
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1 T T
Calcul de a, : a, = _[ (e'+e")cosntdt. Onpose: | :_[ (e' +e ") cosntdt
Vi I

2(e” - e‘”)(—l)n (e” —e‘”)(—l)n

et en multipliant | par 1/ (4x) ontrouve a,.etona: a, = =

47(n? +1) 27(n% +1)
(en _e—n) (en _e—n) (en _e—n)
{=——" ="t g =——= .

Vi¥is 107 207

Exercice 11
7l2

1°/ a) I:J'”/2 COS X COS 2X dx:J'”/2 1(c053x+cosx x=1 l(sin3x)+sinx

-2 -nl29 21 3 rl2

nl2
I:l[i(sinsx)minx} l{1sm3 +sm——[— n( -3—= j+sm( D}
213 . 2|37 2
1{ 1 (1 ﬂ 1(2 (-2}} 1(2 2j 1 4
l==|-=+1-| =-1||==| =-| = ||= +E 4 =x=
2| 3 3 2\ 3 3 3 3/ 2 3

b) F, =Iglzsin x cos2nxdx , ( neN ). on sait que : sin(mx)cos(nx) = 1[sm((m +n)Xx+sin(m - n)x]

2
3

12
Fn:L;r sin x cos2nx dx = J' sm(1+2n)x+sm(1 2n)x dx = j sm(l+2n)x sin(2n — 1)x)

wl2 1 1 1 ml2
= J sinx cos2nx dx == ( — jcos(1+2n)x +[ jcos(Zn—l)x
5 2\\1+2n 2n-1 0

Fnzlﬂ( -1 Jcos(1+2n)—+( ! jcos(Zn—l)ZJ—(( -1
2[\\1+2n 2n-1 2 1+2n

cos(l+ 2n)Z =cos| Z+nz | =cosZcosnz —sinZsinnz = 0.
2 2 2 2

jcos(1+ 2n)0 + ( o

1_Jcos(2n —1)0}}

cos(2n —1)Z = cos| nz—Z | =cosnz cosZ +sinnzsin = =0
2 2 2 2

L (L), (e 111 12n1(2n+l)£—2 1
"2 1+2n) (2n-1 2\2n+1 2n-1) 2 (2n+D)@2n-1) 24n -1 1-4n?

2°[ a) 1, :jglzxcosznx dx (n entier naturel ), on pose u(x) =x u'(x)=1; v'(X) =cos2nx v(x) :%sin(an)

12 wl?2 wl?2

12 . d 2 . .
I =jﬂ Xcos 2nx dx = ism(2nx) —ijﬂ sin2nx dx = Lsm(an) + icosan .
0 2n 0 2nJ0 2n 0 4n? 0

22 X wl2 1 wl2
Inzj Xcos 2nx dx = | —sin(2nx) +| —5 €0s 2nx
0 2n 0 4n 0
T T 1 T 1 cosnz 1 (-1)"-1
|, =—sin(2n—)-0+—cos2n—-—co0s0=————— =—"——
" 4n ( 2) 4n? 2 2 4n®  4n? 4n?

T
b)J, = 2 I xsin 2nx dx (n entier naturel Jon pose u(x)=x u'(x)=1; v'(x) =sin2nx v(x) = _Zicos(znx)
T n

0
/2 w12 /2
712 w12
ang'[ xsin(2nx)dx=E —lcos(an) +ij cos(2nx) dx :E —icos(an) + izsin(an)
70 z{L 2n o 2n%0 7L 2n 0 4n o
Jn=2(—cosnn+0)+1sm(nn) ism(O)_—i+O_—1
7\ 4n 4n? 4n? 2n 2n
T
™ 1. 1. 1. =« 1. nx
3- an:J' cos(nx)dx = | —sinnx ==sinz ——sinn—=—-=sin—.
72 n 22 N n 2 n 2
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1 1 1
alz—sm—: -1;a=—=sint=0 et a3:——sm3—ﬂ:—
2 2 3

3

by, :jglzxcosznx dx (nentier naturel ) ,onpose u(x)=x u'(x)=1; v'(x)=cosnx v(x) =%sin(nx)

2 X . nl2 1 eni2 . X nl2 1 nl2
b, :I xcosnx dx =| =sin(nx) ——J' sinnx dx =| =sin(nx) +| —-cosnx
0 n o nhJo n 0 2

n 0

b, =J':/2xcosnx dx =2£sin(n—”)—0+nizcos%[—n—12cosO=%sin(n?”)+nizcosn?”—ni2
1 nt 1 T . T T T
D’ou: b, = 2 sin —C0S— ——. =—sin(=)+cos—-1=—-1
2n (2) n? 2 n? b 2 (2) 2 2
. 1 1 1 1 3z 1 1
b, =£Sln(7r)+—COS7r——=—— ; bg,:Z |n(—)+— s—ﬂ—— -,
4 4 2 6 9 9 6 9

On calcule b, =—j t(z —t)sin(nt)dt = [{ e t)cosnt} _J (- Zt)cos(”t)dtJ
T

_ _2[[(x=2t)sinnt]" 2 cosnt n+1
—bn —;U:fl) +HJ‘0 S|n(nt)dtj |: :l +1)

Donc pour tout (n entier naturel ).b,, =0 et b,,,, =

(2n +1)%

Exercice 12

) f(x)=xsi0<x<1

f(X)=2-xsi11<x<2

on obtient le graphique suivant: -
Puisque f est impaire, son graphe est symétrique 1
par rapport a l'origine O. On obtient donc le AN
graphique suivant sur [-2,2]. :
La longueur de cet intervalle est 4 et puisque la période de f est 4, nous avons dessiné le graphe de f sur

une période. Pour obtenir le graphe complet, il suffit de reproduire cette portion indéfiniment.
b) calcul de la premiere intégrale

Pour un calcul efficace, nous utilisons les propriétés de la fonction. Pour plus de facilité dans I'écriture,
posons: g(x) = f(x) cos(nx/Z) . Cette fonction est périodique de période 4 car
g(x+4) = f (x+4)cos(m(x+4)/2)= f(x)cos(mx/2+2x) = f(X)cos(7x/2)=g(x) .L'intégrale définie d'une
fonction périodique sur un intervalle dont la longueur est la période de la fonction (ce qui est le cas ici), est
constante quel que soit I'intervalle choisi. On a donc: j: f (x) cos(ﬂx/2) = .[,22 f(x) cos(ﬂx/Z)

la fonction g est impaire car g(-x) = f (—x)cos(-zx/2)=—f (x)cos(xx/2) . (car f est impaire et le cosinus de

deux angles opposés est égal). Par conséquent, vu l'interprétation géométrique de l'intégrale d'une fonction
définie et continue sur un intervalle, on obtient: j; f (x)cos(7x/2) =j_22 f (x)cos(7x/2) =

Exercice 13

N<

Sur l'intervalle [0,2], N

l.a. Onpose u(t)=t—u't)=1v'({t)=sin nt—>v(t)=—%cosnt

z, . tcosnt |© 1z 1 1. T
Inzj tsinnt dt =| - +—I cosnt dt = —=[z xcosnz —0xcos0]+=| =sinnt
0 n Jo n<o n nen 0
= . . )z 1 ~)" =
Inz—( D) ﬂ+i2[smnﬂ—5m0]=—( 2 ﬂ+—2[0—0] D7 one In:—( ) 7
n n n n n n

b. Onpose u(t)=t?> >u't)=2t v'(t) =cosnt — v(t) =%sin nt
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t?sinnt

. I 1 _ _ 2 2
J, =], t*cosnt dt = - =["atsinnt dt==| z*xsinnz -0xsin0 -1, =-=1,
0 0 n-o n n n

_1\n _1\n _1\n
anjo tzcosntdtz—glnz—gx[—( ) nJ=2( DA donc Jn=2( Uz
n

n n n? n’

2aT=r eta, =lja” f (t)dt =£j”/2 f (t)dt =£j”/2tsintdt , on effectue une intégration par partie
T a T -rl2 T 0
u(t) =t v'(t) =sint . 2 B ml2 2r . .x 2
avec : F) ® , d’ol a, == |[-tcost | /2+J' costdt |==sint | oL
u'(tt)=1 v(t) = —cost T 0 0 T 0 T
a ! l
betc. a, ZEJ T f(t)cos(2nt)dt:£j ? f(t)cos(znt)dtzij 2tsint cos(2nt)dt
T Y T d-7l2 90

2 pasT 2 cxl2 4 cxi2 .
a = ?L f (t)cos(2t)dt = ;L/Z f (t) cos(2t)dt =;j0 tsintcos(2t)dt
On linéarise sin(a)cos(b) =%[sin(a+b)+sin(a—b)], donc sin(t)cos(2t) =%[sin3t+sin(—t)]=%[sin3t—sin(t)],
d’ol a, =ij0"/2tsintcos(2t)dt =3j0"/2t[sin 3t —sin(t)]dt , une nouvelle intégration par partie donne :
T T

u(t) =t v'(t) =sin3t —sint u'(t)=1 v(t):—%cos3t+cost puis

wl2

712
al=£j”/2t[sin3t—sin(t)]dt=E t —lcos3t+cost -~ —lsin3t+sint __2(1,
o0 T 3 0 9 0 r\9

d. pourtout n>1,0na:a, =iJ:/2tsintCOS(2nt)dt=3j:’2t[sin(1+ 2n)t - sin(2n —1)t)]dt
T T

nl2
2 enl2 . . 2 1 1
a, =— t{sin(l+2n)t +sin(1-2n)t|dt=—| | t| — cos(1l+2n)t + cos(2n -1t
" ﬂ'[o [sin ) ( 1] ﬂ(|:( 1+2n ( ) 2n-1 ( )HO J
nl2
+£J‘7ﬂ2 1 cos(1+ 2n)t + ! cos(2n -1t dt=0+E ;sin(1+2n)t+;sin(2n—l)t
770 \1+2n 2n-1 7| (1+2n 2 (gn_1)2 .

Or cos(l+2n)z/2=cos(1-2n)x/2=0 et
sin(L+2n)z /2 =sin(z /2 +nzx) =sin(z / 2) cosnz + cos(z / 2)sin n7r=cosn7r=(—1)n ;
sin(Ll—2n)z /2 =sin(z /2 —nx) =sinz/2cosnz —cos r/ 2sin nnzcosnnz(—l)n.

donCan=2(_1)n 1 - 1 . a2=2(_1)2 1 L 1 : =g(i+1j= 68
7 | (1+2n)" (2n-1) T | (1+4)° (4-1) x\25 9) 2257

Exercice 14 (1—c032t)2 =1-2c0s2t +cos® 2t =1—20032t+(1+COS4tJ=g—20052t+%cos4t
2 (7 : 2 (7. 2 (7 : 2[ 1 T2l
b, = . jo (1—cos2t)sin(2t) dt = — IO sin(2t) dt —— IO cos2tsin(2t) dt = . {—Ecos Zt}0 —;IO Esm(4t) dt
b2=E{—3005271+lcoso}—i[—lcos4ﬂ+£coso}=£[—l+l}—i[—i+l}=0
T 2 2 T 2 2 | 2 2| #| 2 2
Vest =£'|‘ﬂ(1—c032t)2dt=£'[ﬂ §—2c052t+lcos4t t=l Et—sin2t+lsin4t =£><3—7T=§
w0 w0\ 2 2 w2 8 o T 2 2

b, =£j”(1—c032t)sin(nt)dt=£jﬂsin(nt)dt—EIECOSZtsin(nt)dt @
0 0 w0

o %J‘Zsin(nt) dt = E[_71cos ntT = i(1— (_1)n)

T o Nm
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. —j cosztsm(nt)dt——j (sin(n+2)t+sin(n-2)t )d =—j (sin(n+2)t +sin(n - 2)t )dt

T

1 1
n12) cos(n+2)t - n_2) cos(n— 2)t}

1 1 1
cos(n+2)r ————cos(n—2) + cos0+ coso}

1
(n+2) (n-2) (n+2) (n-2)
NG } 1[1—(—1)”;—(—1)”}

(n+2) (n=-2)

%J‘Z(sin(n+2)t+sin(n—2)t)dtzi{_ |

2 7 . 1
—j cos2tsin(nt) dt = _{_
Tv0 P

—j cos2tsin(nt)dt =— [ (_1)
(n+2) (n-2) (n+2) (n-2)

En remplacant chaque intégrale par sa valeur on obtient : b, =i(1—(—1)”)—£[1_(_1) + ) ]
nz | (n+2) (n-2)

e sinest impair ona: bnzi(1+1)—1{ 1+l 141 }:i_i{ 1 1 }

nz n+2) (n-2)| nt x| (n+2) (n-2)
_ 4 2/ n-2+n+2|_ 4 4n 4(n —4)—-4n? -16
e x| (n+2)(n-2)| nx T ) nn(n2—4)
N -16 16 -16
dolu: b, =—F——": =— eth=—.
" an(n? -4) o 3r 3 15%
Exercice 15

1., = L"t(ﬂ —t)cos(2nt)dt = ﬂjoﬂtcos(Znt)dt —joﬂtz cos(2nt)dt =71 +J par linéarité des intégrales
1 .
On pose u(t) =t > u't) =1 v'(t) =cos2nt — v(t) :%sm 2nt

tsm2nt} —ij”sin 2nt dt :i[znxsin 2nzz —0xsin0] —i{—icosmt}
n 2nJ0 2n 2n 2n 0

I :_[ﬂtc052nt dt=
0

1 1
| =0+—|cos2nz —cosO[=—-|1-1|=0 donc | =0
+—[eos2nz —cos0] = {11

1 .
On pose u(t) =12 > u't) =2t v'(t) =cos2nt — v(t) :%sm nt

2 -

P 2

J:j t? cos2nt dt = tsin nt ——j 2tsin2nt dt =— [471 xsin2nz — Oxsmo]——j tsin2nt dt_—j tsin2nt dt
0 2n 2n

. 1
On pose u(t)=t > u't)=1v'({t) =sin2nt —> v(t) = —%coszm

_[”tsinZnt dt :{_tcosznt} —_[ cos2nt dt =— ! [nxc052nn—OxcosO]+iFsin2nt}
0 2n 2n 2nin Oetona:
1 1
:——+—[5|n2n7r 5|n0]:—l+—2[0—0] S
2n  4n? 2n n 2n
J =l ﬂtsinzntdtzlxiz—— et J =—j tsm2ntdt——xi=—i.
n-o n 2n  2n? n 2n 2n?

Exercice 16
2 437" 3 3 3 2
cozij t(n—t)dtzij STSERC Y L L Y AR LS
T Y0 T Y0 T 2 3 o 7 2 3 T 6 6
—_1e—2int

o :ljgt(ﬂ—t)e‘z"‘t dt .onpose u(t)=rxt—t*; ut)=z-2t et v()=e "™ ; v(t) = >
T

=2int 2|nt

cn=%jgt(ﬂ—t)e—2‘”tdt |:t(7T == L——j (7 —2t) =%

2in
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C :i J‘”t(ﬂ _t)e—Zint dt zi t(z 1) _g2int d 1 I”(ﬂ 3 21:)e—zint dt = 0+L J‘ﬂ'(ﬂ: B 2t)e_2i”t it
"m0 v 2in 2izn 30
j ( 2t)e—2lnt dt = (ﬂ 2t) —2|nt _e—2int it
Cn " 2izn 2izn . 2ir n 2in
C 2t)e 2 gt = ot)e2int g LT [Fe2int gt
" 2izn I (r=2) 4rn? [(ﬂ e }0 n2 .[

~2int 1 ~2inz 0 e—2|nt -2 -1 —2int 7 -1
C,= j (r-2t)e " dt=—— [—ﬂe — e ]+ = >t —— [e ] =—
2izn 4rn 27N 2in o 4nn°  dizn 0 2n

C, zij‘gt(ﬂ_t)e—mt dt zi'[gt(ﬂ—t)(COS(Znt)+isin(2nt))dt =i Ugt(ﬂ—t)(cos(zm))dui JZt(n—t)(sin(Znt))dt}

. 1 -1 1,x . B
par consequent : ;J‘Ot(ﬂ—t)cos(Znt)dt_F et ;Jot(n—t)(sm(zm))dt_o.

Exercice 17

soit f la fonction numérique définie par : | () =t-1pourte [0:2] y

f est paire i
f est périodique de période 4
2°)
2 1 1 1 1
a 2 4 6 x

2 12 252, 12 2. 11 s 1 R
f, _Zj_zf (t)dt—zjof (t)o|t_—j0 (t-1) dt—z{g(t—l) L_g.

b.ona: a0=—x2j (t—1)dt = {(t 1)] %(1-1):0. -1
0

c.T=4 Soit neN",
1 (2 T 1 2 T 2 T
a, =Exj_2(t—1)cos(nEtJdt :EX 2.[0 (t—l)cos{nEtJdt =jo (t—l)cos[nEtJdt ,

on intégre par parties, en posant : u(t)=t—1 ; u'(t)=1 et V'(t)=005(n7ﬂ} , V() zism(%ﬂ}'
nz

2

2
(- z 20D o[ 0 e ||~ (sin| nZt |dt=0--2| ~2cos| nZt || =2 -
an—_[o(t 1)Cos[n2tJdt{ — { 2tﬂo - 0sm{nthdt 0 nﬂ{ nﬂcos(nztﬂo r]2772(c05(n7z) 1)

Deuxcas: 1. nestpair,onpose n=2p ol neN a,, =%(cos(2pn)—1)=0
n-z
2. nest impair, on pose n=2p+1 ou
4 4 8
neNay,, =——(cos(2p+Yr)-1)=————(-1-D)=-————
=7 Seea (2p+1)2ﬂ2( (@p+1m)-1) o022 YT 2



