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Partiel N°5 MATHEMATIQUES

Exercice 1

- : . . 2
1. On considére un entier naturel n strictement positif et o esttel que o :?ﬂ.

cos(nz) -1

n?z?

_ cos(nr)

1 .
et [ tsin(nzt)dt = -

1
Montrer que : jotcos(nﬂt)dt =
f(t)=t sur[0;]
f(t)=0 sur[L2]
a. En utilisant le document réponse n°1 , & rendre avec la copie , tracer la courbe C; représentative
de la fonction f sur I’intervalle [-4; 4].

2. On considére la fonction f définie sur R, périodique de période T =2, telle que : {

17 2 (7 2 (7 .
b. Calculer :—I f(tydt ; a :—I f(t)cos(nwt)dt et b :—I f (t)sin(nwt )dt
=] 1O o =1 | f(Ocos(nt) n== | fOsin(nat)
Donner les valeurs des coefficients a,; a, et b, .

c. compléter le tableau suivant :
n 1 2 3

a

n

b

n

d. Calculer le carré de la valeur efficace de la fonction f , défini par : uZ :%joz[ f (t)]2 dt.

Figure . 1 - Représentation graphique C;

1.

Exercice 2

On considere I’équation différentielle (E,) suivante : y"(t)+4y(t)=8 : (E,)
ou y désigne une fonction dérivable de la variable réelle t.
1.a. Donner la solution générale de I’équation différentielle y"(t) +4y(t) =0:(E,)

b. Donner la solution particuliere constante de I’équation différentielle(E, ).
c. Déterminer la solution générale de I’équation (E, ).
2. a. Montrer que la fonction f , solution de I’équation différentielle (El)et qui Vérifie :
f(0)=0et f'(0)=0 est définie surRpar: f(t)=2[1-cos(2t)].
b. La fonction f est périodique. En donner une période.
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Préciser, sans justification, le maximum et le minimum de la fonction f .
c. Représenter la fonction f sur I’intervalle [0;2n].

Exercice 3
Un embrayage vient appliquer, a I’instant t =0, un couple résistant constant sur un moteur dont la vitesse
a vide est de 150 rad/s. On note w(t), la vitesse de rotation du moteur a I’instant t.

. . , . e . 1 . L.
La fonction w est solution de I’équation différentielle :2—00 y'(t)+y(t)=146 (1) ; ouy désigne une
fonction dérivable de la variable réelle positive t.

1. (a) Résoudre I"équation différentielle homogéne associée : (Eg) : ZLOO y't)+y()=0
(b) Déterminer la solution géneérale de I’équation différentielle (1).

On cherchera une solution particuliere constante.
(c) Sachant que @(0) =150 , montrer que w(t) =146+ 4e

2. (a) Onnotew,, = lim w(t). Déterminer la perte de vitesse w,, — g due au couple résistant.
t—>+o0

200 pour tout t €[0;+o0]

a)(t) — Wy,
a)OO

inférieur a 1 %. Calculer le temps mis par le moteur pour stabiliser sa vitesse.

On donnera la valeur exacte et la valeur arrondie au milliéme.

(b) On considére que la vitesse du moteur est stabilisée lorsque I’écart relatif est

Exercice 4 : 4 points

Soit ( E ) I'équation différentielle (E) : 4y" +y =0.
1°. Résoudre cette équation différentielle (E).

3 3

2°. Déterminer la solution particuliére f qui vérifie les conditions f (0) = - et '(0)= T

3°. Vérifier que f (x)=+/3 cos(g—%”].
4°.Calculer une primitive de f sur Ret en déduire la valeur moyenne de f sur I’intervalle [0;7 /3]

.. 1 7l3
définie par: m=——— f (x)dx .
P (n/3)—0J.0 o

Exercice 5 : 3points

Soit (E) I"équation différentielle = y"(t)+ y(t) = sin(27zt) +%sin(47rt)
1°. Vérifier que la fonction f définie pour tout nombre réel t par :

F(t)=—°

5 sin(4rt) est solution de I’équation différentielle (E).
1-4rx

sin(2rt) + ———
2(1-1672)

2°. Résoudre dans R I’équation différentielle (Eo) : y"(t)+y(t)=0 (Ep)

3°. En déduire la solution de I’équation différentielle (E).
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Exercice 1

1
1. I tcos(nzt)dt , on applique le théoréme d’intégration par parties et on pose :
0

u(t) =t et v'(t) =cos(nxt) , u'(t)=1et v(t):nisin(nﬂt) puis on applique le théoreme
T

b b b
I WOV (Bt =[u VO] —j u'(tv(t)dt

. 1 1
j:tCOS(nﬂt)dt:{M} _i ;Sln(nﬂ;t)dt:0+i|:cos(nﬂt):| _ CoS(nﬂ,’)—l
0

nzw nrx nzw nzw 0 n 2 T 2

De méme avecu(t) =t et v'(t) =sin(nxzt) , u'(t) =1et v(t):—icos(nﬂt) , On obtient :

Nz
1 . 1

[sinnatyde | -] peos(nrt)  _costom) | 1 [sin(net) T __costom)

° nz o 0 nm nmw nmw T, nr

On sait que sin(nz)=0 et cos(nr) :(—1)”
2.4

A ¥
// // // //
yd pld pd P d
V4
-4 - -2 .y 0 2 ) .

. o . L 2 2
b. on applique le théoréme : si f est T périodique , o est tel que @ =% _ % _ 7 onadonc

T

T T
aozlj fFOdt anzij f(t)cos(nat)dt et b, =2 [ f(t)sin(nat)dt
T Jo T Jo TJ
f est 2 périodique, définie sur [0;2] , donc on pose a=0 etona:
—ljz £ (t)dt —lrf(t)dt+1f2f(t)dt —iflf(t)dt el s
©=2) 2do 2Js 2Jo 212, 4

a, :_I_Ejj+T f (t)cos(net ) dt :EJ': f (t)cos(nzt)dt = jol f (t)cos(nnt)dt+f f (t)cos(nzt)dt

! cos(nz) -1
a, =\ tcos(nzt)dt = ——2—
" Io (nzt) n’z?

b, :TELM f (t)sin (not ) dt :%j: f (t)sin (nat)dt = Ll f (t)sin(nﬂt)dt+jlz £ (t)sin (nat)dt

1
b, :I tsin(nzt)dt =— cos(nz)
0 nrz
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2 12 2 . 1 2 12 2, 1n 2_112_1t3 1
d. w2 —Ejo[f(t)] dt_Ejo[f(t)] dt+EL[f(t)] dt—Ejo[f(t)] dt—EIOt dt—E{El—g
cos(nzr)-1 . cos(r)-1 -2 . cos(2z)-1 O cos(Br)-1 -2
b __cos(nz) bl__cos(yr)zl ‘b :_COS(Zﬂ'):_i ot b3:—cos(3”):i
" nz ' V4 Vs ' 2r 2 3 3
n 1 2 3
n| 2 0 =2
n? 972
by | 1 _1 1
V4 27 3

Correction exercice 2
1. Soit y(t)=c, donc y'(t)=0,y"(t)=0 etontrouve c=2 donc y(t) =2 est une solution particuliere

de (E,) ( vérification immédiate ).
y"(t)+4y(t) =0 a pour équation caractéristique r’ +4 =0 qui a deux solutions imaginaires pures +2 j
Le formulaire indique comme solution de la forme y(t) =e* (Acos(At)+bsin())
Iciona: a=0 et f=2 . Lessolutions de (E,)sont de la forme y(t) = Acos(2t) + Bsin(2t)
et la solution générale de (E,) est f(t) =2+ Acos(2t)+ Bsin(2t)

2.a f(0)=0 signifie f(0)=2+ Acos(0)+Bsin(0)=2+A ,donc A=2,
f'(t)=—-2Asin(2t)+2Bcos(2t) , f'(0)=-2Asin(0)+2Bcos(0)=2B=0,donc B=0
la fonction f , solution de I’équation différentielle (E; )est définie surR par: f(t) = Z[l—cos(Zt)].

2.b f(t+2m)=2[1-cos(2(t+2n)) | = 2[1-cos(2t+4r) |=2[1-cos(2t)] = f (1)

Donc f est périodique de période 2.

f(t+m)= 2[1—cos(z(t +n))} =2[1-cos(2t+2m)]=2[1-cos(2t)]= f(t)

Donc f est périodique de période t. De plus f est une fonction paire ( puisque t — cost est paire

et f(-t)=2(1-cos(-2t))=2(1—cos(2t)) = f(t) ).

f(t)=2[1-cos(2t)]; f'(t)=4sin(2t)

Site[0;n/2] : 2t€[0;mx] et sin(2t)>0, donc f'(t)>0 sur [0;=/2]

Site[n/2;n] : 2te[n;2n] et sin(2t) <0, donc f'(t)<0 sur [n/2;m7]
t 0 /2 e
f'(t) + 0 -

f(t) / 4\0

0
Le maximumde f est atteinten x=mr/2 etvaut f(n/2)=4 etelle aun minimumégalaOen x=0

et Xx=m.
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Exercice 3Solution

1. (a) Il faut résoudre I’équation homogéne associée : 2%Oy‘(t)+ y(t) =146 ()

La solution homogéne est donnée par : @y (t) = ke " avec k e R

Il faut chercher une solution particuliére de I’équation compléte sous la forme d’une constante,
c’est adire :o(t) =@, donc o'(t)=0

Remplacons dans I’équation (1) ; on obtient : ziooa)'(t) +0(t)=146 = 0+w, =146 < w,=146
Une solution particuliére est donc : on prend o(t) =a ou a est une constante , donc on obtient

Lco'(t)+co(t) =146 :ix0+a=146 < a=146, donc o,(t) =146
200 200

La solution générale de I’équation compléte est obtenue est la somme de la solution homogene de
I’équation et une solution particuliére de I’équation avec second membre, c’est-a-dire :

o(t) = o, (1) + 0, (t) =ke > +146 avec keR
(b) Ona (0) =150 donc w(0) = ke® +146 =150 donc k =4. On a donc bien : w(t) = 4e " +146
2. (a) On sait que lim e =0 donc: lim w(t) =146

t—>+o0 t—>+o0

La perte de vitesse est donc : w,, —w, =146 -150 = —4sec

4200t ‘ 0p—200t ‘ |W(t) -W,,

w(t) - w,,|_

. 1
(b) Ona: Il faut donc résoudre : |£ Donc :
w, s | | 73| | ow, | 100
~200t —~200t
220 2 L jvient:e 20 < 73 o _200t<1n0,365 donc - 200t < In 0, 365
73 100 73 100 200
. In(0, 365) o . .
D’ou t>————= et on obtient : t>0,00503929 .En conclusion la valeur approchée est t =0,005s = 5ms
Exercice 4

1. L'%quation4y"+y =0 soit y"+% y =0 est une équation différentielle du deuxiéme ordre sans second

membre de la forme y"+ 0’y =0avec o = % .. Les solutions sont les fonctions de la forme :

ses solutions sont les fonctions de la forme : f(x) = Acoswx+Bsinwx ;avecAcR ; BeR ;xeR

et donc ici : f(x)= Ac031+ Bsinl avec xeR
2 2

2. Puisque f'(x) :—ésin5+Ecosi
2 2 2 2
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donc si f(O):—E alors A:—E etsi f'(O):—ﬁ alors E:—ﬁ et donc B:—ﬁ :
2 2 4 2 4 2

. L ) . -3 X 3. X
La solution particuliere cherchee est donc la fonction f(x):—cos——gsmz , XeR.

3.a f(x):_—gcosi—ﬁsinizx/_ icos——lsm— :\/5(0087—7TCOS§+Sin7—ﬂSin§j,
2 2 2 2 2 2 2 2 6 2 6 2

X Tr
donc f(x)= J3cos (E_fj
NG

b. f (X) =— si et seulement si \@cos(i—ﬂjzﬁ soit ssi cos(5—7—ﬂ]:l soit
2 2 6 2 2 2
X

cos(——ﬂj:cos(£+2knj .onadonc {1—7—ﬂ:£+2k ou i—7—7T:—£+2k7r d'ou
2 6 3 2 6 3 2 6 3

{1:£+7—ﬂ+2kn ou Z:—£+7—7T+2k;r et{ng—ﬂ+4kﬂ,’ ou x:5—ﬂ+4kn
2 3 6 2 3 6 2 3

dans l'intervalle [0; 4] les solutions sont x = 37” et x= 5?”

7wl
4. la valeur moyenne de f sur I’intervalle [0;7/3]est égale : m :;J' °f (x)dx
(r13)-070

215 3 o s meSB[an(5- 2" e SBan(-75 ]

0

m= 6\/—{sm( )+sm(7§ﬂ; m:@[%} ; m:_ﬁ.

T T T

Exercice 5

1.0na: Sl(t):l

L 2sin(27zt)+;zsin(47rt) d’ou
—4r 2(1-1677)

S () =— 25 cos(2rt) +—_sin(axt) et S"()=— 4r° cos(Znt)—ﬂsin@nt)
1o an? 2(1-1672) B 14 / |

T (1-16x _Ar 2(1-167
2 1672 : _ _
s () +s(t)=- 2Sln(27rt)——2g|n(4ﬂt)_,_ 25|n(271't)+ . sin(4rt)
—an 2(1-1677) 1-4r 2(1-1672)
e 162
= 4ﬂ2 sin(2r t) +L67T25in(4ﬂ' t) =sin(2rt) +£sin(47r t)
1-4x 2(1-1672) 2

Conclusion : s, est une solution particuliére de I’équation différentielle (E).
. Il faut chercher la solution générale de I’équation différentielle homogeéne associée a (E) : s"(t) +s(t) =0.

L’équation caractéristique associée est : r*+1=0 dont le discriminant est égal & —1. Cette équation
possede deux racines complexes conjuguées qui sont jet —j.

La solution genérale de I’équation homogéne est alors : s,(t) = cost+ gsint aveca eR etfeR .

La solution genérale de (E) est donné par la somme entre une solution particuliere de I’équation
compléte et la solution générale de I’équation homogéne associée, d’ou :

S(t) =sy(t) +5,(t). s(t)=acost+psint+

. 1 .

sin(2rt) + —————sin(4rt
1-4r? (@rt) 2(1-1672) (471)
On considere I’équation différentielle (E,) suivante : y"(t)+4y(t)=8 (E,)
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ou y désigne une fonction dérivable de la variable réelle t.

1.a. Donner la solution générale de I’équation différentielle y"(t) +4y(t) =0:(E,)
b. Donner la solution particuliere constante de I’équation différentielle(E, ).
c. Déterminer la solution générale de I’équation (E, ).
2. Déterminer la fonction f solution de I’équation différentielle (E,) qui vérifie : f(0)=0 et f'(0) =4

3.Veérifier que f(t)=2- 22 cos(Zt +%)

Résoudre dans I’intervalle [0;2z] I’équation: f(t)=0.
On se propose de résoudre sur [0;+oo[, I’équation différentielle (E) : z'-z=6 et

1°) Résoudre I’equation différentielle homogene associée : (Eq) : z'-z=0
2°)
a) Vérifier que la fonction x définie par x(t) =e! +2e* est une solution particuliére de I’équation
différentielle (E).
b) En déduire la solution générale de (E).
1°) Résolution de I’équation différentielle associée : (Eg) : z'-z=0.
((Eg) estde forme z'+az=0 ont pour solutions: ti— z (t) = ke 2 )
Les solutions sont les fonctions définies sur R par : t— zy (t) = ke' , avec k constante réelle , et
donc aussi solutions sur [0;+oo] .
2°)
a) x(t) = (e' +2e*)U (t) =e' +2e* sur [0;+0].
En substituant x dans (E), on Vérifie que c’est une solution particuliére sur [0;+o] .
Donc x'(t) =e' +8et .
Ainsi (E) 1 x'(t)—x(t) =e' +8eM —(e' +2eM) =el +8eM —e! — 2% =g
b) la solution générale de I’équation (E) est la somme de la solution générale de I’équation homogéne
et d’une solution particuliére de (E) .dans ce cas avec t variant sur I’intervalle [0;+o] :

2(t) = ke' + €' + 2e* avec k constante réelle.



