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Partiel n°2 MATHEMATIQUES

Exercice 1 : Les questions ci-dessous sont indépendantes 10 pts
On note j ]Je nombre complexe de modulel , dont un argument est 7 /2
Soit le plan complexe rapporté a un repere (o UV ) orthonormal.( unité graphique : 2 cm sur les axes )

1 .a. Placer les points A et B d’affixes respectives: z, =-2+2] ; z,=1-]
b. Déterminer et représenter I’ensemble des images des nombres complexes z tels que :

o) |z+2-2j|=4 B ) Re(z-1+j)=1 y)arg(z—zA):z—;+2kn avec ke Z.

2°) a. Soit c=(\/§+1)+(\@—1)j Calculer c?.

b. Calculer le module et un argument de c?
c. En déduire le module et un argument de ¢

3°) Soit d=-2+2j .

a. Déterminer un couple de réels x et y tels que: (x+y j)2 =—/2+/2j .( méthode algébrique )
b. Donner la forme trigonométrique et exponentielle de d
c. En utilisant la méthode trigonométrique, résoudre I"équation : z2 = —/2 +/2j .

Exercice BTS-GO-2007- 10 points
On désigne par j le nombre complexe de module 1 dont un argument est z/2 .

. : : P : — jaok
On considére un filtre dont la fonction de transfert T est définie sur l'intervalle] 0 ;+oo[ par : T(w) = J©

.
1-ji—

J 2
Le nombre k est un nombre réel strictement compris entre 0 et 1. En associant trois filtres identiques au
précédent, on obtient un systeme dont la fonction de transfert H est définie sur ]0;+oo[

par : H(w) =(T (@) .
1. Onnote r(w) le module de H(w) . Onadonc: r(w)=|H(w)|.

a) Montrer que le module de T (w) est k—wz . En déduire r(w).

1+2
4

2. a) Justifier qu'un argument de (—jcok)3 est % Justifier qu'un argument de 1— j% est —arctan (%) .

En déduire qu'un argument de H(®) , noté ¢(w), est défini sur]0;+oo[ par: ¢(w) :%+3arctan (%)

b) On note ¢' la dérivée de la fonction ¢ .Calculer ¢'(®) .

Déterminer le signe de ¢ '(w) sur l'intervalle 10 ;oo . @ 0 90
c) Déterminer les limites de la fonction ¢ en 0 et en +oo . ')
3.a) Onnote r' la dérivée de la fonction r.Calculer r'(w) . ()
b) Déterminer le signe de r'(w) sur l'intervalle 10 ;+oo[. 9()
c) Déterminer les limites de la fonction r en 0 et en +o . ¢'(w)

Recopier et compléter ce tableau en utilisant les résultats obtenus dans la question 2 et 3.
4.Dans cette derniere question, on se place dans le casou k =0,9.

Lorsque @ décrit l'intervalle ]0;+oo][, le point d'affixe H (@) décrit une courbe C . En annexe, a rendre
avec la copie, la courbe ce est tracée dans le plan complexe. On note o, la valeur de @ pour laquelle le
module de H(w)est égal a 1.
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a) Placer précisément le point M, d'affixe H (@,) sur le document réponse donné en annexe 2.
b) Calculer une valeur arrondie du nombre w,, puis de ¢(w,).
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Corrigé
Exercice 1

1°. a) I’ensemble des points d’affixe z tel que |z +2- 2j| =4 est le cercle de centre A(2;-2) et de rayon 4.
b. z-1+ j=x-1+ jy=x-1+ jy=1, Re(z—-1+ j) =1si et seulement si x—1=1<> x=2, donc
I’ensemble des points d’affixe z tel que Re(z+3+ j) =1 est la droite d’équation x =2.

c. arg(z—z,)est une mesure de I’angle (ﬁ;m)
la ligne de niveau définie par arg(z-z,) =2—;+ 2kn est la demi-droite d’extrémité A(2;-2)
( A non comprise ) faisant un angle de %ﬂ avec la paralléle a I’axe des abscisses passant par A.
e =[(VB+1)+(\B-1) ] =(VB 1) <[ i(5-1)] +2(vB )5 1),
2. ¢? = (\E+1)2 —(ﬁ—l)z + 2(ﬁ +1)(ﬁ—1) j

2 =3+1+23-(8+1-23)+2(38-1) j =3+1+2/3-3-1+2/3+4j =43 +4]

2| <[4+ 4] (4ﬁ)2+42 = /4816 = /64 =8 , donc |c?|=|cf* = B4 ~8=[c =22

443
Q:E:Eargczzix%+kﬂ:%+kﬂ donc c=(\/§+1)+(\/_ )j 2\/§e1””2_2\/—[ ( J+j$l {%J]

2 2 2

a=arctan9=arctani=arctan[§}=arctan[§}:%. Donc « =argc? =arg(4 3+4j)=% ,etona:
a

S3e1 (B2 52

D’ou 2\/§C05(ﬂ/12)=\/§+1<:> cos(z/12)=

2 4 4
et 2/2sin(z/12) =3 -1 sin(/12) = fﬁl (ﬁ‘i)xﬁzﬁzﬁ

3.50it d =—/2++/2j .Déterminer un couple de réels x et y tels que: (x+y j)° =243 +2]
X2—y2=—\/§ x2—y2=—\/§
(x+yj)2:—\/§+x/§j<:>x2—y2+2jxy:—\/§+x/§j ydonc {x*+y?=2 oIx*+y?=2
2xy=\/§ 2xy=\/§

par addition on obtient : 2x* =2-+/2 < x? :¥@ X =+ /#

et par soustraction on obtient : 2y? =2+ 242 < y? = 2+2\/E Sy=+ 2+2ﬁ
donc z=\/2_\/§ +\/2+‘/Ej ou z=—\/2_\/§—\/2+ﬁj
2 2 2 2
2 2 .
o] =2 2 = (2) +(V2) = Va2 = =2 etd:_ﬁ+ﬁj:z{_§+§j]:zew

donc 2% =26%""* & z2=2xe®7/8 = /2 [ cos (37 /8) + jsin(37/8) ]
:\/2_\/§+\/2+\/§j=\/§|:003(3ﬂ/8)+jSin(3ﬂ/8):|. cos(37/8) = “2;\/5 et sin(37/8)= 2;\/5.

2 2
Exercice 2
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1 T(w) =12 _IH@)| et Ho)=(T@))  [r@)=| 0ok o ik _ ok

() o (@ =H@) et H@)=(T@)  [T)== 7 L j0ld Jao?a
3

31,3
Ona: H(w)=(T(w))’, alors r(a))=|H(a))|=‘(T(a)))3‘=‘(T(w))‘3={\/ij2J =(4 82“’);4 )
+o +o +o

2. (a) arg((—jwk)S)=arg(—j3a)3k3)=arg(jw3k3)=arg(j)=%+ 2mz ; meZ .
w

Soito =arg(1- jg) , alors cosé >0 et sind <0 donc 0 €]-=/2;0[, alors tand 5 équivaut a
0= arctan(?) . En utilisant I"imparité de la fonction arc tangente, 6 = —arctan(w/2).

. 3 .
Ona: H(w) =(T(w))3, alors argH(co)zarg(T(co))3 =arg(%} =ar %=arg(—jcok)3—arg(l—jcalz)3

arg H (o) =arg(T (a)))3 =arg(- jok)® —arg(1- ja)/2)3 =arg(jo’k®) -3arg(1- jw/2)= %—3(—arctan (0/2)

argH (o) = % +3arctan(w/2)et enfin p(w) = %+ 3arctan(w/2)

b. p'(w)=3 1/2 5= 26 ; o'(w)>0sur ] 0;+oo[, par conséquent la fonction ¢ est strictement
1+(a)/2) 0" +4
croissante sur ] 0;+o| .
c. limarctanw =0 alors lim go(co):Z . onaaussi lim arctanw=2 et lim (D(a))=£+3—ﬂ=2ﬂ
w—0 w—0 2 W—>+0 2 W—>+0 2 2
31,3
3.a Etude de variation de r i~ r(o) = Bk ; @ 0 +0
(4+a)2)\/4+w2 r'(w) *
, I o) /8k3
24a)2k3(4+a)2) 4+ w® —80°k3| (20)\4+ »? +M ' 0
244+ w? ¢'(w) +
(@) | 7/2 ————»21

= (4+w2)\/4+w2

30(4+ 0?)
240°%k3 (4 + 0% |4+ 0* -80%K®| =2 2
@ ( @ ) @ @ 14+ 2 24w2k3(4+a)2) ~240*K3(4+ w?)

r'(o)= 2
(4+w2)\/4+a)2 (4+w2)
24a)2k3(4+w2)[4+w2 —a)z} 23 2
_ %60k (4+w ),donc r'(w)>0 sur J0;+s[ et par conséquent

T ) (aa|

La fonction r i r(w) est strictement croissante sur ]0 ;+oo[ .

Iim(4+w2)\/4+a)2 = lim (4+a)2)>< lim (V4 + ?) =4x /4 =8, donc lim r(w)=0.
0w—> w—0 0—0 w—0

lim 8&°k® =0 ;
w—0 0
8w°k? w° 8k3 8k3
(4"'“’ )\'4"'“’ @ (1+42J 1+i2 (1+42J 1+i2
W W w W

. 4 . . 4 4 .
or lim |1+—|=1; lim 1+i =\ﬁ=1,donc lim|1+— | |[l+— =1etona Ilim r(w)=8k3.
2 0>+ wZ 0>+ wZ w2 W—>+00

W—>+00 [0}
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4.a. le point M, d’affixe H(w,) est sur la courbe C décrite par le point d’affixe H(w) lorsque o
parcourt I’intervalle 10;+c[ .Comme r(wy) =|H (w0)|=1.donc le point M, est sur le cercle de O est

de rayon 1. Donc M, est le point d’intersection de la courbe C et du cercle de centre O de rayon 1,
avec la courbe C.

3
20K J=1, 20k =1,car 1 est le seul nombre

\/4+w2 i+ w?

=1.Donc 40%k?®=4+0> (4k®-1)w?=4 ;k=0,9.

b. par définition dew,, ona |T(a)0)|3 —1 équivaut a {

40°k?
2

réel dont le cube est égal a 1 . donc
4+w
2 . 4 5 1.
2,240" =4 etona: oy = /ﬂ=\g et @, ~134 rad .s™; donc.
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