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BTS BLANC MATHEMATIQUES

Exercice 1 ; 5 points
On se propose dans cette partie d’obtenir I’intensité i du courant dans le circuit ci-dessous
lorsqu’il est alimenté par le signal d’entrée e e(t) .L’équation permettant de trouver I’intensité

du courant est, pour t e [0;+oc[, Ri (t)+ |(t) _% @ i(t)
Pour déterminer la fonction i on remplace Ie signal d’entrée e(t) A o —
e ——
définie par : e(t) :1+%sint—3£c052t. L’équation (1) devient alors : :]R
T T

Ri'(t)+éi(t):e'(t) (2).
On admet que I’intensité i du courant est une fonction dérivable sur [0;+o| .

On suppose dans toute la suite de I’exercice que R = 5000Q et C =10 F.
1°. Montrer que I’équation (2) peut alors se transformer et s’écrire :
. . - 4 3 ).
i'(t)+2i(t) =10 4cost+(—xlo 3js,m 2t (3)
157

te[0;+oo[

2°. Vérifier que la fonction i, telle que i, (t) :(4><10‘5)cost+(2x10‘5)sint est une solution particuliére

i'(t)+2i(t) =10~ cost

de I’équation différentielle :
€ [O ; +oo[

1'(t)+2i(t) = (—xlo jsin 2t

te[0;+oo[

3°. Déterminer une solution particuliére i, de I’équation différentielle :

4°, Résoudre alors I’équation différentielle (3).En déduire la solution particuliére vérifiant la
conditioni(0) =0.

Exercice 2 BTS -98 : 10 points

On se propose de résoudre le systeme différentiel (S) suivant, puis d’en déterminer une solution

SO o290 (B
particuliére. (S) at

DO _yty-ym-1 (Ey)

dt 2

Les fonctions x et y sont des fonctions de la variable réelle t, deux fois dérivables sur R.

1°. Montrer en utilisant les équations (E;) et (E,) que la fonction x vérifie, pour tout tdans R,
I’équation différentielle : x"(t)+x(t)=2 (E)

2°. Résoudre sur R I’équation différentielle (E). En déduire les solutions du systeme (S).
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3°. Déterminer la solution particuliere du systeme (S) vérifiant les conditions initiales
x(0) =1ety(0)=0.
4°, On considere maintenant la courbe définie par le systéme d’équations paramétriques suivant :

X(t) =2+sint—cost
y(t) =1-cost

o

Montrer que I’étude de ces fonctions peut se limiter a [0;27]

b . Etudier les variations de xet y sur cet intervalle et regrouper cette étude sous forme d’un tableau

unique . (‘on pourra Vvérifier que X'(t)=\/§cos(t—%j )

c . On précisera les points de la courbe ou les tangentes sont paralléles aux axes du repeére .
d . Construire la courbe C dans un repere orthonormal ( unité graphique : 5 cm).

Exercice 3-BTS -96 : 5 points

On se propose de déterminer la fonction f de la variable réelle t , définie sur R, qui vérifie :

a. f(t)=0 pourt<0
b. f est deux fois dérivable sur [0;+oo]
c. f (t)+2f'(t)+5f(t)=e"sin(3t) pour touttde [0;+oo[
d. f(0)=0¢et f'(0)=1

1°. Résoudre, sur [0;+o[, I’équation différentielle (E,) : y"(t)+2y'(t)+5y(t)=0

2° . Déterminer le réelatel que la fonction hsur[0;+oo[ par h(t) = ae™" sin(3t) soit solution, sur [0;+oo[

de I’équation différentielle (E) : y"(t)+2y'(t) +5y(t) = e "sin(3t)
3°. Donner la solution générale de I’équation différentielle (E).

4°. Déduire des questions précédentes la fonction cherchée vérifiant les conditions initiales
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Exercice 1
1. Ri‘(t)+£i(t)=e(t)=1+lcost—isin2t (2)
C T 2 3

Pour tout t e[0;+oo[ ; R=5000Q et C =10F. En dérivant (2) , on obtient :

_ . 1 4 _i't)+2i(t)=10" cost+(ixlo3)sin 2t (3)
5000i '(t) +10%i(t) = =cost +| — [sin2t ; d’ou 157 .
2 3z
te[0;+oo[
2. i (t) =(4x10°)cost +(2x10°)sint ; i',(t) =—(4x10")sint+(2x10"° ) cost, on reporte dans I’équation
Différentielle : i'(t)+2i(t) = —(4x10°°)sint +(2x10" )cost + 2(4x10"* )cost +2(2x10°° )sint =10"* cost
i, (t) est bien une solution particuliere de I’équation différentielle i'(t) + 2i(t) =10 cost .

i'(t)+2i(t) = (ixm"’jsin 2t
157 .Elle est de la forme i, (t) = Acos(2t) + Bsin(2t) ;

te[0;+oo[

i',(t)=—2Asin(2t) +2Bcos(2t) . on reporte dans I’équation Différentielle : i'(t) + 2i(t) = (%xlﬁ)sin 2t
T

gtona: i'(t)+2i(t) =—-2Asin(2t) + 2B cos(2t) + 2Acos(2t) + 2Bsin(2t) = (%xlOﬂsin 2t
T

en identifiant le coefficients on obtient le systéme :
2B+2A=0 1 1 1
S0it B=-——x10"=-A et i, (t) =—x10"° cos(2t) + — =103 sin(2t
28—2A=%x10‘3 157 =35 @)+ 157 @)
T

4. solution générale de I’équation différentielle (3) sans second membre est de la forme i, (t) = Ce™
Solution générale avec second membre est : i(t) =i, (t) +i,(t) +i,(t) et on obtient :

) ) 1 1 .
i(t)=Ce™® +(4x107°)cost+(2x107°)sint + ——x10~° cos(2t) + —— x 103 sin(2t
=0+ {410t {2500 it 10" (2 + 10" s(2)

Solution particuliére vérifiant la condition initiale i(0) =0
i(0)=C +4x107 T , donc C =-4x107* ERTS
57 57

i(t)= (—4><104 +i103je2t +(4x10*5 )cost +(2x10’5)sint ERVTS cos(2t) WS sin(2t)
57 157z 157z

Exercice 2
1°. () {x'(t) =xO-2y0)  (E) X'O=x0-2y0) (&)
yt)=xt)-yt) -1 (E) yt)=xt)-yt) -1 (Ep)
X"(t) = X'(t) — 2y '(t) = X '(t) = 2(x(t) - y(t) —1) = X'(t) = 2x(t) + 2y(t) + 2

Ona: 2y(t)=—x'(t)+x(t) d’ou x"(t) = x'(t)—2y'(t) = x'(t) — 2x(t) — X'(t) + x(t) + 2 = -2x(t) + 2
X"(t) +2x(t) =2

2°. x"(t)+2x(t) =0 a pour solution x, (t) = Acost+Bsint et x (t)=2 est une solution évidente de
L’équation (E) d’ou x(t) = Acost+Bsint+2.
2y(t) =—x'(t) + x(t) = Asint — B cost + 2+ Acost + Bsint =(A— B)cost + (A+ B)sint + 2

@(S){

y(t)=%(A—B)cost+%(A+ B)sint+1
3°. x(0)=1ety(0)=0 donne: x(0)=AcosO+Bsin0+2=A+2=1,dou A=-1

y(O)=%(A— B)cosO+%(A+ B)sin0+1=0<:>%(A—B)+1=0<:> A-B=-2&-B=—2-A=-1<B=1,
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donc B=-1etonaenfin x(t)=-cost+sint+2 et y(t) =1-cost

4° la fonction t — x(t) =2—cost+sintavec t[0;27], comme somme de fonctions continue et
dérivables sur cet intervalle . x(0) =1 et x(2r) =1.de plus g est périodique de période 2n

X(t+27) = 2—cos(t +27) +sin (t + 27 ) =2 —cos(t) +sin(t) =x(t) .  x'(t) =cost +sint

ﬁcos t-= =£ cos = cost +sinsint =£ ﬁcost+£sint =cost+sint = x'(t) .
2 2 4 4 2 2
. (t—£)=g+2knou t=g+£+2knou
cos(t——) =0 <:>cos(t—%)=cos£<:> keZ < 4 keZ
4 (t—£)=—2+2kn t=—24" 1 2%n
4 2 2 4
t=3—n+2knou . (t—£)=g+2knou
& 4 keZ.cos(t—Z)zo <:>cos(t—%)=cos£<:> keZ
t=—"142kn t-5y=-"1 2kn
4 4 2
t="4+" 4 2knou t=3—n+2kn ou
& 2 4 keZ < 5 keZ.
t=—24" 1 2%n t=—"142kn=""1+2kn
2 4 4 4
I o T T 3n
——)>cos— -——<= = . . .
cos(t—£)20c> cos(t 4)_C052 = t 4~ 2 <<{ = 4 .Lafonction cosinus est decroissante sur
4 te[0;n] te[0;n] te[0;n]
I’intervalle [0 ; x]
b 3n n_3n n
——)> — _ —_— . . .
cos(t—£)20c> cos(t 4)_005 2 & t 42 {4 . La fonction cosinus est croissante
4 te[n;2n] te[n;2n] te[n;2n]
sur I’intervalle [x;2x].
t 0 3n n 2n
4 4
X'(t) + 0 - 0 +

1

2+\/§
X(t) 1/ \2_ﬁ /

Etude de la fonction y: y(t) =1—cost avec t €[0; ]

la fonction t — y(t) =1-cost avec t €[0;2x], comme somme de fonctions continue et dérivables
sur cet intervalle . y(0)=0 et y(2n)=1. de plus y est paire et périodique de période 2.

y'(t) =sint.

La fonction t > sintest une fonction élémentaire, son signe est connu sur[0;2x] .

t 0 s 27
y'(t) + 0 -

y(t) 1/ 2\1
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t 0 3n T
4
0

\l
O-l>|;‘

X'(t)
2+f

0 1 / 2 \ 2
0 _

y'® | 0 + V2

8

=1

2
y(® \1\,
0 2 2 0

On sait que qu’un vecteur directeur de la tangente en un point régulier de paramétre t; est le vecteur non nul

|

u= x'(t0)7+ y'(to)] , dans un repére orthogonal .L’examen du tableau de variation montre qu’au point
ALO) : x'(0)=1ety'(0)=0,doncona: u=i etlatangente qu'au point A(L0) est paralléle & I’axe de
I’axe des abscisses .

Au point C(3;2) : x'(n)=1ety'(x)=0,doncona: u=i et latangente quau point C(3;2) est paralléle
a I’axe des abscisses

Au point D(2+\E;1+ﬁ/2) : x'(3n/4)=0 ety'(3n/4)=+2/2 doncona: u=+2/2] et latangente qu'au
point D(2+\/§;1+ ﬁ/z) est parallele a I’axe des ordonnées .

Au point E(z—ﬁ;l—ﬁlz) 1 x'(7n/4)=0 ety'(7n/4)=-2/2 ,doncona: u=—y2/2] et la tangente

u’au point E(2-+/2;1-+/2/2) est paralléle & I’axe des ordonnées .
q p

y [0 o
T(312
2
-1 T=T N
> \‘I[‘
(21 14rac(2)/2 DY L_
F| t+5n/4 (2+rac(@;1+rac(2)/2)
~ /
4
1
/
..
B(2;1-rac(2)®) o
B | E(2-rag(2};14rac(2)/2 et/
% A /1 \ 4/
1) AL =
0 = 4 3 X
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Au point F(2;1+ﬁ/2) 1 x'(5n/4)=-/2 ety'(5n/4)=-2/2,doncona: u=- 2T—(ﬁ/2)] et le
vecteur tangent au point F(2;1+ﬁ/2) .

Au point B(2;1—\/§/2) 1 x'(n/4)=/2 ety'(n/2)=/2/2 ,doncona: a=ﬁ7+(ﬁ/2)] et le vecteur
tangent au point B(2;1—\/§/2)

Exercice 3
1°. Résoudre, sur [0;+o[, I’équation différentielle (E,) : y"(t)+2y'(t)+5y(t)=0

L’équation (E,) a pour équation caractéristique de la forme r? +2r +5=0 qui a pour solutions

Dont le discriminant A =b? —4ac = 22— 4x1x5=4-20=-16 et VA = j\/1_6 =4]
L= —2-4] —-1-2jetr,=n= —2+4] =-1+2]j.
2 2
Donc d’aprés le théoréme du cours I’équation (E,) a pour solution de la forme :
yu () =e™ (Acos(2t)+Bsin(2t)).
2° . Déterminer le réel a tel que la fonction hsur[0;+oo[ par h(t) = ae™" sin(3t) soit solution, sur [0;+oo[

de I’équation différentielle (E) : y"(t)+2y'(t) +5y(t) =e'sin(3t).
h(t) =ae™sin(3t) ; h'(t) =—ae "' sin(3t) +3ae " cos(3t) =ae* (3cos(3t) —sin(3t)) :
h'(t) =—ae™ (3cos(3t) —sin(3t) ) +ae ™ (~9sin(3t) —3cos(3) ) = ae™* (~3cos(3t) +sin(3t) —9sin(3t) - 3cos(3t)).
h"(t)=ae™ (-6 cos(3t) —8sin(3t)).
y"(t)+2y'(t) +5y(t) =ae™ (—6.cos(3t) —8sin(3t) )+ 2ae ™ (3cos(3t) —sin(3t) ) + 5ae " sin(3t) =e ' sin(3t).
ae™" (—6cos(3t) + 6.cos(3t) —8sin(3t) — 2—sin(3t) +5sin(3t) ) = e * sin(3t)

—5ae'sin(3t) =e'sin(3t) = a= gl , donc I’équation différentielle (E) admet une solution particuliére

égale a h(t) = %et sin(3t) .
3°. Donner la solution générale de I’équation différentielle (E). f (t) =y (t) +h(t)
_ 7t - _1 7t -
f(t)=e (Acos(Zt)+ Bsm(2t)) L sin(3t)
4°. Déduire des questions précédentes la fonction cherchée veérifiant les conditions initiale

f(t)=e’t(Acos(2t)+ Bsin(2t))—%etsin(3t) avec: f(0)=0 et f'(0)=1
f(0)=e? (Acos(0)+ Bsin (0))—%e° sin(0)=A=0
fi(t)=—e" (Acos(Zt)+ Bsin(2t)—%sin(3t)]+et (—2Asin(2t)+ZBcos(Zt)—gcos(?:t)j

f'(0) = —€° (Acos(o) +Bsin(0) —%sin(O)J+ e’ (—ZAsin (0)+2Bcos(0) —gcos(O)j =1

—A+ZB—§:1<:> ZB:1+§+A:§<:> B:i
5 5 5 5

t

£ (1) :%(4sin(2t)—sin(3t))



