Théme : Séries de Fourier TP MATHEMATIQUES BTS INDUSTRIEL 2008/2009

Exercice 1. bts-2005 s Fomesou Lom

. . - e - . o Foor .
1. Soit la fonction numérique g définie sur [0;x] par g(t) = (1+cos2t)sin’t. Docs & portée de main

(a) Montrer que g'(t) = 4sintcos’t.
(b) En déduire les variations de g sur [0;x]

2. Soit la fonction numérique f définie sur R, paire, périodique de période 1 telle que :
{f(t)=1/2—r si0<t<rt

_ ou 7 est un nombre réel tel que 0<7 <2
ft)=-1 sit<t<1/2

(a) Uniquement dans cette question, on prendra ¢ =%.

Représenter la fonction f sur l'intervalle [-1; 1] dans un repére orthonormal.
(b) On admet que la fonction f satisfait aux conditions de Dirichlet.
Soit S le développement en série de Fourier associé a la fonction f .

<
Montrer que :S(t) = »_ —sin(2nzz)cos(2znt)
) Nz
3. On décide de ne conserver que les harmoniques de rang inférieur ou égal a 2.

Soit la fonction numérique h définie sur R par : h(t) =£Sin(2ﬂr) cos(2rt) +2isin(4m)cos(4nt)
T T

On désigne par EZ le carré de la valeur efficace de h sur une période.
(a) A l'aide de la formule de Parseval, déterminer EZ.

(b) Montrer que E? =2izg(2m).
T

4. Déterminer la valeur de 7 rendant E2 maximal.

Exercice 2-bts-2003

. I . , T 7l2
A. Pour tout entier naturel n, on considere les intégrales : 1| =I lzcos(nx)dx et J, = IO X cos(nx)dx.
T

1°) Montrer que 1 =_—15inn7” .
n

2°) A I’aide d’une intégration par parties , montrer que J, =lein[n7ﬂj+izcos(%ﬂj—i2
n n n

3°) Déterminer 1,; 1, et 1,, puis J,; J, et J, oE -
B. Soit f la fonction numérique définie surR , paire, périodique de période 2r telle que | f®=——t si0<t<—

ou E est un nombre réel donné, strictement positif.
1°) Tracer, dans un repére orthogonal, la représentation graphique de la fonction f sur

lintervalle[ -m;3x | .
(on prendra E = 2 uniquement pour construire la courbe représentant f ).
2°) Soit ay et pour tout entier naturel n supérieur ou égal & 1, a, et by, les coefficients de Fourier associés f .
a) Calculer a, .
b) Pour tout n>1, donner la valeur de b, .

ft)=E si%gtsﬂ

¢) En utilisant la partie A, vérifier que pour tout n>1, a, =2—E(2Jn +7l,).
T

Partie C
1°) Déterminer les coefficients a;, a, , a; .

2°) Calculer F2, carré de la valeur efficace de la fonction f sur une période.

;
On rappelle que dans le cas ol f est paire, périodique de période T, on a: F? =T3j02 f2(t)dt



o0 2 2
3°) On sait par ailleurs que la formule de Bessel-Parseval donne : F? =aj + ) %
n=1

. e 1
Soit P le nombre défini par P =a} +E(alz +as + a§).
. L — P
Calculer P, puis donner la valeur décimale au millieme du —.
F

Ce dernier résultat trés proche de 1 justifie que dans la pratique , on peut négliger les harmonique
d’ordre supérieur a 3.

Exercice 3 -Toutes spécialités 2006. Les parties A et B sont indépendantes.

Partie A
Soient a et B deux nombres réels.

Soit f une fonction périodique de période 1, définie sur l'intervalle [0; 1[ par f(t)=at+ 8.
On appelle a,, a, et b, les coefficients de Fourier associés a la fonction f.

1. Montrer que aq =%+ﬁ :

_a -
2. Montrer que b, =—— pour tout nombre entier naturel n non nul.
nrz

On admet que a, =0 pour tout entier naturel n non nul.
3. On se propose de déterminer les nombres réels « et B pour que le développement S en série de

Fourier de la fonction f soit défini pour tout nombre réel t par S(t) = zlsin(Zﬂnt) .
n

n=1
(a) Déterminer les nombres réels a et g tels que a, =0 eth, =1.
n
En déduire I'expression de la fonction f .
(b) Représenter la fonction f sur l'intervalle [-2 ; 2] dans un repére orthogonal.

Partie B

On veut résoudre I'équation différentielle : s"(t) +s(t) = f(t)

On admet que I'on obtient une bonne approximation de la fonction s en remplagant f(t) par les premiers
termes du développement en série de Fourier de la fonction f obtenus dans la partie A, c'est-a-dire par :

f (t) =sin(2xt) +%sin(4ﬂt)

Soit (E) I'équation différentielle : s"(t)+ s(t) :sin(Zﬂt)+%sin(4nt)

1. Verifier que la fonction s, définie pour tout nombre réel t par : s;(t) = 5 sin(2xt) +

-4r 2(1-167

sin(4xt)

est solution de I'équation différentielle (E).
2. Résoudre I'équation différentielle (E).



Exercice 1-2005 -bts
1. Soit la fonction numérique g définie sur [0;x] par g(t) = (L+cos2t)sin®t.
g'(t) =—2sintcostsin2t + (1+cos?2t)2sintcost = 2sint cost(—sin 2t +1+ cos?t)

(a) Calculons g'(t) : ) ] 3
= 2sintcost(cos?t +cos?t) = 4sintcos’t

(b) Sur [0 ;n] ,la fonction sinus est positive, par conséquent g'(t) est du signe de cost .

Si te{o;%} > g'(t)>0 donc g est strictement croissante sur {O;%}
Si te{%;ﬂ} : g'(t<0 donc g est strictement décroissante sur {%;n}

2. (a) Dans cette question, ona: f(t) =%sur {O;%{ et f(t)= —%sur Eﬂ

" : . 11 - -
Avec la parité de la fonction f, on peut tracer la courbe sur I’intervalle {—E;E} en utilisant la symétrie par

rapport a I’axe des ordonnées. De plus, la fonction f 4

est périodique de période 1, donc on obtient la

représentation ci-contre :

(b) Calculons les coefficients de Fourier de la fonctionf :

_i T/2 _E T/2 13
ao_Tj_mf(t)dt_Tj0 f (t)dt

N

EG_TJdtﬁ:/z(—f)dt} S AR CHe el e 1R

Il
N

:G—r}”(—r){%-ﬂ:o

Pour n>1,0na: a =2 [ f()cosntdt=2 "> f (t)cos2nztdt == [~ f (t) cos 2nrtdt
urnx1, .an_?J.a (t)cosn _?J‘_m (t)cos2nz _?J‘o (t)cos2nz

(1 © 1 sin2nzt | sin2nzt V2
a, =4 I 7 cosZnﬂtdt+I (—t)cos2natdt |=4|| =—7 T (1) dl
02 0 2 2nr 2nr

0 T

. T . 1/2
a, =4 l—r sin 2nt +(-71) sin 2nxt =i l—r sin2nzr —rsinnz +sin(2nzr)
2 2nr 0 2nr . nz|\2

= i{[i —szin 2nzT + sin(2nm)} = isin 2nrt
2 nw

nr

Pour n>1,0na b, =0 car la fonction f est paire .On obtient donc S(t) = Zan cos(2znt)

n=1
- 1 .
S(t)=)_——sin(2nzr)cos(2znt) .
nel nrx
; L2 2 o ap+bd ; : :
3. Ecrivons la formule de Parseval : E< =aj +z - .On sait que a, =0 ; calculons a et a, :

n=1

Y =£sin(2m) et a, =lsin(4m). Onadonc:
T T
, 1] 1 . 1 . 1. 1. . . .
E, =5 —sin 2(2m)+Fsm Y(4nr) =2—2 sin(2mr) +Zsm2(4m) , de plus, on sait que :sin(2u) = 2sinucosu .
T 7 Y

Donc on peut écrire : sin(4z7) = 4sin® (2nzt )cos® (2nar).



1. 1. 17r7. . 17.
E.2 = g{sm (2mt) + Zsm 2(4111)} = ﬁ[sm 2(2mt) + Sin ¥(2mt) COSZ(Znt)} = ﬁ[sm 2(Zm)(l+ cos? (Znt))} .

E2= 2iz[sin *(2mr) 1+ c052(2nt))} = 2%9(27“) :
T T

4. D’apreés la question 1. b) , I’expression g(t) est maximum pour z

Par conséquent E,2est maximum pour : 2m=%, d’ou rzi.
Exercice-2 —bts-2003
1.Calculons I, : I, = J' cos(nx)dx:Fsin nx} :isinn—lsin nzz—lsmn—ﬂ
12 n 272 N n 2 n 2

On obtient : Ilz—sinﬁz—l; Izz—lsmn 0 et I3:—15|n3—ﬂ:l.
2 2 3 2 3

On intégre par parties, en posant : u(x)=x u'(x)=1; v'(x)=cosnx v(x) =lsin(nx) avec ne N
n

] % wl2 1% X 7l2 1 wl2
Donc: 5, ‘[xcosnxdx { sin(nx)} ——‘[sinnxdx:[—sin(nx)} +{—Zcosnx}
0 o Np n 0 n 0
3
2
1 nt 1 T . N&w 1 nt 1
N X €08 NX dX = 2 SiN(e) — 0+ —= €082 — =08 0 = - sin() + = coS L —
i 2n & ) n2 2 p? 2n ( 2 ) n2 2 n?
D’ou: J, sm( ™)+ izcosn—ﬂ—iz. On obtient:  J; =£sin(£)+cos£—1=£—1
2 2 n 2 n 2 2 2
. . 1 1 1
\]2=£S|n(7f)+£COS7T—£=—£ , J3:25|n(3—ﬂ)+—c 53_71__ -,
4 4 4 2 6 279 2 9 6 9
Partie B y
1.représentation graphique de la fonction f .
2.a. Calculons a, : - 2l
1 ca+T 1 ¢7 1 ¢e7
ao_?J‘a f(t)dt—gj‘_ﬂf(t)dt—;jo f(t)dt, car fest
paire et 27 -périodique ; donc : Al

%Z;U:/Z%E tdt +J.:/2Edt} .

7l2
=— 2Et + Et =l 2—E7T—+ EZ :i 3E_ﬂ =3_E “t Bu/d-n/2 /4 O /4 /2 31/4 x 53/4 33/2 Tn/4 2 93/4 Sp/X
T T T

7T2 T 8 2 4 4

b. la fonction f est paire donc pour tout entier n>1,ona b, =0.

.
c. Calculons a,, pour n>1: a, =£J‘a+ f(t)cosntdtzlr f(t)cosntdtzgj‘:f(t)cosntdt.
. .

Car t > f(t)cosnt est paire ; donc a, ——J' —tcosntdt+—jﬂ/2Ecosntdt=%Jn+2—Eln
Q T
2E 2E . 1 . 4pr 1 .
et a, =—(2J, +xl,).Calculons a,, =—(2J,, + 7l,4, |=0, puisque 1,, =——sin——=——-sin2pzr =0
n ﬂ_z( n ﬂn) 4p ﬂ_z( 4p 7T4p) puisq 4p 4p 5 4p pz
etJ4p=lsin(2pﬂ)+ 120052pﬂ—L=0 L—L—O
8p 16 16 p? 16p> 16p>

Partie C

1. calculons a;, a, , a5 : a = 2E (231+7rll) 25[2(2_1J—;TJ=_£
7Z' T



2E 1 —2E 2E 2E T 1) &« 2E T 2 7« 4E
ay=——|2|-= O|=—— et ag=—r(2)3+7lg)=—|2| - |+=|=—| ———+— |=——.
2 ;;2[( 2j+72'><] 2 3 ﬂz( 3 773) EZ[ [ 6 gJ 3} ﬂz[ 3 9 3} 972

Calculons F?:
2 ¢T/2 1 pml2 1| 4E? ¢7i2 w2 4E2| 3 miz 1 w2
F2=veft =2 [ f@2d=— [ f@%dt=—| S [Tt [ E2dt =t +—[E2t}
TJo 790 T 0 0

71'2 72'3 3

4E? 73 +i 27
27 7w 2

2 2 2 2 2 2
3.Calculons P : P=a§+£(a12+a§+a§)= SE” |, 1]|16E" | |4E" )| |16E" || _9E”  B8I8E"
2 16 | 2|| ~* 7t 81z’ 16 81t

9E? 818E2J 3 37 409

E2 E2 2E?
_+_
6 2 3

~0,999.

P . P
Calculons — : — = + X = et ——
F F 16 8lr 2E 32 27n

Exercice 3-BTS-2006

1
1T t? a
1. aoz?jo (at+ﬁ)dt={a?+ﬁt]0=5+ﬁ avec T =1.

. 2 (T . 1 .
2. La pulsation est w =27z b, =?J'O (at + B)sin(2znt)dt = 2jo(at+ﬁ)sm(27znt)dt avec T =1.

On intégre par parties en posant : u(t)=at+p , alors u'(t)=a ; v'(t) =sin(2znt), alors v(t) =—2icos(2nnt)
n

1
1 _ (at+ B)cos(2znt) a ¢l
b, = 2jo(at + B )sin(2znt)dt = 2 —[ P o Iocos(Zﬂnt)dt
D’ou 0 et b, =2£i+oj=ﬁ.
1 in(27nt) 1 2zn zn
- a | SIn(Zzn
b, =2 — +B8)-p |+—| —— 2~
" 27N [(a ﬁ) ﬁ} 27Tn|: 27N }OJ
. Yip=0 [a=-x
3.a. On veut que a;=0et b, ==, donc d’aprés 3. ona: 2 & T
n -a 1 p=—
- = 2
nw n
L’expression de f est alors f(t)=—nt+%. y
. , . /
b. on construit alors la courbe représentative de f sur [-2;2]. | | "2 |
Partie B : : :
laona: s(t)=——sin(2rt)+——sin(4zt) | ! ’ ’ -
' ' 1- 472 2(1-1672) ’ 2 :ll ? ? A
s'1(t) = 27 5 COS(Zﬂt)+4—ﬂ2COS(4ﬂt) ' ' '
1-4r 2(1-167°) -/
2 2
5" (t) = ——" > sin(2ﬂt)—16—ﬂzsin(4ﬂt) .
1-4rx 2(1-167°)
4z 1672 . .
S "(t) +5(t)=— 5 sin(2xt) ——25|n(47zt) + 5 sin(2xt) + 5 sin(4rt)
1-4z 2(1-167°) 1-4r 2(1-167°)
2 2
1 4”2 sin(2zt) +L6ﬂzsin(4nt) _ sin(27t) + Lsin(4xt)
1-4z 2(1-167°) 2

Par consequent s, est une solution particuliére de I’équation différentielle ( E ).
2. Il faut chercher la solution générale de I’équation différentielle homogéne associée a ( E ) :s"(t) +s(t)=0.



L’équation caractéristique associée est r? +1=0, dont le discriminant est égal & -1 . cette équation
possede deux racine complexes conjuguées qui sont jet —j.

La solution genérale de I’équation homogéne est alors : s,(t) = Asint+ ucost avec 1 eR et ueR .
La solution générale de ( E ) est donnée par la somme entre une solution particuliére de I’équation
compléte et la solution générale de I’équation homogéne associée , d’ou :

S(t) =sp (1) +51(t)

So(t) =Asint+ picost s(t) = Asint + ucost +

5-sin(2rt) + sin(4xt)”

—4rx 2(1-1672)



