PUISSANCES n-IEMES DE MATRICES

Enoncés
Enoncés des exercices
| EXERCICE 1] [Indication ] [Correction | 2-1  ab ac
Soient a, b, ¢ trois réels tels que a? + b? + ¢ = 1. Soit M = ab -1 b
Pour tout entier n > 1, calculer M™. ac be -1
| EXERCICE 2| [Indication] [Correction |
5 —4
Calculer A% avec A = < >
4 -3
| EXERCICE 3| [Indication] [Correction |
0 1 —sinf
Calculer A", avec A = -1 0 cos 6
—sinf cosf 0
| EXERCICE 4| [Indication ] [Correction |
h h
Soit A = (C vos z) Calculer A™.
shz chx

| EXERCICE 5| [Indication ] [Correction |

2 =2 1
On considere la matrice carrée M définie par M = | 2 -3 2

-1 2 0

1. Vérifier que (M — I)(M + 3I) = 0. En déduire M™, pour tout n de N.
2. Vérifier que I'expression obtenue pour M™ est encore valable si n < 0.
| EXERCICE 6| [Indication ] [Correction |
Soit A une matrice carrée.
On suppose qu'il existe deux matrices U, V telles que A™ = A"(U +nV') pour n = 1,2, 3.
Montrer que 1'égalité A™ = \"(U 4+ nV') est vraie pour tout n de N*.
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PUISSANCES n-IEMES DE MATRICES

Indications, résultats

Indications ou résultats

| INDICATION POUR L'EXERCICE 1| [Retour & I'énoncé]
Noter N = M + I, et constater que N? = N. En déduire : Vn € N*, M™ = (—1)" "1 M.

| INDICATION POUR L'EXERCICE 2| [Retour & I'énoncé]

1 -1
Noter que A = I +4.J avec J = <1 > et J2 = 0. En déduire A0 = I 4+ 400.J.

| INDICATION POUR L’EXERCICE 3| [Retour & I'énoncé]

On constate que A% = 0.

| INDICATION POUR L'EXERCICE 4| [Retour & I'énoncé]

1 1 1 -1
PoserA:exJ—l-e_xK,aveCJ:%( )eth%( )
1 1 -1 1
Constater que J? = J, K? = K, et JK = KJ = 0.
chnzx shnaz)

shnx chnx

En déduire : Vn > 1, A" = <

| INDICATION POUR L'EXERCICE 5 | [Retour & I'énoncé]

1. On a effectivement (M — I)(M + 31) = 0.
Noter a,X + b, le reste dans la division de X" par P = (X — 1)(X + 3).

1 1
Montrer que a,, = 4_1(1 —(=3)") et b, = 1(3 + (—3)™). En déduire M" = a,,M + b, 1.

1 1
2. On sait que pour n >0 : M" = A+ (—3)"B avec A = Z(M+3I) et B = Z([ - M).
Pour n > 0, montrer que A + (—3)"B et A+ (—3)~"B sont inverses l'une de 'autre.

INDICATION POUR L'EXERCICE 6 | [Retour & I’énoncé|

Eliminer U et V dans les trois égalités. En déduire A% = \(24% — \A).

Montrer ensuite ’égalité A” = \*(U + nV') par récurrence sur n.
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PUISSANCES n-IEMES DE MATRICES

Corrigés

Corrigés des exercices

’CORRIGE DE L'EXERCICE 1\ [Retour a 1'énoncé |

a? ab ac

a
On a l'égalité M =N —I,avec N= | ab b bc | =]|b|(a b c).
2

ac be ¢ c

a
Puisque (a b ¢)| b | =a*+b*+c*=1,ona N?=N.
&

On en déduit M?> =N?*—2N+[=—-N+1=—-M.
Plus généralement : Vn € N*, M"™ = (—1)"1 M.

’CORRIGE DE L'EXERCICE 2\ [Retour a I'énoncé |

5 —4 1 -1
OnaAz( >:[—|—4JavecJ:< >.OnaJ2:O.
4 -3 1 1

401 —400
On en déduit A0 = (I + 4.J)1% = J 4 400.] = < >
400 —-399

’CORRIGE DE L'EXERCICE 3\ [Retour a I'énoncé |

0 0 1 -s 0 1 -s -2 —sc ¢
Posons {S - S .OnaAd%2=1]|-1 0 ¢ -1 0 ¢ | =]|-sc —s* s
c=cosb
—-s ¢ 0 —s —-c —-s 1
0 1 -—s -2 —sc ¢
On en déduit A>=| -1 0 ¢ —s¢ —s*> s | =0. Donc A" =0 pour n > 3
—-s ¢ 0 —-c —s 1

CORRIGE DE L'EXERCICE 4 | [ Retour & I'énoncé]

1 1 1 -1
OnaA:egcJ—i—e_f‘fK,avecJ:l ot K == .
2\1 1 2\ -1 1

2 2 2 =2
OnaJ2:}l< )zJ,K2:%< )zK,etJK:KJ:().
2 2

-2 2
On peut donc appliquer la formule du bindéme pour calculer (J + K)™.

Puisque J" = J et K™ = K pour tout n > 1, il vient :

shnx chnx

h h
Vnzl, An_(exj_’_efo)n:em;J_i_e,nxK: (C nr s nx)

Remarque : on peut bien sir calculer A2, deviner le résultat et procéder par récurrence.
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PUISSANCES n-IEMES DE MATRICES

Corrigés

’CORRIGE DE L'EXERCICE 5\ [Retour a I'énoncé |

-2 -2 1
1. On a effectivement (M —I)(M +3[)=| 2 -4 2 2 0 2|=0.
-1 2 -1 -1 2 3

La matrice M est donc annulée par le polynome P = (X — 1)(X + 3).
Notons X™ = (X — 1)(X + 3)Qn(X) + a, X + b, la division euclidienne de X" par P.
an +0b,=1

En substituant 1 et —3 a X, on trouve :
—3a, + b, = (=3)"

1 1
On en déduit : a,, = 1_1(1 —(=3)") et b, = 1(3 + (—3)").

On substitue enfin M a X dans X" = P(X)Q,(X) + a,X + by, et on trouve :

1 _ n
M :anM+an:Z(M+3I)—( j’) (M — 1)

2 1 -2
_! 0 (=3)" 4
4 4
-1 2 3 1 2 -1
. 5—(=3)" —242(=3)" 1—(=3)"
=7 2 —2(=3)" 4(=3)" 2 —2(=3)"

—1+(=3)" 2-2(=3)" 3+ (-3)"

1 1
2. Posons A = ZL(M—H))]) et B = Z(]_ M).

On a vu que pour tout entier naturel n, on a 'égalité M"™ = A+ (—3)"B.

On veut montrer que ce résultat est encore valable si n est un entier négatif.
: " , A+ (=3)"B
Pour cela il suffit de vérifier que pour tout n de N, les matrices sont
A+ (-3)"B
inverses l'une de 'autre.
On sait que 0 = (M — I)(M + 3I) = M* +2M — 31.

En particulier on a les égalités AB = BA = 0.

1 1
D’autre part A% = 1—6(M2 +6M +91) = E(ZLM +127) = A.

1 1
De méme B? = E(I —2M + M?) = 1—6(41 —4M) = B.
On en déduit, pour tout entier naturel n :
(A+ (=3)"B)(A+ (-3)"B)=A+B=1

5— (=3 —242(-3)" 1-(-3)"
Conclusion : Vn € Z, M" = 1 2—-2(=-3)" 4(=3)" 2—-2(=3)"
—1+(=3)" 2-2(=3)" 3+ (-3)"
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PUISSANCES n-IEMES DE MATRICES

Corrigés

’CORRIGE DE L'EXERCICE 6\ [Retour a I'énoncé |

A=XNU+YV) (1)
On commence par éliminer U et V dans les égalités < A2 =N2(U+V) (2
AP =XU+3V) (3)
Les égalités (1) et (2) donnent 242 — NA = \?(U + 3V).
On en déduit A® = A\(24% — \A)  (4).
L’égalité A™ = A"(U 4+ nV') est vraie aux rangs n =1 et n = 2.
Supposons qu’elle soit vraie aux rangs n et n + 1, ou n est donné dans N*.

Alors 'égalité (4) donne :

A2 = \(24mH — \Am)

=A
= AN (U + (n+ 1D)V) = A\ (U +nV)) = AU + (n+2)V)
Ce qui prouve la propriété au rang n + 2 et acheve la récurrence.

On a ainsi prouvé que pour tout n de N* on a A™ = \"(U +nV).

Page 5 Jean-Michel Ferrard www.klubprepa.net ©EduKlub S.A.

Tous droits de 'auteur des ceuvres réservés. Sauf autorisation, la reproduction ainsi que toute utilisation des ceuvres autre que la consultation
individuelle et privée sont interdites.


file:www.klubprepa.net 

