Exercices - Calcul d’intégrales : corrigé

INTEGRATION PAR PARTIES - CHANGEMENTS DE VARIABLE

Exercice 1 - Changements de variables - Niveau 1 - L1/Math Sup - *

1. La fonction ¢ — v/t est une bijection de classe C! de [1,4] sur [1,2]. On peut donc poser
u = +/t. Lorsque t = 1, u = 1 et lorsque t = 4, u vaut 2. De plus, on a

1—Vt 1-u
Vi u

et
u=+Vt = t=u? = dt = 2udu.

On en déduit que

41 21 _
/ 1 \/Edt = / 1 u2udu
1 1

t U

2
= / (2 —2u)du
1
2
= [2u - uQ}
1
= 1
2. La fonction x + e® réalise une bijection de [1,2] sur [e, €?]. Effectuons le changement de
variables u = e* dans l'intégrale, de sorte que du = e*dx. Il vient

2 e e du 2 1+ e?
dx = = |In]|l =1 .
/1 14ee ™ /e T - Ll = 37

Exercice 2 - Changements de variables - Niveau 2 - L1/Math Sup - xx

1. La fonction x — Inz réalise une bijection de [1,e] sur [0,1]. On pose donc v = Inz de
sorte que du = %. De plus, lorsque x vaut 1, v vaut 0 et lorsque = vaut e, u vaut 1. On

trouve donc
e 1 n 1
/ ﬂdm = / u"du
1 T 0

1
n+1

2. La fonction & intégrer est définie et continue sur ]0, +oo[. On se limite donc a calculer
I'intégrale recherchée pour z > 0. La fonction ¢ — /et — 1 est une bijection de [1,z] sur

[Ve—1,v/e* —1]. Posant u = ve! — 1, on a

du = ———dt
2vel — 1
d’on
Ver-1 g 71 Ve—1
F(x) = 2/ 2711 — arctan | Y° "~ | — arctan [ X< .
Ve—1 u+4 2 2
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Exercices - Calcul d’intégrales : corrigé

Exercice 3 - Changements de variables - Recherche de primitives - L1/Math Sup -
*k

1. La fonction z — 1“796 est définie et continue sur ]0,4oc[, intervalle sur lequel on cherche

a calculer une primitive. Pour cela, on fait le changement de variables © = In x, de sorte

que du = d?”” et on trouve
Inz
/—dac = /udu
x

2. La fonction x +— cos(y/z) est définie et continue sur |0, +o0c[, intervalle sur lequel on cherche
a calculer une primitive. Pour cela, on effectue le changement de variables u = /x, de
sorte que x = u? ou encore dz = 2udu. On trouve alors

/cos(ﬁ)da: = 2/ucos(u)du
= 2[usinu| — Z/Sin(u)du
= 2usinu+ 2cosu+ C
= 2y/zsin(y/x) + 2cos(vx) + C
(on a aussi effectué une intégration par parties).

Exercice 4 - Intégration par parties - Niveau 1 - L1/Math Sup - *

1. La fonction x — arctan z étant continue sur R, elle admet une primitive sur cet intervalle.
On inteégre par parties en posant :

u(r) = arctanz u'(z) = x%ﬂ

V() = 1 v(iz) = =z

de sorte que
x

/arctan tdt = x arctanx — / —_
241

La primitive que 1’on doit encore rechercher est de la forme ¢’/g, et donc

1
/arctan tdt = x arctanz — 5 In(z® +1).

2. La fonction x — (Inx)? étant continue sur ]0,+oo[, elle admet des primitives sur cet
intervalle. On se restreint & cet intervalle et on intégre par parties en posant :

u(z) = (Inz)? W(z) = 21%
vi(z) = 1 v(r) =
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Exercices - Calcul d’intégrales : corrigé

de sorte que
/(ln t)%dt = z(Inz)? — 2/1n tdt.

Une primitive de x — Inz étant x — xlnx — = (résultat qui se retrouve en intégrant par
parties), on trouve finalement quune primitive de z +— (Inz)? est

z+— z(lnz)? - 2zlnz + 2.

. On va intégrer par parties deux fois. On travaille sur 'intervalle |0, +oc[, 1a ou la fonction
est bien définie et continue. On pose alors :

u(z) = sin(lnz) u'(x) = =cos(lnx)

V() = 1 v(z) =

SIS

de sorte que
/sin(ln x)dx = zsin(lnz) — /cos(ln x).
On inteégre une deuxieme fois par parties en posant
ui(z) = cos(Inx) uf(x) -1
vi(z) = 1 vi(z) = =

sin(In x)

de sorte que
/cos(ln x)dr = x cos(lnx) + /sin(ln ).
En mettant tout cela ensemble, on trouve

/sin(ln x)dx = zsin(lnz) — x cos(lnx) — /sin(ln x)

soit

/sin(ln x) = g(sin(ln z) — cos(Inz)).

Exercice 5 - Intégration par parties - Niveau 2 - L1/Math Sup - **

1. On integre par parties, en posant v/ (z) = z et v(z) = (arctanz)2. On a v'(z) =

__ 2arctan(x)
$2+1 )
et ceci nous incite & considérer comme primitive de ' la fonction u(z) = (2% +1), ce qui

va simplifier les calculs. On obtient alors

1 1
I= 5[( 24 1)(arctanx)2]é —/ arctan z.
0
On calcule la derniére intégrale en réalisant & nouveau une intégration par parties, et on
trouve :
2 1
I = 71L6 - [marctanx]é —|—/0 o 1d:1:
= ———+4+—|In(x
16 4 2 0
2
T 1
= ———+—-In2.
6 122"
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Exercices - Calcul d’intégrales : corrigé

2. La fonction f :x — (gif)Q est continue sur |0, 1], et elle tend vers 0 en 0. On peut donc

la prolonger par continuité & [0, 1] en posant f(0) = 0, ce qui donne un sens a J.

Pour calculer cette intégrale, on va intégrer par parties entre a > 0 et 1, pour ne pas étre
fl zlnz

géné par les problemes en 0. On pose donc J(a) = [, G212 puis :
u(z) = (Inz) V' (z) = ($2+1
u/ ,:L') = % v l') — 2($2+1)

ce qui donne
Inz L B 7
Ja) = |-t |y er
(a) [mﬂ+nl+2éx@M4)

De plus,

de sorte que

1 dx 1 2 1 1 )

On obtient donc que

Ina In2 Ina 1
= — — — — 4+~ In(1 2).
T =5y~ 1 ~ 2 tal+a)

Reste a faire tendre a vers 0. Pour cela, on factorise par Ina, et on trouve

—a? In(a) 2 1
— - — 71 1 .
i1 4 Tamira)

J(a) =
Comme a?In(a) tend vers 0 lorsque a tend vers 0, de méme que In(1 + a?), on conclut

finalement que
In2

J= -
Exercice 6 - Une suite d’intégrales - L1/Math Sup - **

Pour (n,p) € N* x N, I'application x +— z™(Inz)P est définie et continue sur ]0, 1]. De plus,
les théorémes de comparaison usuels entrainent que cette fonction se prolonge par continuité en
0 (remarquons I'importance de n > 0). Ceci justifie I'existence de I, ,. Pour calculer I, ,, nous
allons réaliser une intégration par parties. On la réalise entre a > 0 et 1, pour prendre garde
au fait que la fonction logarithme n’est pas définie en 0. On remarque aussi que I, o = et
donc il suffit de traiter le cas p > 0.

On pose donc

n+1’

I, p(a) :/0 2" (lnz)Pdx

puis
u(z) = (Inx) v (x) = a”
u'(x) (lni)pA v(r) = %
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Exercices - Calcul d’intégrales : corrigé

On trouve alors,

n+1

1
b n —1 —a p
Inz)P~dx = — Inp_1.
+1/@x(na:) v n+1 n+1n’p1

1

1
n+1 B

Inp(a) = [m”“(ln x)p}

a n
On passe a la limite en faisant tendre a vers 0, et on trouve :

p
n,p — _mIn,p—l-

On trouve alors

_ (x> x (=) (=0t 1 (=)
P A D)X (D) x - x(n+1) 0T (n+1)p T nHl (n+ 1Pl

Exercice 7 - Une autre suite d’intégrales - L1/Math Sup - »x
On pose, pour (a, 3,n,m) € R? x N2,

Iyn = / "= 0yt — gyt

[0}

On integre par parties pour obtenir une relation entre I,,, ,, et I,;,—1 41, €t on trouve

B
(t —p)~tt m /6 —1 1
I = |(t—a)™ — t—ao)" Lt — )" lat
- [( | ), a8
m
= —ﬁlm—l,n+1-

D’autre part, pour tout p € N, on a

g (o = g+
I :/ t—a)Pdt = ——-~L—.
0,p N ( ) pr1
Une récurrence immédiate donne alors
m(m—1)...1 (a — g)ymtntl

Im,n — (_1)m+1

m+1)(n+2)...(n4+m) m+n+1

En particulier, I'intégrale recherché vaut I, ,,, c’est-a-dire

Iy, = (_l)n—i-l n! (a — 6)2n+1 _ (_l)n-i-l (a — 6)2n+1

’ (n+1)...(2n) 2n+1 2n+1)(*"’

FRACTIONS RATIONNELLES

Exercice 8 - Fractions rationelles - Niveau 1 - L1/Math Sup - x

http://www.bibmath.net 5



Exercices - Calcul d’intégrales : corrigé

1. On commence par faire apparaitre au numérateur la dérivée du dénominateur.

3z + 2 3 241 1 1
— " = x4 o=
24+zx4+1 2 z24zx+1 2 x24z+1

On integre alors. Pour la premieére partie, c’est facile, car :

2z +1 9
- =1 1.
/fc2+m+1 nle” +a 41|

Pour la seconde, on se rameéne & écrire le dénominateur sous la forme X2 + w?, ce qui

2
nécessite en plus un changement de variables. Ici, on a 22 + 2 + 1 = (35 + %) + % soit,

avec le changement de variables u = x + 1/2,
/ dx / du 2 " (2u> 2 " <2x+ 1>
——— = | ————5 = —=arctan | —= | = —=arctan .
a2+ +1 u2+(§)2 V3 VEVERRE V3

Finalement, une primitive de la fonction recherchée est

3 1 2 1
mb—>21n]ac2+x+1\+arctan(ﬁ>.

V3 V3

2. C’est plus facile, car le numérateur est une constante. On écrit simplement que % +4x+5 =
(z +2)? + 1 et la méthode précédente donne

/ da tan(z + 2)
———— = arctan(z :
22 +4x+5
3. On commence par effectuer la division euclidienne du numérateur par le dénominateur.
On trouve que
42 =(r—1)(2*+z+1)+22+1
d’ou
3+ 2z 2041
=14+
2+x+1 2+x+1
Une primitive est donc la fonction

22
x»—>?—x+ln|x2+x+l\.

4. On sait que la fraction rationnelle peut s’écrire

2r —1 a b

(x +1)2 _:U—|—1+(x+1)2'

Par identification (par exemple...), on trouve que a = 2 et b = —3. Une primitive de la
fonction est donc

3
x2n|e 4+ 1]+ ——.
r+1

Exercice 9 - Fractions rationelles - Niveau 2 - L1/Math Sup - x
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Exercices - Calcul d’intégrales : corrigé

1. Le dénominateur se factorise en (z — 1)(z2 + 2 + 1). On cherche alors & écrire

1 a . bx +c
-1 xz—1 224z+1

Par identification (par exemple...) on trouve a =1/3, b= —1/3 et ¢ = —2/3, soit
1111 w42

= - X X —
2—-1 3 x—1 3 224zx+1

On cherche alors & faire apparaitre la dérivée de 22 + = + 1 pour faciliter I'intégration, et

on trouve
1 _ 1 1 1 2x +1 1 1

=-x — =X — =X .
»¥-1 3 z—-1 6 224z+1 2 224z+1
Pour intégrer le dernier terme, on écrit

2
1\? 3
x2+$+1:(x+2) +<\2[>

ce qui donne finalement qu’une primitive de la fonction est

1 + (21:+1)
—= arctan .
V3 V3

2. C’est assez difficile si on ne pense pas a faire un changement de variables. On peut en
effet poser u = 22, et

1 1
Hgln\m—l\—élnlajz—%x—kl]—

T 1 1 1
/(x24)2d$: 2/ 2™ = T T ey

Exercice 10 - Grande puissance - L1/Math Sup - *x
Une intégration par parties donne

PR I ° .
n (w2+1)n +2 / x2+1)n+1 + / 1.2 n+1
Or,

/1 7902 /1 vl /1 ! dr = I — I,
g — xr = - .
o (zZ+ 1)l o @2+ 1)t fy (224 1)t n— intl

Regroupant les termes, on trouve

1 2n —1 1
2n[n+1 = (27’L - 1)In + 27 < In+1 = om In + n2n+1 .
Sachant que I; = 7, on trouve
1 3m 1
L=—+4+-etl3=—+-
2T Tyt T Ty

AVEC LA FONCTION EXPONENTIELLE
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Exercices - Calcul d’intégrales : corrigé

Exercice 11 - Fonction exponentielle - Niveau 1 - Math Sup/L1 - %

1. La fonction x — coslh;v est continue sur R (le dénominateur ne s’annule pas). Une primitive

est par exemple la fonction F' définie par

1 z et
T — dt = dt.
o cosht /0 14 et
On calcule cette intégrale a I'aide du changement de variables u = e’ (la fonction t +— e

est une bijection de classe C! de [0, x] sur [1,e%], de bijection réciproque u — Inu). On
en déduit que

e* 2d z
F(z) = /1 TZLQ = [2 arctan(u)]i = 2arctan(e”) — g

2. On réalise la-aussi le changement de variables u = e*, du = e*dx soit de = du/u et on

trouve :
1 1
/1+egﬁahC B /u(1+u)du
= [ )
u 14u
= ln< 4 >+C'
1+u

= ln( ¢ >+C-
1+e”

3. On peut intégrer par parties, ou rechercher une primitive de la méme forme, c’est-a-dire
une fonction F : x + e%(ax3 + bz? + cx + d). On a alors

F'(z) = e*(az® + (3a + b)x* + (2b + ¢)x + (c + d)).

Par identification, on trouve que F' est une primitive de = + (223 + 322 — 2 + 1) lorsque
a=2,3a+b=-3,2b+c=5etc+d=1,s0ita=2,b=-3,c=5etd= —4. Les
primitives sont donc les fonctions

z s e®(22% — 322 + 5z —4) + C.
Exercice 12 - Fonction exponentielle - Niveau 2 - Math Sup/L1 - x

1. On pose u = e*, de sorte que

he —1 2_2u+1
/COS T iy — /u U+ du
coshz + 1 w2 4+2u+1

= /du—/(u 4+u1)2du
- u_/u:l—l—i_/(u—:—ll)2

4
u

= " —4In(l1+¢€*) —

1+e”
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Exercices - Calcul d’intégrales : corrigé

2. Le changement de variables le plus malin ici est u = sinh z, de sorte que

dr  coshzdr  du
cosh z cosh’z 14?2’
On en déduit :
/ 1 de — / du
cosh z(1 + sinh z) B (14+u?)(1+u)
24+1/2 1/2
— /U/Q—’—/du—i— / du
+1
- 11 11+ ul
— 4 T 1 n U
= 71n|1 +ul+C

— ln(u +1)+ B arctan( )

1 1
= 5 In(cosh x) + 5 arctan(sinh x)

Exercice 13

1. T est égal a Re(J) avec J = [ 22e(1+i)z

parties, on trouve

(on a posé cosz = Re(e

+ 51n|1 + sinh z| 4+ C.

- Exponentielle et trigonométrique - Math Sup/L1 - %

*)). En intégrant par

/7r o(140) g
0

2o(1+i)z ™ 4
J = ¢ Z i : /7T zeH7 gy
L4+4 |, 1+iJo
2,7 ™ .
_ T - 2 / relH0T g0
1+2 1417J9
On fait une deuxieéme intégration par parties pour calculer cette derniere intégrale, et on
trouve
1+i)z]™
/TF xe(l*‘rl)mdx = :L‘e( Z.)x — 1 ;
0 1+ 0 1+
_ me” 1 [6(1+i)x]7r
1+i (1+14)? 0
me™ 1
= _ 21—
133 T2

Regroupant tous les termes, et multipliant par la quantité conjuguée au dénominateur,

on trouve :

_ 144
J = —n%e" —ime™ — —H(l—e”),
2
soit )
1= R S er.
2 2
2. On commence par linéariser sin? z et on trouve
2m 1 — cos(2 l—e2m 1 f2r
7o / < cos( x))dm: e _7/ o
2 2 2 Jo
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Exercices - Calcul d’intégrales : corrigé

On calcule alors la derniére intégrale en utilisant les complexes. On trouve

2 2w .
/ e “cos(2x)dr = Re (/ 6(2’_1)rd9:)
0 0
1 ) 2
— (2i—1)z
§R€({21'—»16 }0 )
1 _

Finalement, on trouve

ngu—eﬂn.

FONCTIONS TRIGONOMETRIQUES

Exercice 14 - Puissances et produits - L1/Math Sup - x

s eix o efia: 5
simm-r = e —
21

_ 55 (651'1 _ 0T _ gelim 4 58im | 10l _ 106—1’3:)
sin(bx)  5sin(3z) n 5sin(x)
16 16 8

Une primitive de la fonction recherchée est donc la fonction

1. On a

— cos(Hx) n 5cos(3x)  5cos(x)
80 48 8

4 2 4

2. On écrit, pour éviter le calcul d’un produit, cos* xsin? x = cos? z — cos® z. Or,

A 6ix+e—ix 4
Cos *r = —_—
2

1 . . . .
? (614x + 6714:1: + 4821:1: + 467211 + 6)
1

= - (2cos(4z) + 8cos(2x) +6).

[\)

De méme, on trouve

- 1
cosb z = % (2cos(6x) + 12 cos(4x) + 30 cos(2z) + 20).

On a donc

1 1 1 1
4 6

— =—— — — cos(4z) + — cos(2z) + —.

COS™ T COS™ I 39 COS(6$) 16 COS( .’L') 39 COS( l’) 16
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Une primitive de la fonction étudiée est donc la fonction

-1 . 1 . 1 . T
AT sin(6x) — ol sin(4x) + o1 sin(2z) + 16"

3. On commence par linéariser cos® z en (cos(3z) + 3 cos(x)) /4. Avec la formule

cospcosq = =(cos(p+q) + cos(p — q))

N =

on trouve finalement

1
/COS(3CE) cos’r = 3 / (14 cos(6zx) + 3cos(4z) + 3 cos(2z))dx
x  sin(6z) 3sin(4x) = 3sin(2z)
5 +

48 32 16 +C.

Exercice 15 - Intégrale trigonométrique - Niveau 1 - L1/Math Sup - »x

1. On pose u = cost, de sorte que dt = — cosudu. Il vient sin®dt = (sin?¢)sintdt = —(1 —
u?)du. De plus, pour t = 0, u = 1 et pour ¢t = m/4, u = /2/2. L’intégrale est donc égale &

1 1_u2 1 1 2
I= 2du:—/ du+/ Tdu
V22 1+u V2/2 vz ut + 1

soit V3
2
I=-1+ > + g — 2arctan(v/2/2).
2. La aussi, le meilleur changement de variables est u = cosz, de sorte que du = — sin xdzx.

Pour le faire apparaitre dans 'intégrale, on écrit :
/2 dg /2 sing
[ - [
x/3 ST r/3 1 —cos*x
B /0 —du
- Jipl—w?
12y 1
- )
2 Jo u—1 wu+1

1/2
- 3 o=

1

u—1
u+1

0

3. C’est encore le méme changement de variables qui est le meilleur !

m/3 1 U J
1 t =
/0 (1+ cos(x)) tan(x) /1/2 T

1
= [u—i—lmuh/2

1
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Exercice 16 - Intégrale trigonométrique - Niveau 2 - Math Sup/L1 - %

1. On pose
tan x
w(x) = dx
(z) V2cosz + 2sin? x
et on remarque que w(—z) = w(x). Ceci nous conduit, par les régles de Bioche, au
changement de variables t = cos x. Il vient dt = — sin xdx et donc

I—/l —dt
2 (V22 - 2t2)

On décompose la fraction rationnelle en éléments simples en remarquant que

-1 1 -1 1 2

t(V2E+2—212)  t(t—V2)(2t +V?2) o2 6(t —/2) * 32t +v2)

On en déduit

1 1 1 1
I= —ilnt—i—gln(\/i—t)—i—gln(%—i—\/i) )
3

(il faut prendre garde que t — /2 est négatif sur I'intervalle considéré). On trouve alors :

1 1 1 1. V2 1
I:gln(\@—l)+§ln(2+\/§)fgln(\/?)*éln7—§ln(2\/§).

Ceci peut encore se simplifier, mais c’est sans grand intérét...

2. Aucune des regles de Bioche ne s’applique, et on est conduit a poser v = tan(z/2), de

sorte que
2du
der = ——.

T Il

L’intégrale devient
/W/2 de /1 1 2du
o 2+4sinz  Jo 2+1i22 1+ u?
B /1 du
o Jo wiHu+1

ot du
v

4
2{ . 2u+1}1
= —— |(arctan
V3 V3 o
T

35

Exercice 17 - Intégrale trigonométrique - Niveau 3 - L1/Math Sup - H**
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1—cos(z/3)
sin(z/2)
en posant f(0) = 0 (on a f(z) ~p x/9). On commence par effectuer le changement de

variables t = x/6, de sorte que, notant I I'intégrale,

/61 _ /6
I:/ 1 — cos(2t) 6dt 712/ sin?t st
o sin(3t) 3sint — 4sind ¢

1. La fonction z est continue sur |0, 7], et elle se prolonge par continuité en 0

soit encore, apres simplification :

/6
I = 12/ _ st

4cos?t —1
On effectue alors le changement de variables u = cost, de sorte que du = — sin tdt, et
1 du V3 dy
I1=-12 / ——— =06 / 5 .
V3/2 4dus — 1 9 v2—-1
Ecrivant % = v11 — Fllv puis intégrant, on trouve
1 V3 2443
I:—3[ln' +U] :3ln< +\[>
1—w 2 3

2. La regle de Bioche nous dit que le changement de variables approprié est u = cosx. Pour
le faire apparaitre, on écrit

dzr dzx sin xdx

sinz +sin2r  sinz(1 + 2cosx) - (1 —cos?z)(1+2cosz)

On obtient, notant J 'intégrale,

J /1/2 du
o T—w)(l+u)(l+2u)
On décompose la fraction rationnelle obtenue en éléments simples :

1 16 1/2 4/3
I-uw)(l+u)(d+2u) 1-u 1+u 1+2u

On peut alors finir le calcul de J :

1 1 2 1/2
J = 761n|17u|filn\1+u|+§ln]1+2u|O
2 1

INTEGRALES ABELIENNES

Exercice 18 - Intégrales abéliennes - Niveau 1 - Math Sup/L1 - x
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1. La fonction est définie et continue sur [—2,+oo[\{—1}. Le calcul sera donc valable sur
les intervalles [-2, —1[ et | — 1, 400[. On effectue le changement de variables u = /x + 2,
puisque la fonction x — /= + 2 est bijective et C*° sur | — 2, 4o00[, de sorte que du =
Qde = d—‘” On en déduit :

[ i~ [ 2
1—vz+2 N 1—u
= 2/< —1>du
—u

= —Injl1—ul—u)+C
= —21n|1—\/1‘ !—2\/334—2—1—0.

2. La fonction est définie sur | — 1,1[, et on effectue le changement de variables x = sin u,
avec u € [—m /2,7 /2], de sorte que dx = cos udu. On trouve :

/ dx _ / COS U du
(1 —22)V/1 — 22 cos2 u cosu
B du
N / cosZ
= tan(u) +C
sinu

Cosu
T

RV e

1ot dx =

lu2

3. On pose u = de sorte que = = 7“2)2 On en déduit

4
:B+1’ (1—u

/\/de = /(14_uz2)du
- /(uil—i_(u—ll)Q_u—1|—1+(u—i1)2>du

1 1
= ——+hlju—-1|————-In[l+u[+C
u—1 u+1

1 -1 1 -1
o e Y RS SN 4 RO ik | PP
z=1 _ 4 r+1 z—1 4 q T+ 1

z+1 z+1

Exercice 19 - Intégrale abélienne - Niveau 2 - Math Sup/L1 - %%
On commence par écrire le trinome sous forme canonique :

2 2
I:/ x\/x2—2x+5dx:/ zy/(x —1)2 + 4dx.
1 1

On trouve un terme de la forme v/u? + 1, pour (x—1)? = 4u?. Ceci nous incite & poser u = sh(t),
soit encore x — 1 = 2sht. En posant o = Argsh(1/2), on obtient

I= / (1 + 2sht) x 2cht x 2chtdt = / 4ch?t + 8 / sh(t)ch?(t)dt.
0 0 0
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Exercices - Calcul d’intégrales : corrigé

Utilisant 2ch?(t) = 1 4 ch(2t), on obtient

sh(2t)
2

- a 8 3,1¢ 8 3 8
I—Z{t—i— ]0+3{Cht}0—2a+sh(2a)+3cha—3.
Ceci peut encore se simplifier en exprimant sh(2«a) en fonction de sh(a) et ch(a), ie sh(2a) =

2sh(a)ch(a), et en remarquant que ch?a — sh?a = 1. On obtient finalement
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