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Equation linéaire du premier ordre

Exercicel Résoudre suiR les équations différentielles suivantes :
a)y +2y=2a° b) y' 4y = 2sinz
c)y —y=(z+1)¢€ d)y' +y=2—¢€ +cos:.

1, 1 1 . .,
a ==z —Zz+-+Ce
) y(2) TR

b) y(z) = —cosz + sinc+C e”.
C) y(x)z(a:z/Z—{—a:)e’—i—Cé.

1 1 1 .
d =z—-1-=€ +=coxx+— sik+C €.
) y(z) ==z > > 5

Exercice2 Résoudre sulR les équations différentielles suivantes :

a) (22 +1)y' 4+ 2y +1=0 b) y'+ 27y = 2ve”
c) (z*+1y' —zy= @*+217? d) (*+1)% + 2@ +1ly=1
e) Vi+z%y' —y=1 f) (2+cost )+ sing y = (2+ cos )sin
g) v —y =sin(2 )€ h) z(L+ In* (z))y’ — 2In(z )y = A+ Ir? @)Y
) Q+e )y +6y= (b & i) chay'— shey = shz
K) @+coSz )’ —sin2y= cos ) (z°+1)y +ay=1.
M) (212 + 20@ =1 n)y ——C sha
1+ chz

C + arctanz

a) y(l’)— e 2 b) y(@) = (22 + C)e ™ ©) y(z) =\1+2 (C+1) d) y(z) = 122

e) y(x)=—1+0ea’95“@’=—1+0 @+ Irz?)f) y(z) = (2+ cost )C — In(2+ cos )

. C+Ing . C+z+e .
= (C+sin’z)€ h = =T =ch?’z+1+C chs
9) y(z) =( z)€ h) y(z) T o) ) y(z) e 1) y(@) T
C +sma: C +argshe C + arctanz

n) y(z) = (In(1+ chz )+ C )@+ che ).

K) y(z) = I co l)()ﬁ m) y(z) = 2211
7

Exercice3 Résoudre les équations différentielles suivantegesuntervalles spécifiés :
a) 2y’ +ay =0 surR*™ (aveca € R fixé),
b) y'sinz —y cost+ &= (sur 0,7,
c) ﬂy +y=1sur|-11,
d) (e —1y'— €y= 1surR™ etR™*,
e) y +ytanz = sinZ Sur]—ﬂ/Z,W/Z[ ,
f) shz)y'—chgy= IsurR™ etR™,
9) V2> 1y +y =1 sur [L+o0]
h) (sinz 'y’ = 2(cose ¥ sur|0,x].

a) y(z) =— b) y(x) = Csinz + cose
c) y(z) _1_|_ O grecos

d) y(z) = 0”1
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e) y(z) = Ccosc — 2codz f) y(z) = Cshz— che

9) y(@) =140 — 1 C  hy () = ol
z+zi—1

seraient les

Exercice4 Former une équation différentielle linéaire d’ordreonc les fonctiong'(z) = 1 +f
+z

solutions.

A+a®)y + 2y =1

Exercice5 Déterminer toutes les fonctions. R — C dérivables telles qu&'s,t € R, f(s+1) = f(s)f (t).

Supposonsf solution. En évaluant la relation en=¢ =0 on obtient f(0) = f(0)* donc f(0)= 0 ou f(0)=1
En dérivant la relation en on obtient :f'(s+t) = f(s)f'(t) puis en évaluanten=0 : f'(s) = f'(0)f(s)-
Ainsi f est solution d’une équation différentielle dedanfie 4y’ = ay aveca € C.

On en déduitf(z) = Ce™ avecC,a eC.

Parmi ces solutions, celles vérifiaff0) = 0 ou 1 sont f(z) =0 et f(z) = €™
Inversement, ces fonctions sont solutions.

Exercice6 Déterminer les fonctiong : [O]] — R dérivables telles que

vee0d.f @)+ f @)+ [ FOd=0

Supposonsf solution.
f est solution d’'une équation différentielle dedanfie 4y’ +y +\ =0 donc

Ce—1)
e

f(x)=Ce™ —\ . De plus, pour une telle fonctiod,‘lf(t)dt = — A et donc une telle fonction est
0

QEZQ,A:AdbuA:gE:Q_
e 2e
Ce-1)
2e

solution ssi

Finalement, les solutions soffifz) = Ce " —

Exercice7 Trouver toutes les applications. R — R dérivables en 0 telles que :
V(z,y) eR* flz+y)=€f @)+ €f &)

Supposonsf solution :

Pour z =y =0 on obtientf(0)=0.

Jeth)—f@) _€f@)+efe)-fe)_ fe)>-£0) EiS
' h h h h
Par suitef est dérivable en: et f'(z) = f'(0)e’ + f ).

Aprés résolution de I'équation différentielle sqasente : f(z) = Cze" .

De plus :5”(1’) —— € O/ €)

Inversement,f(z) = Cz€" est solution du probléme posé.

Exercice8 Déterminer les fonctiong :[0,1] — R dérivables telles qué’(z) + f(z) = f(0)+ f(2).

Une telle fonction est solution d’une équation éliéitielle de la forme’ +y = C et vérifie y(0)+y ()= C .
Les solutions de cette équation différentielle sgiaf) = C + De™*.

st
y(0)+y (@)= 2+ 0o p=—— % Les solutions sont leg(z) = Cetl-Ce™
© S e+1

Inversement : ok
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Equation linéaire du second ordre a coefficients constants

Exercice9 Résoudre suiR les équations différentielles suivantes :

a)y"+2y +2y = 2r— sinx b) y" -3y’ + 2y =z chz c)y" -2y +y=2chz
d) v’ +y=zsinz e)y' +2y +y=uz€ D y'+2y +2y= @+ e’
g) yv'+y=2cosz hy"+y -2y =z€ )y +2y + 4y =z’e”

a) y(m)zm—l-{-éCO%——é sic+ C, cos+C, sim )é.

1 1 1 5

1 1
c) y(x) zaxze’ —l—z e+ Cz+0C,)é.

d) y(x):%xsinx—%xz cost +C; sin+C, cos.
L, z—1
e) y(z) = (Cz+Cr)e " + €.

f) y(z) = (C,cosz+C, sinc )e" + ¢+ 1)€.

0) y(z) =C,cosz +C, sinr—% cos2+ .
h) y(z) =C,e +C,e* +% (3*— 2 )é.

€.

i) y(z) = (C,cosv F+C, sin 3 )& +33329—2

Exercice10 Soit w et w, deux réels strictement positifs et distincts.
Résoudre I'équation différentiellg” + w’y = cos(v,z ) avec pour condition initiale
y(0)=1y'(0)= O.

COS(v,y )

Solution génerale y(z) = ————
w”—wy

+ C;coswz HC, sinpz ).

Solution vérifiant les conditions initialesy(z) = COS@OQZ)_ CZOSW )Jr coswz ).

0

Exercice 11 Déterminer les coupleg:,b) € R? tels que toute solution dg¢’ +ay’ +by =0 soit bornée sur
R*.

PosonsA = a® — 4b discriminant de I'équation caractéristiqué+ar +b=0.

Si A >0 alors les solutions dg” +ay’ +by =0 seront bornées stiR™ ssi les deux solutions de I'équation
r® +ar+b=0 sont négatives i.ex > 0 (opposé de la somme des racines) 2t0 (produit des racines).

Si A =0 alors les solutions dg¢” +ay’ +by =0 seront bornées s ssia > 0.

Si A <0 alors les solutions de” +ay’ +by =0 seront bornées sR" ssi elles sont de parties réelles
négatives i.ea > 0.

Au final les solutions dg"” +ay’ +by =0 sont bornées suR* ssia,b >0 et (a,b) = (0,0).

Exercice12 Trouver toutes les applicationfs R — R dérivables telles que¥z € R, f'(z) + f(—z) = €.

Supposonsf est solution. On &’(z) = €' — f(—z) donc f' est dérivable et
f'(z)=¢€+f'(~z)=€ +e"—f ¢ )donc f est solution de I'équation différentiellg’ +y = 2chx
Aprés résolution if(z) = chz + C, cost + C, sin:.
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Inversement, une telle fonction est solution dbfBme si, et seulement si,
shz —C, sit+C, cog+ ch+C, cos—C, sin= "ie.C;+C,=0.
Finalement les solutions du probléme posé g@m) = chz + C (cost — sin .

Exercice 13 Déterminer les fonctiong : R — R deux fois dérivables telles que
Vo,yeR, fle+y)+fle—y)=2f@)f ) et f(0)=1

En dérivant deux fois par rapportzaon obtient : f”(z + y) + f"(z —y) = 2f" (©)f (v) .
En dérivant deux fois par rapportjaon obtient : f”(z + y) + f"(z —y) = 2f )" (y)
donc f"(z)f(y) = f(2)f"(y) -

Poury =0 : f"(z) = \f(z) avec\ = f"(0).

Si A>0 alors f(z) = chv/Az.

Si A=0 alors f(z)=1.

Si A <0 alors f(z)= shv=\z .

Exercice 14 Trouver toutes les applications. R — R deux fois dérivables telles que :
Ve eR, f"(x)+ f(-2)==z.

Soit f une solution du probléme posé.

Posonsg(z) = f(z) + f(—=z) . La fonctiong est une fonction paire, deux fois dérivable etisoh de :
y" +y=0. Par suiteg(z) = C cos@ )

Posonsh(z) = f(z) — f(—=z) . La fonctionh est une fonction impaire, deux fois dérivablecdtison de :
y" —y =2z . Par suiteh(r) = Dshr — 2 .

On en déduitf(z) = Ccosz+ D sht—z .

Inversement de telles fonctions sont bien solutions

Exercice 15 Soit p: R — R™ une fonction continue non nulle.
On se propose de montrer que les solutiondisude I'équationy” + p(z)y = 0 s’annule.
Pour cela, on raisonne par I'absurde et on supgpasg est une solution ne s’annulant pas.
a) Justifier quef est de signe constant.
Quitte & considérer-f au lieu def , on peut supposerz € R, f(z) > 0.
b) Etudier le signe dg¢” .
c) Soita € R quelconque. Quelle est I'’équation de la tangenfeemn a ?
d) Montrer que le graphe dé est en dessous de sa tangenta en

e) En déduire quég’(a) =0 et conclure.

a) f estcontinue, sf n'est pas de signe constant algrs’annule.

b) Vz €R, f"(z) = —p(z)f(2) < 0.

¢) y = f'(a)(z—a)+ f(a).

d) Considérong;: R — R définie parg(z) = f(z) —(f'(a)(z —a) + f(a)) .

g est dérivable ey’(v) = f'(z)— f'(a) . Or f' est décroissante, on peut donc dresser le takeaariation de
g et puisqueg(a) =0, constatevz € R, g(z) <O0.

e) Si f'(a) =0 alors f étant en dessous de sa tangente prend des vaégatves, impossible.

On en déduit qu&/a € R, f'(a) = 0 donc f est constante et” =0.

Pour quef vérifie I'équationy” + p(z)y = 0 (sachantp = 0) il est nécessaire qug soit constante égale a 0.
C’est absurde.
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Résolution par changement de fonction inconnue

Exercice 16 Résoudre sulRR I'équation (1+2°)y” + 2zy’ = 0.

Soit y: R — R une fonction deux fois dérivable. Posons 3, z est dérivable.
y est solution de I'équation différentielle ssisolution de(1+27)z' + 27z = 0

On obtientz(z) = HLZ puis y(z) = C arctanz + D .
X

Exercice 17 Résoudre sulRR I'équation (1+ € " +y'— €y = Cen introduisant la fonction =y’ +y .

Soit 4 : R — R une fonction deux fois dérivable. Posons y+4’, z est dérivable.
y est solution de I'équation différentielle ssisolution de(1+ €’ %' — €z = C.
On obtientz(z) = C(e" + 1) et on en déduiy(z) = ae™* + 5 (€ + 2).

Exercice 18 Résoudre sulR I'équationy” +4zy’ + (3+ 4* )y = 0 en introduisant la fonction
z(z)=¢€y().

Soit y : R — R une fonction deux fois dérivable. Posonst — e y(x), z est deux fois dérivable.
y est solution de I'équation différentielle ssisolution dez” 4+ 2z =0.

On obtientz(z) = C, cosz + C, sin et on en déduiy(z) = (C, cosz + C, sine )é"z .

Exercice 19 Résoudre I'équation différentielle(l+ € Yy” — 2¢ (- €9'— (3e+ 1=
y(z)

en introduisant(z) = -,
1+ ¢

y(@) =AU+ € X k), Y @) =AU+ ) @)+ €26), y'(2) = A+ )" @)+ 262" ¢ 1 €z ¢ .
A+eYy" @)-26 & e) £ ) Gt Do ¥ & 2" oYz o F
Solution générale z(z) = Cie" +C,e”", y(z) = (Cie" +C,e” )+ € ..

Exercice20 Résoudre sulR I'équation différentielleE : zy” — (1+z)y’ +y =1 en posant =y’ —y.

Soit y: R — R une fonction deux fois dérivable et R — R définie parz =1y’ —y.
z est dérivable et’ = y" —y'.

y est solution deF ssi F:az' —z=1.

F est une équation différentielle linéaire d’ordre 1

Solution générale dé&" sur R™ et R™ : z(z) = Cz—1.

Apres recollement, solution générale Besur R : z(z) =Cz—1.

Reste a résoudr€ :y'—y=Czr —1.

Solution homogene g, (z) = De™*

Solution particuliérey, (z) = —C'(z +1)+1.

Solution générale d& : y(z)=—C(z+1)+De* +1lavecC,DeR.

Exercice21l Résoudre suR I'équation E:(1+¢€ )"+ 2éy'+ (2&+ W)=z evia z(z) = (1+€ Wy @).

Soit y: R — R une fonction deux fois dérivable et R — R définie parz(z) = 1+ € y ).
z est deux fois dérivable et(z) = (1+ € Y/ @)+ €y ¢ ), 2"(2) = A+ € W @)+ 26y" ¢ 1 éy £

y est solution deF ssiz est solution deF': 2" + 2z = z€" .
F est une équation différentielle linéaire d’'ordra 2oefficients constants de solution homogene
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Z,(x) = Acosz + p sinz et de solution particuliérez, (z) = x—glej” .

Solution générale d& : z(z) = Acosz + u sinz:+$771 é.

A\COST + i sirn:th?f1 é
1+¢€

La solution générale d& est donc y(z) =

3, I

Exercice22 Résoudre suf0,+oc[ I'équation différentielle t°y” — 2ty + 3= 0 en posant =ty' +y .

Soit y:]0,400[ — R deux fois dérivable et:¢— ty'(t)+ y(t) dérivable sur0,+oc|.
On vérifie 2/(t) = ty”(t)+ 2y’ (t) de sorte que’y” —2ty +3= 0= %' — 22+ 3= C
La résolution de cette derniére équation donnellaisn générale:(t) = Ct* +%.

La résolution de I'équationy’ + y = Ct? +% donney(t) = % +%C’t2 +Iltt .

Résolution par changement de variable

Exercice 23 Résoudre(1+z°)’y” + 2(x— 1)1+ 2% Yy’ +y = 0 par le changement de varialfle- arctan: .

Soit y une fonction deux fois dérivable définie SRr.
Posonsz la fonction définie sur}w/Z,w/Z{ par z(t) ="y(z)" = y(tant) . z est deux fois dérivable.

Aprés calculs :
y est solution de I'équation différentielle proposéez solution de I'équation” — 22"+ z = 0.

On obtientz(t) = (Cyt +C,)€ puis y(z) = (C, arctan: +C, )& .

Exercice24 Résoudre sulR : (t* +1)%y” + 2t (t*+ 1y’ +y = 0 via z = arctart.

Soit y une fonction deux fois dérivable s et z: I = ]—7T/2,7r/2[ — R définie parz(z) = y(tanz ).
z est deux fois dérivable ett € R, y(t) = z(arctart ).

'(arctant )
"t _ Zlarctany ety”(t)=— 2/ (arctant 2" (arctan .
y'(t) L y () L Y ( }F(th)z (
y est solution ssi”(arctant -z (arctan ¥
A+ pt

soit z”(z) + 2(x) = 0 sur I puis z = Acosz + u Sinz et y(t) =

N/

Exercice25 Résoudre(l—z?)y” —zy’+ 4y = arccos sur|-1,1 par le changement de varialile- arccoss .

Soit y une fonction deux fois dérivable définie ur1, 1.

Posonsz la fonction définie suv}o,w[ par z(t) ="y(z)" = y(cost). z est deux fois dérivable.

Aprés calculs :
y est solution de I'équation différentielle proposéez est solution de:” + A=t.

On obtientz(t) = C,cos2+C, sin 2+%t puis y(z) = C, (2> — 1)+ 20,2V 1- 2° +711 arccos .

Exercice 26 Résoudre suR™ les équations suivantes via le changement debtaria= In+¢ .
2.1

a) 2%y +ay —y=2° b) z%y" -2y =1z
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2
x

: C
a) Les solutions suR™ sont : y(z) :—1+sz+§ .
T

b) Les solutions SUR™ sont : y(z) = 2 + C,? _g ,
Z

Exercice 27 Résoudre(l+z°)y” + zy’' — 4y = 0 en posantr = sht .

Soit y une fonction deux fois dérivable définie SRr.
Posonsz la fonction définie sufR par z(t) = y(sht). z est deux fois dérivable.

Apres calculs iy est solution de I'équation différentielle proposée:z est solution de I'équation” — 4z = 0.

On obtientz(t) = Cie* + C,e? puis y(z) = Ce”** + Ce 2" =y (z +~1+17 ) Z—FL
(z ++1+2?)?
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