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Enoncés 1

Fonctions de deux variables réelles

Généralités sur les fonctions de deux variables

Exercice 1 [01733] [correction]
Déterminer tous les couples (a, 3) € (R**)? pour lesquels il existe M € R tel que

Va,y > 0,27y < M(z +y)

Exercice 2 [01734] [correction]
Soit A une partie non vide de R? et 2 un point de R%. On note
d(z,A) = inf ||z — a|.

acA

Montrer que d : R> — R est lipschitzienne.
Limite

Exercice 3 [01735] [correction]
Etudier les limites en (0, 0) des fonctions suivantes :

a“) f(x7y) = %

2 2

b) f(w,y) =
(2,9) = 755
I2y2

f
f(ﬂ?,y)zm

Exercice 4 [01736] [correction]
Etudier les limites en (0,0) des fonctions suivantes :

a) f(z,y) =2
b) f(x,y) = &2

22402
c) flz,y) = mﬁly\

Exercice 5 [00068] [correction]
Etudier les limites en (0, 0) des fonctions suivantes :

a) f(l',y) = M

I2+y2
b) flay) = =5
¢) f(w,y) =¥ = v
d) f(z,y) = S5

Exercice 6 [01737] [correction]
Soit f : R — R une fonction de classe C! et F': R?\ {(0,0)} — R définie par

f(@* +y?) — f(0)

F =
(z,y) 1y
Déterminer  lim  F(z,y).
(z,y)—(0,0)
Continuité

Exercice 7 [o1738] [correction]
Soit f : R? — R définie par

1
§m2—|—y2—1six2—|—y2>1
flay) =4 74

— =22 sinon
2

Montrer que f est continue.

Exercice 8 [01739] [correction]
Soient f : R — R une fonction de classe C' et F : R? — R la fonction définie par

Montrer que la fonction F' est continue.

Exercice 9 [o1741] [correction]

Soit A une partie convexe non vide de R? et f : A — R une fonction continue.
Soit a et b deux points de A et y un réel tels que f(a) <y < f(b).

Montrer qu’il existe x € A tel que f(z) = y.

Dérivées partielles

Exercice 10 [o01742] [correction)]
Calculer les dérivées partielles des fonctions suivantes :

a) f(z,y) = a¥ (avec z > 0)b) f(z,y) = Va? +y? ¢) f(,y) = wsin(z +y).
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Exercice 11 [o01743] [correction]
2

y—, six#£0

x .

0,siz=0

a) Montrer que f admet une dérivée au point (0,0) suivant tout vecteur de R2.
b) Observer que néanmoins f n’est pas continue en (0, 0).

Soit f la fonction définie sur R? par f(z,y) =

Exercice 12 [o01744 ] [correction]
Soit f : R? — R définie par

0 sinon

f(x,y):{ ﬁ si (z,y) # (0,0)

Montrer que f admet une dérivée en (0,0) selon tout vecteur sans pour autant y
étre continue.

Exercice 13 [o01745] [correction]

Ty S @9 # 0.0

0 sinon

Soit f: R? — R définie par f(z,y) =

Justifier que f est continue en (0,0).
Etudier les dérivées partielles de f en (0,0).

Exercice 14 [o01746 ] [correction]
Soit ¢ : R — R dérivable. On pose f : R* x R — R définie par f(z,y) = ¢(y/x).
Montrer que f vérifie la relation :

B B
wafi(x,y)wafg(x,y) =0

Exercice 15 [03348] [correction]
Calculer les dérivées partielles de

f(z,y) = min(z,y?)

Fonctions de classe C1

Exercice 16 [01747] [correction)]
Etudier la continuité, ’existence et la continuité des dérivées partielles premieres
de f :

2?y? In(z? + y? i(x
) S = { ST A £ 0.0

b) f(z,y) :{

($2 + y2) sin \/3#112 si (z,y) # (0,0)

0 sinon

Exercice 17 [01748 ] [correction]
Soit ¢ : R — R continue et f : R? — R définie par

flx,y) = /y p(t)dt

Montrer que f est de classe C' et calculer ses dérivées partielles premiéres.

Dérivées de fonctions composées

Exercice 18 [01749] [correction)]

Soit f : R? — R de classe C!

On pose g : R — R définie par g(t) = f(2t,1 +t2).
Exprimer ¢’(t) en fonction des dérivées partielles de f.

Exercice 19 [o01755] [correction)]

Soit f : R? — R une fonction de classe C! et g : R> — R définie par

g(u,v) = f(u? +v2 uv).

a) Justifier que g est de classe C!.

b) Exprimer % et % en fonction des dérivées partielles de la fonction f notées

aof aof
oz et 87y

Exercice 20 [o01750] [correction)]
Soit f : R? — R une fonction de classe C! et g : R? — R définie par

g(p,0) = f(pcosb, psin6)

a) Justifier que g est de classe C!.
b) Exprimer les dérivées partielles de g en fonction de celles de f.
c¢) Exprimer les dérivées partielles de f en fonction de celles de g.
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Exercice 21 [o1752] [correction]
Soit f : R? — R de classe C' telle que

vt € R,V(z,y) €R?, f(z +t,y+1t) = f(z,y)

Montrer que

0 0
@)+ () =0

Exercice 22 [o01753] [correction)]
Soit f : R? — R de classe C! telle que

vt € R, Y(z,y) € R?, f(ta,ty) = f(z,y)
Montrer que

of of

Exercice 23 [00045 ] [correction]

Soit f : R? — R une fonction de classe C' homogene de degré n € N c’est-a-dire

vérifiant
vt € R,V(z,y) € R?, f(tz, ty) = t" f(z,y)
a) Montrer que
8f of _
+ys-=nf
895 oy
b) On suppose n > 1. Montrer que les dérivées partielles de f sont elles aussi
homogenes, préciser leur degré.

Fonctions de classe C2

Exercice 24 [o01756 ] [correction)]
Calculer les dérivées partielles d’ordre 2 des fonctions suivantes :

a) f(z,y) = 2*(x 4+ y) b) f(z,y) = cos(xy).

Exercice 25 [o01757] [correction]
Soit f : R? — R la fonction définie par

3

fx,y) = &2

242 5 (@:0) #(0,0) et £(0,0)=0

a) Montrer que f est de classe C1 sur R2.
2
b) Montrer que ;Tafy(ov 0) et -2L£(0,0) existent et different. Qu'en déduire ?

Byam

Exercice 26 [o01758] [correction)]
On définit une fonction f: R? — R par

f(x,y):{ S i (a,y) # (0,0)

0 sinon

a) Montrer que f est de classe C*.
b) La fonction f est-elle de classe C??

Exercice 27 [01759] [correction]
Soit f et ¢ : R — R deux applications de classe C? et F : R? — R définie par

Fla,y) = fz + ¢(y)).
a) Justifier que F est de classe C2.

) ’F OF _ 9°F 9F _
b) Vérifier 'égalité : 3z 5o — 5,5, 5, = 0-

Exercice 28 [01760] [correction]

Soit f : R? — R une fonction de classe C? et g : R? — R définie par
g(u,v) = f(uv,u? +v?).

a) Justifier que g est de classe C2.

b) Exprimer les dérivées partielles d’ordre 2 de g en fonction des dérivées
partielles de f.

Exercice 29 [o01761] [correction]
Soit f : (z,y) — f(z,y) de classe C? et g : (r,0) — f(rcos®,rsinf).

Justifier que g est C? et exprimer % + % en fonction des dérivées partielles de g.

Extremum de fonctions de deux variables

Exercice 30 [01762] [correction]
Déterminer les extrema locaux des fonctions f : R? — R suivantes :

a) f(z,y) = 2* +ay +y* — 3z — 6y
b) flx,y) = 22+ 2y* — 20y — 2y + 5
c) f(z,y) = 2° +y°

d) f(z,y) = (ﬂf*y) + (z+y)?

e) f(x,y) = 23 + y3 — 3xy.
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Equations aux dérivées partielles

Exercice 31 [o01763] [correction]
En réalisant le changement de variables

u=x+vy
v=12x+ 3y

déterminer les fonctions f : R?> — R de classe C! solutions de 1’équation aux
dérivées partielles :

Exercice 32 [o01764 ] [correction]
En réalisant le changement de variables

U=ax
v=y—2x

déterminer les fonctions f : R?> — R de classe C! solutions de 1’équation aux
dérivées partielles :
of _of _

%+8y_f

Exercice 33 [01766 ] [correction]
En passant en coordonnées polaires, résoudre sur R?\ {(0,0)} 1’équation aux
dérivées partielles

of of _

y% x@y =0

Exercice 34 [o1768] [correction]

En passant en coordonnées polaires, déterminer les fonctions f : RT™ x R — R de

classe C! solutions de I’équation aux dérivées partielles

of L of _ ra s
xaeryayi Yy

Exercice 35 [01769] [correction]
Soit ¢ > 0. En réalisant le changement de variables

u=2x-+ct
v=x—ct

déterminer les fonctions f : (z,t) — f(z,t) de classe C? sur R? solutions de
I’équation aux dérivées partielles

o%f 1 0%f

0r2 2 o
Probleme de primitivation

Exercice 36 [o01772] [correction]
Déterminer les fonctions f de classe C! solutions des systémes suivants :

of o, 2 of oz

2) Ox (z,y) = xy b) 5':v< Y) 22 + y? 0 Ox (2,y) = 2 + y?
g(x y) = 22y g(w y):¢ %(w y) = Y
gy oy’ /22 + 42 oy 22 + 42

Analyse vectorielle

Exercice 37 [o01773] [correction)]
On appelle laplacien d’un champ scalaire F de classe C? le champ scalaire défini
par

AF = div (gﬁi F)

a) Montrer
0’°F  0°F
AF=— +—
ox? + Oy?
b) Exprimer 2£ (M) et %—g(M) en fonction de %(M) et 2E (M)

dp Oy
; ; 9’°F OF ’F
¢) Exprimer AF en fonction de 5,70 3y b Gz

Exercice 38 [01774] [correction]

Soit F un champ scalaire de classe C' de I'espace. Exprimer grad F'(M) en
fogctic;\rzf %(M ), g—f;(M ), %—Z(M ) et des vecteurs du repere cylindrique associé au
point M.
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Exercice 39 [o1775] [correction]

=l

o

Soit F le champ de vecteurs du plan défini par F (M) =
a) Calculer divF (M)
b) Le champ de vecteurs F dérive-t-il d’'un potentiel 7

O
%

Exercice 40 [o01776 ] [correction]

- . —
Soit F' le champ de vecteurs de l'espace défini par F(M) = OOJ\%.
a) Ce champ de vecteur dérive-t-il d’un potentiel ?

b) Calculer divE(M) et RotF(M).

Exercice 41 [o1777] [correction]

Soit ¢ un vecteur de 'espace et Fle champ de vecteurs de 'espace défini par
F(M) =& OM.

a) Calculer divF (M) et RotEF(M).

b) Le champ de vecteur F dérive-t-il d'un potentiel ?

Exercice 42 [o1778] [correction]

[Fonctions harmoniques]

Une fonction de classe C? est dite harmonique si, et seulement si, son laplacien
Af = 82?: + 2L est nul.

ox Oy?
a) Montrer que si f est harmonique et de classe C3 alors %, % et x% + yg—i le

sont aussi.

On suppose que f : R?\ {(0,0)} est radiale i.e. qu'il existe une fonction

¢ : RT™ — R de classe C? telle que f(z,y) = p(z? + y?).

b) Montrer que f est harmonique si, et seulement si,’ est solution d’une équation
différentielle qu’on précisera.

¢) En résolvant cette équation, déterminer f.
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Exercice 1 : [énoncé]
Soit (v, B) solution. Considérons

xayﬁ
sur (RT*)2.
On a s
:L.Ot
flz,z) = 2z

f bornée implique o + 3 = 1.
Inversement, supposons a + § = 1.

Siy > x alors

Ty T

a,l— a
y [z
ng(xvy):x—l-ygx—i—y<y> <1

Si z > y alors idem.

Exercice 2 : [énoncé]

Pour tout a € A, d(z,A) < ||z — a|| < ||z —y|| + ||y — a]| donc

(e, A) — o — ]| < d(y, A).

Ainsi |d(z, A) — d(y, A)| < ||z — y|| et donc = +— d(z, A) est lipschitzienne.

Exercice 3 : [énoncé]
a) f(0,1/n) =0—=0et f(1/n,1/n) =1/2 — 1/2. Pas de limite en (0,0).
b) f(1/n,0) = 1 et f(l/n —1/n) — 1/2. Pas de limite en (0, 0).

_ |zy| —0
C) |f(x,y)| |m| z2+y2 S 2 | | (z,5)—(0,0) o

f(x,y) = rcos? Osin @

(2,9)~+(0,0)
d) [f(z,9)] < |zy]

(z,y) = r?cos? Osin? 0

xy < 1
2 2
@ty (z,9)—(0,0)

Exercice 4 : [énoncé]
a) f(0,1/n) — 0 et f(1/n,1/n3) — 1. Pas de limite en (0,0)

b) f(0,—1/n) =2n — 400 et f(0,1/n) = —2n — —oco. Pas de limite en (0, 0).

¢) 0< f(z,y) < 5 |zy| — 0 ou f(rcosf,rsinf) = O(r?).

Exercice 5 : [énoncé]

£ I
< = 0 0 0
a) |f (@ y)| < 75t = risinfeosb] ———
1—cos(xy) cost __
) flay) = o= or Jim S5t = § done f(w9) T 0

c) f(1/n,0) = 1et f(1/n, 1/lnn) — 1/e. Pas de limite en (0,0).
d) Quand z — 0, f(z,—z + %) ~ —1. La fonction f n’a pas de limite en (0,0).

Exercice 6 : [énoncé]

Par le théoreme des accroissements finis, il existe ¢, € ]O, 2+ y2[ tel que
F(z,y) = £(0).

Quand (z,y) — (0,0) alors ¢, — 0 puis F(z,y) — f'(0).

Exercice 7 : [énoncé]

Notons D = {(z,y) € R?/2* +y*> <1} et E = {(z,y) € R*/z? + y* > 1}.

f est continue sur D et E.

Soit (o, o) tel que 23 + y2 = 1.

Si (z,y) — (zo,y0) avec (z,y) € D alors

fx,y) = 325 +y5 — 1= —525 = f(x0,o)-

Si (z,y) — (x0,y0) avec (x,y) € E alors f(x,y) — —%x% = f(z0,Y0).

Donc lim f(x,y) = f(xo,90) et finalement f est continue sur R2.
(@,y)—(z0,y0)

Exercice 8 : [énoncé]
Soit a = (o, B) € R?.
Si o # B alors au voisinage de a,

1) - 1) £8) - fa) _
Yy—x (z,y)—a 5 —

F(x,y) =

Sia =g alors :
Quand (z,y) = a avec z =y, F(z,z) = f'(x) = f'(a) = F(a).
Quand (z,y) — a avec z # y, par le théoréme des accroissements finis

F(x,y) = f'(c)

avec ¢ compris entre x et y. Par le théoréme des gendarmes, ¢ — « et par
composition
F(z,y) = f'(a) = F(a)

Finalement F' est continue en tout a € R2.
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Exercice 9 : [énoncé] Exercice 14 : [énoncé]

Soit ¢ : [0,1] — R? définie par p(t) = a + t.(b — a). On a 5 5 )

Par composition f o ¢ est continue sur le segment [0, 1]./ \ g(x,y) _ —%wl(y/w) ot Ff(m,y) = 24/ (y/x)
Comme (f o p)(0) = f(a) et (fop)(1) = f(b), par le théoréme des valeurs x Y x
intermédiaire, il existe t € [0,1] tel que (f o ¢)(t) = y. d’oti la relation.

Pour x = p(t) € Aonay= f(z).

Exercice 15 : [énoncé]

Exercice 10 : [énoncé] La courbe I' d’équation y? = z est une parabole séparant le plan en deux portions
a) §L(x,y) = yav~! et %(x,y) =Inz.av. ouvertes

of — z of — y U= {(z,y)/z <y?} et V= {(z,9)/x > 1>
b) 8w($,y) = \/W et ay(l‘ny) = \/W {( Z/)/ Y } {( y)/ Y }

c) %(m, y) = sin(z + y) + z cos(z + y) et g—g(w, y) = x cos(x + y).
v /
Exercice 11 : [énoncé] o
a) Soit h = (o, B) € R%. k
. Ty ==
0 sia=0 ;

) - 10.0) = ittt = { 0 B0

Donc Dy, £(0,0) = 0sta=0 . Soit (zg,y0) € U. Au voisinage de ce couple, f(x,y) = = et donc
B2/ si a# 0
b) f(1/n,1/y/n) =1 — 1+ f(0,0) donc f n’est pas continue en (0,0). %(xo,yo) — 1 et %(fﬂoyyo) —0

. . . _ 2
Exercice 12 : [énoncé] Soit (zg,y0) € V. Au voisinage de ce couple, f(z,y) = y* et donc

Quand n — +o0 b b
/ <1 1 ) 1 afi(xm.%) =0et aTJ:(Io,yo) = 2yo

w2 - 5 # f(0,0)
. 9 s 5 s
donc f west pas continue en (0,0). Soit (x0,90) € T’ (on a donc zp = y§). Sous réserve d’existence

Soit h = (av, B) € R2, of )
87(:60’3/0) = lim — (f(wo +t,90) — f(z0,%0))
1 tQaQB 0 si =0 i t—0 t
;(f(tohtﬂ) - f(070)) - ot + t2ﬂ2 — { O[Z/ﬁ sinon Pour ¢ > 0’
1 1
n (f(zo +t,y0) — f(z0,%0)) = 7 (¥ —v5) =0
Exercice 13 : [énoncé] et pour ¢t < 0,
£ (z,9)| < Iyl ey < Iyl = 0 donc f(a,y) = 0. ! 1
e . B . _,
L (f(R,0) — £(0,0)) = 0 donc 3£(0,0) = 0 et de méme 2 (0,0) = 0. 7 (o +1,90) = f(zo,90)) = £ (w0 +1 —20) =

On en déduit que la premiére dérivée partielle de f en (z,yo) n’est pas définie.
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Sous réserve d’existence car

of

87/(900,2/0) = }g%% (f(zo,y0 +1) — f(x0,0))

LY
£Z?2 + y2

2zy* In(z® + y%) = 2y (2 +y*) In(2* + y*)

Par suite % existe et est continue sur R?.
Etudions ’existence de la dérivée partielles par rapport a y.

Si yg # 0 alors pour ¢ du signe de yq, :
Comme f(x,y) = f(y,x) I'étude de %}y‘ est identique.

1 1 L o L A&fins
; (F(xo, 50 +1) — f(wo,0)) = 7 (0 — 20) = 0 b) Soit g : RT™ — R la fonction définie par
tsinl/y/t sit#0
et pour ¢ du signe opposé & celui de g, g(t) = { 0 Vi Sinof
1 1
t (f(zo,yo +1t) — f(zo,%0)) = n ((yo +1)° — yg) =2yo +t La forzlction g et continue sur RT et comme f(z,y) = g(z? + y?), f est continue
sur R“.
On en déduit que la deuxiéme dérivée partielle de f en (zo,yo) n’est pas définie. La fonction g est de classe C sur R™* donc f admet des dérivées partielles
Si yo =0 (et alors zy = 0) alors pour tout ¢ # 0 continues sur R*\ {(0,0)}.
7 (£(0,041) = £(0,0)) =0 Peplus . .
donc la deuxiéme dérivée partielle de f en (0,0) est définie et L (z,y) = 2xsin — r COS
5 ox \/IQ + 2 \/zz + 2 \/xz + 2
i(ov O) =0 et
% 6f( ) = 2ysi i cos !
—=(z,y) = 2ysin -
8y \/xQ + yz \/a:2 + yz \/x2 i yz
Exercice 16 : [énoncé] Etudions existence de dérivées partielles en (0, 0).
a) f est clairement continue sur R?\ {(0,0)}. 1 1
Etudions la continuité en (0, 0) T (f(t,0) = £(0,0)) = tsin 1 = O(t) Y 0
fla,y) = (zy) ( Zx_i/ 2> (22 + 1) In(22 + ) o 0 donc %(0,0) existe pas et vaut 0. Il en est de méme pour %(0,0).
2 +y z,9)— (0,
af (1 2 .
f est donc continue en (0,0). Iz (n’()) =, smn—cosn
Etudions I'existence de la dérivée partielle par rapport a z.
Par composition % existe et est continue sur R\ {(0,0)}. diverge quand n — 400, donc % n’est pas continue en (0,0).
De plus of 9432 Il en est de méme de %5-
Y
5y (0Y) = 2297 In(a® + %) + e
et Exercice 17 : [énoncé]
1 (f(t,0) — £(0,0)) =0 — 0 Introduisons o primitive de ¢ sur R. 1 existe et est C! car ¢ est continue.
t =0 fo) = 0) —0)
gogc %(07 0) existe et %(0’ 0) = 0. donc par opérations f est C' avec
nfin
of a—fx =¥ (z) = — xeta—fx =19 (y) =
a0 0 5 &) (z) = —p() et 5 (2,9) = T'(y) = ¢v)
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Exercice 18 : [énoncé]
Par composition la fonction g est de classe C' et

g'(t) = 2Dy f(2t,1 + 1) + 2tDo f(2t, 1 + %)

Exercice 19 : [énoncé]

a) (u,v) = (u? +v2 uv) est C' de R? vers R? car a composantes polynomiales.

Par composition g est de classe ctl. )
b) g—i(u,v) = QU%(UQ + 2, uv) + vg—i(tﬂ + 02, uv) et

%(U»U) = QU%(uz + 02 uv) + ug—i(u2 + 0%, uw).

Exercice 20 : [énoncé]
a) (p,0) — (pcosf, psinf) est de classe C' donc g l'est aussi par composition.
b) Par dérivation de fonctions composées
g—fp’(p7 0) = cos 0%@ cos @, psinf) + sin Gg—?’;(p cos @, psinf) et
%(/L 0) = —psin@%(pcos 0, psin0) + pcos 9%(,0(305 6, psin 6)
¢) En résolvant le sybteme forme par les deux equatlonb précédentes.

gi(x y)—rcosﬁ—q—smﬂ 2 et af = rsinf q+cos€ avec

(z,y) = (rcos@,rsinb).

Exercice 21 : [énoncé]
On dérive la relation par rapport a t avant d’évaluer en ¢t = 0.

Exercice 22 : [énoncé]
On dérive la relation par rapport a t avant d’évaluer en ¢t = 1.

Exercice 23 : [énoncé]
a) En dérivant la relation f(tz,ty) = t"f(z,y) en la variable ¢

of of

_4 ~J — n—1
ro (1) +y5 (. ty) =t f(r.y)

En évaluant en t = 1, on obtient

of
I%(ﬂf,y) +y

of

aiy(xvy) = nf(x,y)

b) En dérivant la relation f(tz,ty) = t"f(x,y) en la variable x

B) B)
t%(tx,ty) = t"afi(%y)

donc, pour ¢ # 0,
af _ n—lg

Cette identité se prolonge aussi en t = 0 grice a la continuité de %.

On peut conclure que 5 f est de homogene de degré n — 1.
Idem pour %.
Exercice 24 : [énoncé]

2
a) gh(x,y) = 32° + 22y, Gh(e,y) =2, G

8L (x,y) = 0.
b) §L(xz,y) = —ysin(zy), 5L(z,y) = —ﬂfsin(wy), S (@,y) =
8{18}; (z,y) = —sinzy — xy cos(zy) et —( ,y) = —a? cos(zy).

Exercice 25 : [énoncé]

a) Par composition f est de classe Ct sur R?\ {(0,0)}.

) 3 2 3 2 2zy*
(a) = oy — 2 O (0 ) = Bty

o (@) = 7 — Grnee BCETiE
De ph,IS Z(f(t70) - f(O O)) =0et 1(f(07t> -
5L(0,0) = 0.

%5(0,0) existent et on a 5L ( ,0) =

2
2]
De plus ﬁ(x’y)‘ < Iyl @ + 21y (ﬂﬁ!y?) (9)—(0,0)
of |zy] lzyl _y°
et 37/(:'3"”)’ S3Wlee P2l m Ty

Par suite f est C' sur R2.

b)%(ﬂ(oofﬂ(o0)):1%1&&(%@0)7

Donc O.av[“)y 7(0,0) et Byaa: (0,0) existent et on a Bxay 7(0,0) =0 et
On en déduit que f n’est pas C2.
Exercice 26 : [énoncé]
a)
of 1 B
5700 = lim = (f(2,0) - f(0,0)) =0
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et de méme 2—5(0,0) =0.
Par opérations, f est de classe C! sur R?\ {(0,0)} et pour (z,y) # (0,0),

8f( )_y(x —y* + 42%y?) 3f( )_x(x4—y4—|—4x2y2)
o0V T T T @2 oy Y T T @ 4 )
En passant en coordonnées polaires, on vérifie aisément

of of

- — 0= 0,0

Ox (z.9) (2,y)—(0,0) Oz 9500

Il en est de méme pour %ch' On en déduit que f est de classe C' sur R2.

b)
2f of of 02 f
ayor 00 =l 7 <a 0.8) = 5, (0 O)) —Let gy (00 =

On en déduit que f n’est pas de classe C? car la conclusion du théoréme de
Schwarz n’est pas vérifié.

Exercice 27 : [énoncé]
a) Par composition F est C?.

b) ap(w y) = F@+oW), L(x,y) = W) (@+e1), 35 @y) = f(z+¢©))

('?may (z,y) = @' (y) f""(z + p(y)). Par suite 'égalité proposée est vérifice.

Exercice 28 : [énoncé]

a) g est C? par composition.

b) gg (u,v) = vgf (uv,u? + v?) + ng—g(zw,u2 +v?),
gg (u,v) = ugf (uv, u? + v?) + 2v2—§(uv,u2 +v?),

62

gz (U, 0) =

20°f

v 5t (uww, u? +v )+4uvaxafy(uv u?+v )+4u26yf(uv u? +v?)+ 2‘3—5(u1},u2+v2),

62

22 (u,0) =

uv%(uv, u? +v?) + 2(u? + 02)—3 f
9 9 9
d—(u v) = u28—£(uv,u2+v ) + duv (%dy( . )+4v2 94

)+2 (..)

Exercice 29 : [énoncé]

99 _ 3f of 99 _ _ of of

5. = costfg +s1n90y, 50 rsm& +rcos€dy,

g = CoS 9 +2005951n9 —&—bm 987;27

%8—99 sin 9 —20059811&9 +cos 96 %cos@%—%sin@%
10 1 8

donc BIJ; + +r8£+r728f0!2]

(uv u? + v?) + duw a—f(uv u? +v?) + g—i(,),
5 (.

Exercice 30 : [énoncé]
a) Point critique (0, 3), f(0,3) = —9. Posons u =z et v =y — 3.

1 1
Fle,y) = £(0,3) = v” + w4+ 0* = S(u? +0) + S(u+0)* 20

f admet un minimum en (0, 3).
b) Point critique (1,1), f(1,1) =4. Posonsu =z —letv =y —1

flz,y) — f(1,1) =u® +20% —2uv = (u —v)* + 0> >0

f admet un minimum en (1,1).
¢) Point critique (0, 0).
Pour tout n € N*,
f(1/n,0) >0et f(—1/n,0) <0

Pas d’extremum.
d) Point critique (0,0).

1 1

1 ) 9
FO/n,0)= =+ — ~ = >0t f(=1/n,—1/n+1/n%) ~ == <0

Pas d’extremum.
e) Points critiques (0,0) et (1,1).
Etude en (0,0) :

f(1/n,0) > 0et f(1/n,1/n) ~ =3/n* <0
Pas d’extremum en (0, 0).

Etude en (1,1) :
Posonsu=x—-1letv=9y—1.

flz,y)—f(1,1) = v®+3u®+v* +3v° —3uv = <u3 + 3u2) + <v3 + 3712) +g(u—v)2

2 2

Comme

3 3 3 3
3L T2~ 02> 32022 >
u+2u02u >0etwv +2v021) >0

on a localement
flz,y) = f(1,1) =20

f admet un minimum relatif en (1,1).
Ce minimum ne peut étre absolu car f(—n,0) — —oco.
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Exercice 31 : [énoncé]

u=zx+y z=3u—v
=
v=2x+ 3y Yy=v—2u
Posons ¢ : R? — R? définie par
d(u,v) = (3u—v,v — 2u)

¢ est une bijection de classe C'.
Soient f : R? — R une fonction de classe C' et g : R> — R définie par
g(u,v) = f(Bu —v,v — 2u),
Par composition ¢ = f o ¢ est de classe C! sur R? et
dg of of

=32 3u—v,0—20) — 22 (Bu—wv,0—2
au(u,v) 3a$(3u v,V — 2u) 3y(3u 0,0 — 2u)

f est solution de I’équation aux dérivées partielles étudiée si, et seulement si,
% =0 ce qui conduit & g(u,v) = h(v) puis f(z,y) = h(2z + 3y) avec h fonction

de classe C!.

Exercice 32 : [énoncé]
Soit f : R? — R une fonction de classe C! sur R? solution de

of [ of _
o "oy =7
Soit g : R? — R définie par g(u,v) = f(u,u +v).
Par composition g est de classe C* sur R? et

%

au(u,v) = “(u,u+v)+ =—(uv,u+v) = f(u,u+v) =g(u,v)

La fonction u — g(u,v) est solution de ’équation différentielle y' = y donc il
existe C'(v) € R tel que g(u,v) = C(v)e".

Notons que C': R — R est de classe C! car C(v) = g(0,v) avec g de classe C?.
Par suite, on obtient f(x,y) = C(y — x)e".

Inversement, de telles fonctions sont solutions.

Exercice 33 : [énoncé]
Soient f : R?\ {(0,0)} — R de classe C! et g : R** x R — R définie par
g(r,0) = f(rcosf,rsinb).

Par composition, g est de classe C'.
On a

dg of of
Tr ) = | —y=L '
o (r’ ) ( yax ((E, y) i ay (:L., y) x=r cos 0,y=rsin 6
Par surjectivité de I’application
RT™ x R — R?\ {(0,0)}, (r,0) — (rcos,rsinf)

on peut affirmer que f est solution de I’équation aux dérivées partielles étudiée si,

et seulement si,

dg B
%(7", 9) =0

c’est-a-dire, si, et seulement si, g(r,0) = C(r) avec C fonction de classe C! définie
sur ]0, +oo.

On obtient alors f(x,y) = C(y/22 + y2) puis f(z,y) = D(x? + y?) avec D
fonction de classe C! définie sur |0, +ool.

Exercice 34 : [énoncé]

Soient f:R™* x R — R une fonction de classe C! et g : RT™ x |—m/2,7/2[ = R
définie par g(r,6) = f(rcos®,rsin@). Par composition g est de classe C! sur
R x |—m/2,7/2[ et

r—g(n 0) = rcos Hg(r cos @, rsinf) + rsin Hg(r cos 0, 7sin )

ar ox y

f est solution de I’équation aux dérivées partielles étudiée si, et seulement si,

dg B
ra(/La) =r

ce qui conduit & g(r,0) = r + h(0) puis
flr,y) =va2+y?>+h (arctan %) =2 +y2+k (%)
avec k fonction de classe C' définie sur R.

Exercice 35 : [énoncé]
Soient f : R? — R une fonction de classe C? sur R? et g : R? — R définie par

9(u,v) = f((u+0)/2, (u—v)/2¢).
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Par composition ¢ est de classe C? sur R? et, par calculs, f est solution de et
I’équation aux dérivées partielles étudiée si, et seulement si, 92F 2F 92F 2 OF
— (M) = p?sin® §——— (M)+p? cos® §— (M) —2p* cos 0 sin  —— (M) —p cos —
82g . 502 (M) = p~sin 97 (M)+p* cos R (M)—2p” cos 8 sin 8m8y( )—p cos e
Oudv On observe alors
On obtient g(u,v) = C(u) + D(v) puis f(x,t) = C(z + ct) + D(x — ct) avec C et 2F OF 92F 92F 2F
D fonctions de classe C2. P’ 92 (M) + p%(M) 90 (M) = p? (5332 (M) + g2 (M))
et donc 5 5
Exercice 36 : [énoncé] AF — o°F  10F + 19°F
a) f(z,y) = 32%y* + C* sur R?. op2  pOp  p* 002
b) f(z,y) = /x? + y* + C* sur R?\ {(0,0)}.

af _ x
e (z,y) = ey donne

f(z,y) = $ In(z® + y?) + C(y) qui injectée dans la deuxiéme équation donne :
s +C'(y)

¢) Il n’y a pas de solution car

Exercice 37 : [énoncé]

a) Puisque
— OF - OF-
dFr=2"7+%;
st or " + dy J
one —()1 0’F  O0°F
AF = divgra F = @ 87212

b) Introduisons f et f les représentations cartésiennes et polaires de F.
On a i
F(M) = f(p,0) = f(pcosb, psinf)

donc ~
gﬁ(p, ) = cos Gg—i(pcos 0, psinf) + sin@%(pcos 0, psin )
ce qu’on réécrit
OF OF OF
%(M) = OSG%(M) +Sln987y(M)
De méme OF OF OF
%(M) = psmé’a—x(M) +pcos€8—y(M)
c¢) Aussi
0’F 5 O°F 5 O°F ., 0°F
TpQ(M): 9@(]\4)4’8111 GTyQ(M)+2COSGSln06$ay(M)

ﬁ qui est incompatible avec C' fonction de la seule variable .

Exercice 38 : [énoncé]

Introduisons les représentations cartésiennes et cylindriques de F'.

F(M) = f(p,¢,2) = f(pcose, psin g, z)

On en tire
of
dp

qu’on réécrit :

of . . of .
—(p, p, z) = cos ap%(pcos @, psin g, z) + sin @8—y(pcos , psinp, z)

oF oF oF
a—p(M) = COS@%(M) + sincpa—y(M)
De méme : OF OF OF
%(M) = —PSiDW%(M) +PCOS<P€Ty(M)
Sachant @, = cos @i + sin pj et U, = —sin @1 4 cos ¢j, on obtient :
oF 10F oF -  OF - OF - OF -
—(M)u, + ——(M)u, — (Mk=—M)i+ —(M)j+——(M)k
Adnsi —  OF_. 10F_  OF
.
dF = —1u —U, + —k
gra 8pup+p8<p "’+8z
Exercice 39 : [énoncé]
F(M)= —2—7 v 7
( ) \/:p2+y27/ + \/a:2+y2'7
a) divﬁ(M): L __a? )+ 1 __ 2 =
\/x2+y2 \/W \/x2+y2 \/$2+y2 oM

b) F dérive du potentiel V(M) = /22 + 4% = OM.
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Exercice 40 : [énoncé]

FM)= —= it v 5y = _f
( ) \/12+y2+ZQSZ + \/z2+y2+z23'] + \/a:2+y2+z2a
a) F dérive du potentiel V(M) = —\/ﬁ = —5m
_ 1 x 1 2 z _ 2
b) div ( )= (OM3 30Mo) + (0M3 o 30%\45) + ((OM3 30Mo)) - om®
—
Rot F' = & car F dérive d'un potentiel.

Exercice 41 : [énoncé]

@ = wei +wyj + wk. F(M) = (wWyz — W)l + (Wt — we2)] + (Waey — wyz)E
a) divE(M) = 0. Rot F(M) = 2w,7 + 2w, + 2w,k = 2.

b) Lorsque & # &, le champ F ne dérive pas d’un potentiel.

Lorsque & = 0, le champ F est nul est donc d’un dérive de n’importe quel
potentiel constant.

Exercice 42 : [énoncé]

of 9% 9 o? _ 98 9
a) A (%) (Af) =0 car w2 ozd = oz az2f et 6y2 Bzv — 9z 0y2
Ainsi g—f est harmomque et il en est de méme de 2 7.

of °f ’f _
A((ﬂ +y8y) x8T3+8’E +y8T28y+Z3y28T+y8y +8y

xA( )+yA( )+Af—()

b) 9L =220/ (22 + y?), T =2/ (2% + y?) + 22%¢" (2 + y?),

gyz =2¢/ (2% +y°) + 259" (a? + y?).

Af =0 V(z,y) e RA\{(0,0)}, (2% +y°)¢" (2 + ¢*) + ¢ (2 +y*) = 0
dou A(f) =0 Vr e R r¢"(r) + ¢'(r) = 0.

¢ est solution sur R™ de I’équation différentielle zy’ +y = 0.

¢) Les solutions de I’équation zy’ + y = 0 sont les fonctions y(z) = C/x.

On en déduit p(x) = Clnz + D avec C, D € R.

Les fonction harmoniques radiales sont les f(x,y) = C’ In(x? + y?) + D avec
C',D eR.
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